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Exercices Algebre - Anneaux I

Tous les anneaux de cette feuille d’exercices sont supposés étre commutatif sauf mention explicite du contraire.

EXERCICE 1. Montrer que tout anneau intégre fini est un corps.

SOLUTION. Soit A un anneau intégre fini. On doit montrer que tout élément non nul de A est inversible. Pour a € A, a # 0,
on considere 1’application ¢, : x € A — ax € A qui est un morphisme de groupes (A, +) dans (A, +). Comme A est integre
on voit facilement que ¢, est injectif, donc surjectif car A est fini; il existe donc en particulier a’ € A tel que aa’ = 1.
Comme A est supposé commutatif, on a bien montré que a était inversible.

EXERCICE 2. Soit A un anneau commutatif, et soit S une partie multiplicative de A, c’est-a-dire que S contient 1, et si
s,t € S, alors st € S. On veut définir la localisation S~ A de A par rapport a S.

1. Montrer qu’on peut définir une relation d’équivalence sur A X S comme suit : (a, s) est équivalent a (b, t) s’il existe
un u € S tel que u(at — bs) = 0. Soit S~' A I’ensemble des classes d’équivalences. On écrira £ pour désigner la classe
d’équivalence de (a, s).

2. Montrer que S~' A, muni des opérations 2+ % = %tbs et 2. [?’ = %, est un anneau commutatif.

3. Montrer que si S contient 0, alors S~' A est un anneau trivial.

4. Montrer que I’application f : A — S~ A définie par a £ est un morphisme d’anneaux. Montrer que f est injectif
si S ne contient pas de diviseurs de zéro.

5. Cas particulier : corps des fractions. Supposons que A est intégre, et que S = A\ {0}. Montrer que S~' A est un corps,
appelé le corps des fractions de A.

6. Cas particulier : localisation en un idéal premier. Soit P un idéal premier de A. Montrer que S = A \ P est une partie
multiplicative de A. On écrit Ap pour désigner S~' A dans ce cas.

7. Cas particulier (suite) : Montrer que I’idéal engendré par I’image de P dans Ap est le seul idéal maximal de Ap.

SOLUTION.
1. Montrons que la relation ~ sur A X S est réflexive, symétrique et transitive : Va,,b,c € A, Vs, t,k € S :
— (a,s) ~(a,s)caras —as =0.
— supposons (a,s) ~ (b, t) alors il existe v € S tel que u(at — bs) = 0; donc (—u)(bs — at) = 0 et donc
u(bs — at) = 0 ce qui implique que (b, t) ~ (a, s).
— si(a,s) ~ (b, t)et(b,t) ~ (c,k)alors Ju,v € Stelsque u(at—bs) = 0et v(bk—ct) = 0. Donc uvt(ak—sc) =0
eton a que (a, s) ~ (¢, k).
2. Montrons que la somme est bien définie : si f = ‘:—: et ‘—t’ = lt’—,' alors il existe u,v € S tels que u(as’ — a’s) = O et
v(bt’ — b’t) = 0; on a donc que

at+bs a't’'+b’s’
uv((at + bs)s’t’ —(a’t’ + b’s")st) = uvtt'(as’ — a’s) + uvss'(bt’ - b't) =0 et — = o
s s

ab _ a'b

De méme =57, car

uv(abs't’ — a’b’st) = uv(abs’t’ — a’bst’ + a’bst’ — a’b’st)
uv((as’—a’s)bt’ + (bt’ — b't)a’s) =0

Les deux opérations sont donc bien définies. Montrons maintenant que (S~' A, +, .) est un anneau commutatif : soient

_ (at+bs)u+cst

— + est associative : (£ + %) + £ o

=244
s + (t + U)’
— % est I’élément neutre pour +,

— =Z est l'inverse de £,
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. a_, b _ at+bs _ bstat _ b , a

— (A, +) estcommutative $ + 7 = &= = == =7+ 3,
slicati iative - (2 by ¢ — abc _ a (b ¢

— la multiplication est associative : (£.2).0 = 222 = $.(3.9)

iplicati 19t 4 31 e .a (b ¢\ — abu+tact ab a ¢\ _ absu+tacst
— la multiplication est distributive par rapport a I’addition : £.(3 + £) = &= et (5.72) + (£.9) = 22572211

stu s2tu
sont égaux car 1.((absu + acst)stu — (abu + act)s*tu) = 0.
— L élément unitté est %
: ica b _ b oa
— Le produit est commutatif £.2 = 2.2.
Supposons que O € S. Alors, pour tout a,a” € Aettouts,s” € S, 2 = ‘;'— car O(as’ — a’s) = 0. L’anneau S~! est donc
trivial.

Soitf:ae A %€ ST A, c’est un morphisme d’anneaux :
b
1

— f(ab) = 22 = 2.2 = f(a)f (b),
— (f(a+b) =22 = 2121 — £(a) + £(b),
— f(h=1.

Supposons que S ne contient pas de diviseurs de zéro. Soit a2 € Ker(f). Alors f(a) = £ = %, donc il existe u € S tel

que u(a.1-1.0) = au = 0. Comme S ne contient pas de diviseur de zéro, ceci implique que a = 0. Donc Ker(f) = {0}
et f est bien injectif.

Supposons A est integre. On donc que S = A\{0} et une partie multiplicative de A. Soit £ un élément non nul de S -1
on doit montrer qu’il est inversible. Comme S = A\{0} et 2 # 0, on a que a € S donc ; est un élément de S7TA; il
vérifie 2.5 = % car 1.(as — sa) = 0.

6. Si P estunidéal premier de A, alors pour tout s, t € A\P, st € A\Pet1 € A\P,donc S = A\P est bien multiplicative.

7. Pour montrer que 1’idéal engendré par I’'image de P dans Ap est le seul idéal maximal de Ap, démontrons d’abord

qu’un élément ? est inversible dans Ap si et seulement si 2 ¢ P. En effet, si a ¢ P alors a € S par définition de S et
donc, comme £.3 = } 2 est inversible dans Ap.

Réciproquement, si % est I’inverse de f dans Ap alors il existe u € A\P tel quel u(ab — st) = 0. Ceci est équivalent a
dire qu’il existe u € A\P tel que uab = ust, comme ust € A\P,onaque uab ¢ P etdonc a ¢ P car P est un idéal.
Soit maintenant I un idéal propre de Ap et soit £ € I. Comme I # Ap, on sait que £ n’est pas inversible et donc
a € P de sorte que 2 appartient a 1’idéal engendré par 1'image de P (f(P) d’apres les notation de 4.) dans Ap. On a

donc montré que I C Ap et I'idéal engendré par f(P) est bien I’unique idéal maximal de Ap.

EXERCICE 3. Montrer qu’un anneau A est un corps si et seulement si I’ensemble de ses idéaux a exactement deux éléments.

SOLUTION. Supposons que A est un corps. Soit I un idéal de A. Si I # {0} alors il existe x € I, x # 0. Comme A est un
corps, x est inversible ie 3x ' tel que xx~' = 1 € I car I est un idéal. Donc I = A.

Réciproquement, supposons que A a exactement deux idéaux et montrons que tout élément non nul de A est inversible. Soit
a € A, a # 0. L’idéal engendré par a dans A, est alors , soit égal a {0}, ce qui n’est pas possible car dans ce cas a = 0, soit il
est égal a A, en particulier, il existe a’ € A tel que aa’ = 1.

EXERCICE 4. Soit A un anneau factoriel. On suppose qu’il vérifie le théoreme de Bezout, i.e. pour tous a, b € A premiers
entre eux, il existe u,v € Aavecua + vb = 1.

1.
2.

4.

Montrer que si a, b € A ont pour pged d, alors il existe u, v € A avec ua + bv = d.

Montrer que si une famille finie aq, ..., a, d’éléments de A a pour pgcd 1, alors il existe des éléments uq, ..., u, de A
avec )7, uja; = 1.

Montrer que si I est un idéal de A, alors il existe une famille finie d’éléments de I dont le pgcd est le pged de tous les
éléments de I.

En déduire que A est principal.

SOLUTION.

1.

Immédiat en notant que a/d et b/d sont premiers entre eux (noter que comme A est integre et a, b sont divisibles par
d, a/d et b/d ont bien un sens).
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2. Par récurrence sur n. C’est clair pour n < 2 avec I’hypothese. Supposons le résultat vrai jusqu’a n — 1. Soit d =
pged(ay, ..., ap—1). Alors il existe u, v dans A avec ud + va, = 1 car pgcd(d, a,) = 1 par définition du pgcd. Ensuite,
I’hypothese de récurrence appliquée a aq/d, ..., a,—1/d donne une décomposition

d:u1a1 + ...+ Up_18p-1, Uf,...,Un_1 € A,

d’ou on déduit le résultat.

3. SiIestnuloul = A, c’estclair (si I = A le pged de tous ses éléments est évidement 1). Sinon I contient un élément
non nul et non inversible a, qu’on peut écrire
,
a=u. l_[p;’f(a)’
i=1

avec u € A%, vi(a) € N, et les p; irréductibles non associés deux a deux. Soit alors, pour chaque /, a; un élément de I
tel que w; := v;(a;) soit minimum parmi les v;(x) avec x € I. Le pgcd de tous les éléments de I est alors

,
[1e
i=1

qui est aussi le pged de ay, ..., a,.

4. Soient I un idéal de A et d le pged de tous les éléments de I. D’apres c), c’est aussi le pged d’une famille finie
ai, ..., ar d’éléments de I. En appliquant b) a a1/d, ..., a,/d, on obtient que d € I, d’ou (d) C I. Par ailleurs I C (d)
par définition du pgcd de tous les éléments de I. Finalement I est bien principal.

EXERCICE 5. Soit A un anneau intégre. On dit que deux idéaux I et J de A sont étrangers si I + J = A (de maniere
équivalente, cela signifie que 1 appartient a I’'idéal I + J).
1. Montrer que si I et I, sont tous deux étrangers avec J, alors I’idéal I1I, (constitué des sommes d’éléments de la
forme aqa, avec a1 € I et a; € Ip) est encore étranger avec J.

2. On suppose que A est factoriel et que tout idéal premier non nul de A est maximal. Montrer que si p € A est irréductible
et ne divise pas a, alors (p) est étranger avec (a).

3. On garde les hypotheses de b). Montrer que si a, b € A sont premiers entre eux, les idéaux (a) et (b) sont étrangers.
En déduire que A est principal en utilisant I’exercice 4 de cette feuille.
SOLUTION.

1. Par hypothése on peut écrire 1 = a1 + b = ap + c avec a1 € I, ap € I, et b, c € J. En faisant le produit, on obtient
1 =ajay +(ajc+ bay + bc) avec a1ap € I1I et (¢ + bay + be) € J, ce qui montre que I7 I, est encore étranger avec
J.

2. L’idéal (p) est premier non nul car A est factoriel et p irréductible, il est donc maximal. Comme p ne divise pas a,
I’idéal (a, p) contient strictement (p), il est donc égal a A, ce qui montre que (p) est étranger avec (a).

3. Ecrivons la décomposition de a :
a=upi...pr,

avec u € A* et les p; irréductibles. Comme a et b sont premiers entre eux, p; ne divise pas b, et d’apres b), (p;) est
étranger avec (b). D’apres a) et par une récurrence facile, (p1)...(p,) = (a) est étranger avec b. On peut donc écrire
a = va+ wb avec v, w dans A. L’exercice 2 de cette feuille montre alors que A est principal, car il est factoriel et
vérifie le théoréeme de Bezout. Noter que A n’avait pas été supposé noethérien au départ (il existe des anneaux intégres
non noethériens tels que tout idéal premier non nul soit maximal, par exemple la fermeture intégrale de I’anneau Z,,

des entiers p-adique dans la cldture algébrique QTP de son corps des fractions Q).
EXERCICE 6. Dans I’anneau A = Z[iV/5], trouver deux éléments qui n’ont pas de pged.

SOLUTION. Via les deux décompositions différentes en irréductibles
9=33=2+iV52-iV5),

on voit facilement que 9 et 3(2 + /V5) n’ont pas de pged dans A.
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EXERCICE 7. Soit H I’anneau des fonctions holomorphes de C dans C.

1.
2.

Montrer que H est integre. Quel est son corps des fractions ?

Montrer que H* est constitué des fonctions qui ne s’annulent pas, et que I’ensemble des irréductibles de H est constitué
des fonctions qui ont un seul zéro avec de plus ce zéro simple.

Montrer que H n’est ni factoriel ni noethérien, en exhibant un élément non inversible qui ne se décompose pas en
produit d’irréductibles.

SOLUTION.

1.

Les zéros d’une fonction holomorphe non nulle sont isolés. On en déduit immédiatement que le produit de deux
fonctions holomorphes non nulles est non nulle, et donc que I’anneau non nul H est integre. Son corps des fractions
est par définition le corps des fonctions méromorphes sur C.

Si f est holomorphe et ne s’annule pas, on sait que 1/f est holomorphe et donc f € H*. En sens inverse s’il existe g
tel que fg = 1, il est clair que f ne s’annule pas.

Si maintenant f est irréductible, elle n’est pas inversible, donc posséde un zéro a. On sait alors que la fonction g
définie par g(z) = f(z)/(z — a) est encore dans H, et comme h : z — (z — a) n’est pas inversible, la fonction g
doit étre inversible ce qui montre que a est le seul zéro de f et qu’il est simple. En sens inverse, si f admet a comme
unique zéro et ce zéro est simple, alors si f = fif; avec f1, f, dans H, I'une des fonctions fi, f, ne s’annule pas donc
est dans H*, ce qui montre que f est irréductible. On a en fait montré qu’un systéme de représentants irréductibles est
constitué des fonctions de la forme z +— (z — a) avec a € C.

. Soit une fonction holomorphe non nulle possédant une infinité de zéros, par exemple z - sin z. Alors d’apres 2., elle

ne peut pas s’écrire comme produit d’un inversible et d’un nombre fini d’irréductibles, donc H n’est ni factoriel ni
noethérien. On peut par contre montrer (plus difficile) que H vérifie le théoreme de Bezout, ou encore que tout idéal
de type fini de H est principal.

EXERCICE 8. Pour un anneau commutatif A et un idéal I de A, on définit le radical de I comme étant 1’ensemble

VI ={xe€A|3n>1telquex" € I}.

. Montrer que VT est un idéal de A et que \/\/f = VI.

Montrer que si P est un idéal premier de A, alors VP = P.

3. Soit x ¢ VI et soit S = {x" | n € N}. Montrer que S est une partie multiplicative de A qui est disjointe de I. En

considérant I’anneau S~' A, en déduire qu’il existe un idéal premier P contenant I mais pas x.

En déduire que VT est I’intersection de tous les idéaux premiers de A contenant I (on suppose ici que I est différent
de A).

. Le nilradical de A est I’ensemble de tous les éléments nilpotents de A :

N(A) ={x € A|3n € Ntel que x" = 0}.

Montrer que le nilradical de A est un idéal, et que c’est I’intersection de tous les idéaux premiers de A.

SOLUTION.

1.

I cVIdoncI#@.Six, yeVI,ilexiste n,m> 1telsque x” € I, y™ € I.En utilisant le fait que I est un idéal,
onaque (X + )™ = x"x™ + x" X"V y + x"x"2y? 4 4 X"y" 4 x"VyMy 4+ xy™™ V4 yTy™ e I 1l est
évident que 0 € VT et que —x € VI. Par ailleurs, comme A est commutatif, on que si a € A alors (x.a)" = x"a" € I.

Comme I ¢ VI,ona VI c \/\/T Si x € VI c 4/VI,ilexiste n > 1 tel que x” € VI donc il existe m > 1 tel que
(x")™ = x"" e I de sorte que x € VI.Donc I = \/\/T

Soit x € VP etn > 1tel que x” = x.x"~! € P. Comme P est premier on a que soit x € P et on arréte soit X"~ € P;
dans ce dernier cas on a que x"~' = xx"~2 € P, donc soit x € P soit x"2 = xx"~3 € P on continue ainsi jusqu’a
obtenir x € P. On a donc VP = P.
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3. Soit x ¢ VI et S = {x"|n € N}. S est multiplicative : x”, x™ € S alors x"x™ = x"™ e Set1 = x° € S. Supposons
y € SN1I.Alors y = x" € I donc xVI ce qui est faux par hypothése. On a donc bien que SN I = @.
Soit ¢ : A — S~'A le morphisme qui a a € A I’envoie vers la classe 2e S~'A. Notons J I'idéal de S~' A engendré
par ¢(I). Soit M un idéal maximal de S~' A qui contient J. Alors, P = ¢~'(M) est un idéal premier de A disjoint de S.
En effet, P est premier car M est premier et ¢ est un morphisme d’anneaux (facile a vérifier) et supposons a € PN S
de sorte que ¢(a) = £ € I Comme a € S, % existe et £ est inversible ce qui impliquerait que M = S~TA. On a donc

PNS =@ Onaque x ¢ Pcar x € Setdonc 7 ¢ M car il est inversible dans STTA.EtI c P car phi(I) ¢ M et
d(I)# ST Acar x # VI.

4. Si x appartient a I’intersection de tous les idéaux premiers de A qui contiennent I alors x € VI car sinon, on vient
de montrer qu’il existe un idéal premier de A qui contient I et qui ne contient pas x. Montrons maintenant que VI
est inclus dans Iintersection de tous les idéaux premiers de A qui contiennent I : si x € VI, alors 3n > 1 tel que
x" € I.Soit P un idéal premier de A qui contient I. Dans ce cas x” = xx"~! € P, donc soit x € P soit x"~! € P Par
récurrence, on obtient que x € P; donc VI C P. Et on a montré que VI est égal a I’intersection de tous les idéaux
premiers de A qui contiennent I.

5. Il est facile de montrer que N (A) est un idéal de A. Par défintion N (A) = 4/{0} donc par la question précédente on a
bien que N (A) est I’intersection de tous les idéaux premiers de A.

EXERCICE 9. Soit Z[/] I’anneau des entiers de Gauss.

1. Soit p un nombre premier. Montrer que p est irréductible dans Z[/] si, et seulement si, p ne s’écrit pas comme somme
de deux carrés d’entiers.

2. Soit p un nombre premier congru 4 3 modulo 4. Montrer que si pour deux entiers a et b, on a a2 + b?> = 0 mod p, alors
p divise a et b.

3. Montrer qu’une somme de deux carrés d’entiers est congrue a 0, 1 ou 2 modulo 4.

4. En déduire qu’un nombre premier p est irréductible dans Z[/] si, et seulement si, p = 3 mod 4. (Indication : on pourra
calculer (p — 1)! mod p).

SOLUTION. Z[/] est un anneau euclidien de stathme N : a + bi € Z[i] — a* + b?N. 1l est facile de voir que N est
multiplicative ie si z,z" € Z[i] alors N(zz’) = N(z)N(z’). On a aussi que z € Z[/] est inversible si et seulement si
N(z)=1.
1. Montrons le sens direct par contraposée. Supposons qu’il existe a, b € Z tel que p = a%+b%. Alors p = (a+ib)(a—ib)
n’est pas irréductible.
Réciproquement, supposons p = uv avec u, v & Z[i]*, alors N(p) = N(u)N(v) = pz; donc N(u) divise p2 et comme
u n’est pas inversible, N(u) # 1 et donc N(u) = p (si N(u) = p2 on aurait que N(v) = 1 mais v n’est pas inversible
non plus. Donc p = N(u) = u12 + u% ol u = uy +iuy € Z[i]; c’est la somme de deux carrés.

2. Soit p = 3[4]. Soient a,b € Z tels que a?> + b*> = O[p]. Supposons b # O[p] alors b est inversible dans (Z/pZ)

et (ab™")? = a%(b"")? = —b*(b?) " = —1[p]; on a aussi que a®> = O[p] car b> % O[p] et a®> = —b?[p]. Si

on pose x = ab™! on a alors que x # O[p] et x> = —1[p]; autrement dit —1 est un carré modulo p. Mais
-1 -1 —

(xz)pT = (—1)pT = xP~!' = 1 car l'ordre de (Z/pZ)* est p — 1. Donc, % doit étre pair et p = 1[4] ce qui est

une contradiction car on supposé p = 3[4]. On a donc montré que b = O[p]. De méme, si on suppose a £ O[p] on
arrive a une contradiction et a = O[p] aussi.

3. Pour tout entier a2 € Z les classes possibles modulo 4 de a2 sont : 0 ou 1; donc pour a, b € Z les possibles classes
pour a% + b2 modulo 4 sont 0, 1 ou 2.

4. Montre que les trois conditions suivantes sont équivalentes
(a) p estirréductible,
(b) p=3[4],
(c) pn’est pas la somme de deux carrés.

C’est facile de voir que (b) implique (c) : d’apres la question 3. si p = a2 + b2 alors p # 3[4]. Montrons que (a)
implique (b). Supposons p irréductible dans Z[/]. Si p = 1[4] alors on montre a 1’aide du Théoreme de Wilson qu’il
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existe x € Z tel que x> = —1[p]. Dans ce cas p divise x2 + 1 = (x + /)(x — i) or on a supposé que p était irréductible
donc on a forcément que p divise (x + i) ou (x — i). En effet, p s’écrit comme p = 2k + 1 avec k un entier pair et on
écrit (p—1)! = 2k(2k—=1)...(k+1)k(k=1)...2.1.Comme pour tout/ € {0,...,k—1}onaque2k—i = - +1)[p],
on a que

P-D'=-1x-22x...(-((+ D) x- - x(=(k - 1)?) x (-k?)
= (1D x22x32x---x(k—1)?x k?

= (=D (k!
= -1[p]
d’apres le Théoréme de Wilson. Comme k est pair on a alors que (k!)?> = —1[p] et donc —1 est bien un carré modulo
p.
EXERCICE 10. Soit A le sous-anneau de C engendré par a = %ﬁ. Le but de cet exercice est de montrer que A est

principal, mais pas euclidien.

1.

Montrer d’abord que, si B est un anneau euclidien, alors il existe un élément non inversible x € B tel que la restriction
a B* U {0} de la projection de B sur B/(x) soit surjective. Ceci nous servira de critére pour montrer que 1’anneau A
n’est pas euclidien.

Donner un polyndme du second degré a coefficients entiers P s’annulant en a. En déduire que A est isomorphe a
Z[X]/P et que le groupe abélien sous-jacent a A est engendré par 1 et ar. Vérifier que I’application norme, qui a
z € Aassocie N(z) = zz, prend ses valeurs dans N.

Montrer que 1 et —1 sont les seuls éléments inversibles de A.

4. Montrer qu’il n’existe pas de morphisme surjectif d’anneaux de A dans Z/2Z ou Z/3Z (indication : pour chacun des

deux cas, supposer que f soit une telle surjection, et étudier I'image par f du polyndme trouvé en (2)).

5. En déduire que A n’est pas euclidien (indication : utiliser le critere de ().

6. On va montrer que A est principal.

(a) Montrer que pour tout a, b éléments non nuls de A, il existe g,r € A tels que r = 0 ou N(r) < N(b) et qui
vérifient, soit a = bg + r, soit 2a = bg + r.

(b) Montrer que I’idéal engendré par 2 est maximal dans A (on pourra utiliser le fait que A est isomorphe a un
quotient de Z[x]).

(c) Montrer que A est principal.

SOLUTION.

1.

Supposons B euclidien et notons v son stathme. On doit montrer qu’il existe x € B non inversible tel que, si on note
(x) I’idéal de B engendré par x, pour tout a € Bilexiste b€ B*U{0}telque b+ (x) = a+(x)ietelque a=gx+ b
pour g € B et b inversible.

Si B est un corps il suffit de prendre x = 0. Sinon, soit x € B\(B* U {0}) tel que v(x) soit minimal dans B\(B* U {0}).
Comme B est euclidien, pour tout a € B il existe g, b € Btelsque a = gx + bavec b =0o0u v(b) < v(x).Sib=0
on a que a € (x) et donc p(0) = p(a). Sinon, v(b) < v(x) implique que b est inversible et p(b) = p(a).

a = %@ estracine de P(X) = X2 =X +5car (X —a)(X —a) = X?2—(a+a)X +aa. Montrons que A est isomorphe
aZ[X]/P.Pourtout F € Z[X]il existe Q, R tels que F = QP + R ou R = 0 oudeg(R) < degP = 2 car le coefficient

dominant de P est inversible dans Z. On peut donc définir un morphisme & de Z[X] dans Z[ X]/(P) qui a F associe
R, le reste de la division euclidienne de F par P. Comme P(a) = 0 le morphisme

@ Z|[X] > Z|a]
X a
se factorise par (P) et on obtient un morphisme ¢ : Z[X]/(P) — Z[a] tel que ¢ = @ o 7. @ est en fait surjectif :

comme a? = a — 5 on sait que 1 et a engendrent Z[a]. Si R(X) € Z[X]/(P) alors R est de la forme R(X) = aX + b
car deg(R) < 2 et donc ¢(aX + b) = aa + b. On a en plus que @ est injectif : si g(aX + b) = @g(a’ X + b’) alors
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6.

alpha estracinede (a —a’)X + b— b’ =0donc a = g’_‘a’f €EQ;ora = %@ donc a = a’ et b = b’. On en déduit
que Z[X]/(P) = Z[«].
On vérifie facilement que pour z = aa + b € Z[a], N(z) = zZ = (aa + b)(aa + b) = 5a° + ab + b? € N.

Supposons z inversible et z’ tel que zz" = 1. Alors N(zz") = N(z)N(z’) = 1,donc N(z) = 1.Siz = aa+ bonaque
5a% +ab+b?>=1donc a=0etb==+1donc z==+1. On vérifie ensuite que 1 et —1 sont effectivement inversibles et
donc Z[a]* = {-1,1}.

Supposons f : A — Z/2Z morphisme. Comme a? — a + 5 = O dans A, onaque b2 — b+ 5 = b?> — b+ 1 = 0 dans
Z/2Z ou b = f(a). Or, le polyndme X2 — X + 1 n’a pas de racine dans Z/2Z ; don cil n’y a pas de morphisme de A
dans Z/2Z. De méme si f : A — Z/3Z on aurait 8 € Z/3Z tel que f? — B — 1 mais X? — X — 1 n’a pas de racines
dans Z/37.

Supposons A euclidien; d’apres 1. il existe x non inversible tel que la restrictionde p : A — A/(x) a A* U {0} est
surjective. Comme A =~ Z[a],ona A" : {-1,1} et pla-uoy : {—1,1,0} — A/(x) est surjective. On montre que A/(x)
est un corps : pour tout a + (x) € A/(x) il existe b inversible ou b = O tel que a + (x) = b + (x). Si b = 0 alors
a € (x) est I’élément neutre de A/(x); si b est inversible alors p(b) = a + (x) est inversible. A/(x) est donc un corps.
Comme p|4-uoy est surjective le cardinal de A/(x) est inférieur ou égal a 3, A/(x) est donc isomorphe soit a Z/2Z
soit a Z/3Z. On aurait donc un morphisme surjectif de A dans Z/2Z ou dans Z/3Z, ce qui est impossible. Donc A
n’est pas euclidien.

(a) Soient a, b € A non nuls. Soit x = % € C;ils’écrit x = u+va avecu,v € Q. (x = Z—% = ﬁ(az) € Qla)).

Soit n la partie entiére de v. Alors v € [n, n + 1[. Supposons v ¢]|n + %, n+ %[ et soient s, t les entiers les plus
proches de u et de v respectivement. Alors |s — u| < 17, [t —v| < % On pose g = s+ ta etdonc g € A = Z[«a].
Onaalorsque N(x = @) = N(u=s)+ (v —=tha) = (s —u)? + (s —u)t =)+ 5(t = v)> < T+t + 2 < 1.0n
pose r = a—bg.Onaalors que a = bg +r et N(r) < N(b).

Supposons maintenant v €]n + % n+ %[. On prend 2x = 2u + 2va et 2v €]2n + % 2n+1+ %[, si m est la partie
enti¢re de 2v alors 2v ¢|m + %, m+ %[. On se ramene donc au cas précédent et 2a = bg + r avec N(r) < N(b).

(b) Montrer que I’idéal engendré par 2 est maximal dans A (on pourra utiliser le fait que A est isomorphe a un
quotient de Z[x]). Ona que A ~ Z[X]/(X? — X + 5) donc

Al2) =~ Z[X])(2, X% = X +5) ~ (Z/22)[X]/(X? = X +5) = (Z]22)[ X]/(X? + X + 1)

et X2+ X + 1 comme est irréductible dans Z/2Z[X], on a que A/(2) est un corps.

(c) Soit I unidéal nonnulde Aeta € I, a # 0 tel que N(a) soit minimal. Si I = (a) il est principal. Sinon, alors

soit x € I\(a).Si x = aqg+r avec N(r) < N(a)our =0,comme x,a € Tonaquer € I etdonc r =0 car
N(a) est minimal dans I. Dans ce cas x € (a), contradiction.
Si2x =aq+r, N(r) < N(a)our =0,onaaussi r =0et2x = ag donc ag € (2). Comme (2) est maximal,
il est premier donc soit a € (2) soit g € (2). Si g € (2), alors g est de la forme g = 2q’, donc 2x = a2q’ donc
2(x — aq) = 0 ce qui implique que x = ga car A est integre. Donc x € (a) contradiction. On a donc que a € (2).
Donc a est de la forme 2 = 2a’ et x = a’q € (2"); comme N(a) = N(2)N(a’) ona N(a’) < N(a). Montrons que
a’ € I. Comme (2) est maximal et g ¢ (2) on a que 1’idéal engendré par 2 et g, (2, q) est égal a A.; il existe alors
A, u € Atels que 24 + gu = 1, ce qui implique que a’ = 2Aa’ + qua’ = aA + ux € I. Mais N(a) est minimal
dans I, donc on arrive a une contradiction. On a bien que I = (a) et A est principal.

EXERCICE 11. Le radical de Jacobson d’un anneau commutatif A est I’intersection de tous les idéaux maximaux de A. On
le note rad A.

1.

AR

Soit A un anneau. Montrer qu’un élément a est dans le radical de Jacobson de A si, et seulement si, pour tout x € A,
1 — ax est inversible.

Montrer que si x € A est nilpotent, alors 1 — ax est inversible, Va € A.
Montrer que le radical de Jacobson de A est le plus grand idéal de A tel que 1 — x est inversible pour tout x € rad A.
Soit I un idéal dont tous les éléments sont nilpotents. Montrer que I C rad A.

Calculer le radical de Jacobson de Z, R[X], Z/nZ (pour un entier n > 1).
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SOLUTION. 1. Soit a € rad(A). Alors a2 € M pour tout idéal maximal de A et I’'idéal engendré par a, vérifie (a) c M

pour tout idéal maximal M de A. Soit x € A et supposons 1 — ax non inversible; alors il existe un idéal maximal M
tel que (1 — ax) € M, donc en particulier il existe m € M telque 1 = ax + metdonc 1 € M carax € Msi(a) Cc M,
ce qui implique que M = A, contradiction. On a donc bien que 1 — ax € A*.

Réciproquement, supposons 1 — ax € A* pour tout x € A. Montrons que a € rad(A). Supposons que ce n’est pas le
cas; il existe donc un idéal maximal M de A tel que a ¢ M. Dans ce cas I'idéal engendré par M et a (ie le plus petit
idéal qui contient a et M) est égal a A. Il existe donc x € Aetme Mtelsque 1 = m+ ax,d’oum=1-ax quine
peut pas étre inversible car m € M # A. On arrive donc a une contradiction et on a que, pour tout idéal maximal M
de A, 2 € M etdonc a € rad(A).

Soit x € A nilpotent, c’est-a-dire qu’il existe un entier n > 1 tel que x” = 0. On adonc que 1 = 1 — x”7 =
(1=x)(1+x+---+x"")etdonc (1 — x) est inversible d’inverse (1 + x + - - - + x"~1). Mais si x” = 0 on a aussi que,
pourtout a € A, (ax)” = a”x" = 0 car A est supposé commutatif;donc 1 = 1-(ax)” = (1-ax)(1+ax+-- ~+(ax)"
et 1 — ax est inversible d’inverse (1 + ax + - -- + (ax)"").

On a montré que pour tout x € rad(A), 1 — x € A*. Soit I un idéal de A tel que, pour tout x € I, 1 — x € A*. Soit
x € I et supposons x ¢ rad(A). Il existe alors un idéal maximal K de A tel que x ¢ K et I’idéal engendré par x et K,
(x, K) étant le plus petit idéal qui contient K et x, est égal a A. Cela implique qu’il existe a € A et k € K tels que
1=xa+k.0Ork=1-xae A" (carcomme x € I,onaque xa € I). L’idéal K contient alors un élément inversible
etil est égal a A, ce qui est une contradiction car K est maximal. On a donc que x € rad(A) et alors I C rad(A).

. Soit I un idéal tel que tout élément de I est nilpotent; alors tout élément x de I vérifie que 1 — x est inversible et

I Crad(A).

Si n € rad(Z) alors pour tout entier k, 1 — nk € Z* = {-1, 1}, ce qui implique forcément que rad(Z) = {0}.

Si P € rad(R[X]) alors 1 — PQ est inversible pour tout Q € R[X]; en particulier 1 — X P est inversible, ce qui

implique P = 0; rad(R[ X]) = {0}.

Les idéaux premiers de Z/nZ sont de la forme pZ/nZ ou p est un nombre premier qui divise n. On a alors que
k

rad(Z/nZ) = ﬁ piZ|nZ = (p1,...,px)Z[/nZ,o0u p1,...,pk, pi # p; sont les diviseurs premiers de n.

i=1

EXERCICE 12. Soit A un anneau euclidien de stathme qo Montrer que

1. il existe un stathme ¢ qui vérifie la condition ¢(ab) > @(a) pour tous a, b € A non nuls;

2. pourtout a € A\ {0}, ¢(a) = ¢(1);

3. ¢(a) = ¢(1) si, et seulement si, a est inversible dans A;

4, sia,be A\ {0} sont associés, alors @¢(a) = @(b);

5. si a,b € A\ {0} sont tels que a divise b et ¢(a) = @(b), alors a et b sont associés.
SOLUTION.

1. 1l suffit de prendre ¢(a) = min,-o @(ax).

2. C’est évident.

3. Par division euclidienne : il existe g,r € Atelsque 1 = ag + r avec ¢(r) < g(a)our =0;sip(a)=Tonar =0et

a € A*. Réciproquement, si aa’ = 1,on a ¢(1) = ¢(aa’) > @(a) et donc ¢(a) = @(1).
4. Sia=ubavecuc A", ¢(a) = @p(ub) > G(b) et (b) = ¢p(u~"a) > @(a) donc @(a) = G(b).

5. il existe g € Atel que b = ag car a divise b. Aussi il existe g/, r € A tels que a = bg’ + r avec ¢(r) < ¢(b) = @(a)

our =0;donc a=aqq’ +retd(r)=¢(a(l-qq’)) = @(a)etr =0, donc b divise aussi a et ils sont donc associés.

1. en cours un stathme est défini comme étant un application ¢ : A\{0} — N telle que Ya € AVb € A\{0} 3q,r € Atels que a = bg + r avec
@(r) < @(b) ou r = 0. Dans d’autres références cette notion correspond a la notion de "préstathme" ; dans ce cas un stathme est un pré-stathme qui
vérifie aussi la premiere condition a démontrer dans cet exercice



