Exercices : groupes (I11); Opérations de
groupes

D. Harari

Agrégation

1. a) Pour chaque = € X, I'image réciproque E, de x par la projection
p: E — X a pour cardinal #H,. Comme les E, constituent une partition
de E, le cardinal de E est ) _y #H,.

b) On peut aussi déterminer le cardinal de E en considérant 1’autre pro-
jection £ — G, ce qui donne #E = EgeG(#Fixg). En comparant avec a),

on obtient
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mais #H, = #G/#w(x), d’ou en divisant par le cardinal de G :
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Par ailleurs ) __ m est aussi le nombre d’orbites, puisque si wy, ..., w, sont
les orbites, alors en regroupant les éléments de X par orbites, on obtient :
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c¢) On considere 'opération naturelle de G = S, sur £ = {1,...,n}. I n’y
a qu’une orbite et le cardinal de Fix g est le nombre de points fixes de la
permutation g. Ainsi, en regroupant les éléments de G par leur nombre de
points fixes, on a :

> #(Fixg) =Y kPu(k),

qui vaut aussi 1 par la formule de Burnside, d’ou le résultat.



2. On écrit simplement la partition de F en ses orbites pour l'action de
G = (o). La permutation ¢ agit alors comme un cycle sur chaque orbite, et
il est alors immédiat que o est le produit des cycles correspondants, puisque
ces orbites sont deux a deux disjointes.

3. a) Considérons I'application f de I’ensemble des classes a gauche G/A
sur I'ensemble des classes a gauche (G/H)/B donnée par f(gA) = 7(g)B.
Elle est bien définie car si g1, g2 sont deux représentants d’'une méme classe
de G/A, alors g; ' g, € A, Aot 7(g; ' g2) € B, ce qui donne que 7(g;) et 7(ga)
ont la méme classe dans (G/H)/B. 1l est immédiat que f est surjective, et
elle est injective car si f(g1) = f(g2), alors 7(g; *g2) € B, ce qui signifie que
gi'g2 € A, donc que g1A = g, A. Noter que I'hypothese G finie n’est pas
indispensable.

b) Si G est cyclique de cardinal p*, le résultat résulte de ce que G possede
un (unique) sous-groupe de cardinal d pour tout diviseur d de p®, donc en
particulier pour d = p®~!. Si G n’est pas cyclique, le sous-groupe H engendré
par un élément non trivial a pour cardinal p® avec 0 < 3 < a. L’hypothese de
récurrence (le cas o = 1 étant trivial) dit que G/H possede un sous-groupe
d’indice p, donc c’est aussi le cas de G via a).

c¢) On sait que le centre Z de G est non trivial, et il est aussi distinct de G
puisque G est non abélien. En raisonnant par récurrence sur «, on peut alors
supposer que (G/Z posseéde un sous-groupe d’indice p, donc G aussi d’apres
a).

d) Cela résulte de b) et c), en raisonnant par récurrence descendante sur

e) Cela résulte de d) et du premier théoreme de Sylow.

4. a) Si le cardinal de A possedait un diviseur premier ¢ # p, alors d’apres
le théoreme de Sylow A contiendrait un ¢-groupe non trivial, et donc un
élément d’ordre " avec r > 0. Comme par hypothese I'ordre de tout élément
de A est une puissance de p, on obtiendrait une contradiction. On peut aussi
utiliser le fait (théoréeme de structure) que A est isomorphe a un produit
[[%, Z/d;, avec dy|ds)|...|d,, et Phypothese que A est de torsion p-primaire
impose que tous les d; sont des puissances de p, donc le cardinal de A aussi.

b) L’équation aux classes donne que le cardinal de A est la somme du
nombre f de point fixes pour I'action de G et des cardinaux des orbites non
réduites a un point. Le cardinal d’une telle orbite divise celui de GG, donc est
une puissance de p autre que 1 vu que G est un p-groupe. Ainsi, en utilisant
a), [ est divisible par p et en particulier f > 2. Il y a donc au moins un point
fixe autre que 0.



c¢) Par hypothese, le groupe B est abélien et engendré par une partie finie
S :={g.a,g € G}. De plus tout élément = de S est annulé par une puissance
de p, donc comme S est fini il existe un entier m > 0 (puissance de p) tel
que mx = 0 pour tout = € S. On voit alors que si S = {s1, ..., s, }, alors B
est I'ensemble des combinaisons linéaires de la forme

a181 + ... + a,S,,

avec 0 < a; < m, ce qui montre que B est fini.

d) On observe que S est stable pour I'action de G, donc B l'est également
puisque G opere par automorphismes. Il suffit d’appliquer alors b) a B.



