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PREFACE

General topology provides insight into the roots of analysis. Concepts of open sets help
explain continuity of functions, while theories of connected sets shed light on the intermediate
value property. Metric spaces, function spaces, Euclidean spaces — all the fundamental spaces

of analysis — are at their root topological.

It is right, therefore, that this Compléments d'Analyse series begins with general topology.
It sets vocabulary and context for all that follows, and provides a rich variety of classic

examples to illustrate the important concepts of analysis.

Although topology may provide the vocabulary of analysis, too often this vocabulary is overwhelmed
by diverse terminology, inconsistent hypotheses, and contradictory theorems — due to the different
traditions of exposition on the subject. One purpose of this work is to set forth a consistent
environment of definitions, theorems and examples for all of analysis, from general topology

through functional analysis.

In a sense, Bourbaki has already provided a consistent framework for topology and analysis. But
the very general perspective of Bourbaki is intended more for the researcher than for the student.
Whereas Bourbaki focuses on general theories from which particular instan¢es can be derived (in
the problems), Compléments d'Analyse presents standard definitions and theorems as a foundation
for more general study. In Bourbaki examples are excuses for exercises; in Compléments d'Analyse
examples énd counterexamples join as full partners with definitions and theorems to yield insight

into fundamental topological understanding.

The power of generalization to unify mathematics becomes visible through the counterpoint of
theory and example. Universal properties emerge as a central bond between topological and
analytical ideas. Extension theorems and embedding results show that most of the spaces of
analysis live, topologically, within certain familiar spaces from which many essential properties

follow.

Compléments d'Analyse assumes a significant background in both topology and analysis. By so
doing it can develop connections and universal properties that normally remain unexamined in the
standard linear progression of regular textbooks. In Compléments d'Analyse, details become tools
for understanding, rather than impediments. What emerges is a perspective on topology and analysis
that highlights their fundamental principles and calls attention to the role of unifying concepts

in mathematics.

St. Olaf College Lynn Arthur Steen
Northfield, Minnesota (U.S.A.) J. Arthur Seebach, Jr.
March, 1985






INTRODUCTION )

1, OBUET ET CONTENU DES COMPLEMENTS D'ANALYSE

L'ambition des présents Compléments d'Analyse est d'dtre utiles & ceux qui ont recu
1'enseignement des deux premiers cycles universitaires, en leur fournissant des éléments de
réflexion et d'approfondissement sur 1'analyse mathématique étudiée au cours des quatre années

de ces cycles.

Les Compléments d'Analyse ne sont pas congus pour une lecture linéaire. En renoncant a
1'ordre d'exposition logique, on a voulu promouvoir des mathématiques d'idées, et montrer que
1'analyse enseignée dans les deux premiers cycles est bien vivante, c'est-a-dire susceptible
d'améliorations : en se libérant de cet ordre d'exposition presque immuable, on peut rapprocher
des théorémes relevant d'une méme idée, d'une méme méthode, mais qui sont d'habitude présentés
séparément, sans que soient établis leurs liens conceptuels. C'est pourquoi les résultats ne
sont pas présentés linéairement, mais regroupés par thémes. Pour chacun d'eux, on s'est attaché
4 dégager les liens qui unissent divers objets mathématiques d'usage courant, ou a montrer comment
une méme idee, ou un méme outil peuvent permettre de résoudre des problémes différents, ou a

expliquer pourquoi on a retenu tel concept ou axiome, plutét que tel autre.

C'est ainsi que 1'on a donné systématiquement, lorsqu'ils existent, les énoncés convers des
theéoremes du programme des deux premiers cycles, avec de nombreux exemples et contre-exemples.
CG'est systématiquement aussi que l'on a rapproché des points de vue artificiellement séparés par
le jeu des cloisonnements de 1l'analyse en diverses branches. On ne s'étonnera donc pas de trouver
des exemples d'intégration en topologie, ou des interprétations probabilistes de théorémes

courants d'analyse.

Parfois, on a été amené a déborder de ce programme de maftrise :

- soit pour mieux éclaircir une notion de ce programme (comment comprendre qu'a un niveau
élémentaire on ne consideére que des espaces séparés, sinon en prenant conscience des bizarreries

qui apparaissent dés que 1l'espace n'est plus séparé ?).

- soit parce que 1'évolution des mathématiques suggére de présenter aujourd'hui certaines notions
autrement qu'on le faisait il y a vingt ou trente ans. C'est ainsi que dés le volume 2, on a abordé
les problémes mathématiques liés a 1'Informatique, et utilisé de nouvelles méthodes comme 1'Analyse
Non Standard. Toutefois, la lecture de l'ouvrage ne demande que les connaissances du programme

usuel de maitrise.

Puissent ces Compléments d'Analyse aider ceux qui se préparent, en France a 1'Agrégation de
Mathématiques, ou, ailleurs, & 1'examen de "qualification" pour entrer dans un programme de
doctorat (Ph. D.), et intéresser ceux qui ont la charge d'enseigner les mathématiques dans les
deux premiers cycles : leurs activités de recherche dans des domaines séuvent éloignés ne leur
permettent pas toujours de consacrer le temps nécessaire a 1'examen minutieux des derniéres

publications, pour actualiser leurs cours.
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2. PRESENTATION DU VOLUME 1

Dans ce volume 1 ont été regroupés les compléments sur les propriétés topologiques élémentaires.
On s'est attaché & montrer d'une part les liens entre les différents types d'espaces, d'autre part
comment quelques espaces particuliers interviennent de facon essentielle dans 1'étude d'espaces
topologiques généraux. Ces deux pboints de vue ne sont d'ailleurs pas disjoints. Par exemple, pour
étudier le lién entre connexité et connexité par arcs, on est amené A édtudier les images continues

de [0,;1].

L'accent a été mis en particulier sur les piéges si fréquents en topologie, et dont l'origine
réside dans des idées fausses qu'il convient de dénoncer. On en a donné de nombreux exemples et
contre-exemples, conduisant & affiner la classification élémentaire des différents types d'espaces.
En matiere de taxonomie, on s'est strictement limité aux notions qui déterminent la zone de vérité
au-dela de laquelle une propriété s'altére, et & celles qui sont nécessaires pour la lecture des
traités et articles spécialisés. Ces critéres correspondent aux philosophies respectives des

préparations a 1'Agrégation et 4 1'examen de qualification pour le Doctorat (Ph. D.).

De par la nature méme de 1'ouvrage, les résultats qui y figurent sont peu évoqués dans la
littérature courante, bien que ne faisant appel qu'a des techniques classiques, toutes enseignées
dans les deux premiers cycles universitaires. Les résultats supposés connus sont tous exposés dans
le livre de topologie de N. Bourbaki, et dans celui de J. Dugundji. L'American Mathematical Monthly
Sera utile pour une remise a jour permanente des résultats. Les méthodes nouvelles de topologie,

A

lides &4 1'Analyse Non Standard et & 1'Informatique ont été regroupées dans le volume 2.

Bien gque le programme de maftrise n'inclue pas de Théorie des Ensembles, il semblerait opportun
que des professeurs de mathématiques Yy soient initiés au cours de leurs études, tant en raison de
ses applications mathématiques traditionnelles (indécidabilité, incomplétude...), qu'en raison de
Ses développements récents vers 1'Informatique et la Recherche Opérationnelle. Outre quelques
problémes de cardinaux, 1'Appendice, dii & G. Leliévre, aborde sans démonstration ce qu'un mathéma-
ticien non logicien devrait connaitre sur le sujet. Pour la pratique quotidienne, en effet, il
n'est pas nécessaire de savoir comment on démontre 1'indépendance de tel axiome par rapport aux

Ay
autres, mais seulement de savoir si cet axiome est, ou non, indépendant.

3. POINTS PARTICULIERS

Ce livre n'est pbas congu pour une lecture linéaire, du début & la fin. Il est divisé en
Chapitres largement indépendants, et chaque chapitre comporte une introduction, un corps de

résultats, des exercices, une bibliographie commentée et des notes.

Les corps de résultats sont divisés en sections pouvant, d'une maniére générale, étre lues de
facon autonome. Il arrive toutefois que 1'on utilise un résultat ou un exemple traité plus en

détail ailleurs, que ce soit avant ou aprés 1'endroit ot il est mentionné.

Pour faciliter la recherche, les énoncés d'un méme chapitre font 1'objet d'une numérotation
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commune, tandis que les définitions et notations font ensemble 1' objet d'une seconde numérotation.

On a évité de multiplier les énoncés en morcelant & 1'excés les longs raisonnements. Lorsque la
démonstration d'un théoréme fait appel & des lemmes, ceux-ci figurent immédiatement avant le
théoréme lui-méme. Si cette démonstration utilise un autre résultat établi ailleurs dans le volume,
on le signale dés le début. Ainsi évite-t-on des renvois en chaine ou 2.4.3. résulte de 1.8.10 qui

découle de..., et ou 1'on perd le fil de 1'argumentation.

Ce livre insiste sur les idées. Le texte est illustré de nombreux dessins, afin de lutter contre
une pratique qui s'apparente 4 la "langue de bois", et qui conduit & n'écrire que des démonstrations
formalisées, sans en dégager ni les idées sous-jacentes, ni 1'éventuelle interprétation physique.

On a renoncé & un trop grand formalisme : par exemple, dans les formules logiques, les parenthéses
qui ne sont pas jugées indispensables & une bonne compréhension ont été systématiquement omises.

Eventuellement, on leur a substitué des virgules.

Les notations courantes ont été données dans la Liste des notations, placée en téte de 1'ouvrage,
et ne sont pas répétées dans la suite. La Table thématique, 1'Index des auteurs cités et 1'Index

terminologique sont placés & la fin.

Pour que les bibliographies constituent d'authentiques outils de travail, on a cru bien faire
de les découper par thémes, et de les annoter. Comme le dernier article publié sur un sujet est
en général celui qui donne les résultats les plus fins, c'est par lui qu'il faut commencer pour se
mettre a jour. Cet article doit donc, sauf motif contraire impératif, étre disposé en téte.
Inversement, la numérotation chronologique permet la mise 4 jour de la bibliographie sans
modification des références antérieures. C'est pourquoi, de facon générale, la régle adoptée a été
de ne pas disposer les références selon l'ordre alphabétique, mais en fonction des annotations,
puis, pour des annotations identiques, par ordre chronologique inverse. Cependant, les références

portant sur un méme théme sont numérotées selon l'ordre chronologique.

4, REMERCIEMENTS

J'exprime ma reconnaissance & 1'Ecole Normale Supérieure de Fontenay qui a favorisé la réalisation

de cet ouvrage issu de mes lecons de préparation & l'oral de 1'Agrégation.

Je suis trés sensible & 1'honneur que m'ont fait Messieurs les Professeurs L. A. Steen et J.A.

Seebach Jr. en écrivant la préface; je leur en exprime ma gratitude.

Je n'oublie pas que ce livre doit beaucoup & tous ceux qui m'ont prodigué leurs conseils, et
qu'il n'aurait pas vu le jour sans le travail de ceux qui ont assuré la réalisation technique.
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NOTATIONS 17

LISTE DES NOTATIONS

NOTATIONS LOGIQUES ET ENSEMBLISTES

Nous utilisons les notations courantes : €, € , n , U , V , s =2, &=

nmx,, uvx, , n)(i
i‘1 iel iel

Chacun en connait la signification.

Autres notations
xC

P (X)

Pf(x)

card X ou card(X)
od (X)

Def (X)

St(x) ou St(x; Ul)
81 x

Produits :

Fonctions :
XX

Id ou Idx
G(f) ou G(f)

fle

fog

fn

f(n)

(£(x) 1"

complémentaire de X

ensemble des parties de X

ensemble des parties finies de X

cardinal de 1l'ensemble X

ordre de l'ensemble constructible X

ensemble de tous les sous-ensembles de X définissables par une formule du
prehier ordre & paramétre dans X et relativisée a X

halo de x (relativement au recouvrement 1)

formule ¢ restreinte & l'ensemble ou & la collection X

diagonale (de X) : Ax = {(x;x) Ixex}
si ACXxY,A-1={(y;x)|(x;y)el\}
si UcXxX, et si xeX,U[x]={yl(x;y)e u}

si U, VcXxxX , Uov={(x;y)eXxx|:gzex (x;2)eUet (z;y) eV }

projection XxyY =+ X
projection I X, +xi
jeI

fonction indicatrice (caractéristique) de 1l'ensemble X
fonction identique de X

graphe de l'application f: X+Y ; &§(f) = {(x; f(x))l xeX }
restriction de 1'application f & l'ensemble 2

composée des applications f et g : fOg (x) = flg(x)]
itérée n~iéme de l'application f .

dérivée n-iéme de la fonction f.

puissance n-iéme du réel f(x)

NOTATIONS TOPOLOGIQUES : X espace topologique, et AcX.

8 ou a°

intérieur de A

adhérence de A

adhérence dans Z de ACZ
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O~
A

dA ou Fr(Aa)

Z(X)

RX ou R(X)

6 ou Gx

Supp (£)
NOTATIONS METRIQUES

B(x ; €) ou Bd(x i €)
ou B(x; d; €)

0
ou D(x ; €)

B(x; €) ou Ed(x i £)

ou D(x;€)
B(x;€)

Ad ()

NOTATIONS

adhérence de l'intérieur de A (De méme pour a” , A, etc.)
frontiére de A

caractére de densité de X :
une partie dense de cardinal M.

compactifié de Stone-Cech (de X).

ensemble des ouverts de X

ensemble des intersections dénombrables d'ouverts (de X)
ensemble des fermés (de 'X)

ensemble des réunions dénombrables de fermés (de X)
ensemble des parties analytiques (de X)

tribu des boréliens (de X)

axiome’ T, de séparation

support de 1'application f : X+[0; 1] ; Supp(f) = {xe¢X | £(x) =0}"

boule ouverte de centre x et de rayon € (pour la distance ou l'écart d)

boule fermée de centre x et de rayon €

fermeture de la boule ouverte B(x ; €) (en général différente de B(x ; €)))

ensemble des valeurs d'adhérence de la suite §.

ENSEMBLES PARTICULIERS

g

N, Z, 9, R, C

ensemble vide

respectivement ensemble des entiers naturels, ijes entiers, des rationnels,
des réels, des complexes. On identifie € et R .

ensemble de Cantor :C = ZN (cas particulier des espaces de Cantor,
ensembles de la forme 2I, ol I est un ensemble infini quelconque)

ensemble triadique de Cantor (homéomorphe i ()

cercle unité : S1 = 2

sphére unité : 82 =

=1}

2+22

{(x;y) €R2| x2+y

{(x;y;: Z)e]R3|x2+y =1}

*
N =N« (homéomorphe & R\ Q@ )
premier ordinal infini
premier cardinal infini (voir p.128 pour 1'identification de N, w et KO)

cardinal du continu

premier ordinal non dénombrable (= ensemble des ordinaux dénombrables)

plus petit cardinal m tel que l'espace X admette
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Cb(X)

Intervalles

Sur IR :
Ja;bl , a,bek
[a; +oof , a€elR

NOTATIONS 19

espace ?e Banach des fonctions continues bornées X -+ R
notée .

muni de la norme sup,
espace des suites sommables de nombres réels

espace des suites réelles bornées

respectivement : espace de Banach des fonctions [0 ;11w qui sont bornées,
des dérivées bornées, bornées et de premiére classe de Baire, bornées de

Darboux et de premiére classe de Baire,

La norme est la norme sup, | P

Ja;bl ={xem®m|a<x<b }

f[a; 4o = {xe R |agx }

De méme pour les autres types d'intervalles. »

Conventions identiques pour les ordinaux.

Notations propres & R

I ou M{a;b)

S(f; m
tan

In ou ¢n

CLASSES D'ENSEMBLES

on
Cn
DO

HDO

NOMS PROPRES

2g-1 2q
I T ol
pP.q 3P 3P

*
] » PEN , qeN , qs4P
ensemble des subdivisions de 1l'intervalle [a; b]
mesure de Lebesque
somme de Riemann de la fonction f pour la subdivision w

fonction tangente

fonction logarithme népérien

classe des ordinaux
classe des cardinaux
collection de tous les ensembles définissables en termes d'ordinaux

collection des ensembles héréditairement définissables en termes d'ordinaux

: Pour la translittération des caractéres cyrilliques slaves en caractéres latins,

on a suivi les conventions des Mathematical Reviews. (elles coincident avec celles de
Zentralblatt fiir Mathematik) .

bornées et approximativement continues.
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ESPACES TOPOLOGIQUES -ESPACES METRIGUES

1. LES DIFFERENTES NOTIONS DE SEPARATION

Les différentes notions de séparation jouent un grand réle en topologie. Bourbaki et
Dugundji considérent essentiellement des espaces séparés. Mais depuis le traité de Kelley
(1955, avant le traité de Dugundji), la plupart des "topologistes" anglo-saxons reconcent a
cette hypothése. On a donc actuellement coexistence de différents vocabulaires ol les mémes mots
sont utilisés pour désigner des objets différents. Dans ce paragraphe, nous allons traiter des

problémes suivants :
® Préciser le vocabulaire.

® Donner les implications et les contre-exemples permettant de classer les différentes notions

de séparation.
® Dresser un catalogue des piéges liés & "la vie dans les espaces non séparés" (dixit Wilansky).

® Donner les grands théorémes de représentation des espaces satisfaisant aux différents axiomes

de séparation, ainsi que les procédés d'engendrement de leurs topologies.

1.1. VOCABULAIRE

Les principales notions de séparations (’) s'expriment 4 1'aide de huit axiomes élémentaires

numérotés 'I‘1 , qui sont les suivants :

Soit (X;T) un espace topologique.
)To : Pour tout couple (x;y) de points distincts de X , il existe un ouvert OeT

vérifiant xe€O et y£fO , ou x¢0 et
Yyeo .

Ceci est équivalent a :

o

Pour tout couple (x;y) de points distincts de X , on a

xg {y}” ou y £ {x}"

}Tl : Pour tout couple (x;y) de points distincts de X , il existe deux ouverts U et V
vérifiant

xeU , ydU , yeV et x¢gvV

Figure 2
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ceci équivaut a

Pour tout couple (x;y) de points distincts de X , il existe un ouvert U vérifiant :

et a

X€U et yfguU

ou encore a

Les points de X sont des fermés. Tout point de X est l'intersection de ses voisinages.

» T,

Ceci est équivalent a

Pour tout couple (x;y) de points distincts de X , il existe deux ouverts U et V
vérifiant :

Figure 3 X€U , yeEV et UNV =g

On dit que x et y sont séparés lorsque cette

propriété est réalisée.

Tout point de X est 1l'intersection de ses voisinages fermés.

>,

1
2

: Pour tout couple (x ;7 y) de points distincts de X , il existe deux ouverts U et V

vérifiant

X€EU , yeV et UNV =¢

Figure 4

Pour tout fermé F de X , et tout x € X\F + il existe des ouverts disjoints OF et

0x vérifiant :

oo c € .
: Figure 5 } OF X 0x

Ceci est équivalent &

Tout point a une base de voisinages fermés.

et a

Tout

> T,

1
2

fermé de X est l'intersection de ses voisinages ouverts.

Pour tout fermé F de X , et tout xe X~F , il existe une fonction continue

£ : X *[0;1] vérifiant :

me s s Xy £(x) =1, et f(y) =0 si yeF .
t
1
]

Figure 6

Pour tout couple (F; G) de fermés disjoints de X , il existe deux ouverts disjoints

OF et OG contenant respectivement F et G.

Figure 7
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Ceci est équivalent a :
Pour tout ouvert O de X , et tout fermé F cO , il existe un ouvert U vérifiant :
Fcuclco.
’»TB : Pour tout couple (A;B) de parties de X telles que AnB =BnA =@ , il existe
deux ouverts disjoints U et V vérifiant :

A cU et Bcv .

Outre les huit axiomes précédents, dont les notations 'I‘1 sont d'usage courant, il sera

pratique de considérer les axiomes supplémentaires suivants :

P U (comme Urysohn) : Pour tout couple (x;y) de points distincts de X , il existe une
fonction continue f : X > [0;1] telleque £(x) =0 et f(y) =1 .

P G : Tout fermé de X est un 66 (c'est-a-dire une intersection dénombrable d'ouverts de X).

P D : Pour toute famille (Aa) de parties fermées de X telle que, pour tout xeX , il
existe un voisinage de x ne rencontrant qu'un ensemble Aa au plus, il existe une famille

(Ua) d'ensembles ouverts deux & deux disjoints et telle que Aa‘:ua pour tout a .

P C : Tout recouvrement quvert de X admet un sous recouvrement fini.

Le tableau 1 donne les différentes appellations des espaces satisfaisant aux différents axiomes

de séparation (voir au verso). Dans la suite, nous employons la terminologie frangaise.

1.2. CLASSIFICATION DES NOTIONS DE SEPARATION

Le tableau 2 donne les principales implications entre les différentes notions de séparation.
On voit ainsi qu'en dépit de définitions différentes, les notions suivantes coincident dans les
terminologies de Bourbaki et de Steen et Seebach : espace de Kolmogorov, régulier, normal,
complétement normal, parfaitement normal, collectivement normal. Comme les appellations courantes
des espaces T1 et T2 ne posent pas de probléme de "faux ami", le seul vrai piége est celui
des espaces compacts, ol un méme mot désigne des notions mathématiquement différentes. Une
précision tout de méme : une fois le tableau des implications admis, on peut utiliser ces
derniéres, et mélanger les points de vue. Mais pour un cours de base sur ces notions, 1l'ordre
d'exposition dépend du point de départ choisi. Quant & la comparaison Bourbaki-Kelley, on voit
que leurs terminologies respectives différent au moins sur les points suivants : espace régulier
complétement régulier, normal, compact. C'est une différence considérable qui pose des problémes
pour la lecture des articles utilisant la terminologie de Kelley : il y a souvent un risque de
confusion. Toutefois, la terminologie de Steen et Seebach tend maintenant a é'imposer, et les

problémes se posent essentiellement pour la lecture d'articles anciens.

Contre-exemple 1 — Un ensemble X de cardinal 22 muni de sa topologie grossidre {g: x}

1 ,ni U
2

L]
est T3 'T3-L ' T4 et Ts » mais il n'est pas To , donc ni ’l‘1 , ni T2 ,ni T

2 2

etc.

Contre-exemple 2 — L'ensemble {a; b} muni de la topologie {@; {a}; {a; b}} est T, + mais il

n'est pas T1 .
5 Figure 8
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Terminologie anglo-saxonne |Terminologie anglo-saxonne|
: Terminologie bourbachique selon Steen et Seebach selon Kelley
Axiomes
(en frangais) (en anglais) (en anglais)
To Kolmogoroff Kolmogorov 'I‘°
'I‘1 accessible Fréchet T1
T2 séparé Hausdorff TzouHausdorffouseparated
Ty 1 completely Hausdorff
Zz
T3 regular
T3 1 uniformisable completely regular
2
T4 normal
Ts
+
To T3 regular
T1+T3 T3
+ .
T2 'I‘3 régulier
T+
1 T4 normal T4
T2+T4 normal
T1+T5 completely normal
T2+T5 complétement normal
TO+T3_1_ completely regular, ou
2 Tychonoff
T1+T3l. Tychonoff
2
T2+T3 1 complétement régulier
2
U
T4+G perfectly T4
T1+T4+G perfectly normal
T2+T4+G parfaitement normal
T2+D collectivement normal collectionwise normal
C quasi-compact compact compact
T2+C compact compact Hausdorff compact Hausdorff

Le traité de Dugundji est compatible, modulo la traduction, avec Bourbaki.

T,+T

2 r
T +T,+6

+G =>T2 T

Tableau 1

Les différentes notions de séparation

5

T+ T5 T5

T ——T)y~~——T,

———————— T2+T4¢=>T1+T4 ———

J v

T4<= T4 + T3 _"-—:>T3|7

J

T3

e T0+T3

/

e ———
+T T0+T3)L

27 3%

T2+T3

1
2

Tableau 2

Principales implications entre les différentes notions de séparation
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Contre-exemple 3 —~ Un ensemble fini muni d'une topologie T, est aussi T, ; il est méme

discret. Les espaces T1 non T, sont donc infinis. Soit X un ensemble infini. La moins

fine des topologies T, sur X est la topologie cofinte de X dont les ouverts sont ¢ ,
et les parties de X dont le complémentaire est fini. Cette topologie n'est pas T2 .

Contre-exemple 4 - pans le plan complexe, on considére l'espace X formé de la réunion de 1 ,

j ., j2 et de T , l'intérieur du triangle dont ces trois points sont les sommets (’). on
considére la topologie T ainsi définie : les voisinages des points de T sont les voisinages

usuels dans T .

Figure 9

Contre-exemple 4

. s 2
La partie tramée représente un voisinage de j

Une base de voisinage de xe{1;3j; j2} est formée des ensembles qui sont 1'intersection de
X et de la réunion de {x} et de 1'intérieur d'un disque D(peie , ¥) centré en pej'e , avec
19| . Il est clair que, si x€T et si yex ,
x et y sont séparés. Par ailleurs, xXn ({1}ub(1985 /3 ; |1-1985 e1™/3|)) et
xn ({3} UB(-314159; |j -314159|)) sont des voisinages disjoints de 1 et j . De méme pour

j et j2 , et pour 1 : et jz . Ainsi, X est T2 . Il n'est pas '1‘2_1_ , car les

ul
P>1 et 9=Argx+§,etderayon r=|x-pe

adhérences de tous les voisinages de j cude j2 contiennent 1 . Etgnt '1‘2 mais pas Tz%,

si T, , ni T ni U.

. . .
cet espace n'est ni T3 s, ni T3%_ 4

5

On verra au chapitre 2 un autre exemple d'espace Tz qui n'est pas '1'2_1_ (cf. exemple 11,
2

l'espace de Rittler).

Contre-exemple 5 — Considérons X , le treillis de Roy défini au chapitre 2 en 3.6.4. Considérons

Y = xu{a} . Définissons les voisinages des xe¢ X comme pour X , et une base de voisinages

o

de 0o comme étant les ensembles de la forme v Qk>< {x} . Muni de cette topologie, 1'ensemble
k=2n

Y est connexe, car tout ensemble & la fois ouvert et fermé contenant @ contient un voisinage
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o
de & , donc un ensemble de la forme kgn Qkx {k}. I1 contient alors an_lx{Zn—l} car il est fermé,
puis an_zx {2n-2} car il est ouvert, puis etc. Il est donc égal & Y qui est connexe. Puisque Y est
un connexe dénombrable, il ne peut pas étre un esnace d'Urysohn, car les parties connexes et
dénombrables de [0;1] sont les singletons (*). Par ailleurs, deux points quelconques de X ont
des premiéres coordonnées différentes. De la sorte, si (x;p) et (y;q) eX , avec par
exemple x < x+€ <y-€ <y , les ensembles suivants forment des voisinages fermés disjoints

de (x;p) et (y;iq) :
o xn([x-e;x+€)x{p}) et X n(ly-e;y+Ix{q}) si p et q sont pairs,

o X n([x-€;x+€1x{p-2;p-1;p;p+1;p+2}) et X n([y-€;y+l x{q}) si p est impair et si q

est pair,

o X n([x-€;x+€] x {p-2;p-1;p;p+l;p+2}) et xn(by-€;y+€] x {q-2;9-1;q;q+1;q+2}) si p et

q sont impairs.

o X n([x-e;x+€] x{p}) et xnily-e;y+] x{g-2;q-1;q;q+1;q+2}) si p est pair et si q

est impair.

Enfin, si 2z = (x;2p) €X (resp. z = (x;2p+1) €X) , Xxn ([x-1;x+1] x{2p})

400
{resp. Xn([x-1;x+1] x f2p—1;2p;2p+1;2p+2;2p+3})) et v 9 x{q } sont gdes voisinages
=4p+3
fermés de z et de a . Bref, cela montre que X et Y sont T 1 Ce ne sont pas des
2 =
espaces 'I‘3 : en effet, Xnl-1;+1[ x{4 } est un ouvert de X (et 5e Y) . Mais il ne contient

aucun voisinage fermé de ses points, car il faudrait qu'il contienne Xn (J-1;+1[ x{3;5}).

Contre-exemple 6 (A. Mysion, 1981).— Considérons l'ensemble X constitué de la réunion du

demi-plan y 20 (sans sa topologie usuelle), et d'un singleton a . On définit ainsi la

topologie de X :
® Les points (x;y) vérifiant y >0 sont isolés.

® Une base de voisinage de (x;0) est formée des parties de X contenant (x;0) et la

réunion, privée d'un nombre fini de points, des deux segments
I, = {(x;y) oy <2} et I)" = {(x+y;y) |Jo sy <2}

® Une base de voisinages de a est formée des ensembles de la forme

Un(a) = {a} v {(x;y) |x>n} .

Figure 10
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Il est clair que X est séparé (Tz) . Pour montrer qu'il est 'I'3 , montrons que tout
ouvert contient un voisinage fermé de chacun de ses points. Pour les parties du demi-plan,
c'est clair, car tout ouvert du demi-plan est aussi fermé. Pour les ouverts contenant a ,

on remarque que Un+2(a) CUn(a) - Ainsi, X est bien un espace réqulier.

Montrons & présent qu'il n'est pas complétement régulier. Soit A 1'ensemble [0; 1] X{O}; c'est
un fermé de X . Montrons que toute application f continue de X dans le segment [0; 1] (muni
de la topologie usuelle) qui est nulle en A est alors nulle en a. Soit c une réel positif
tel que f((c;0))= 0 ; alors pour tout € >0, I(’:-'nf ([e 1] ) est un fermé de I' ne contenant
pas ¢ ; c'est donc une partie finie de I' ; i1 en résulte que 1l'ensemble I ng (]0 .11), qui
est la réunion des I' ne (]l/q; 1]) en* ©St au plus dénombrable. Par conséquent, la projection
P": s sur l'axe des x , de I nfE ({0}) est une partie au plus dénombrable de lc; c+2].

Montrons par récurrence que Yn = f-l({()}) n ([n-1;n)x{0}) est infini pour tout n2>1 .
C'est vrai pour n=1, car Y1 =L . Supposons la propriéte vraie pour n . Soit C une partie infinie
Aénombrable de Y ; alors la réunion Q des Pc , ou c décrit Cn » est une partie infinie

dénombrable de ’fn-l i n+21; pour tout point x de [n ;i n+1]\ Q, le segment I rencontre tout
_ x
Inf Yo » avec (c;0) € C_ . Comme £ 1({'0}) est fermé, on a (x; 0) e £~1({0}) si xe s, \P.

Cela achéve la récurrence et la démonstration : X n'est pas complétement régulier.

=

1.3. LES GRANDS THECREMES DE REPRESENTATION

Les énoncés que nous allons démontrer déns ce paragraphe concernent les espaces satisfaisant

a4 diverses conditions de séparation. Ils sont de deux sortes.

® Les premiers affirment que les espaces topologiques vérifiant une certaine condition de

séparation sont exactement les parties de cubes ou de quasi-cubes.
® Les suivants donnent des procédés d'engendrement de la topologie d'un espace satisfaisant &

une condition de séparation.

Commengons par les théorémes de plongement. Nous allons en voir deux qui reposent sur un

méme lemme.

Lemme de plongement 7 (Keley b p.116) — Soient x un espace topologique, ¥ un ensemble
d'applications continues f : X+Y , ol les Y., f€F, sont des espaces topologiques. Soit e

l'application x+ Dpvf définie par elx) . = £(x).

(1) e est une application continue.

(2) Supposons que F &épare les points de X, c¢'est-d-dire que, pour tous x, y€X, xgy, il
existe fEF telle que £(x) # f(y). Supposons en outre que F sépare les points et les fermés
de X , c'est-d-dire que, pour tout fermé A de X , et tout xX~A , il existe fEF telle qQue
£(x) n'appartienne pas d l'adhérence de £(a) dans Y. Alors e est une application ouverte
X + e(X).

(3) La fonction e est injective si et seulement si F 8épare les points de X,
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Démonstration. L'assertion 3 est évidente.

Assertion 1.- soit pry la projection it Yg *Y.  .Ona proce=f, de sorte que e est
continue par définition de la topologie produit sur ny .
g€F

Assertion 2.— soient x€X , et U un voisinage ouvert de x . Puisque F sépare les points

et les fermés de X , il existe f €F tel que f£f(x) ££f(X~U). L'ensemble n Y X(Yf\f(X\U))
gean{£} 9
est un ouvert de nm oy, qui contient e(x). Son intersection avec e(X) est un ouvert relatif
geF
de e(X) qui est contenu dans e(U) , ce qui montre 1l'assertion 2 .[W

Définition 1.— pésignons par Q 1'intervalle [0;1] muni de la topologie engendrée par les
intervalles semi-ouverts [0;t[ , 0<t=<1 g (topologie droite, ou supérieure). on appelle quasi-

cube tout espace produit du type QI , o I est un ensemble non vide.

Notons que Q est un espace T0 , quasi-compact, mais pas T1 . Une fonction £ , d'un
espace topologique X vers l'espace [0;1] (ji.e. 1'ensemble [0;1] avec sa topclogie usuelle)
est semi-continue supérieurement (s.c.s.) si et seulement si c'est une application continue
quand on la considére comme application X * Q (c'est pourquoi il vaut mieux parler de
topologie supérieure plutdt que de topologie droite).

Théoréme 8 : Représentation des espaces T0 . (Nielsen et Sloyern, 1968)

>
g &,

Tout espace topologique T est homéomorphe 4 un sous-espace d'un quasi-cube.

Démonstration.— Soient X un espace T, et F 1l'ensemble des applications s.c.s.
X > [0;1] . Pour tout feF , soit Q; une copie de Q . Soit e 1'application X + QF
définie par : e(x)f = f(x) . L'application e est continue. D'aprés le lemme 7, pour établir
que e est un homéomorphisme, il suffit de montrer que F sépare d'une part les points de X ,
d'autre part les points et les fermés de X . Soient donc x et vyeX . Puisque X est To . il
existe un ouvert U comtenant 1'un des deux points et pas l'autre, disons : xeU#dy . La
fonction caractéristique XUC de U° est une application s.c.s. X +[0;1] , donc une
application continue X * Q . Elle vérifie : XUc(y) =1 et XUc(x) = 0O . Aussi F sépare-t-il
les points de X . Enfin, soient A un fermé de X , et xe X\NA . Alors XA est une
application continue X * Q vérifiant Xala = 1 et XA(X) = O : cela signifie que F sépare
les points et les fermés, et le théoréme est démontré. M

D'aprés le théoréme de Tychonoff, un produit d'espaces quasi-compacts est quasi-compact.
En outre, tout fermé d'un espace quasi-compact est quasi-compact (1'inverse est faux,
voir § 1.4). Ainsi, si X est To , la fermeture de e(X) dans QF est un espace quasi-

compact dans lequel e(X) est dense : c'est une quasi-compactification de X (voir chapitre 6).

Théoréme 9 : Représentation des espaces complétement réguliers.
:’:‘: Soit X un espace T, et T, . Alors X est homéomorphe Q un sous-espace d'un cube
H I . 3
s [o0;1] . 2

Pour la démonstration, on utilise le lemme 7.

Déronstration.— scit F 1l'arsezkle des applications continues ¥ - (0:1] fmumy 2a =a trooelagis
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usuelle). Pour tout feF , soit [0;1]f une copie de [0;1] . Soit e 1'application

X = [O;I]F définie par : e(x)f = f(x) . D'aprés le lemme 7, il suffit de démontrer que F
sépare d'une part les points et les fermés de X , d'autre part les points de X . Puisque X
est T31 + F sépare les points et les fermés de X . Soient x et yeX . Puisque X est To’

il existe un ouvert U contenant 1'un des deux points x et y , et pas l'autre. Supposcns

par exemple xfU¥y . Alors, puisque X est '1‘31 , i1 existe fe€F telle que f(x) =1

z
et f',X\U = 0 . En particulier, f£(y) = O . Aussi F sépare-t-il les points et les fermés
de X . Le théoréme est démontré.

Dans le cas ol X est un espace métrique séparable, et o d est une distance
xxx + [0;1], il suffit de se restreindre, pour l'ensemble F , aux fonctions
fn : x 9 d(x;xn) , ou {xn} est une partie dénombrable dense de X . L'ensemble {fn} satisfait
aux hypothéses du lemme 7. Ainsi, un espace métrique séparable est homéomorphe 4 un sous—-espace
de [0;11N . (résultat aa a Urysohn) .

Un produit d'espaces séparés est séparé. Et d'aprés le théoréme de Tihonov, un produit
d'espaces compacts est compact. Ainsi, 1'adhérence de e(X) dans [O;I]F est un compact dans
lequel e(X) est dense. C'est la compactification de Stone-Cech de X (voir chapitre 6 pour
la classification compléte de toutes les compactifications). En outre, toute partie d'un espace
séparé est elle-méme séparée (on dit que T, est une notion héréditaire) : e(X) est donc un
espace séparé, et il en est de méme de X qui est homéomorphe & e(X). On a donc le
11 87 et seulement g'il est T, et T -

z 35

La réciproque du théoréme 9 est vraie. Elle repose sur le lemme suivant :

Corollaire 10~Un espace est T, et T

Lemme 11.— Pour tout ensemble non vide 1, [0;1]I est complétement régulier (%.e. '1‘24»"1'31 ).

Démonstration.— comme tout produit d'espaces séparés est sépard, il suffit d'établir que

[0;111 est T31 . Soient donc x = (xj_)iﬂs[O;l]I , et F un fermé de ro;l]I\{x} . Soit U le

2
complémentaire de F . C'est un ouvert contenant x , et il existe un ouvert é&lémentaire V

vérifiant xeVvVcU et v = I ]xj-E;xj+€[’< n [0;1]1 o0 €>0, ol J est un ensemble
jeg ieINg
fini €I , et ol, pour tout i€ INJ, [o;l]i est une copie de [0;1] . soit JjeJ . Soit g

une application affine par morceaux [0;1]1*[0;1] wvalant O en Xy o 1 sur
[o;xj-E]u [xj+€;l] . Soit £ 1'application [0;11% » [0;1] définie par :
f((yi)iex) = g(yj) . Alors f = t;;°pr:i est une application continue qui vérifie f£(x) = 0 et

fLF =1, ce qui achéve la démonstration.

Comme tout sous-espace d'un espace complétement régulier est complétement régulier, la

conjugaison des énoncés 9, 10 et 11 conduit a :

Corollaire 12.- Un espace topologique est complétement régulier si et seulement 8'il est
homéomorphe & un sous-egpace d'un cube [0;1]I .

Remarque 13.- Topologie sur les espaces produits.

Pour les théordmes qui précédent, on a abondamment utilisé les topologies produits.
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Revenons donc sur la définition de la topologie produit : Si X = Xi est un produit
ier
d'espaces topologiques, la topologie produit sur X est engendré par les ouverts flémentaires,
qui sont de la forme U = I U, , ol Ui est un ouvert de Xi » qui est égal & Xi sauf pour
ieI

un nombre fini d'indices i . Cette définition est celle qui est maintenant Ccouramment utilisée ;
elle a été proposée pour la premiére fois par Tihonov en 1930. Mais ce n'est pas la premiére
définition d'une topologie sur un espace produit qui ait &té donnée : en 1923, Tietze avait

ainsi défini 1la topologie sur un espace produit : si X = | Xi + les ouverts de X sont
iel
de la forme il Ui , ol Ui est un ouvert de X (en anglais, cette topologie produit est
ieIx
souvent appelée box topology'). Les topologies produits de Tihonov et Tietze coincident

i

pour les produits finis. Voyons les raisons qui ont amené a conserver la définition de
Tihonov, plutdt que celle de Tietze.
Soit Xx = I X, un produit d'espaces topologiques (Xi;Si).‘Notons Ti (resp. T,) 1la
iel
topologie produit sur X au sens de Tietze (resp. Tihonov). On a clairement 1} DTé ’

c'est-a-dire que T1 est plus fine que Té . L'inclusion est stricte lorsque le produit est

infini, et que la topologie d'une infinité de facteurs n'est pas réduite a la topologie arossiére.

Cela étant, Té est la moins fine des topologies sur X qui rendent continues les
projections pry : X = Xi . En outre, Té est séparée (resp. quasi-compacte) si et seulement
si toutes les Si sont séparée (resp. quasi-compactes). Par ailleurs, si (Y,R) est un
espace topologique compact (c'est-a-dire séparé et quasi-compact), toute topologie R’
strictement plus fine (resp. moins fine) que R n'est pas quasi-compacte (resp. séparée). En
regroupant tout ce qui précéde, on voit que T2 est compacte si et seulement si toutes les
Si le sont. Si I est infini, T1 n'est pas quasi-compacte. Et si 1'on prenait une
troisiéme définition, conduisant a une topologie produit T3 moins fine que T2 » On perdrait
la séparation dans les produits infinis d'espaces compacts. Bref, c'est cette propriété
"min-max" de la topologie produit de Tihonov qui a fait retenir cette définition de la

tovologie produit, de préférence aux autres.

> Revenons a présent aux théorémes de représentation. Le probléme que nous allons aborder
ici pourrait &tre ainsi motivé : les espaces métriques forment une classe importante d'espaces
topologiques, qui est néanmoins insuffisante pour englober tous les espaces de l'aﬁalyse. Une
généralisation satisfaisante est donnée par les espaces uniformes. Les groupes topologiques,
en particulier les espaces vectoriels topologiques, sont uniformisables. Il Yy a toutefois des
eéspaces topologiques non uniformisables. Une question naturelle pour le'topologue est donc de
déterminer quelles sont les topologies que 1l'on peut définir & partir de familles d'entourages
de la diagonale. Pour obtenir une classe d'espaces plus large que la classe des espaces
uniformes, il faut affaiblir les exigences que 1l'on met sur cette famille d'entourages.
L'affaiblissement convenable consiste & omettre 1'axiome de symétrie. On parle alors de
quasi-uniformité, et tout espace topologique est quasi-uniformisable : c'est donc cet axiome
de symétrie que "caractérise" véritablement les espaces uniformisables parmi les espaces
topologiques, et le procédé consistant a4 définir une topologie a partir d'entourages de la
diagonale est tout a fait général. Aussi ce procédé doit-il étre ajouté au catalogue des
méthodes générales pour définir les topologies : par les ouverts (Sierpinski), par les fermés
(Alexandroff), par les voisinages (Hausdorff), par 1l'opération de fermeture (Kuratowski), par

les filets convergents, par les filtres convergents etc.



81 SEPARATION 31

Notation.— Rappelons quelques notations de théorie des ensembles. Soient X un ensemble, et
F et G deux parties de x2 = XXX . On pose : F°oG = {(x,y) €x2 | Jz e X,(x;2) €G et
(z;y) €F} et pour tout xe€X : Flx] ={ye X |(x;y) €F} . On pose également :

1“-1 = {(y;x) |(x;y) ¢ F} . En outre, on note A, , ou plus simplement A , la diagonale de x2 :
Ax = {(x;x)| x€X} .

-eemm

F i
A d :
i i
Figure 11

pDéfinition 2.— soit X un ensemble. On appelle quasi-uniformité sur X , ou encore structure
quasi-uniforme, toute famille U de parties de %2 satisfaisant aux axiomes suivants :
(i) Pour tout uUel , Acu.
(1i) Pour tous U , vel , unvel .
(iii) si vel , et si Ucve x2 , alors vel .
(iv) Pour tout Ue U , il existe Vel tel que VoVcU .

Les éléments d'une structure quasi-uniforme sont appelés les entourages de cette structure.
Une quasi-uniformité U satisfaisant & l'axiome (v) suivant est appelée une unijormité . ou

une structure uniforme.

1

(v) si uel , u el .

Vo\{"‘

Figure 12

Soit U une quasi-uniformité. Une famille B de parties de )(:2 est appelée un gystéme
fondamental d'entourages de U , ou une base de structure quast-uniforme si tout élément de
U contient un &lément de B . Pour qu'un ensemble B de parties de x? soit une base de
quasi-uniformité, il faut et il suffit qu'il satisfasse aux axiomes suivants :

(1) Pour tout ue B, Acu .
(ii) Pour tous U,ve B , il existe We B tel que WcUNV .
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(iv) Pour tout U e B, il existe Ve B tel que VoVcU .
Une base de quasi-uniformité B satisfaisant & 1l'axiome (vii) suivant est une base d'uniformité :
(vii) Pour tout U e B, il existe V e¢B tel que V cU—l .

A partir d'une structure quasi-uniforme U sur X , on définit une topologie sur X , dite
topologie engendrée par U, en appelant voisinages d'un point X ¢X les ensembles de la forme
Ulx], avec Ue lU. On vérifie facilement que les ensembles ainsi définis correspondent & une
unique topologie (cf. Bourbaki TG II.3 proposition 1). La démonstration est faite pour les
structures uniformes, mais elle marche pour les structures quasi-uniformes). L'inverse est

faux : une topologie engendrée par une structure quasi-uniforme (resp. uniforme) est, en général,
engendrée par toute une famille de structures quasi-uniformes (resp. uniformes). On verra au
chapitre 6 la structure de l'ensemble des structures uniformes engendrant une topologie

uniformisable.

Nous allons résoudre ici le probléme réciproque : étant donné un espace topologique (X;7),
y-a-t-il une structure quasi-uniforme, ou uniforme engendrant T ?
Théoréme 14 (Pervdin, 1962)

Tout espace topologique (X,T) est quasi-uniformisable, et une sous-base de quasi-uniformité

o

engendrant T est constitude des ensembles de la forme G U(XNG) XX , ol G parcourt T .

'Figure 13

On dit que la structure quasi-uniforme ainsi définie est la quasi-uniformité de Pervin de X ¢ .

Pour tout Ge T, posons 8g = GXGu (X\G) x X .

Démonstration.— on va d'abord établir que 1'ensemble B des ensembles de la forme Sg ¢ ou
G €T, est une sous-base pour une structure quasi-uniforme. Une base de cette structure sera
l'ensemble B' des intersections d'un nombre fini d'éléments de B . Clairement, 1l'axiome (i)
est vérifié par B , donc par B' . Par définition de B' , l'axiome (vi) est vérifié. Reste
donc seulement & montrer (iv). Cela découlera immédiatement de cette propriété : "Pour tout
GeT » 85°8

CSG". Soit (x;z) eSGOS . I1 existe yeX tel que (x;y)eS et (y;z) eSG .

G G G

Si xeG , alors (y;z) e GX G,,et donc y e€G . Mézalor (y;2) e GXG, c'est-a-dire ze G, d'ou

(x;2) e GXGcC SG' Si xXx¢G,on a (x;2)e¢ (X\G)XXCSG , et la propriété est établie. Ainsi, B' est une
base d'une structure quasi-uniforme U . Montrons que la topologie T' engendrée par ‘U est égale a
T. Unensemble HcX appartienta T' si et seulement si, pour tout xeH , il existe Uel tel
que U[x]cH . Cela étant, soit GeT . Alors, pour tout xeG , SG[x] = G , ce qui montre

GeT' , puis TcT' . Réciproquement, soit GeT' . Alors, pour tout xe G , il existe Ue U

tel que U[x]JcG . Mais, par définition de U, il existe Gl,...,GneT tels que

o . : ces = PP . Mai
sGl n sG2 n n anc U . Il vient alors sGl[x] n n an[x] (SG1 n n an) [x]c Ulx] s
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SG [x] , pour 1$isn est égal soit A Gy soit & X . Dans les deux cas, c'est un ouvert de
i n
(x;T) , et N S¢ [x] est également un ouvert de (X;T) . Cela montre Ge T, c'est-a-dire
i-1 i
T'cT , ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 15 (Naimpally, 1967)
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace topologique (X;T) soit T, est
que sa quasi-uniformité de Pervin, U , satisfasse d l'axiome suivant :

1

(viii) Pour tout UelU et tout xex , il existe Vel symétrique (i.e. V = v ) tel

que Ve vixlculx] .

pémons tration.— Supposons que (X,T) soit Ty - Alors, pour tout Uel et tout xeXx , il

existe des ouverts O et O' tels que x¢€ Oc 0c0'c0'cG = U[x] . Posons :

2 -2 = -
W, =G U(XNO"'") , W = 0'20 (x\o)2 . Les ensembles W, et W, appartiennent 2 U . En effet,

1 2 1 2

par exemple pour W, : SGn So,nS =, CW

de U tel que : Vovix] =G .

. Aloxrs V = Wl nW2 est un entourage symétrique

1

-
.
.
.
.
.
.
-
2
.
.
.

IS===MN7 77/} 7
IS===§ //////// v
:5:;:5:2:5‘6 E = i /// i ///
Wi | o |
OSSO SR e I ST 0

Figure 14
Démonstration du théoréme 15
Pour vérifier 1'inclusion SGnSo,n sx\‘—,,c L découper suivant les pointillés, plier suivant les

tirets, et observer devant une source de lumiére.
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Réciproquement, soit U une quasi-uniformité satisfaisant & la condition (viii). Soient
T la topologie engendrée par U, G up euvert de T , et x un point de G . D'aprés la
définition de T, il existe Uel tel que UlxJcG . Mais comme U vérifie la condition
(viii), il existe un entourage symétrique V tel que VovVIxJculx] . si yeVIx] , il existe
zevlxInviyl . Mais alors yevizlcvoevixlculx] . Ainsi, V[x] et X~V[x] sont des voisinages

disjoints de respectivement x et X\G , ce qui montre que (X,T) est T3 .m

Définition 3.— soit X un ensemble. On dit qu'une application d : XXX + R est un dcart si
elle satisfait aux conditions suivantes :

(1) d(x;y) 20 pour tous x et yeXx .

(2) si x=y , alors d(x;y) =0 .

(3) Pour tous x,y€ X , d(x;y) = d(y;x).

(4) Pour tous x,y,z€X , d(x;z) <d(x;y) +d(y;z).

On appelle boule ou d-boule ouverte de rayon E€(€ER 4) et de centre yeX 1'ensemble

B(y:d;€) = Bg(y:€) = {x e x|ax;y) <€}.

W
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On remarquera dans la condition (2) que 1'on ne suppose pas l'implication : d(x;y) =0 - xmy,
En outre, Bourbaki définit les &carts & valeurs dans IR. Ici, nous les supposons 4 valeurs

dans R.

Soit D= {da | aeAl une famille d'écarts sur un ensemble X . On définit sur X une
topologie, dite topologie engendrée par 0 , en disant qu'une partie V de X est un voisinage
du point x€ X s'il existe une partie finie al,...,(!k de A , et €>0 tels que
'ﬁ1 B(x;dui;e) €V . Autrement dit, B(D) = {B(y;du;E) | ye€ X,due D , €>0} est une sous-base de
i=
cette topologie. Notons ot la famille d'écarts dite saturde associée & D , définie par :
ot - {max(dml,...,du )|{Gl,...,0n} est une partie finie de A}. Alors, la famille B(D') est

n

une base de cette topoldgi_e. On montre facilement que la topologie associée & une famille D
d'écarts est uniformisable, et qu'une base d'une structure uniforme engendrant cette topologie
est formée des parties de XX X de la forme : Ud,e = {(x:y) € XX x|d(my)< €} , avec aeD*
et €>0 . On dit que cette uniformité est la structure wniforme engendrée par D .

Théoréme 16.— Soit (x;T) un espace topologique. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) X est T.* 1
(i) X est untformisable.

(1i1) T est engendrée par une famille d'écarts.

Notons que si X est supposé en outre 'ro + le théoréme de représentation des espaces
complétement réguliers (théoréme 9) donne immédiatement les implications (i) ===(ii) et
(i) ==(iii).

(ii) === (iii)
Démonstration.— on va établir
‘ (1)

(i1) === (iii). Soit (X;U) un espace uniforme. Notons que, pour tout Uel , unu! est

symétrique : les entourages symétriques forment un systéme fondamental d'entourages. Aussi,

pour tout U symétrique, construisons par récurrence une suite (Vn) d'éléments symétriques
u : , .

de vérifiant : vo =U , et pour tout ne N, vn+l° vn+1° Vn“CVn « Posons :

1 si (x3y) £ Vo
-n
fu(x;y) = {2 si  (x;y) Evn-l\vn

o sl (x;y)e n Vn
nelN

Posons également, suivant le principe des distances géodésiques :

n-1
du(?(;y) = inf{ k& fu(ak;ak+1)|a°=x ’ akex ' anny} .

Alors, clairement, du(x;x) = 0 pour tout x , et du(x;y) - du(y;x) pour tous x et yeX .

Enfin, pour tous x, y, z€X , soit €>0 . Il existe n et peN, ao-x ’ al"""n -

=7 =L _ ,E.0ec08_<¥ %els gue :

"
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n;:l € p-l
L fylagga, ) Sd uy) +5 et ) £,(b, b

) $a,lyiz) +§ )
k= k=0

k+1

nil pil
On a alors : d_(x;z)< f (a, ;a ) +

9] k=0 U k' k+1 k=0
et enfin, puisque cette derniére relation est vraie pour tout € : dU(x;z) SdU(x;y) +du(y;z) .

. ‘ou - . s .
fU(bk'bk+1) , d'oua : du(x,z) SdU(x,y) +dU(y,z)+e ,

Cela montre que dU est un écart.

2—(n+1)

Si (xiy) €V , ona : £ (x;y)s , d'ou Vnc{(x;y)|du(x;y) <2™"} | soit (x;y) e x°

vérifiant dU(x;y) <2 Il existe qe IN , et a, =x, al,...,aq =y tels que

q:l - _
Z f (a, ;a ) <2 n .Si g=1, o0ona f (x;y)<2 n , d'od  (x;y) eV . Supposons avoir
k=0 U k' k+1 U n-1
montré, par récurrence sur g gque, pour tous x et Y » pour tout entier p , et tout entier
r=1 -
r<q, (r ) , si 1'on a une séquence a_= x,...,a_ =y telle que Z f (a, ;a y<27P,
o r k=0 U "k’ k+1

alors (x;y) eV

-1 - Cela étant, soit ao = x,...,aq+1 =y une séquence telle que

PR i, . .
) fU(ak'akﬂ) 2 . Posons a fU(ak'ak+1) , et soit s 1l'entier tel que :
k= - k=0
s-1 s+1

. < . > ' & ' .
kzo fu(ak'akﬂ) a/2 et kzo fU(ak'akH) /2. D'aprés l'hypothése de récurrence, on a :

H . . . 3
(ao,as) €v, . (as,as“) €V (as+1'aq+1) v, d'ol, puisque Vnovnovnc Vn~1 ’

( ) = (x;y) & Vn , ce qui achéve la récurrence. Finalement, on a établi :

ao;é\qﬂ

-n
an {(x:y) |dU(x;y) <2 e vn__1 .

+
soit D la famille saturée d'écarts déduite de la famille (dU) . La relation précédente

1 . , +
montre que la structure uniforme engendrée par D n'est autre que U .

(iii)=-m=(i). Supposons que la topologie T de X soit associée & une famille d'écarts D.
Soient xe X et F un fermé ne contenant pas x . L'ensemble X-F est un voisinage de x .
Il contient donc un voisinage O de x de la forme O = {yl (x;y) €U} , ol U est un
entourage du systéme fondamental d'entourages défini par v+ , c'est-a-dire un entourage de la
forme : {(u;v) € XX x]da(u;v) <e} , avec dae D+ , €>0 . La fonction cor.ltinue f: X* R,

z P 1—6l Inf {E;da(x-,-z)} vérifie f(x) =1 , et £ =0 dans F .

(i) ==»=(ii) . Supposons que X soit un espace T . Soit C 1l'ensemble des fonctions

1
3¢

continues X * [0;1] . Pour tout €>0 , et tout feC , soit :
vf,e) = {(x;y) e xx x| |£(x)-£(y) | <€} .

Les ensembles n V(£ ,e) forment, lorsque P décrit l'ensemble des parties finies de C ,
f.eP
i

une base d'une structure uniforme, U . Une simple vérification montre que U est compatible

il

avec T , parce que Xest Ty é’ )
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1.4, LES PIEGES DE LA VIE DANS LES ESPACES NON SEPARES

Nous reprenons ici, pour l'essentiel, quelques idées tirées d'un guide établi par A. Wilansky [t“] .

Nous allons voir les piéges, et pour chacun d'eux une ou plusieurs parades, avec des exemples d‘'utilisation.

Piége 17

® Se méfier dec sous—espaces fermés. Quand X n'est pas séparé (= T,) , certains espaces, d'habitude
fermés (quand X est T2) ne le sont plus : par exemple, la diagonale Ax = {(x;x) lxex}cx XX . Par
ailleurs, certaines propriétés, vraies pour les sous-espaces fermés des espaces séparés ne sont plus
forcément vraies quand l'espace n'est plus séparé : un sous-espace fermé d'un espace normal

(= T1+T4 = T2+T4) est normal. Mais un sous-espace fermé d'un espace T4 n'est pas forcément T4 .

La parade consiste & remplacer les sous-espaces fermés par des rétracts : un sous-espace Y d'un
espace topologique X est appelé un rétract de X s'il existe une application continue f : X + Y
vérifiant : fLY = Id,. On dit alors que f est une rétraction X -»Y .

Exemg]e 18 - si un produit n xi d'espaces topologiques est normal, alors chacun des X, est normal.
iel

Pour le démontrer, on remarque que chaque X est homéomorphe & un sous-espace fermé du produit. Si les

i
espaces ne sont pas séparés, cette démonstration ne marche plus. On peut néanmoins utiliser les rétracts :
chaque )(i est homéomorphe & un rétract de II)(i (gr8ce & la projection pti) . Si Il)(1 est 'I‘4 , 11 en
est donc de méme de chaque Xi .

Exemple 19 — si X n'est pas séparé, la diagonale Ay n'est pas fermée. Mais le graphe d'une application
continue f : X Y est un rétract de XxY , grdce a l'application X XY+ 6(f) , (x;y) ¥ (x;f(x)). Alors,
s1 X et Y sont séparés, G6(f) est fermé ; on retrouve le fait que Ax soit fermé si X est T2 en
prenant f = Idx .

Piege 20 @ Se méfier des applications continues. Si X et Y sont séparés, une application continue

f : X+ Y a un graphe fermé. Si les espaces ne sont pas séparés, c'est en général faux. Comme c'est bien

souvent le graphe fermé qui est important, un reméde est de considérer les applications dont le graphe est

fermé, plutdSt que les applications continues.

Exemple 21-5i X est compact, si Y est séparé, et si £ : X + Y est continue, alors f est fermée
{i.e. 1'image d'un fermé est un fermé). Si Y n'est pas séparé, c'est faux. On a toutefois 1'énoncé de

substitution : si X est compact, et si f : X * Y a un graphe fermé, alors f est fermée.

Exemple 22~si E et F sont des espaces vectoriels topologiques sur IR, et si f est une application
additive (i.e. f(x+y) = f(x) + £f(y)) E + F dont le graphe est fermé, alors f est linéaire. En effet,
comme dans le cas "espaces séparés-application continue", on établit d'abord f(q2 X) = 5 f(x) pour p/qe@.
C'est ensuite que l'a.rgumen.t change : pour te IR, on fait tendre r vers t dans @ . On a alors

r +t, puis rx - tx , et f(rx) = rf(x) > tf(x). Comme (rx; rf(x)) ¢€(f) , et que G6(f) est fermé, on
en déduit (tx; tf(x)) € 6(f) , c'est-A-dire f£(tx) = tf(x) .

Piége 23 @Se méfier des espaces localement compacts. Dans un espace séparé X , il est équivalent de dire :
"tout point de X appartient & un ouvert dont la fermeture est compacte" ou "tout point de x a un
voisinage compact". On dit alors que X est Localement compact. Si X n'est pas séparé, et si 1l'on remplace
compact par quasi-compact, il n'y a pas équivalence entre les deux assertions ainsi obtenues. On a donc deux
définitions possibles D1 et D2 d'un espace 1oca1emént quasi-compact, qui ne sont pas équivalentes :

Dl : "tout point de X appartient a un ouvert dont la fermeture est quasi-compacte” et D2 : "tout point

de X a un voisinage quasi-compact". Il est clair que DI implique D2 , mais voici un contre-exemple

montrant que la réciproque est fausse.
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Contre-Exemple 24—0n pose X =W x {1;2} avec la topologie T = {CcX|INx{1}~C est fini} . On vérifiera

facilement que X est un espace T localement quasi-compact au sens de D, . Il n'est pas localement

1

quasi-compact au sens de D1 , car la fermeture de tout ouvert non vide est l'espace tout entier, qui n'est

pas quasi-compact.

Exemple 25—un autre exemple d'espace localement quasi-compact au sens de D2 mais pas au sens de Dl est
IN muni de la topologie {#;{0};{0;1};{0;1,2};...} . Mais ce n'est pas un espace Tl ; c'est seulement

un espace T0 (il est tout de méme T4).

Le reméde au probléme des espaces localement quasi-compacts est simple : préciser clairement la

définition utilisée.

Piége 26 @ Redouter tout particuliérement les espaces quasi-compacts. Rappelons que le mot anglais compact
correspond au frangais quasi-compact, et que la traduction anglaise du mot frangais compact est compact
Hausdorff. Beaucoup de propriétés vraies dans les espaces compacts deviennent fausses dans les espaces
quasi-compacts. Alnsi, disons qu'un espace topologique X est localement quasi-compact si tout point

de X admet une base de voisinages quasi-compacts. Dans un espace séparé, cette définition est éguivalente

& Dl et & D2 . Mais dans un espace non séparé, c'est faux. Il est également faux, avec cette définition,
qu'un espace quasi-compact soit localement quasi-compact, alors qu'un espace compact est localement compact
(c'est comme pour la connexité : un espace connexe n'est pas forcément localement connexe. Voir

chapitre 3, § 1). Un premier reméde est de considérer 1'axiome T3 , & la place de T2 : un espace 'I‘3

quasi-compact est également localement gquasi-compact ; il est méme T4 et T3 1 . Du fait de 1'impli-

cation T l_=a>T3 ; tous les espaces uniformes sont T, . En particulier, tous ies groupes topologiques

3
et les espaces vectoriels topologiques sont T

3
3 .

Dans un espace compact, les parties compactes sont exactement les parties fermées. C'est faux pour les
quasi-compacts : toute partie fermée d'un espace quasi-compact est quasi-compacte, mais il peut y avoir
des parties quasi-compactes qui ne soient pas fermées. Un reméde pour pallier cet inconvévient est de
considérer une classe d'espaces, intermédiaire entre T2 et T1 , la classe des espaces KC : un
espace est dit KC si toutes les parties quasi-compactes de cet espace sont également fermées. On a les
implications : T2 =33 KC ==>-Tl . Notons que ce reméde est incompatible avec le précédent, car dans un
espace localement quasi-compact, les propriétés T2 et KC sont équivalentes. On a vu précédemment les
propriétés extrémales des topologies compactes (remarque 13) ; en particulier, une topologie compacte est
maximale dans la classe des topologies quasi-compactes sur un ensemble. Pour les topologies KC , on a la
réciproque : une topologie quasi-compacte est maximale dans la classe des topologies quasi-compactes de

l'ensemble si et seulement si elle est KC . (Voir exercice 5 ).

Un dernier reméde pour les espaces quasi-compacts est de remplacer T2 par symétrigue : un espace
est dit symétrique si la relation xe (y}_ implique vye {x}". pans un espace symétrique, on a les impli-

cations To == T T, == T

1" "4 3

PConclusions du guide : Il est heureux que la quasi-totalité des espaces de 1l'analyse soient séparés. C'est

pour cette raison, et pour tous les piéges que l'on vient de voir que l'on ne considére, & un niveau

élémentaire,, que des espaces séparés. On ne saurait trop recommander de s'en tenir & cette stratégie.
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2. SQUS-ESPACES DENSES SEPARABILITE : PROLONGEMENT DES FONCTIONS

Définition 4.- soient X un espace topologique, A une partie de X , et ® un point de X .

On dit que A est dense en x si tout voisinane de x contient un ouvert inclus dans A . On
dit que A est dense dans X, ou est partout dense si A est dense en chaque point de X. Cela
revient & dire : A = X .

On dit que A est nulle part dense, ou encore rare si & n'est dense en aucun point de
X . Cela revient a dire : (i = @ . Certains qualifient de non denses les ensembles nulle part
denses. Nous éviterons ici d'utiliser cette expression, car "nulle part dense" n'est pas la
négation de “"partout dense". Toute réunion finie d'ensembles rares est un ensemble rare. Les
réunions dénombrables d'ensembles rares s'appellent ensembles maigres, ou de premidre catégorie.
Le complémentaire d'un ensemble maigre s'appelle un résiduel. Lorsque dans X tout ensemble
maigre est d'intérieur vide, on dit que X est un espace de Baire. Le théoradme de Baire (cf.
§ 5, théoréme 39 ) affirme que tout espace métrique complet est un espace de Baire.

Exemples 27 (triviaux) Dans R

® ]JO;1] est dense en O .

*
o A ={-}l- s neIN } n'est pas dense en O , bien que O soit adhérent &4 A .

e Dans IR , ) et IRNQ sont partout denses. L'ensemble { est maigre, mais IR\ Q ne

l'est pas.

Remarque 28.— on dit qu'un espace topologique X est dense en lut-mdme s'il n'a pas de points
isolés. Cela ne correspond pas & la notion de "dense en tous ses points". En outre la propriété
d'étre dense en lui-méme est une propriété intrinséque de 1l'espace. Au contraire, si Y est

dense dans X , ce n'est pas une propriété proore de Y , mais une propriété du couple (X;Y).

2.1, ESPACES SEPARABLES

Définition 5.— on dit qu'un espace topologique X est séparable s'il existe une partie dénom-
brable AcX qui est dense dans X .

Le piége le plus fréquent dans lequel on puisse trébucher sur les espaces séparables
consiste & affirmer qu'un sous-espace d'un espace séparable est lui-méme séparable. C'est

faux :

En général, les parties d'un espace séparable ne sont pas séparables.

Contre-exemple 29 (1. Henkel) .~ soit x l'ensenble des nombres réels muni de la topologie &

dont les ouverts sont les ensembles vides ou de la forme V = UNK , od U est un ouvert de
IR , et 00 K est une partie dénombrable de R\ Q (s). L'ensemble R (resp. I) des nombres
rationnels (resp. irrationnels) (') -est dense dans X , car tout élément': de S contient un
élément de R(resp. I). Pourtant, I n'est pas séparable. En effet, soit J une partie
dénombrable de I . Alors, INJ est un ouvert de I qui ne rencontre pas J , ce qui
montre que J n'est pas dense dans I . Notons que X est un espace séparé, et méme complé-

tement régulier, et que la partie non séparable de X que 1l'on a exhibée est dense dans X .

P> On a néanmoins les deux énoncés positifs suivants :
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Proposition 30.— Soient X un espace métrique séparable et AcXx . Alors A est un espace
métrique séparable.

Démonstration.— soit (x ) une suite de points de X dense dans X . Les boules B(x 1/p)

forment une base dénombrable de la topologie de X . Les ensembles B(xn;l/p) nA forment aussi
une base dénombrable de la topologie de A . Pour tous n,p tels que B(xn;l/p) nA # @ , soit
an,p un point de B(xn;l/p) NA . Les an’p forment une partie dénombrable dense dans A . [l

Remarque et contre-exemple 31.— pans la démonstration de la proposition 30, les B(xn,l/p),

*

PE NN forment, pour chaque X, roun systéme fondamental de voisinages de X, - On n'aurait
*

pas pu remplacer les B(xn,l/p) s Pe IN , par un systéme fondamental quelconque de X, - En

effet, soit (xn)ne-'IN une énumération de @ dans R . Pour chaque xn,{B(xn;Z-k),k>n} forme

un systéme fondamental dénombrable de voisinages de xXo. Mais u B(xn;Z—k) ne recouvre
neIN ,k>n

pas IR, car la mesure de Lebesgue de cet ensemble est 1 .

oréme 32 (Marczewski-Pondiczeny-Hewitt) .— Soient m un cardinal infint ) , et (xa)a€A
wie famille d'espaces topologiques. Si card a2, et 8tl, pour tout oeh , X, admet

une partie dense de cardinal <m , alors 1l X, admet également une partie dense de
aeA

—_
= >
m

cardinal <m .

lllll“lllllllllllllll!

Déemonstration.— Commengons par supposer le résultat vrai dans le cas particulier ol les espaces

sont tous égaux a l'espace discret D de cardinal m . On suppose donc que si Yot = D pour

tout A €A , [l Y, @ une partie dense de cardinal <m . Alors, pour tout aeA , il existe
aeh
une application continue ¢a : Yoc > xa dont 1'image est une partie dense de X dont le

cardinal est <m . Il s'ensuit que 1l'application produit Hd)a : ﬂYa - Rxa envoie toute partie
dense E de IIYa sur une partie dense de ]T(ba (HY(’) . Mais H¢G(HYa) est une partie dense de
ﬂxa + comme produit de parties denses, et parce qu'une partie dense de partie dense est -elle-

méme une partie dense. Ainsi, Hd)a (E) est une partie dense de lea .

Reste donc & démontrer le cas particulier. Clairement, il suffit de montrer que si Ya =D,

pour tout e Zm , alors Y = 1 n YOL a une partie dense de cardinal <m . On identifie 2m
et P(D) . Soit Pf(D) l'ensgmg%e des parties finies de D . Pour tout ensemble fini € , on
- ,card €
note 2 l'ensemble D gue l'on identifie & I D , avec D_ = D pour tout
€ p
peP ()
peP(e). soit E 1la partie de I " Ya ainsi définie
ae2
E =
u v {(y ) e 2™ Iya zané}

GEPf(D) ZEZG

L'ensemble Pf(D) est de cardinal M, et il en est de méme de E . Montrons que E est dense
dans Y . Soit O wun ouvert élémentaire de Y . Il existe al,...,ane 2“‘l , et Fl,...,FnCD

tels que 0 = [l G , avec G = Fy si a=a, , 1€i<n, et G =F sinon. Soit & une
0t€2m o o i s} a
partie finie de D telle que 6001 # 6 notj si 1 #3 . Ceci est possible, car les o, sont

d- : . = LAY
istincts. Soit, pour tout i , 1<is<sn, die Fi . Soit =z (zo, ’zzcardé) un élément de

d, , 1<i<n . Alors, 1'élément (y ) de Y défini par Yo = Zuné

Z vérifian z =
§ t dn().i i o’ aeA



SEPARABILITE q1

appartient & E et & O, ce qui achave la démonstration. [

Corollaire 33.— S A est un ensemble de cardinal <t (le continu), et st (xu)aeA est une

famille d'espaces topologiques eéparables, l'espace 1N X est également séparable.
op o
aeA

Définition 6.~ soit x wun espace topologique. On appelle caractére de densité de X , et 1'on
note E(X) , le plus petit cardinal m tel que X admette une partie dense du cardinal m .

X% Z(x)
Proposition 34 (POSPISIL, 1937).— Soit X wn espace topologique séparé. Alors card(X) s 2° .

i ot

Démonstration.— soient X un espace topologique séparé, et D une partie dense de X de
cardinal E(X) . Pour tout point p de X , soient Vp un systéme fondamental de voisinages
de p, et Dp la famille des ensembles de la forme UNnD , avec Ue Vp . L'association

p Dp définit une application X =+ P(P(D)). Cette application est injective, car si

X #yeX , il existe Ue Vx et Ve Uy tels que VnU =@ . On a alors UnDer et Un D(Dy.

On en déduit :

2E(x)

card (X) S card(P(P(D))) = 2
R

» En particulier, le continu, ¢ , est égal & 2 ° - Un espace topologique séparé et séparable

X vérifie donc : card(X) sZc .

Application 35.— p'aprés le théorame 31, R® et (IR]R)R sont séparables, tandis que d'aprés

R
la proposition 33, RR ) ne l'est pas. Plus généralement, on verra (chapitre 3, corollaire

15) que le cardinal d'un continu (= compact connexe) métrisable X non réduit & un point est
C . Les espaces xx ’ ]Rx sont donc séparables.
N a®
Mais X s X +r R etc. ne le sont pas. Notons également que dans le cas parti-

culier de IR:lR ; il est facile de prouver directement que c'est un espace séparable. Il suffit

pour cela de considérer les combinaisons linéaires & coefficients dans ® des fonctions

caractéristiques des intervalles dont les extrémités sont dans @ .

2.3. PROLONGEMENT DES FONCTIONS

L'une des principales utilisations des Sous-espaces denses est le prolongement (continu) a
tout l'espace de fonctions (continues) définies sur un sous-espace dense. Voici un énoncé assez

général, dd & Taimanov, dont nous nous servirons dans le chapitre 3 (théorame 14).

Th

m

oréme 36 (Taimanov, 1952).— Soient 2z un espace topologique, X une partie dense de z ,
Y un espace compact, et f une application continue X *y .
Une condition nécessaire et suffisante pour que £ admette un prolongement continu

: 2> Y est que, pour toute paire {K;L} de fermés disjoints de Y , les ensembles

-1, .2 T2
f " (K) et £ (L) sotent disjoints.

>

Démonstration.— 11 est évident que la condition est nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante.
Soit f wune fonction y satisfaisant. Pour tout ze 2 , désignons par W(z) 1'ensemble des

voisinages ouverts de z , et par K(z) 1'ensemble des fermetures, dans Y , des f(OnXx) , ou
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o€W(z) . comme l'intersection de deux éléments de W(z) appartient encore a W(z) , il en est
de méme des éléments de K (z). Mais puisque ce sont des compacts de Y , leur intersection est
non vide. Montrons que F(z) = n K est un singleton. Soient teF(z) , et V un
voisinage de t (non nécessairgr%gx(l%)ouvert) .A_]._g_]:ﬁ2 pour tout OeW(z) , f(OnRX) NV #¢@ , et
donc, Xnon f—l(v) # 8 , ce.qui montre ze f-l(v) . Cela étant, supposons que F(z) ne soit
Pas réduit & un point, et soient s et t deux éléments distincts de F(z) . Puisque le compact
Y est T3 , les points s et t admettent deux voisinag_e_f____f_e_agmés disj%ints S et T.D'apreés
la propriété établie ci-dessus, S et T vérifient : ze f (S) nf "(T) , ce qui est contraire
a4 la condition de 1'énonceé. Ainsi, F(z) est un singleton. Puisque f est continue sur X B

on a, pour tout xeX , 1'égalité F(x) = {f(x)} . Soit f 1l'application 2 + Y définie par
f(z) € F(z) r pour tout zeZ . Il faut montrer que f est un prolongement continu. Supposons
par 1l'absurde que £ ne soit pas continue. Il existe ze 2 » U un voisinage ouvert de f(z) ’
tels que, pour tout voisinage ouvert V de z , on ait : t:(V) NYNU#@ . Soit W un
voisinage fermé de f(z) inclus dans U . Il vérifie : w1 nNY\~U=¢g . Alors, pour tout
voisinage V de z , 11 existe xe X tel que f(x) e YNW . En effet, soit teV tel que

E(t) €YNU . Par définition de f » 11 existe un élément O de W(t) tel que

mﬁT)ﬂw =@ . Comme onx # @ , puisque X est dense dans 27 , il existe xE€X tel que z
f(x) e YNW . En particulier, pour tout Vell(z) , ona £(V)n (XNW) #0 , d'od ze f—l(X\w) .
Soit enfin K un voisinage fermé de E(z) inclus d%ns W et vérifiant : Rn(—Y\—w)_ =Z @ . On

a, d'aprés %a propriété établie au début, ze f_l(l() . Les deux relations ze¢ f—l(K) et

-1
z€ £ (XNW) contredisent 1'hypothése de 1'énoncé. M

Le théoréme suivant nous servira abondamment :

Théoréme 37 (T{ietze et Unysohn) .~ Soit X un espace topologique séparé. Les assertions

suivantes sont équivalentes :
(i) X est normal (i.e. T, buisque X est déja T2)

(i1) Four tous fermés disjoints a et B de X, l'application f : AuB - [0;1] telle
que f(x) =0 87 xeA et f(x) =1 8i xEB admet un prolongement continu
X > {o;1[

LT T T T

(iii) Pour tout fermé AcX et toute application continue £ : A - [0;1[ , il existe un

'g-: prolongement continu g de f,d X dans [0;1[ .

L'équivalence (i) -—e=s (ii) (resp. (i) === (iii)) est connue sous le nom de caractérisation

d'Urysohn (resp. Tietze) des espaces normaux.

Démonstration.— on va établir (i) —e== (ii) , puis (iii) == (ii) et (i+ii) =>(iii).

(i) == (ii) @ Supposons que X soit normal, et soient A et B deux fermés disjoints
*
de X . On va construire, pour tout nombre dyadique r = k/2n , 0Lks 2" y Ne N , de

[0;1] , un ouvert U(r) , de telle fagon que la famille U(r) vérifie :

r<r' == U(r)cU(r') (1) . Soit D l'ensemble des nombres dyadiques de [0;1] . Pour tout
*
me N , on pose : Dm ={k/2m, o<k<2" . on adonc : D= u « D o+ et DICDZC"'CDmCDmHC"'
meIN
En outre, D ~D = fk/z"’“ R 0<k<2m+1 .k impair} (2) . Construisons les U(r) par

m+l m
récurrence sur les éléments de Dm - Pour m=1, on pose : u(1) = B , et U(0) est,
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d'apreés T4 » un ouvert qui vérifie : AcU(0) cU(0) cu(l) . Soit me N* . Supposons les U(r)
construits pour tous les re Dm » et satisfaisant & la condition (1) . D'aprés (2) , il suffit
de construire les U(r) pour r = k/2m+1 » avec_ k impair e ]0;2""'1[014. Soit donc k un
tel entier. D'aprés 1'axiome T, + appliqué a U((k—l)(2m+l et a U((k+l)/2m+l) , i1 existe
™) cvebculike) 2™
tel V . Il est clair qu'avec un tel choix (dépendant,voir Appendice), la condition (1) est vérifige

un ouvert V qui vérifie : U((k-1)/2 . On prend pour U(k/2m+1) un

pour tous les r, r eD +1° Ce qui montre la récurrence. Cela étant, on pose: V(r)=U(r) si re Dp~N{1} , et
V(1)
f(x) = inflr|xev(r)} . 11 est clair que 1'on a : Ac E"l({o}) , Bc E-l({l}) , et £(x)clo;1] .

X . Les V(r) satisfont encore & la condition (1) . On pose, pour tout xeX R

]

Il faut montrer que f est continue. Soient xeX , €>0 , r, et r2eD tels que :
f(x)-€< ry < f(x) < r, <E(x)+E . L'ensemble V(rz) \V(rl) est un voisinage de x , et tout
point y de V(rQ)\V(rl) vérifie : t_'(y) Srz car ye v(rz) , et f(y) Zrl car ylv(rl) .

On en déduit la continuité de f qui est un prolongement continu de f .

(ii) == (i) @ Supposons que X vérifie (ii) , et soient A et B deux fermés disjoints
non vides de X . Il existe une fonction continue £ : X* [0;1] qui vérifie :
f(a) c {0}, £(B) c {1} . Alors, f_l(f0;1/3[) et f_l(]2/3;l]) sont des ouverts disjoints

contenant respectivement A et B .
(iii) = (ii) @ C'est évident car si A et B sont deux fermés, AUB est un fermé.

(i+ii) === (iii) @ Supposons que X soit un espace normal. D'aprés ce qui précéde, il vérifie
(ii). soit A un fermé. Notons d'abord le résultat suivant : (1) si g est une fonction
continue A * [a;b]lc[0;1] , il existe une fonction continue h : X + [0;b/3] qui vérifie :
lg(x)—h(x)|< 2b/3 , pour tout xeA (2). En effet, les ensembles F = {xe Alg(x) 2 2b/3} et
H={ xeAIg(x) <b/3} sont deux fermés disjoints de A , donc de X . D'aprés (ii), il existe
une fonction d'Urysohn h : X + [0;2b/3] qui vérifie : h(x) =0 si xeH, h(x) = 2b/3 si
xe F . Il est clair que h satisfait a (2) . Cela étant, soit f une fonction continue

A > [0;1] . D'aprés (1) ,.il existe une fonction h : X > [0:;1] telle que lf—h | < 2/3

sur A , et Ih IS 1/3 . En appliquant de nouveau (1) a f—gh ¢ On voit qu'il existe

h. : X~ [0; (1/3) X (2/3)] tel que : |f—h ~-h |< (2/3) sur A . Par applications successives

1
de (1) , on obtient une suite (hn) de fonctions hn : X > [0; (2/3)n-1x (1/3)] qui vérifient:

If—ho-...—hnl <(2/3)" . La fonction F = Z hn est continue, d'aprés le découpage
nelN
n
[F(x)-F(y) |s|F(x) - 2 b ol +| T oo-n )|
k=0

[Fey) - l h (|
k=0

£ et |F|ls1 .

En outre, elle vérifie : FL‘

Supposons & présent que f soit 4 valeurs dans [0;1[ . La fonction F ci-dessus est a
valeurs dans [0;1) . Posons B = F_ ({1}) - C'est un fermé disjoint de A , et d'aprés (2) ,
il existe une fonction d'Uryschn g : X + [0;1] valant 1 sur A et O sur B . Alors,
ge°F est un prolongement de f a X qui prend ses valeurs dans [0;1l , ce qui achéve la
démonstration.
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Remarque 38.- si f : A+ R est & valeurs dans 10;1[ , le méme raisonnement que dans la
derniére étape de (i+ii) == (iii) montre qu'il existe un prolongement continu F : X -+ ] 0;1]
Par homéomorphisme, on voit également que si f est une application continue de A dans un

intervalle J IR, elle admet un prolongement F de X dans le méme intervalle J

}Interprétation fonctionnelle du théoréme de Tietze-Urysohn.

Rappelons que, pour tout espace topologique Y , on note CéY)l'espace de Banach des fonctions

continues bornées Y * IR muni de la norme sup.

Soient X un espace normal, et A un fermé de X . Le théoréme de Tietze-Urysohn peut
s'exprimer ainsi : "Il existe une application n : Cb(A) - Cq(x) » appelée extenseur, telle que,
pour tout fe€ Cb(A) , on ait : [N(f)]lA = f" . Cette formulation du théoréme améne immédiatement
les questions suivantes - existe-t-il un extenseur linéaire ? un extenseur continu ? un extenseur
linéaire et continu ? Si X est un espace normal, les réponses sont respectivement oui, oui et
non. Dugundji a montré que si X est un espace métrique, la réponse aux trois questions est oui

(cf. [26])

Proposition 39 (avee €'axiome du choix, A.C.).— Soit & wn sous-espace fermé d'un espace normal

X . Alors 71 existe un extenseur linéaire n : Cb(A) > Cb(X).

La démonstration utilise le théoréme de Tietze-Urysohn (théoréme 38).

Démonstration,— Soit, grdce & 1'axiome du choix, B une base de 1'espace vectoriel Cb(A) . D'aprés
le théoréme de Tietze-Urysohn, pour tout fe B, il existe un prolongement O(f) , de f a x
On appelle n 1'application linéaire unique qui coincide.avec 6 sur B . C'est 1'extenseur

cherché. @

Proposition 40.— Soit a wn sous-espace fermé d'un espace normal X. Il existe un extenseur
= 3 . ->
continu N : Cb(A) Cb(x) .

La démonstration utilise les théorémes 9 et 38, et le fait que pour un fermé A d'un espace

normal X , l'espace BA soit homéomorphe & 1'adhérence de A dans BXx .

Démonstratigg.— Supposons d'abord que X soit compact, et que A soit fermé dans X . Comme X
est compact, et que Cb(A) est métrisable, XX Cb(A) est un espace normal ; A><Cb(A) est fermé
dans XX Cb(A) - Soit F 1l'application AX Cb(A) > IR , (x;f) ¥ f(x) . C'est une application
continue, qui admet donc, d'aprés le théoréme de Tietze-Urysohn, un prolongement

F: xx Cb(A) > IR. Pour tout fe Cb(A) + et tout xe X , on pose : E(x) = F(x;f) . Alors, f est
continue, et du fait de la compacité de X , 1'application n : Cb(A) > Cb(x) . £ £ = n(f)

est continue.

Si X n'est pas compact, c'est néanmoins un espace normal, donc complétement régulier. Il
admet un compactifié de Stone-éech (cf. théoréme 9), BX . Dans ce compactifié, 1'adhérence de A
est homéomorphe & BA (car X est normal) (cf. chapitre 6). Ainsi, toute application
fe Cb(A) a un prolongement unique de Bf de RA (identifié a 1'adhérence de A dans BX)

dans R . Or, dans le compact BX , il existe un extenseur continu Bn : Cb(BA) - Cb(BX) qui
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prolonge tout Bf en une application n(Bf) : BX * R. L'application Cb(A) -+ Cb(x) ,

£ - [n(Bf)]LX est un extenseur continu. M

Remarques 41
WSsi n, estun extenseur continu de Cb(l\) vers Cb(X) , on obtient un extenseur continu

n2 préservant les bornes en posant : n2 = Momo n, . avec

m(£) (x) = max{£(x) ; inf{f(a) JaeAa}} , et M(£)(x) = min{f(x) ; sup{f(a) |aeA}}

BOn verra (volume 6) une démonstration "banachique" directe de la proposition 40, en utilisant

le théoréme de Bartle-Graves.

M La restriction fe Cb(x) -+ fLAE Cb(A) étant continue, tout extenseur n est un homéomorphisme
de Cb(A) sur n(Cb(A)) , et n(Cb(A)) est un rétract de Cb(X) , une rétraction étant donnée
par : fe Cb(x) H n(fLA) € n(Cb(A)).

o

roposition 42.-— Soient X un espace séparable complétement régulier, ayant un sous-espace fermé

non séparable A qui posséde une famille non dénombrable (uy) d'ouverts relatifs

iel
disjoints deux d deux. Alors il n'y a pas d'extenseur linéaire et continu Cb (a) - Cb(x) .

Démonstration.— Supposons par 1l'absurde qu'il existe un extenseur linéaire continu

n: Cb(A) > Cb(x) . Alors, il existe nEN tel que,sife Cb(A) , on ait : ||n(f)]] <n||f|l . soit
(Ui)iEI une famille non dénombrable d'ouverts relatifs de A disjoints deux & deux. Pour tout
iel , soit X, un point de Ui , et soit fi une fonction d'Urysohn A -+ [0;1] associée a

x; eta ANU, fi(x) =0 si xeANU fi(xi) =1 . Posons : v, = {xe xln(fi)(x)>1/2} .

i ’
Alors Vi est un ouvert non vide de X , et, comme X est séparable, il existe une partie
non dénombrable Jc I vérifiant : n {Vilie J} # 9 . Soit y un point de cet ensemble. Soient

2
i corl 2n éléments distincts de J . On pose : g = E fi . Comme les U, sont disjoints
k=1

1 2n

= 2n
deux & deux, on a : || g” =1 . 0On en déduit n=n Hg" > “n(g) " 2 nig) ly) = z n(fi )(y)>2n.-;—= n,
k=1

k
ce qui est impossible. =

On verra au chapitre 6 un exemple d'espace X ayant les propriétés de la proposition
précédente. Il s'agit de BN , la compactifié de Stone-Cech de N , et du sous-espace fermé
BIN NIN.

Le probléme de l'existence d'un prolongement continu d'une application linéaire continue

définie sur un sous-espace dense d'un espace de Banach sera traité dans le volume 6.

Le deuxiéme grand théoréme de prolongement en topologie est celui de Bing : si A est un
fermé d'un espace métrisable X , et si d est une distance sur A , il existe une distance sur
X qui est un prolongement de d . En raison de la technique utilisée pour la démonstration, nous

démontrerons ce théoréme au § 6, avec le théoréme de métrisabilité de Bing.

3, EILTRES. FILETS ET SUITES

Le but de cette section est triple :

® dégager les liens entre filtres, filets et suites,



46 ESPACES TOPOLOGIQUES Chapitre 1

® expliquer quand l'emploi des filtres ou des filets s'impose,

® préciser quand l'usage des suites est suffisant, en mettant particuliérement en garde contre
certaines interprétations erronées d'énoncés comme : "dans un espace métrique, les suites

suffisent".

Il ne s'agit donc pas de refaire un cours complet sur ces concepts, mais d'arriver rapidement
au coeur des sujets ci-dessus. En particulier, on commencera par des rappels des définitions et
propriétés élémentaires. Cet aide-mémoire sans démonstrations est surtout destiné a permettre
la lecture d'articles ou de livres se rattachant & une école mathématique autre que celle a
laquelle on est habitué : En effet, les filtres ont été définis par H. Cartan (A. Weil), et les
ouvrages de langue frangaise oublient souvent les filets. Inversement, les filets ont été
introduits par Moore, et étudiés par Schmidt, et certains ouvrages ou articles anglo-saxons
semblent ignorer les filtres. Bien que mathématiquement, 1'une ou l'autre de ces notions soit
suffisante (ainsi qu'on le verra, elles sont équivalentes), on a intérét & connaitre les deux,
d'une part pour pouvoir lire les articles de topologie, d'autre part pour utiliser dans chaque
cas la notion la plus appropriée : quand il s'agit de traiter un probléme d'espace compact
(ou quasi-compact), il est généralement plus commode d'utiliser les filtres ; mais pour prouver
gu'un ensemble est fermé, les filets sont souvent préférables aux filtres. Par ailleurs, les
filets ont un avantage pédagogique : ils apparaissent comme une généralisation immédiate des
suites, ce qui facilite l'enseignement de la topologie générale a des étudiants ayant déja
étudié les espaces métriques. D'un autre cdté, les filtres apparaissent naturellement dans
certains problémes. Chacun connait 1l'exemple classique des structures uniformes. Mais plus
"terre & terre", B.S. Thomson a montré en 1982 que l'utilisation systématique de bases de
filtres permet d'obtenir une théorie unifiée des différentes notions de dérivation et d'inté-
gration des fontions IR - IR.Nous développerons en détail cette nouvelle théorie dans le

volume 4, mais nous nous verrons ici quelques exemples des filtres qu'il utilise.

3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS DES PROPRIETES ELEMENTAIRES

Définition 7.~ soit X un ensemble. On dit qu'une partie non vide F de P(X) est un filtre

si elle satisfait aux axiomes suivants
(i) @¢F

(ii) (A,Be F) == (AnBe F)

(iii) (Ae F et AcBcX) == (BeF) .

On dit qu'une partie non vide F de P(X) est une base de filtre si elle satisfait a

l'axiome (i) précédent, et au suivant
(iv) (A,Be F) =»-(32¢ F, Zc AnB)

Si B est une base de filtre sur X + l'ensemble F des parties de X contenant un élément

de B est un filtre, appelé filtre engendré par B .

Soit (D,<) un ensemble ordonné. On dit que D est dirigé, filtré, filtré a droite, filtrant
ou filtrant 4 droite si, pour tout couple (a;B) d'&léments de D , i1 existe Ye D vérifiant

@<y et B<y. Autrement dit, toute paire de D est majorée. On appelle filet de X toute
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application D+ X , ol D est un ensemble filtrant. Si D = N, on parle de suite, plutét que

de filet. Par analogie avec les suites, un filet est noté (xa)aeD .

}Liens ensemblistes entre filtres et filets

. . ' - >
Si (xa)aeD est un filet sur X , 1l'ensemble B {{xal a aoll a e D} est une base de
filtre sur X . Le filtre engendré par B est appelé le filtre des sections du filet (x,) .
Inversement, si F est un filtre, c'est aussi un ensemble filtrant pour la relation d'inclusion :

A<B ssi ADB.

On obtient un filet associé en choisissant, pour tout Ae F , un Xp € A .

P> Comparaison des filtres. Ultrafiltres

Soient F1 et F2 deux filtres sur X . On dit que F1 est plus fin que F2 si Fl: F2 .

La relation "est plus fin que" est une relation d'ordre sur 1'ensemble des filtres sur un ensemble
X . Muni de cet ordre, cet ensemble est inductif, c'est-a-dire qge toute partie finie admet en
majorant. En effet, si Fl""' Fn sont des filtres sur X , u F est un filtre sur X ,

i
i=1
plus fin que chacun des Fi . I1 découle donc du théoréme de Zorn (f.e. de 1'axiome du choix)

que tout filtre admet un majorant maximal. Les filtres maximaux sont appelés les ultrafiltres.

Un filtre sur X est un ultrafiltre si et seulement si, pour toute partition X = xlu X2 ¢

on a xle F ou X, € F.

©

roposition 43 (St Andné, 1971).— Soit X un ensemble infini. Soit F. 1le filtre formé des
parties de X dont le complémentaire est fini. Soit F un ultrafiltre sur X .

Alors, ou bien F est plus fin que F. » ou bien il existe xe X tel que F soit

lllllllllllllllllllllll*

l'ensemble des parties de X contenant x .

Autrement dit, ou bien F contient F_ , ou bien F est principal (i.e. de la forme
{Ac x| xea} .

Démonstration.— supposons que F ne soit pas plus fin que Fc - Il existe alors AcF_ tel
que : A¢ F . Puisque A€ Fc , A® est une partie finie de X , et comme A¢F, a¢F. 11
existe xe AS tel que {x}eF , car autrement, on aurait A=0n {X\{x}lxe AC}EF , Ce qui

contredirait la définition de A .

La proposition 43 n'a de sens que dans ZFC , la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel
4 laquelle on ajoute l'axiome du choix. C'est ce dernier axiome qui fournit 1'existence
d'ultrafiltres non principaux. Si l'on considére d'autres variantes de ZF , par exemple
ZF + AD , obtenue en ajoutant au systéme de Zermelo-Fraenkel 1'axiome de détermination, on n'a

Plus forcément 1'existence d'ultrafiltres non principaux (voir Appendice § 4.10).

»Images et images réciproques de filtres

Soient toujours X un ensemble, Y un autre ensemble, f une application X * Y , g une

application Y * X , F un filtre sur X , et B une base de filtre sur X . Alors :

@ £(F) et f£(B) sont des bases de filtres de Y . Le filtre engendré par f(F) est appelé le
filtre image de F par £ .
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@ Si F est un ultrafiltre et si f est surjective, £(F) est un ultrafiltre.

- -1
e g 1(F) est une base de filtre de Y si et seulement si @#¢qg (F) , c'est-a-dire si et

seulement si tout élément de F rencontre g(Y).

»Exemp'les fondamentaux de filtres, de bases de filtres

® Sur N, l'ensemble des complémentaires des parties finies constitue un filtre, appelé tiltre

de Fréchet.

® Plus généralement, si D est un ensemble filtrant, ses sections finissantes [a;) forment
un filtre, SD . Ce filtre est un ultrafiltre principal si et seulement si D a un plus grand
élément. Si X est un ensemble, et si (xa)aeD est un filet sur X , le filtre des sections

de ce filet n'est autre que le filtre image par l'application D -+ X a & xd du filtre SD .
® Dans un espace topoloéique (X,T) , pour tout xeX , l'ensemble V(x) des voisinages de x
est un filtre. Inversement d'ailleurs, si F est un filtre sur un ensemble E , et si 1l'inter-
section des éléments de F est non vide, il existe une topologie sur E telle que F soit
1'ensemble des voisinages d'un point de E ; et si l'intersection des éléments de F est vide,
on peut rajouter & E un point ® tel que le filtre {AlJ{m}I AeFl soit le filtre des

voisinages de ® pour une topologie sur Evu {w} .

® Soit A = (a ) une suite de points de X . On appelle filtre élémentaire sur X 1'image

an nelN
par A : n¥ a, du filtre de Fréchet sur N : une partie B de X appartient au filtre

élémentaire associé & A si elle contient tous les an , sauf un nombre fini.

PConvergence des filtres, des filets

On suppose & présent que (X,T) est un espace topologique.

Définition 8.— soit F wun filtre sur X . On dit que F converge vers xe X si tout voisinage
U de a ti a F . i . i n

X ppartient a Soit (ﬁd)aeA un filet sur X . On dit que (xm)meA converge vers
xe¢ X si, pour tout voisinage U de x , il existe aoe A tel que, pour tout o e A , la relation
a 200 implique %, €U . Un filtre, un filet, qui converge vers un point de X est dit

convergent.

Cette définition montre bien que les filets sont des généralisations immédiates des suites.
Les filets sont égquivalents aux filtres : un filet (&1) converge vers xe X si et seulement
si le filtre des sections du filet converge vers x . Inversement, si F est un filtre qui

converge vers X , tout filet associé (Xﬁ)ae [ converge vers Xx .

Dans un espace topologique, on obtient des théorémes semblables & ceux obtenus dans les

espaces métriques, en remplagant les suites par des filets :

| 4 soient (X;T) un espace topologique, et Y une partie de X . Alors, Y est fermée si

et seulement si tout filet (ﬁl) d'éléments de Y qui converqe dans X converge dans Y .

> soient (X;T) et (Y,T') deux espaces topologiques, et f une application X > Y .
Alors, f est continue si et seulement si, pour tout filet (xa) convergent dans X vers

x€ X , le filet (f(xu)) converge dans Y vers f(x).

Si tout point x de X posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages, on peut
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remplacer filet par suite dans les deux énoncés ci-dessus. Ceci est vrai en particulier si
X est un espace métrique. C'est en raison de ces propriétés que l'on dit souvent que "dans les
espaces métriques, les suites suffisent". Nous verrons plus loin les limitations d'une telle

assertion.

Revenons sur le dernier énoncé. Dans le cas oi Y est T1 , on peut affaiblir les hypothéses

en enlevant les derniers mots de 1'énoncé, ce qui donne :

©

roposition 44 (Hansell et Wolk, 1976).— Soient (x;T)  un espace topologique, (¥;T') un espace

T, » et f une application X +Y . Alors £ est continue 8i et seulement si, pour tout

llllllllllllﬂlll‘

filet (xa) convergent dans X, le filet (£(x,)) converge dans Y.

Du fait de 1l'équivalence entre filets et filtres, cette proposition a 1'énoncé dual suivant :

Proposition 44 bis.- Sotent (x;T) un espace topologique, (¥;T') un espace T, et f une

application X »Y . Alors f est continue si et seulement si, pour tout filtre F convergent
dans X , la base de filtre f£(F) converge dans Y .

Montrons par exemple le premier énoncé.

Démonstration de la proposition 44.— soient xeX , Vx le filtre des voisinages de x , et D
l'ensemble filtrant pour la relation d'inclusion défini par D = {(V;p)| Ve Vx , PE€ u} . on

prend le filet S : D *X , (U;p) ¥ p . Alors, le filet S converge vers x , et, par hypothése,
le filet (f(S(U:p)))(U;p)ED
y , il existe (U;p)e D tel que f£(S(V;q)) e W pour tout (V;q) 2 (U;p) c'est-a-dire si VcuU .

converge dans Y vers un point y . Si W est un voisinage de

Ainsi, lorsque teU , on a f(t) eW ; autrement dit, £f(U) cW , et en particulier, f(x) e W .
Ceci étant vrai pour tout voisinage W de y , et Y étant T1 , on en déduit f(x) =y . On
a donc montré que pour tout voisinage W de f(x) , il existe un voisinage U de x tel que

f(U)cW . C'est la continuité de f .
La réciproque est évidente. [l

On a vu plus haut que, lorsque l'intersection des &léments d'un filtre F sur un ensemble
E est vide, on peut rajouter & E un point ® tel que le filtre {a vlw} | aeFl soit le
filtre des voisinages de W pour une topologie sur Eu {w} . cela suggére de définir la limite
d'une fonction relativement & deux filtres, en se passant de la notion de topologie : Soient
E et F deux ensembles munis respectivement de filtres F et H , et £ une application
E-F . Si F induit un filtre Ff sur le domaine de définition vf de f , on peut dire que
f converge suivant (F;H) si, pour tout YeH, f_l(Y) est un élément de Ff . Peut-&tre
cette définition étendue de la notion de limite peut-elle soulager l'angoisse de ceux qui, dans

le secondaire, n'osent construire R » ou écrire les formules comme lim x.2n x =0 . Ils
x~ot
peuvent remplacer +» par le filtre F(+o) engendré par (In;*[ , ne IN) , et "le réel a droite

+ -
a par le filtre Fla;+) engendré par (la;a+el , €> 0). De méme pour -» et pour a . De

la sorte, la formule lim+ x8n x =0 peut étre écrite sous la forme
x»0
conv(x.gn x; F(o;+) ; F(0;-)), ce qui pourrait(par exemple) se lire ainsi : "il y a convergence

de la fonction x-x fn x suivant le filtre des voisinages & droite de: zéro et le filtre des

voisinages & gauche de zéro".
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Voyons & présent quelques exemples de filtres utilisés en analyse. Les démonstrations des

applications énoncées seront données dans le volume 4.

Définition 9.— soit fa;b] un intervalle de R non réduit & un point. Notons I 1'ensemble
des intervalles compacts de [a;b] non réduits & un point. On appelle base de différentiation
toute base de filtre de parties de IxR . Soit B une base de différentiation dont chaque
élément B contient une sul?division T = {(Ii;xi) |1<i<n} de [a;b]l (par subdivision, on
entend que les (Ii)lsisn sont un recouvrement de [a;b] par des intervalles compacts contigus,

et que, pour chaque i , on a x;e Ii)' Notons Il 1l'ensemble des subdivisions de [a;b] . Soit

f une fonction [a;b] = IR . Pour toute subdivision Tell , on pose : S(f;m) = z £(x) A1),
(I;x)eT

od A(I) désigne la longueur de 1'intervalle I . On dit que S(f;W) est une somme de Riemann

de f . Pour tout Be B , posons : HB = {mell , mcB} . Alors, {HB , BeB} est une base de

filtre sur I , et l'on dit que £ est intégrable au sens de la base de différentiation B

si la base de filtre {{sS(f;m) I meRl B e B} converge. Pour tout intervalle I = [c;d]el ,

on pose : Nf(I) = £(d) - £(c) . On dit que f est dérivable au sens de la base de différentiation

B au point xe[a;b] si inf sup Af(I)/ A(I) = sup inf A£(I)/ MI) . Soit B, 1la
BeB (I;x)ep ‘BEB (I;x)€R

base de filtre sur I définie par {{1 ] (I;x)eB)eB}. Alors, f est dérivable en x au sens de

B si et seulement si la base de filtre {{Af (1) /X (1) | Iepu}l pe Bx} converge. La limite est

alors la dérivée de f en x , au sens de B . On la note DBf(x) .

Exemple 45.— Pour tout €£>0 , posons : BE = {(I;x) |Tel,xeI , A(I)<e} . La base de
différentiation U = {Bel €> 0} est qualifiée d'uniforme. Une fonction £ est uniformément
dérivable s1 et seulement si elle est dérivable au sens de U . Elle est intégrable au sens de

Riemann si et seulement si elle est intégrable au sens de U .

: +
Exemple 46.— Pour toute fonction § : R > IRy , posons : Bﬁ; = {(I;x) l Iel, xeR,

Icdx=6(x)ix+6(x) [} L {Bf| 8 est une fonction IR - 1R+}. La base de différentiation
#

D est appelée la base de différentiation pointue. Pour qu'une fonction f soit dérivable

au sens de D# en x , il faut et il suffit gu'elle ait une dérivée pointue D# f(x) définie

par : D# f(x) = lim £ )::(Z) . Une fonction [a;b] -+ R est intégrable au sens de
(yiz)>(x;x) Y

y#z :
Lebesgue si et seulement si elle est intégrable au sens de D# . En particulier, il faut

savoir que, contrairement & une idée répandue, la convergence de certaines sommes de Riemann
(') caractérise les fonctions intégrables pour la quasi-totalité des théories de 1l'intégration
sur R connues a ce jour. Il suffit de considérer la convergence selon une base de filtre

adéquate.

Exemple 47.~ Pour toute fonction § : R - IR;t , on pose : Bg = {(1;%) | Iel, xeI ,MI)<8(x)}
Bs = {(1;x) | Te T , x est une extrémité de I , et A(I)<8(x)} . Alors les deux bases de
différentiation
°
D

différentiation, qualifiée d'ordinaire. Une fonction f est dérivable si et seulement si elle

*
{B§| § est une fonction IR -+ R, }, et

]

{B.| 8§ est une fonction TR + R* } sont deux versions d'une méme base de
8 +
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est dérivable au sens de D . Elle est intégrable au sens de Denjoy-Perron si et seulement si

elle est intégrable au sens de D .

Remarque.— on développera en détail la théorie de B. Thomson dans le volume 4. A la seule vue des
exemples 45 & 47, il ne faut pas croire au miracle : le fait de disposer d'une présentation
unifiée pour les différents types de dérivées et pour les théories de 1'intégration sur IR est
trés réjouissant pour l'esprit... quand on a déja étudié ces théories par ailleurs. Cela permet
alors de bien comprendre leurs liens ainsi que les avantages et inconvénients de chacune d'elles.
Mais en 1'état actuel de cette théorie unifiée, il est impensable de commencer par elle pour un
apprentissage de l'intégration ; elle n'enléve pas encore sa prééminance a 1l'intégrale de

Lebesgue !

3.2. MAIS QUAND LES SUITES SUFFISENT-ELLES ?

Nous avons vu en 3.1, que dans un espace satisfaisant au premier axiome de dénombrabilité
(tout point admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages), on peut se passer des filets
et ne considérer que des suites. Nous allons maintenant voir différents contre-exemples dont le

but est d'éviter certaines idées fausses.

Le premier contre-exemple contredit une faute répandue qui peut prendre diverses formes.
Plutdt que d'écrire les énoncés faux auxquels elle conduit, voici trois assertions vraies,

correspondant a4 différentes formes de cette faute, que le contre-exemple va établir :

® Dans un espace séparable, 1'ensemble des limites des sous-suites convergentes d'une partie

dénombrable partout dense n'est pas forcément égal 3 tout 1'espace.

® Une suite est un filet. Mais il Y a des sous-filets d'une suite gqui ne sont pas des sous-

suites.

® L'ensemble des points adhérents a une suite n'est pas égal A4 1'ensemble des limites des

sous-suites convergentes.

Contre-exemple 48 (Priestley, 1968) .— on considére x = [0;1][0;1], c'est-a-dire 1'espace topo-

logique des fonctions [0;1] + [0;1] muni de la topologie produit. D'aprés le théoréme de
Tihonov, X est compact ; d'aprés le corollaire 33, il est séparable. Pour toute partie

finie A = {al;...;an} de @ vérifiant a, = 0<a <a,< -ee<a <1 = a
la fonction continue [0;1] + [0;1] s'annulant sur Ay {o;1} , valant 1 sur

+ on appelle ¢A

f(ai+ ai+1)/2 » 0sisn} , et affine sur chacun des intervalles [0;a1/2] ’ [al/z;al] ’
[al;(a1+a2)/2].... [(1+an)/2;l] . :

Figure 15
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Soit S 1l'ensemble des ¢ A" L'ensemble S est une réunion dénombrable d'ensembles dénombrables.
C'est donc un ensemble dénombrable. Soit X la fonction identiquement nulle. Un voisinage

élémentaire v(xo;s;t ...;tn) de X, est de la forme {¢ : [0;17+[0;1] | ¢(ti) <g¢, 1<i<n},

1
avec €>0 , et {ti; ...;tn} partie finie de T0;1] . Il est clair que tout voisinage de

x0 contient un élément de S . On a donc : xog§ . Néanm?ins, aucune suite d'é]l.éments de S
ne converge vers X . On a en effet, pour tout s¢S : I x(t)dt = 1/2 , et [ xo(t)dt =0

. . P, o P c
Si une suite (yn) d'éléments de S convergealt vers Xy le théoréme de convergence dominée

1

impliquerait I xo(t)dt = 1/2 , d'ou la contradiction. En fait, ona § = {f:[0;1]>1[0;1]
(0}

£(0) = £(1) = 0} , tandis que 1l'ensemble des limites des suites d'éléments de S est inclus

dans 1l'ensemble des fonctions de premiére classe de Baire dont 1'intégrale vaut 1/2 ! Notons au
passage que ce contre-exemple montre que le théoréme de convergence dominée n'est valide que

pour les suites de fonctions, pas pour les filets.

Inversement, certains filets se raménent & ses sous-suites :

Définition 10.— Soit (D;<) un ensemble filtrant. On dit qu'une suite (an) d'éléments de D
tend veprs © si, pour tout BeD , il existe N¢ N tel que, pour tout n>N , on ait
B< a . On dit que D est dénombrablement accessible s'il existe une suite (an)

d'éléments de D tendant vers o .

Proposition 49 (Marnsden, 1968).— Soient X un espace topologique, A un ensemble filtrant

dénombrablement accessible, et £ : A > X , £ = (fa)ael\ s

x € X tel que, pour toute suite (a) de B tendant vers o , on ait £, T x, oma

un filet sur X . S'il existe

g alors fa > x
Démonstration.— Si 1'on n'avait pas fa + x , il existerait un voisinage U de x tel que,
pour tout BeA , il existe RB'>RB qui vérifie : £(B') £ U . Alors, pour une suite (un)
tendant vers % , on aurait a' >+ , et f , U , c'est-a-dire f #x , d'ou la

n o' o'

. : n n
contradiction. [

Application.— si xe [a;b]l , et si f est une fonction [a;b]~{x} » R, ona 1lim f(y) =2

>X
si et seulement si 1lim f(yn) = z pour toute suite (yn) tendant vers x . Maig on le
n-oo

savait déja, dans la mesure oiu IR satisfait au premier axiome de dénombrabilité.
Le contre-exemple suivant montre :

® La connaissance des suites convergentes pour une topologie ne suffit pas a caractériser

cette topologie.

Contre-exemple 50 (J.B. Comway, 1969).— On considére 1'espace 2! des suites sommables de

. ; . 5 1 . .
nombres réels : une suite (an)n de réels appartient a £ si et seulement si

oo

€IN

X la | < . on définit sur 21 une norme en posant : ” (a_) " = 2 Ia I . Muni de
n n‘nelN" 1 n
n=0 1 neIN
cette norme, £ est un espace de Banach. Soit S 1la topologie déduite de || ”1 . Considérons

o 00
a4 présent % , 1'espace des suites réelles bornées. Pour (xn) el , et (an) € ot , on pose

I ~18

<(xn);(an)> = %5 aj e R. Soit T 1la topologie faible sur 21 : une base de voisinages de

j=0
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(an) dans (%',T) est donnée par les ensembles de la forme
1 oo
b ) ek < ) ; -b ) >|<e}, avec Je L et €>0 . La topologie
o) el ] (x) i (a,-b) > |<e} (x)e polog

est strictement plus fine que T . En effet, il est clair qu'elle est plus fine. Par ailleurs,la
sphére unité s = {(an) e o | ||an || = 1} est fermée pour S, mais elle est dense pour T
dans {(an) € Qll “an ||51}. Pour le voir, il suffit d'établir que la suite nulle, (0), est
adhérente & S pour T . Soit donc U wun T-voisinage ouvert de (0) . Il existe

r oo n 1
”1""'€n dans £ , et €>0 tels que : n{Be.£||<£k;6>|<e}CU.Mais
k=1
{8 | <Ek i B>=0, 1<k<n} est un sous-espace de dimension infinie de 2! qui est inclus dans

U . En particulier, U contient un B de norme 1 . Ainsi, S est strictement plus fine que T.
Pourtant, S et T ont les mémes suites convergentes, ainsi que le montre le théoréme suivant.

(n)

Théoréme 51 (Schun) —  Toute suite (o ) neIN d'éléments de & qui converge vers zéro

pour la topologie T converge aussi vers zéro pour S .

La démonstration utilise le théoréme de Baire (théoréme 59).

Démonstration.— soit (a(n))nsm une suite d'éléments de 2! qui converge vers zéro pour T.
(n) n
t a = . = <)L . .
On pose, pour tout n , (ap)pelN Soit X {(XJ)JEIN € 201 sup IxJ| <1} . on définit

jelN
sur X une distance d en posant :

T g+l
alx) 5 (x)) = ¥ 27T g x|
3 k q=0 qaq

On vérifie facilement cue (X;d) est un espace métrique complet, et qu'un systéme fondamental

de voisinages de (xj) dans (X;d) est formé des ensembles de la forme :
S iJ; = ' -x'| < J
((x):3:8) = {(x2) e x| |xq xq| 8§, 0sqsda}

avec jeIN et 8§>0 . Soit €>0 . On pose

Fo= {(xj) €X ||<(xj), én)>| <€/3 pour tout n2m} .

1
Comme pour tout ae £ , la fonction ¢a : (X;d) > R, (x,) » <(xj) ;o> est continue, chacun

des Fn est fermé dans (X;d) ; et comme lim <(xj) ;alMs = o pour tout (xj) €eX , ona:
noo
(o]
X = U Fm . D'aprés le théoréme de Baire (cf. § 5, théoréme 59), il existe “un Fm d'intérieur
m=1
non vide. Autrement dit, il existe (xj) €X ,6>0, et jeIN tels que S((x );J;(S)CFm . Si

3 (n)

n2m est fixé, soit (xs)'e X vérifiant : x5 = xj si 13T, et x5 = sgn(a:l ) pour
(o]
32J+1 . Alors, (x!) e S((x,);3;8) , et par suite : ) |a;n)| S§-+ f Ia;n)l . Le résultat
J J J=J+1 =1
annoncé s'en déduit, en choisissant mIZm tel que :
. Iaj(n)| <€/(3J) , pour 1<3j<J et nzm . N

Le contre-exemple 50 pourrait laisser penser que le phénoméne est dd & la nature pathologique
de 21 . Il n'en est rien, car méme sur IR, la connaissance des suites convergentes ne suffit

pas pour déterminer la topologie.
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Contre-exemple 52 (Baken, Lawnrence et Zonzitto, 197§).— Topologies sur la droite réelle pour

tesqueliles les suites convergent d la maniére usuelle. Soit X 1la droite réelle (%). Notons

R la topologie usuelle (IR = (X;R)). Désignons par T 1l'ensemble des topologies T sur Xx
qui ont le méme ensemble de suites convergentes que R . Soit TeT . Alors TcR. En effet,
soit F un fermé de (X;T) , et soit F 1'adhérence de F dans 1R. Alors, tout point p de
F est la limite, pour R , d'une suite (an) de points de F ; il est donc aussi limite de
(a”) pour T . Ainsi, p appartient & la fermeture de F pour T , qui n'est autre que F ,

puisque F est un fermé de (X;T) . On a donc F = F , c'est-a-dire 1'inclusion TcR.

Soit (F 1la topologie cofinie sur X , c'est-a-dire la topologie dont les ouverts sont
$, X , et les parties de X dont le complémentaire est fini. On montre facilement que CF est
la moins fine des topologies T1 sur X . Ce n'est pas un élément de T . Mais tout élément
T de T est T1 - En effet, soient p et q deux points distincts de X . La suite
(piqip;qip-..) ne converge pas pour R , donc pas pour TeT . Aussi existe-t-il un ouvert

de T contenant p mais pas qg;et T est T, .On a ainsi montré les inclusions

1
CF?'TC R , pour tout TeT .

Montrons & présent que T~{R} n'est pas vide. Soit T 1la topologie sur X dont les ouverts
sont @, X et les complémentaires des fermés dénombrables de R . Cette topologie est moins fine
que R , et pour établir TeT , il suffit de montrer que toute suite qui converge pour T
converge également pour PR . Soit donc (xn) une suite de réels rendant vers £ au sens de T .

Supposons que X, ne tende pas vers £ au sens de R . Il existe une sous-suite (xk ) de 1la
n

suite (xn) , formée d'éléments de x~ {2} , et convergeant dans R~{%}. si (xn ) >t
. k
considérons V = X\{xk rkeIN}. On a LeV ; de plus, V est un ouvert de 7T fe contenant

aucun des (xk ). Ainsg, X, ne tend pas vers { au sens de T . Si (xn ) > e RN{2)

n k
considérons V = X\{l',xn X se..} . On a encore 2eV , et V est un ouvert de T ne contenant
1 2
aucun des (xk ) . Ainsi, (xn) ne tend pas vers £ au sens de T ; d'ou la contradiction.
n
Notons que T est T1 mais pas T2 - Il existe toutefois des éléments de T qui sont T2

{f. exercice 19).

H._ESPACES METRIQUES, ESPACES VECTORIELS NORMES. COMPARAISON.

Le fait que tout espace vectoriel normé soit un espace métrique pourrait laisser croire que
la classe des espaces métriques est plus large que celle des espaces vectoriels normés. Il n'en
est rien : la classe des espaces métriques et celle formée par les espaces vectoriels normés et

leurs parties sont identiques. Voici deux théorémes justifiant cette affirmation.

Théoréme 53 (Kuratowski).— Tout espace métrique (X;d) admet un plongement isométrique dans

!'espace de Banach Cb'(X) des fonctions continues bornées X »R muni de la norme

sur, LI, -

i

Démonstration (d'apn?s Dugundji).— Soit pe X . Pour tout xe X » soit f :X*R ,

Ew» dA(E; x) - A(E; p) . L'inégalité f_ (&) <d(x;p) montre que f est bornée. Comme elle est
x P x

continue, elle appartient a Cb(x) . L'application Aox > Cb(X) , x"'fx est 1'isométrie
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cherchée. En effet, ||fy--fz ]I = sup d(&;y) - d(&;z) <d(yiz) , et la borne sup de ceci est
EeX
atteinte pour £ =z . @

Théoréme 54 (Anens-Eells, 1956) .— Tout espace métrique admet un plongement isométrique comme

sous-ensemble fermé d'un espace vectoriel normé.

Démonstration (Communiquée par J. Dugundji).— Soit X un espace métrique. On note Pf(x)

l'ensemble des parties finies de X . On munit Pf(x) de la topologie discréte, et 1'on note

C 1'espace Cb(Pf(X)) des fonctions continues bornées Pf(x) >R muni de la norme sup . Bien
que ce soit un espace de Banach, commengons par plonger isométriquement X dans C . (On procéde
comme pour la démonstration du théoréme de Kuratowski). Soit pe X . Pour tout xe X , soit

fx : Pf(x) + R, Arnd(x;A) - d(p;A) . Comme les éléments A de Pf(x) sont des parties finies,
les expressions d(x;A) et d(p;A) ont un sens. L'inégalité |fx(A)| = |d(x;A),—d(p;A) | <d(x;p)
montre que fx est bornée. L'application A : X+(C , x+ fx est un plongement isométrique, car

||fy-le|m= sup ld(y;A) - d(z;A)ISd(y;z) , et parce que le sup est atteint pour A = {z}

Ainsi, H)\(y)If)\(Z) “c° = d(y;z) , et A est une isométrie. Cela étant, remarquons les points
suivants : £ est la fonction identiquement nulle ; pour tout xeX , on a fx(A) =0 si
{x;p} cA . En particulier, A(X) contient l'origine de C. Soit L 1le sous-espace vectoriel
de C engendré par A(X) . C'est un espace vectoriel normé qui n'a aucune raison d'étre fermé
dans C, donc d'étre complet. Montrons que A(X) est fermé dans L . Soit ge L~ A(X) . Par

*
définition de L , il existe ne N, et n couples (ai;f )e RXA(X) , 1<i<u tels que
i

g = 31 oy fy. . Puisque gfA(X) , ona g # fy. , pour 1<i<n . Il existe donc §>0 tel
que lﬂg—fy H:<(5 , pour 1<i<n . Montrons que,lpour tout xe X , on a également

|Ig-fx|lm> 61. Supposons par l'absurde le contraire : Hg—fxllms § pour un xe€ X . Alors,
”fx_fyi” 24, et foH = fo—-fp"w , et, puisque ) est une isométrie, d(x;yi) 2§ , et
d(x;p) 2 8. Mais Hg'fx” 2|g(A)—fx(A)| , pour tout Ace Pf(X) . En particulier, pour

A = {yl;...,yn;p} , ona g(A) =0, de sorte que : Ilg—fxllz Ifx(A)l = d(x;{yl;...;yn;p}) ,

ce qui contredit 1'hypothése “g-fx" < §. Finalement, on a montré B(g;8) cL~A(X) ; il

s'ensuit que L~A(X) est ouvert, et cela achéve la démonstration.

Notons qu'il y a des distances sur des espaces vectoriels normés qui définissent la méme
topologie que la norme, mais ne sont pas des normes. Les plongements obtenus par les théorémes
de Kuratowski et d'Arens-Eells ne coincident pas avec le plongement de 1'espace dans lui-méme
obtenu par l'application identique. Plus : dans le cas d'un espace de dimension finie, le
plongement est effectué dans un espace de dimension infinie qui ne coincide donc certainement

pas avec l'espace de départ.

Rappelons d'autres plongements des espaces métriques : un espace métrique est homéomorphe
a4 une partie d'un cube [0;1JI . Un espace métrique séparable est homéomorphe & un sous-espace
N N
de [0;1] , et si l'espace métrique est topologiquement complet, le sous-espace de [o;1]

est un G(S . (cf. le théoréme 7 et le corollaire 58).
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5. ESPACES METRIQUES COMPLETS, TOPOLOGIQUEMENT COMPLETS : BAIRERIES
5.1. ESPACES METRIQUES TOPOLOGIQUEMENT COMPLETS

Considérons l'intervalle J = 1-7/2; +n/2[ . Si on le munit de la distance usuelle, il n'est
pas complet. Mais par ailleurs, la fonction Arctan réalise un homéomorphisme IR - J . Si l'on
pose d(x;y) = ltan X - tan y] , on transporte sur J la structure uniforme de la distance
usuelle sur IR. Comme IR est complét pour cette distance, J devient complet pour la distance
4 . Une question est donc de savoir, lorsqu'un espace métrique (X;d) n'est pas complet, s'il
existe une autre distance, § , ne changeant pas la topologie de X , et pour laquelle X soit
complet. Si tel est le cas, on dit que X est topologiquement complet. Nous allons, dans ce
paragraphe, répondre a cette question. La présentation est celle d'Oxtoby, adaptée de

Kuratowski.

-
®
2
3
™
(S5}
w
!
9
Q
o
o+

(X;d)  un espace métrique. On suppose qu'il existe une suite (£) de fonctions
continues X+ R telle qu'une suite de Cauchy (x) d'éléments de X converge si et

seulement si les suites (fp(x )) sont bornées pour tout n .

n ‘pelN
Alors, tl existe wne distance & sur X , définissant la méme topologie que d , et pour

laquelle X est complet.

THIa

0o
Démonstration.— oOn pose : 8(x;y) = d(x;y) + } (1/2")min {l;lfn(x)-fn(y)l}
n=1
M Montrons que § est une distance. Seule 1'inégalité triangulaire n'est pas immédiate. Elle

découle de 1l'inégalité triangulaire appliquée & chaque terme.

B Montrons que & définit la méme topologie cue d .
-N
Soient €>0 et xeX . Il existe NeIN tel que 2 <g, et il existe E<e tel que la
relation d4(x;y)<& implique lfn(x)-—fn(y) I<€ , pour 1<n<N . Alors, si d(x;y) <g , on a

N
Stayi<e + § (/2 |f 0-f_(p ] + 172" <3¢ .
n=1

Ainsi, lim 6(x;xn) = 0 lorsque 1lim d(x;xn) = 0 . L'inégalité d(x;::n)SrS(x;y) montre
1'implication réciproque, de sorte que d et & définissent la méme topologie (une topoloaie

métrisable est déterminée par 1'ensemble des suites convergentes cf. § 3.2).

B Montrons que (X;8) est complet. Soit (xn) une suite de Cauchy pour la distance § . Alors,
pour tout ne N, il existe Ne IN tel que G(xp;x ) < 1/2n pour tous p,g2N . On a alors,
n : :
Tour de tels p et q : 1>2 6(xp;xq) 2 min {l;lfn(xp)-fn(xq)|} , et par suite
- < [ s
‘fn(xp) fn(xq)l 1 . Il s'ensuit que la suite (fn(xp”pe]N est bornée pour tout n . Comme
dix;y) < 8(x;y) , la suite (xp) est aussi de Cauchy pour d . De par les hypothéses de

1'énoncé, la suite (xp) converge. @

éoréme 56 (Aleksandrov 1924).— Soit Y un 65 d'un espace métrique coﬁrplet (x;@) . Il existe

i =

une distance 8 sur Y pour laquelle Y est complet.

Démonstration.— soit Y un GcS d'un espace métrique complet (X;d) . Si Y = X , le théoréme
est évident. Sinon, il existe une suite (Gn) d'ouverts de X distincts de X telle que :

Y= n Gn . Pour tout ne N, posons Fn = X\Gn , et soit gn' l'application X *IR définie
neN
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par : gn(x) = inf{d(x;y) |y an} . Chaque 9n est strictement positive sur Y . Les fonctions
fn = l/gn satisfont aux hypothéses du lemme 55 appliqué & Y . En effet, soit (xn) une suite
de Cauchy de points de Y telle que, pour tout n , la suite (fn(xp))ps:N soit bornée ; alors

(xp) converge dans X vers un point y , car X est complet. On a yéFn , car la suite
(fn(xp)) est bornée. On a donc yeGn pour tout n , d'od ye€Y . Le lemme 55 appliqué & Y
montre le théoréme. M

Un énoncé convers du théoréme 56 est le suivant :

Théoréme 57.— Soit Y une partie topologiquement compléte d'un espace métrique (X:d) . Alors
Ey estun % de X .

Démonstration.— Notons encore d 1la restrictionde d & Y . Soit § une distance sur Y pour

laquelle Y est complet. Puisque § définit sur Y la méme topologie que d , l'application

identique IdY est continue, comme application Id1 : (Y;d) +> (Y;8) , et comme application
*
I<:’l2 . (Y;8) - (¥;d) . Soient xeX et neIN . Il existe 8(x;n)e 10;1/nl tel que, pour tout
yeY vérifiant d(x;y) <O(x;n) , on ait : 8(x;y)<1/n . Posons : G = U B (x;0(x;n)/2) , ou
xeY
les Bd(x;e(x;n)/Z) sont prises ouvertes. L'ensemble Gn est un ouvert de X qui contient Y .
*
Soit ze€ n Gn . Pour tout ne N , il existe x €Y tel que d(xn:z)<0(xn;n)/2 . Comme
nelN ¥
e(xn;n) <1/n , on a lim (xn) =2z . Pour tout m>n , on a :
n->oo

d(xn;xm) Sd(x iz) + d(xm;z) <%— [G(xn;n) + 6(xm;m)]5 maxfB(xm;m) ;e(xn:n)]

On en déduit, par définition de O(x;k), 6(xn;xm) <1/n , pour tout m>n . Ainsi, la suite

(xn) est une suite de Cauchy de (Y;8) . Puisque cet espace est complet, elle converge vers un

y€Y . D'aprés l'unicité de la limite, on a z =y , d'od zeY , ce qui montre n G cY .
nell*
On en déduit Y = N _ G , ce qui achdve la démonstration. [
n€IN

Les espaces métrisables & la fois séparables et topologiquement complets sont appelés espaces

polonais. Ils seront étudiés plus en détail dans le chapitre 3.

En rapprochant le théoréme 57 du résultat d'Urysohn signalé apréds le théoréme 9 (p. 29 ),

on obtient le

Corollaire 58.— Tout espace polonais est homéomorphe a un G5 de [0;11"

5.2. ESPACES METRIQUES COMPLETS ; BAIRERIES

Définitions 11.— Rappelons (§ 2, définition 4) qu'un espace topologique X est dit de Baire
lorsque l'intersection d'une suite d'ouverts denses dans X est dense dans X . Une partie A
de X est dite rare, ou nulle part dense si (3)° = @ . Les réunions dénombrables d'ensembles
rares sont dites maigres, ou de premiére catégorie. Les complémentaires des ensembles maigres
sont appelés résiduels. L'espace topologique X est donc un espace de Baire si tout ensemble
maigre de X est d'intérieur vide. Dans un espace de Baire, tout résiduel contient un 66

dense ; il est donc dense.
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Théoréme de Baire (premiere version) 59.— Les espaces métriques complets, les espaces localement

compacts sont des espaces de Baire. .

Démonstration.— soit X un espace métrique complet (resp. un espace localement compact) . Soient
O un ouvert non vide de X , et (On) une suite décroissante d'ouverts denses. Soit

B1 CO1 NO une boule de rayon plus petit que 1 (resp. un ouvert relativement compact) . Par
récurrence, on construit une suite (Bn) de boules de rayon inférieur a 1/n  (resp. d'ouverts

relativement compacts vérifiant : Bn+1 c (BnnOn) . Dans les deux cas, l'intersection des En est

non vide et incluse dans celle des On avec O .

Exemples 60.
® Un ouvert d'un espace de Baire est de Baire.

® Un fermé d'un espace métrique complet est complet. C'est donc un espace de Baire.

® Un fermé d'un espace de Baire n'est pas forcément un espace de Baire : en effet, @ x {0} est
un fermé de Rz\((R\Q) x {0}) qui est un espace de Baire. Mais @x {0} est homéomorphe a ¢ ,

qui n'est pas un espace de Baire.

® IR~NQ est un espace topologiquement complet (cf. Chapitre 2 § 4 théoréme 8, de Hausdorff) .

C'est donc un espace de Baire.

® 0 n'est pas un espace de Baire : si r, désigne une énumération de @ , en posant
On = {rp | p#n}l, on a nOn = @ . Plus généralement d'ailleurs, ce raisonnement montre qu'un
espace de Baire sans points isolés n'est pas dénombrable. De plus, @ n'est pas un 66 de IR,

car si c'était le cas, il existerait une suite (Gn) d'ouverts de R vérifiant :

@ = n Gn . En reprenant 1'énumération r précédente, et en posant Hn = ]Rn\{rn} on aurait :
nc¢ IN

g=n (Gnﬂ Hr‘) + Ce qui Contredirait le fait que R est un espace de Baire. Autre raison
nenN '

pour affirmer cue @ n'est pas un 66 : comme { n'est pas un espace de Baire, il n'est pas
topologiquement complet. Ce n'est donc pas un 66 de R, d'aprés le théoréme d'Aleksandrov

{théoréme 56).

Définition 12.~ soit X un espace topologique. On appelle tamig sur X toute relation binaire

R sur l'ensemble G des ouverts de X satisfaisant aux axiomes suivants

(i) (URV) == (ucv)
(ii) Pour tout ouvert non vide U , il existe V tel que VRU .
(ii1) (URV et VRW) == (URwW)

iv) P i ' Srifi : .
(iv) Pour toute suite (Un)ne]N d'ouverts vérifiant, pour tout n , Un+1RUn , on a nUn#¢

§'il existe un tamis sur X , on dit que X est tamisable.

Théoréme 59 bis (CHOQUET, 1958) : Théondme de Baire. deuxieme version.— Tout espace tamisable

~st un espace de Baire.

Démonstration.— C'est la méme que dans la premiére version, en remplagant la condition

Bnl c(BnnOn) par Bn+1R(Bnnon)'

e

Lemme 61 (CHOQUET, 1958).— Tout produit d'espaces tamisables est tamisable.
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Démonstration.— soit (xi)iel une famille non vide d'espaces tamisables non vides. Pour tout
i€l , soit Ri un tamis sur Xi . Posons X = 1l Xi . Soient J et K deux parties finies
iex
de I ; soient G = I G, » avec Gi =X, si 143 ,et H= 1 H, , avec Hy =X, et 14K,
iel ieX

deux ouverts élémentaires de X . On pose GRH si l'on a simultanément K cJ , pour tout
ieK , G, Ri H, , et, pour tout i e€J~K , Gy Ri X; . Soient a présent E et F deux ouverts
quelconques de X . On pose ERF s'il existe deux ouverts &lémentaires G et H vérifiant :
ECGCHCF et GRH . On vérifie facilement que la relation R ainsi définie est un tamis
sur x . @

Proposition 62 (CHCQUET, 1958).— Tout produit d'espaces localement compacts ou métriques complets

est un espace de Baire.

i

Démonstration.— La relation ERF si ECF est un tamis si X est un espace localement compact.
Si X est un espace métrique complet, la relation ERF si EcF et si diam E<min{l ;

(diam F)/2} est un tamis. D'aprés le lemme 61, un produit d'espaces topologiques dont chaque
facteur est localement compact ou métrique complet est un espace tamisable, donc un espace de
Baire. @

I I .
En particulier, pour tout ensemble I , R , [0;1] sont des espaces de Baire.

» Applications du théoréme de Baire

Pour mémoire, signalons le théoréme de Schur (§ 3, théoréme 51), le théoréme de Banach-Steinhaus
qui dit qu'une famille simplement bornée d'applications linéaires continues sur un espace de

Banach est uniformément bornée.

Exemple 63.— Un espace de Banach ne peut avoin une dimension algébrique infinie dénombrable. si

E est un espace de Banach de dimension infinie, supposons par l'absurde qu'il ait une base
algébrique dénombrable. Alors, la suite (En) des sous-espaces vectoriels fermés engendrés par
les n premiers vecteurs d'une telle base est une suite croissante de fermés d'intérieur

vide dont la réunion est égale & tout l'espace ; cela contredit le théoréme de Baire.

Exemple 64.~ soient I = [a;b] un intervalle de IR non réduit & un point, (x,) une suite
de points de I , et f wune fonction continue I - R. On pose fo =f , et, pour tout ke N,

£ (x) = x f (t)dt . Si, pour tout x, il existe k tel que f.(x) =0, alors f est iden-
*k

tiquement nulle. En effet, posons, pour tout k : E = {xe I| fk(x) = 0} . Chaque E, est

fermé, et u Ek =1 . Il s'ensuit que U EE est dense. En dérivant fk k fois sur chaque

composante connexe de E;: , on voit que f est nulle sur v E: . Enfin, par continuité, f est

nulle sur I

Exemple 65 (BOAS, 1960).— Une caracténisation des polyndmes. Soit £ : R + IR une application

(o telle que, pour tout xe IR, il existe. n tel que : f(n) (x) =0 . Alors f est un polyndme.

(k) (x) = 0} . Alors, chaque E est fermé, et u Ek = IR. D'aprés le
keN

théoréme de Baire, U E;: est un ouvert dense dans IR . Décomposons chague E

Posons : Ek={xem|f "

o
, . X
d'une suite d'intervalles, In K * En intégrant k fois la relation f (x) = O sur chaque
’

comme réunion
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In K ' on obtient une suite (Jn) d'intervalles sur lesquels la restriction de f est un
’

- - c
polyndme ; il faut montrer que f coincide avec le méme polynéme. Soit H = (u Jn) . Montrons
que H est dense en lui-méme, c'est-a-dire n'a pas de point isolé. Dans le cas contraire, un

tel point serait une extrémité commune de deux intervalles ouverts contigus I1 CEk et
1

12CEk . Ce point appartiendrait alors a E;: , avec k = max(kl;kz) , d'c;ﬁ la contradiction.
2

L'espace H est de Baire. Par suite, si H # @ , il existe un intervalle ouvert J et un

entier n tel que f(n) (x) =0 sur JnH . Soit K une composante connexe de J~H . Par

f(n)

définition de H , il existg m>0 tel que f(m) (x) =0 sur K. Si m<n (x) = O sur

K , et si m>n , toutes les dérivées d'ordre >n sont nulles aux extrémités de K , et,

. n . n
puisque f est un polynéme sur K , on a f( )(x) =0 sur K . Ainsi, f( ) =0 sur K,
comme sur tout autre composante connexe de JNH qui est dense dans J . On en déduit

JnH =@ , puis H=¢ , ce qui achéve la démonstration.

Cette démonstration de 1l'exemple 65 est une adaptation simplifiée de celle du théoréme
d'Oliver (1954) que 1'on démontrera dans le volume 4. Ce théoréme (qui n'est pas une générali-
sation de l'exemple 65) donne la réciproque de 1la férmule de Taylor : soit f wune fonction

ra;b] - IR.

Soit n=22 . Ondit que f a des dérivdes de Peano d'ordre <n en xela:;b] s'il existe

n f (x)

des nombres fr(x) ,0srs<n , tels que : f(x+h) = y oy hr+ﬁ(hn). Le théoréme d'Oliver
(o} .

affirme que si f est une fonction continue [a;b] » IR, si n=>2 , et si fn est définie

- - . s el s (n)
sur la;b]| et bornée supérieurement ou inférieurement, alors fn = f

L + . . ; + .
Exemple 66.— Soit f : IR » TR une fonction continue telle que, pour tout xe¢R , on ait

lim f{nx} = 0 . Alors 1im f(x) =0 . En effet, posons, pour tout €>0 et tout ne IN
Ee = {x>0|wp2n, [£(px)| <€} . Alors, les En ¢ sont des fermés recouvrant IR. Il existe
’

donc,d'aprés le théoréme de Baire,un neIN et un intervalle I = Ifa;b1cl§:n e On en déduit

’
L pIcEn e puis : ve >0, 3n>0,3ce]R+, Yme IN, (m=2n) =>(|f(mx)|<e si x>c).
* I3
peIN

Exemple 67.— Le probleme des fonctions typiques. considérons les espaces suivants de fonctions
bornées [0;1] » R; C (continues), bA (dérivées), bB1 (de premiére classe de Baire), bDB1 (de
Darboux et de premiére classe de Baire), bA (approximativement continues). L'application
f e Hf“m= sup{'f(x) | Ix € [0;1]} confére a chacun des espaces précédents une structure d'espace
de Banach. Ce sont donc des espaces de Baire, et une fonction f de 1'un de ces espaces, F ,
est dite typique, sous-entendu relativement & une certaine propriété,si l'ensemble des
fonctions de F ayant cette propriété est un résiduel. On consacrera dans le volume 4 un

chapitre entier aux fonctions typiques. Voici déja, sans démonstrations, quelques-unes de leurs

propriétés
® Une fonction continue typique n'est dérivable en aucun point (Banach et Mazurkiewicz, 1931).

® Une fonction continue typique, f , a en chaque point un cdne de dérivation égal & IR ;
autrement dit, pour tout xe€ ]0;1l , et tout ye IR, il existe une suite (x)) tendant vers x
et telle que

lim ((f(xn)-f(x))/(xn—x)) =y (Jarnik, 1933-1934).

n-oo
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® Pour une fonction continue typique f , aucun ensemble de niveau {x|f(x) =a} ,0€e R, ne

contient plus d'un extremum relatif.

® Soit C(f) 1l'ensemble des points de continuité d'une fonction £ . On désigne toujours par
A la mesure de Lebesgue. Une fanction typique de bA (resp. bB1 ’ bUB1 , bA) vérifie :

A(£(C(£f))) = O . En outre, £(C(f)) a la puissance du continu, et (C(f)) = O . De plus, pour
tout vy , X(f_l(y)) = O (Bruckner, Petruska et Ceder, 1983).

6. METRISABILITE DES ESPACES TOPOLOGIQUES

Dans cette section, nous allons préciser quels sont les espaces topologiques qui sont
métrisables. Mais on ne peut &tre amené & se demander si un espace topologique ayant telle
propriété est métrisable que si les espaces métrisables ont justement cette propriété. Avant de
donner les théorémes de métrisabilité, nous énoncerons donc quelques propriétés des espaces
métriques. Mais comme ces propriétés s'énoncent souvent i 1l'aide de recouvrements, nous profi-
terons de 1l'occasion pour présenter une synthése rapide des notions topologiques qui utilisent

les recouvrements, et pour nous attarder sur les espaces paracompacts et les espaces normaux.

6.1. LES RECOUVREMENTS ET LES NOTIONS TOPOLOGIQUES QUI EN DERIVENT

Définition 13.— Soit X un espace topologique. On dit qu'un ensemble Ul de parties de X est

un recouvrement de X si U U = X . Selon le probléme considéré, on pourra étre amené &
Uell
utiliser la notation des familles pour désigner les recouvrements : Il = ﬂt)gea . On utilisera

alors encore le vocabulaire des recouvrements, sans le redéfinir.

Soit Il un recouvrement de X . Si M a un nombre fini (resp. dénombrable) d'éléments, on
dit que c'est un recouvrement fini (resp. dénombrable). Si tout point de X n'appartient qu'a
un nombre fini (resp. dénombrable) d'éléments de 1l , on dit que 1l est ponctuellement fini
(resp. ponctuellement dénombrable). Si tout point x de X posséde un voisinage V tel que
VnU # @ pour un nombre fini (resp. dénombrable) d'éléments U de MW , on dit que 1l est
localement fini (resp. localement dénombrable). Si, pour tout Uell , il n'existe qu'un nombre
fini (resp. dénombrable) de Vell tels que VnU # @ , on dit que M est un recouvrement d
halos finis (resp. d halos dénombrables), Pour tout UcX , la réunion des Vell tels que
UnV # @ s'appelle le halo de U . On le note St(U) , ou St(u,ll). Pour tout xe€ X , la réunion
des Uell tels que x €U s'appelle le halo de x ; on le note également St(x) , ou St(x:l).
On pose, par récurrence : Stl(x) = St(x) , et Stn+1(x) = St(Stn(x)). De méme pour une partie U
de X : Stl(U) = 5t(U) , et Stn+1(U) = St(Stn(U)). Si tous les éléments de U sont des ouverts,
on dit que U est un recouvrement ouvert. Un recouvrement Bcll est appelé un sous-recouvrement
de Ul . Un recouvrement B tel que, pour tout élément V de B , il existe Uell tel que
VcU est qualifié de recouvrement plus fin que W ou de raffinement de Il . On dit qu'un
recouvrement B est un raffinement barycentrique, ou un raffinement ponctuellement étoilé du
recouvrement Il si le recouvrement BA = {St(x;B)|x e X} est un raffinement de 1l . on dit qu'un
recouvrement B est un raffinement étoilé du recouvrement Wl si le recouvrement
B* = {St(U,B)IU € B} est un raffinement de U . Un raffinement barycentrique d'un raffinement

e * *
barycentrique d'un recouvrement U est un raffinement &étoilé de ll. On pose : I = (M) , et
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AN AL A
u" = (HA)A - Supposons que U soit un recouvrement ouvert, et que (un)neﬂN soit une suite de

recouvrements ouverts de X . On dit que (Un) est localement étoilant pour 1l si, pour tout

XxeX , il existe un voisinage V de x , un entier neIN et un bUell tels que St(v;ll) cu .

Si le recouvrement Il admet une décomposition de la forme Il = y W , ou les Un sont des
neIN
recouvrements localement finis (resp. & halo fini, etc.) de X , on dit que Ul est un recouvrement

a-localement-fini (resp. o-d-halo-fini, etc.). Un recouvrement W est dit cohdrent si, pour toute
partie propre non vide MU' de MU , il existe UelNI' et U'ell' tels qde’ UnU' #¢@ . Il est
clair que toutes les définitions précédentes se généralisent aux collections.de parties de X ,
c'est-a-dire aux ensembles de parties de X qui ne sont pas forcément des recouvrements de

X . A l'occasion, on utilisera le vocabulaire et les notations des recouvrements pour les

collections.

Passons a présent aux notions topologiques qui se définissent & l'aide de recouvrements.

Définition 14.— soit X un espace topologique. On dit que X est quasi-compact si tout recou-
vrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fini. On dit que X est compact s'il est T2
{separé) et quasi-compact. On dit que X est un espace de Lindeldf s'il est T, , et si tout
recouvrement ouvert de X admet un sous-recouvrement dénombrable. On dit que X est
paracompact (°) s'il est séparé (T2) , et si tout recouvrement ouvert de X admet un
raffinement localement fini. Si X est un espace paracompact dont tout sous-espace est
paracompact, on dit que X est héréditairement paracompact. Pour que X soit héréditairement
paracompact, il faut et il suffit que tout ouvert de X soit paracompact. Un espace séparé

X est dit totalement normal si tout recouvrement ouvert de X a un raffinement barycentrique
ouvert (voir le théoréme de Stone ci-aprés). Il est dit fortement paracompact si tout
recouvrement ouvert de X a un raffinement ouvert & halos finis. Il est ait métacompact, ou
ponctuellement paracompact, ou faiblement paracompact si tout recouvrement ouvert de X a un

raffinement ouvert ponctuellement fini.

métrique _ régulier fortement
. . . o ————
Lindeldf Lindeldf paracompact
(et T2)
m’etrlque = métrisable ————m= paracompact
séparable
(et T, )
2
métrique a parfaitement totalement
base dénombrable normal normal

\ (et Ty)

régulier -—eg———————— normal

Tableau 3
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Les recouvrements interviennent également dans la définition de la dimension de Lebesgue
d'un espace topologique. La théorie de la dimension sera étudiée au chapitre 5 (volume 2). On
verra dans ce méme chapitre une application des recouvrements avec les théorémes de point fixe

de Brouwer, de Tyhonov et de Schauder.

Les recouvrements permettent aussi de caractériser certaines notions topologiques (cn
pourrait donc les définir ainsi). Voici, sans démonstrations, certains de ces énoncés. On

pourra consulter le traité de Dugundji pour les preuves.

Un espace séparé X est normal (Z.e. T4) si et seulement si, pour tout recouvrement ouvert
ponctuellement fini 1l = {Uu | @ €A}, il existe un recouvrement ouvert {V(1 | aeAl} tel que,

pour tout ae€A pour lequel Uy #¢@ , on ait : Va £P et Ga¢=ua . (ef. Dugundji p. 152).

Ppsoit X un espace régulier (Z.e. Tz-rT3) . Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) X est paracompact

(ii) Tout recouvrement ouvert de X admet un raffinement qui est O-localement-fini-ouvert.
(iii) Tout recouvrement ouvert de X a un raffinement localement fini.
(iv) Tout recouvrement ouvert de X a un raffinement fermé et localement fini.

(Michael ¢f. Dugundji p. 163).

P Un espace T1 est paracompact si et seulement si tout recouvrement ouvert a un raffinement

barycentrique ouvert (A.H. Stone, 1948 ; cf Dugundji p. 168). Autrement dit, un espace T1

est paracompact si et seulement s'il est totalement normal.

P Un espace T1 . X, est paracompact si et seulement si tout recouvrement ouvert de X admet

une suite localement étoilante de recouvrements ouverts (A. Arhangel'skii ; c¢f Dugundji p. 169).

Le principal intérét des espaces paracompacts est que sur ces espaces existent des partitions
de 1'unité. Comme on s'en servira pour 1l'étude des variétés (volumes 5 et 6), nous allons

détailler ce point.

Définition 15.- soient X un espace séparé, et (fE\EE: une famille d'applications continues
X > [0;1] = 1 . Pour chaque &€ Z , on note Supp(fg) le support de ‘fg , défini par :
Supp(fg) = {xex ]fg

(SuPp(fE))ge: est un recouvrement fermé localement fini de X , et si, pour tout

(x) # 0} . On dit que la famille (fE)Ee= est une partition de l'unité si

xeX , Z fE(X) =1 . 8i (UE)Ee: est un recouvrement ouvert de X , on dit qu'une partition
€= -
de 1’u§ifé (fE)Es= est subordonnée au recouvrement (UE)€€= si, pour tout £€¢Z% , on a :

Supp(fg) c UE .

—

héoréme 68 (E. MICHAEL, 1953).— Soit X un espace topologique séparé. Alors, X est paracompact

st et seulemegnt 8t, pour tout recouvrement ouvert (UE)E€= de X , 1l existe une partition
(f

de l'unité supordonnée au recouvrement (Uﬁ)geE .

(n

£ee

lllllllllllllllll‘

Pour la démonstration, on supposera connu le fait qu'un espace paracompact est normal
(Dugundji p. 163), et la caractérisation de Michael des espaces réquliers paracompacts citée
plus haut : un espace régulier est paracompact si et seulement si tout recouvrement ouvert
de X admet un raffinement qui est oO-localement-fini-ouvert. On utilisera également le

théoréme de Tietze-Urysohn (th. 37).



[=X-) ESPACES METRIQUES Chapitre 1

Démonstration.— Supposons que, pour tout recouvrement ouvert de X , il existe une partition de
1'unité subordonnée & ce recouvrement. Alors, X est complétement régulier. C'est donc un espace
régulier, et pour montrer qu'il est paracompact, il suffit de montrer que tout recouvrement

ouvert de X admet un raffinement qui est oO-localement-fini-ouvert. Soient donc 1l un

recouvrement ouvert de X , et (f£)£€: une partition de 1l'unité subordonnée & ll . Pour tout
neN* , soit Bn la collection de tous les ensembles de la forme {xe¢ X| fg(x) >1/n}, avec

(oo}
f€%. On pose B= y B ne Il est clair que B est un raffinement ouvert de 1l , et il suffit donc

n=1
*
de vérifier que chaque Bn est localement fini. Soient xeX , et ne N . On cherche un

voisinage V de x qui ne rencontre qu'un nombre fini d'éléments de Bn . Soit Y une partie

finie de = telle que ZW fE(X) >1-1/2n , et soit V un voisinage de x tel que
Ee

Z f(y) >1-1/n , pour tout yeV . Alors, V ne rencontre {ye X| fF(y) >1/n} que si Ee¥

Sey >

et par suite, V ne rencontre qu'un nombre fini d'éléments de Bn , ce qui achéve la premiére

partie de la démonstration.

réciproguement, supposons que X soit paracompact, et soit (UF)Fc: un recouvrement ouvert
de X . Soit (V) un raffinement ouvert localement fini de (UE)Fe= . Raffinons encore

a oeA
<Va;NcA pour obtenir deux raffinements ouverts localement finis (WB)BeB et (ZY)YEF
vérifiant : "pour tout vyeTl, il existe BeB , B = c(y), tel que ZYCZWB" , et "pour tout

BeB , il existe £eZ, £ = b(B) , tel que WB(:U ". Comme tout espace paracompact est normal,

g

on peut utiliser le théoréme de Tietze-Urysohn : pour tout yel , il existe une fonction

- . - c
d'Urysohn £, ¢ X > [0;1] qui vaut 1 sur wY , et O sur (VC(Y)) . Alors, Supp fY(:Uboc(y)'
Comme (ZY)YeF est un recouvrement localement fini de X , pour tout xeX , on a :

. *
1 <card {YlfY(x) # 0}< No . Ainsi, Z fY est une fonction continue X -+ nu_. La partition
verl
de 1'unité cherchée est (g ) avec (x) = £ (x)/ f (x). @
Iy yer Iy I 5

yeTl

En particulier, cette démonstration montre que dans un espace normal, pour tout recouvrement

ouvert locaiement fini, il existe une partition de 1l'unité subordonnée & ce recouvrement.

Pour en terminer avec la paracompacité, voyons les propriétés de stabilité de cette notion
la paracompacité est une notion faiblement héréditaire mais pas héréditaire, topologique et
surtopologique (en frangais,‘dans 1l'ordre : tout fermé d'un espace paracompact est paracompact,
mais il existe des parties de certains espaces paracompacts qui ne sont pas paracompactes. Tout
espace homéomorphe & un espace paracompact est paracompact, et toute image continue d'un
espace paracompact est paracompacte). Du point de vue du produit, si un produit d'espaces est
paracompact, alors chaque facteur est paracompact. Toutes ces propriétés sont démontrées dans
Dugundji pp. 165 sq. On verra au chapitre 2 un contre-exemple du fait que la paracompacité n'est
pas héréditaire : le sous-espace [0;Q[ du compact [0;Q] n'est ni compact ni paracompact (cf.
chapitre 2, § 5.4, propriété U3). Notons néanmoins que tout Fo d'un espace paracompact est
paracompact. Voici un contre-exemple, di & Michael (1963), du fait qu'un produit d'espaces

paracompacts n'est en général pas paracompact. On suit la présentation de Nagata [B%].
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Contre-exemple 69.— soient I 1'ensemble des irrationnels de [0;1] muni de sa topologie

usuelle, et S 1l'intervalle [0;1] muni de la topologie S dont les bases de voisinages
sont ainsi définies : si xe€IRN@ , x est isolé, et si x €@ , une base de voisinages de
x est formée des voisinages usuels : lx-1/n; x+1/nln [0;1]. L'ensemble I est un espace
métrique, donec un espace paracompact et normal. L'ensemble S est séparé, car S est plus
fine que la topologie usuelle. D'aprés le théoréme de Stone cité plus haut, pour &tablir
que S est paracompact, il suffit d'établir qu'il est totalement normal. Soit donc 4l un
recouvrement ouvert de S . Pour tout xe€Sn@® , il existe e(x) >0 et Ue!l tels que
Jx-€(x) ;x+e(x)[ €U . Alors, le recouvrement ouvert

D = {{x}|xe (mv@)n lo;11} u {Ix-e(x);x+e(x)LnJo;11 | xe@nlo;11}
est un raffinement ouvert de Il . Le recouvrement

O = {{x} | xe (rp) nl0;11} U {Ix-¢(x)/4;x+e (x) /alu [0;1] | x e@n{0;1]}

est un raffinement barycentrique de 1l . Montrons que xS n'est pas normal. A fortiori, ce ne
sera pas un espace paracompact. Notons respectivement S1 et 52 1'ensemble des nombres
rationnels et irrationnels de S . Alors, F =] xS1 et G = {(x;x) |xe52} sont deux fermés
disjoints de IxS . Montrons que F et G ne peuvent &tre séparés par des ouverts disjoints.
Supposons par l'absurde qu'il existe deux ouverts U et V de IxS tels que :

FCU , GEV et UNV =@ . Posons : V.= {queS2 et {q} x Jg-1/n;q+1/n[ €V} . Alors,

oo oo
U Vv =S8_ . Par ailleurs, S n'est pas un F de S . En effet, si l'on avait S_.= u K ,
n 2 2 fo] 2 n
n=1 o n=1
avec Kn fermé dans S , on aurait S2 = u Kn , ou Kn est 1l'adhérence de Kn pour la
n=1

topologie usuelle de [0;1] . On aurait alors (@nlo;1]) c ([O;l]\Kn) , et les En seraient des
parties nulle part denses (= rares) de [0;1] . Mais alors, @n[0;1] serait un G(’S de [0;1],
ce qui contredirait le théoréme de Baire. Cela étant, revenons & S : comme S2 n'est pas un

00 o

- - - *
F ,s,cu V #s,,d'oul'ontire S,n u V #¢, puis S, nV_#¢@ pour un neIN . Soit
g 2 =i P 2 1 n=t M 1 n

YE€S n":;n . Soit z e IRNQ tel que ]y—z] <1/2n . Comme (y;z) eF , il existe m2>2n tel que

1
Jy-1/m; y+1/ml x Jz-1/m ; z+1/m[ cU . Puisque =z evn , il existe te v.n Jz-1/m ; z+1/m[ , et par
suite, (y;t) € Jy-1/m; y+1/m[ x Jz-1/m ; z+1/mlc U . Par ailleurs, |z-t|<1/m<1/2n , et comme
|y-z| <1/2n , il vient : Iy—t| <1/n , puis, par définition de Vn : (y;t) eV , ce qui contredit

l'hypothése UNV = @ , et achéve d'établir le contre-exemple.

Ce contre-exemple montre également qu'en général, le produit de deux espaces normaux n'est
pas un espace normal. Cette question de la normalité du produit de deux espaces normaux est liée
a4 un probléme célébre, maintenant résolu, la conjecture de Dowker. Cette conjecture affirmait
que le produit d'un espace normal quelconque avec [0;1] est un espace normal, ce qui équivaut
au fait que tout espace normal soit dénombrablement paracompact. M.E. Rudin a montré que cette
conjecture est fausse (cf. Appendice, § 4.11, pour les liens entre la conjecture de Dowker et

1'hypothése de Souslin).

Enfin, 1l'ensemble S, connu sous le nom de droite de Michael, est un exemnle d'espace non métri-
sable, collectivement normal mais non développable ; en outre, tout point x de S posséde une base
dénombrable de voisinages W(n ; x) qui est telle que, pour tout ouvert U contenant x, il existe un
entier s=s(x ; U), et un ouvert V=V(x ; U) contenant x tels que, poutr tout yevV, on ait :

X€W(s; y) cU . Un espace T, X, dont chaque point x posséde une base dénombrable décroissante de
voisinages W(n ; x) ayant la propriété ci-dessus est métrisable (critére de métrisabilité de Collins
et Roscoe, 1984),.
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6.2. METRISABILITE DES ESPACES TOPOLOGIQUES

Pour mémoire, rappelons quelques propriétés des espaces métriques. Rappelons aussi qu'un

espace topologique X est dit parfaitement normal s'il est normal, et si tout fermé de X est

un G&

P Tout espace métrique est parfaitement normal (c¢f. Dugundji p. 186)
P Tout espace métrique est paracompact (Stone et Tukey, cf. Dugundji p. 186)

P> Il est équivalent de dire qu'un espace métrique est séparable, qu'il est de Lindeldf, ou qu'il

est a base dénombrable (c¢f. Dugundji p. 187)

Cela étant, passons au probléme de la métrisabilité. Les critéres de métrisabilité de Nagata
et Smirnov, d'Urysohn, de Stone, de Morita et celui d'Arhangel'skii sont traités par Dugundji
[027]. Nous n'y reviendrons donc pas. Nous allons voir un autre grand théoréme de métrisabilité,
le premier théoréme de métrisabilité de Bing (1947), gqui doit son importance au théoréme de
nrolongement qui s'en déduit, ef dont nous nous servirons plus loin. (Il y a un second théoréme

de métrisabilité de Bing, mais nous ne nous en servirons pas).

. * , . .
Lemme 70.— Sofent X un ensemble, re N , et (l.ln)nEw une suite de collections de parties de
————
X ayant la propriété suivante : pour tous X, 1 X,€X , et tout neN , s'il existe une sous-

collection cohérente de cardinal <r de um qui recouvre {x1 ;x2} , alors il existe un

1
Ue un qut contient {xl:xz} .

Alore, si {x;yl est une paire qui n'est recouverte par aucun élément de Ul , el s'7l

evtate wne collection cohdrente minimale {u

) n n .
{xiylcu Uy, onaz: 2 ) 1/ra(l)

i=1 i=1

,...,Un} vérifiant UiCl.l(l , 1si<n, et

1
>1/r° (1) .

(i)

TR RRneRnm

Démonstration.— soit {x;y} une paire cX satisfaisant aux hypothéses de la deuxiéme partie de
1'énoncé. Comme la collection est cohérente et minimale, on peut supposer, quitte a changer la

- . i = i > . it,
numérotation des Ui DX eU1 , Ui nUi+1 £ @, Ui nUi+k @ si k ln:1Y€ Un Autrement dit, les
1 a(i a(n
U, forment une chaine de x a y . On va montrer : (2) l/ru( ) +2 z 1/r 1) +1/r (n) >1/c% .
- i=2
Pour cela, on procéde par récurrence sur n . Si n=1 , alors a(l) <s , et la relation (2) est

vraie. Supposons avoir établi la relation (2) pour tous les entiers n <k , mais que celle-ci soit
fausse pour k . Soit (U1""’Uk) une chaine de x & y , et soit m un entier tel que

“x;y} ne soit inclus dans aucun élément de Hm . On suppose que la relation (2) est fausse pour

k et m . Pour tout i , 1<ic<k-1, soit xi eUi nUi+1 , avec x1 =x , et xk =y . Soit
jl <j2 <. <jr une séquence strictement monotone croissante de r entiers de [2;k] ayant les
propriétés suivantes : "Aucun élément de Hm+1 ne contient x1 et x, , mais il existe
1

23 N - " . < 21 2
[H eHm+1 tel que (xl,xj]_l} LUI et : "Pour tout q,1<qg<r , aucun élément de um+l ne
contient x. -1 et xj , mais il existe Uq+1 eﬂm+1 tel que {xj q i xj _1} CUq+1 .

q g+l q q+1
Aucun élément de Hm+1 n'inclut {xj 17 xk} , car sinon, il existerait une collection cohérente
de cardinal <r et incluse dans um+1 qui recouvrirait {x;y} = {xl;xk} . On aurait alors

{x;y} cu eum + ce qui contredirait la définition de m . Comme la relation (2) est vraie pour tout

n<k , on peut l'appliquer aux paires {xl;x. 1, {xj

;X. },... Cela donne :
1 I

1
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1/rot(l) +2/ra(2) ... +2/ra(j1-—1) + 1/rOt(jl) >1/"_m+1

l/ra(jl) + 2/ra(j1+“ +... +2/ra(j2“1) + l/ra(j2)> 1/1'm+1

o (jp-1) o(iy) m+1

1/ra(jr—1) + 2/ra(jr"1+l) +...+ 2/x + 1/ >1/x

En additionnant ces inégalités, on obtient (2) . [

Théoréme 71 (Bing, 1947)('°).— Soit x un espace topologique admettant une suite ()

ne IN*
ayant les deur propriétés suivantes :

a) un point peX appartient d la fermeture M d'une partie M de X s8i-et seulement
. * . .
8t pour tout neN , Tl existe VeHm tel que peV et VAM#@ ;
* . . .
b) pour tout me N, et toute paire {x;y}cx , s8'il existe Uellm+1 tel que {x;ylcu,
ou 8’1l existe U et Vel.lm+1 tels que Unv # @ et {x;ylcuuv , alors 7l existe

weum tel que {x;ylcw .

Alors, X est métrisable.’

LT TV T T g

Démonstration.— Supposons que X admette une suite de recouvrements satisfaisant & a) et b).
On reprend les notations du lemme 70. Selon le principe des distances géodésiques, pour toute
paire {x;yl} d'éléments de X , on note y(x;y) la borne inférieure des nombres de la forme

1/201“) + 1/201(2) +...+ 1/2a(n) , ou (U1 ,U2 ,...,Un) est une collection cohérente vérifiant :

n
Uisua(i) , pour 1<is<n, et {x;yle u U; - On pose également : d(x;y) = min {1;u(x;y)} .
i=1

m Montrons que & et une distance : il est clair que d(x;y) 20 , que d(x;y) =0 si et

seulement si x =y , et que d(x;y) = d(y;x) . Reste 1l'inégalité triangulaire : soient

X, y,z€X . Soient U et V deux collections cohérentes recouvrant respectivement {x;y} et
{fy;z} . Alors (U;V) est une collection cohérente recouvrant {x;z} . Il s'ensuit :

d(x;z) <d(x;y) + d(y;z) (clairement, si U = (Ul;...;Up) et V= (Vl;...;Vq), on a posé :

.|/ = . . . . .
(u; (U1""’Up’V1""'Vq)'

B Montrons que La topologie définie parn A est bien celle de X . Soient YcX , et yeX\Y . Il

*
existe se NN tel qu'aucun élément de l.ls contenant y ne contienne aussi un point de Y .

s+1
D'aprés le lemme 70, si 2z est un point de Y , on a d(y;z) >21/2 . Inversement, pour tout

* - -
nelN , si 2 est une partie de X vérifiant yeZ , et Z~{y} # # , la réunion des éléments
de l.ln qui contiennent y a une intersection non vide avec 2~ {y} . Ainsi, on a yeZ siet

seulement si pour tout €>0 , il existe teZ tel que d(y;t) <e . Cela achéve la démonstration. @

Lemme 72.— Soitent Y et 2 deux fermés métrisables d'un espace topologique X . On suppose qu'tl

existe deux distances d, et d, sur respectivement Y et 2Z qui cofncident sur

YNZ : ¥(xit) eYn2z , d (x;y) = d,(xit) . Alors, il existe une distance sur Yuz qut

cotneide avec d, et 4, sur Y et sur 2z .
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D_émonstration.— Si YnZ =@, et si Y#@ # 2Z , soient yoeY et zoez deux points fixés. On
pose, pour couht (X;V) € (YUZ)2 :
dy(x;y) si  (x;y) €Y2
. 2
dlyix) = d(x;y) = 14, (x;y) si  (x;y) €2
dY(x;xo) +1+dz(yo;y) si  (x;y) eYx2

On vérifie facilement que d est une distance sur Yu2Z qui coincide avec dY et d7 sur

respectivement Y et 2
Si YNnZ # @ , en appliquant le principe des distances géodésiques, on pose, pour tout

(x;y) € (Yu Z)2

dY(x;y) si  (x;y) €Y2
atxiy) = dlyix) = {d, (x;y) si (xiy) ez?
inf{dy(x;z) +dZ(z;y) I zeYnz} si (x;y) eYx2Z

11 est clair que d(x;y) 20 , que d(x;y) = O si et seulement si x = Yy » et que d(x;y) =d(y;x).

Montrons l'inégalité triangulaire sur Y XZ . Supposons par 1l'absurde qu'il existe X, Y,2z€Y¥YZ,

et 7>0 tels que : d(x;z) -6 = d(x;y) +d(y;z) . Alors, deux des points x,y,z appartiennent

4 l'un des ensembles Y et Z , tandis que le troisiéme point appartient a 1l'autre ensemble.

Un premier cas est : (x;y) €Y2 , et z€Z . Il existe teYNZ tel que
d(x;y) +d(y:iz) »dy(x;y) +d,(yit) +d,(t;2) -6
ZdY(X;t) +dz(t;z) -0 2d(x;z) -6

ce qui centredit l'hypothése. Le deuxiéme cas & considérer est : (x;z) €Y et y€e€zZ . Il existe

alors t et u€yYnNzZ tels que
G(x;y) +d(y;iz) >dY(x;t) +dz(t;y) -0/2 +dz(y;u) +dY(u;z) -0/2
ZdY(x;t) +dz(t;u) +dY(u;z) -6
= dY(x;t) +dY(t;u) +dy(u;z) —OZdY(x;z) -6 =d(x;z) -6

ce qui contredit encore l'hypothése, et achéve la démonstration. M

Théoréme 73 (Bing, 1947). Profongement des distances.— Soient Y un sous-espace fermé d'un espace

hé
E métrisable X, et dy une distance sur Y . Alors, il existe une distance d sur X qui

cotneide avee dY sur Y .

La démonstration utilise le théoréme 71 et le lemme 72.

2

Démonstration.— Premien cas : dY est bornde. Quitte a multiplier d, par une constante,

supposons : diam dY(Y) <1/8 . On va utiliser une distance § sur X qui majore dY sur Y

*
Soit &' wune distance sur X pour laquelle : diamd,(x) <1/2 . Soit, pour tout neN , l.ln la
collection de tous les ouverts U de X qui vérifient : diams,(U) < 1/2l . Soit, pour tout

*
neN , Cn la collection des éléments de 1l qui contiennent deux point x et y de Y

n
PSP n+2
. . > . = ~
vérifiant : d‘ (x,y) = 1/2 . Posons : B i [ . Soit (£ ) € * la suite de recouvrements
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de X définie ainsi par récurrence : £ = B1 r et, si neN+x, [ est un sous-recouvrement

1 n+1

de Bn+l qui raffine f.n , et tel que toute intersection non vide de deux éléments de

c soit incluse dans un élément de L£_ . On peut déduire ainsi £ de L : pour tout
n+1 n n+1 n

xeX , soit U, un élément de Cn contenant x , et soit vx un élément de Bn+1 contenant

X et vérifiant : diamd, (Vx) <6'(x;U;)/2 . On prend pour £n+1 un recouvrement de X formé
de tels ensembles Vx . La suite (£n) satisfait aux hypothéses du théoréme 71, et l'on a :
YCIZ1 - La démonstration du théoréme 71 fournit une distance & sur X . Montrons que §
majore dY sur Y . Soient x et yeY , et j 1l'entier vérifiant : l/2j+lsdy(x;y) <1/2j .

Comme {x;y} n'est inclus dans aucun €lément de Bj-l » 11 n'est contenu dans aucun élément

de Ej-l . Soit (Ul""'un) une collection cohérente d'ouverts vérifiant :
byl e@ o), et Ujef ) » 15iSn . Le lemme 70 montre : 1/2%1) 4 1/2%(2), | 4,00y, 00
i=1

On en déduit : 6(x;y) 2 1/27 >d, (xiy) .

®Définissons & présent d , en suivant le principe des distances géodésiques :
d(x;y) = min{8(x;y), inf {8(x;t) +dY(t;u) +8(uzy) | (t;u) e Y2 1}

Soient x,y,u,te€Y . Il vient : &§(x;t) +dY(t;u) +8(u;y) Zdy(x;t) +dY(t;u) +dY(u;y) 2dy (x;y) .

En prenant x =t et y =u , on obtient : d(x;y) = dY(x;y) . Ainsi d coincide-t-elle avec
dY sur Y .

®Il est clair que l'on a : d(x;y) 20 , d(x;y) = d(y;x) et d(x;y) = 0 si et seulement si

X =Yy . Montrons que d satisfait & 1'inégalité triangulaire. Supposons par 1'absurde que cette
inégalité ne soit pas vérifiée. Il existe donc X,¥,2€X , et 0>0 tels que

d(x;z) -0 = d(x;y) +d(y;z). Si d(x;y) # 8(x;y), et si dl(y;z) # 8(y;z) , il existe t,u,v,wey
tels que : d(x;y) +6/2>8(x;t) +dY(t;u) +8(u;y) et que : d(y;z) +8(2) >68(y;v) +dy(viw) +8(w;z).
Par addition, il vient : d(x;y) +d(y;z) +0 > §(x;t) +dY(t;U) +68(u;y) +8(y;v) +dY(V;W) +8(w;z)
2 §(x;t) +dY(t;u) +6(u;v) +dy(v;w) +8(w;z) 26(x;t) -O-dy(t;w) +06(w;z) 2d(x;2z) , ce qui contredit
1'hypothése. De méme dans les autres cas, c'est-a-dire si d(x;y) = §(x;y) , ou si

d(y;z) = §(y;z).

®Enfin, on vérifie facilement que d est compatible avec la topologie de X , et le théoréme

est démontré dans le cas ou la distance dY est bornée.

B leuxclme cas : d. n'est pas bornde.— soient xeY , et (Vn)nel\l* une suite d'ouverts de X

Y
*
telle que : xg‘v1 , et, pour tout neN , vn+lcvn , et {er|dY(x;y) > n}s':Vn , et
n , v = @ . On pose : wn = )(\Vn . L'ensemble Wn est donc un fermé de X , et si
neN

y,ze'{nwn , on a : dy(y:z) <2n . Cela étant, comme dY est bornée sur an1 , 11 existe,
d'aprés la premiére partie de la démonstration, une distance bornée dW sur wl qui coincide
1
. .

avec dY sur anl . D'aprés le lemme 72, il existe une distance bornée dw1U(an2) qui
coincide avec dw sur w1 et avec dY sur an2 . D'aprés la premiére partie de la

1
démonstration, d admet un prolongement borné & W, . Fin de la démonstration par

w1 u(Yn w2) 2

dne qui trotte. @
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/. ESPACES METRIQUES COMPACTS

Chacun connait les propriétés suivantes que posséde tout espace métrique compact (X;d).

» (X;d) est précompact et complet.

» Toute suite d'élémenté de X a une sous-suite convergente.

» Toute application continue (X;d) - (Y;8) est uniformément continue.

p Toute application continue X * R est bornée.

P> La distance de deux fermés disjoints de X est strictement positive.

» Pour tout recouvrement ouvert 1l de X , il existe A >0 tel que {B(x;A\)| xeX} soit

un raffinement de .

Dans cette section, nous allons voir des énoncés convers de ces assertions. Nous terminerons

par l'étude de quelques propriétés faisant intervenir i la fois la compacité et la connexité.

©

roposition 74.- Seit (X,d)  wn espace métrique. Les quatre assertions suivantes sond. “quivalentes :

J

IlllIlllllllllllllllllIlllllllllllll"lllg

(i) X est compact.

(1i) X est séquentiellement compact. Autrement dit, toute suite é'éléments de X a une sous-
cuite convergente.

(iii) Toute suite infinie de points de X a au moins une valeur d’'c hérence.

(iv) Toute partie infinie de X a au moins un point d'accunulation.

La démonstration se trouve dans tous les bons traités de topologie. Voir par exemple

G. CHOQUET, Cours d'Analyse tome II p. 74.

Proposition 75.— L'espace métrique (X ; d) est compact si et seulement s'il est précompact et
5 complet.

Démonstration.— Comme pour la proposition 74.

Lemme 76.— Soit Y = {xn| ne N} wune partie infinie dénombrable fermée et discréte d'un espace

métrisable X . Alors, il existe une distance d, sur Y pour laquelle la suite (x ) est

[T

wune suite de Cauchy.

pémonstratigg.— On pose, pour tout ne N: dY(xn;x ) = 1/2n , et, pour tous n, pe N, p>n

p-n-1 n+1
d(xn;xp) = kzo d(xn+k ;xn+k+1) . (On a supposé les X distincts deux & deux). @
Théoréme 77 (Niemytski- Tihonov, 1928).— Soit X un espace métrisable. L'espace X est compact

Illllllllll

87 et seulement s'il est complet pour toute distance compatible avec sa topologie.

La démonstration utilise les énoncés 73, 74, 75, 76.
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Démonstration.— si X est compact, d'aprés la proposition 75, il est complet pour toute distance.
Si X n'est pas compact, d'aprés la proposition 74, il admet une suite infinie de points sans
valeur d'adhérence. D'aprés le lemme 76, il existe sur 1'ensemble sous-jacent & cette suite une
distance ¢ pour laquelle cette suite est une suite de Cauchy. D'aprés le théoréme de prolongement
de Bing (théoréme 73), cette distance § peut &tre étendue & tout X . Pour la distance d ainsi

obtenue, X n'est pas complet. [

T

=

éoréme 78 (Hewdtt, 1948).— Soit X un espace métrisable. L'espace X est compact si et

seulement si toute fonction continue X+ R est bornde.

La démonstration utilise le théoréme 73, et la proposition 74.

Démonstration.— on sait que, si X est compact, toute fonction continue X+ R est bornée. Si X
n'est pas compact, il admet une partie infinie dénombrable Y = {xn | ne N} sans point
d'accumulation. Supposons les xn distincts deux A& deux, et définissons une distance dY sur Y
par : dY(xn i xm) = ]m—n] . D'aprés le théoréme de prolongement de Bing (théoréme 73), la distance
dY se prolonge & tout X . Soit d un tel prolongement. L'application continue X-+ R ,

x>d(x_ i x) n'est pas bornée. L]

Remargue 79.— 0On a montré au passage que si X est un espace métrisable non compact, il existe

sur X une distance compatible non bornée (théoréme da a Hausdorff).

=

Théoréme 80 (AlLexanden, 1971).— Soit X un espace métrisable. L'espace X est compact si et

——

seulement si, pour tout espace métrique (Y ;d) contenant X et tout fermé zcy disjoint

de X, ona:d(X;z) >0 .

La démonstration utilise le théoréme 73 et la proposition 74.

Démonstration.— si X est compact, si (Y¥;d) inclut X , et si Z est un fermé de Y
disjoint de X , l'application X~ IR_"_‘, X" d(x;Z) est continue ; elle atteint donc sa borne
inférieure, qui est >0 . Si X n'est pas compact, il existe une suite infinie dénombrable

(x_) n* de points distincts deux & deux sans valeur d'adhérence. L'ensemble {xn} est un

n’ ne
fermé de X . Munissons {xn} de la distance § définie par : 6(xn;xn+1) = 1/2n , et, si
p-n-1
*
i > ; = : ' &
neN et si p>n , 5(xn,xp) Lo lS(xn+k ; xn+k+1) . D'aprés le théoréme de prolongement

de Bing, la distance § admet un prolongement continu, d , sur X . Soit ® wun point
n'appartenant pas & X . On munit XU {w} =Y de la distance 4' définie par :

d'(x;y) = d(x;y) si (x;y)e€ X2 ;i si ne l\l* , a (xn;m) = 1/2n-1 ; si, xe€ x\{xn] '

d' (x;w) = inf{d(x;xn) +d'(xn;m) |n€ N} . Comme d est une distance sur X , 1l suffit de
vérifier les axiomes des distances avec W . Si xe X vérifie d'(x;w) =0 , x est une

valeur d'adhérence de (xn) . Par hypothése, c'est impossible. Par ailleurs, si X,y€X , soit
€>0 . Il existe n et peN tel que : d'(x;w) = d(x;xn) +d‘(xn;w) -p , avec p<e/2 , et que

d' (w;y) = d(y;xp) +d° (xp;w) -T , avec T<€/2 . On en déduit : d'(x;w) +d(w;y) =

d(x;xn) +4d' (x iw) +a' (y;xp) +d(xp;m) -0 avec 6<e ,

v

d(x;xn) +d(xn;xp) +d(xp;y) -0 2d(x;y) -6 .
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Cela montre que d' est bien une distance sur Y . Dans 1'espace métrique (Y;a@') , X et le

fermé {w} vérifient : d'(X o)) =0 . ®

Theoréme 81 (Huebexr, 1981).— Sott (X;d) wun espace métrique. Pour tout x€X , on pose

oy

i

dx) = a(x;x~{xh . (xex est isolé ssi d(x) >0). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) % est compact
(ii) Toute fonetion continue X+ R est unti formément continue, et, pour tout €>0 .,

{xex|aw >e} est fint.

MR

La démonstration utilise la proposition 74, ainsi que le théoréme de prolongement de Tietze-

Urysohn (théoréme 37).

Démonstration.— (i) —p(ii). On sait que, si X est compact, toute fonction continue X*IR est
uniformément continue. S'il existe €>0 tel que {xe Xl d(x) >} soit infini, le recouvrement

ouvert de x {{ye E|d(x;y) <€} xe x} n'a pas de sous-recouvrement fini.

(ii) =w(i). Supposons gque X ne soit pas compact, mais que {xe xl dx) el soit fini,
pour tout € >0 . Puisque X n'est pas compact, d'aprés la proposition 74, il existe une partie
*
infinie dénombrable de X sans point d'accumulation, 2 = {xn| neN }, avec xn # xp si

n # p . Comme {xe Xl d(x)Z’E} est fini, {xe Z| d(x) >¢} est aussi fini, et lim d(xn) =0 .
. . n*o

11 existe donc une sousjsuite (xnk)keN* de la suite (xn)neN* , et un ensemble infini
. * * .
dénombrable Y = {yn | ke N } de points distincts deux a deux, disjoint de T = {xn I keN |},
k k
et vérifiant : lim d(x Py, )y =0 . L'ensemble Y n'a pas de point d'accumulation, car un point
k- k k

d'accumulation de Y serait un point d'accumulation de - X . Cela étant, les ensembles Y et T

sont des fermés disjoints de X . Puisqu'un espace métrisable est normal, il existe, d'apres le
théoréme de Tietze-Urysohn, une fonction d'Urysohn f : X = [0;1] valant 1 sur T et O sur

Y La fonction f n'est pas uniformément continue, car lin[(f(xn )—f(yn yW(Aa(x_ iy Yyl = 4>,
Ko Kk Kk "k
et cela achéve la démonstration.

Théoréme 82 ( Tamaki, 1973). Constante de Lebesgue des necouvnements).— Soit X un espace

métpisable. L'espace X est compact st et seulement si, pour toute distance a , et tout
recouvrement ouvert M de x , il existe A>O tel que {Bd (x; N | x ex} soit un

raffinement de W .

Oon dit que A est une constante de Lebesgue du recouvrement Ml , car c'est Lebesgue qui avait
montré que si X est compact, tout recouvrement ouvert admet une telle constante. Dire que
{Bd(x;X) lx e X} est un raffinement de Ul revient a dire que, pour toute boule ouverte

Bd(x;k) , il existe un U ell qui inclut Bd(x;l) . on utilisera les constantes de Lebesgue dans

le chapitre 5 pour étudier la dimension topologique de I{], et démontrer le théoréme de Brouwer.

La premiére démonstration utilise la proposition 74. Une deuxiéme démonstration repose sur

le théoréme de Hueber (théoréme 81).
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Démonstration.— Supposons que X soit compact. Soient d une distance compatible, et il wun

recouvrement ouvert de X . Pour tout xeX , soit &(x) >0 tel qu'il existe Uell vérifiant :
Bd(x;ZG(x)) €U . Alors, {Bd (x;8(x)) | x €X} est un recouvrement ouvert de X , qui, puisque X
est compact, admet un sous-recouvrement fini {Bd (xi;G(xi)) | 1<isn}l, avec ne :N* . On pose :

A = min {15(xi) | 1<is<n} . C'est une constante de Lebesgue du recouvrement 1l .

Réciproquement, supposons que, pour toute distance d , tout recouvrement 1l admette une
constante de Lebesgue, A(ll) . On va montrer que X est séquentiellement compact. Comme X est
métrisable, cela montrera qu'il est compact (proposition 74). Supposons que X ne soit pas

séquentiellement compact, et soit (x ) une suite de boints de X qui n'admette pas de

n *
sous-suite convergente, et qui vérifie ni:# xm si n # m . Alors, toute partie de {xn} est
fermée. Il faut distinguer deux cas : ou bien tous les x sauf un nombre fini d'entre eux
sont des points d'accumulation de X ; ou bien il existe une sous-suite (xn ) formés de points
isolés de X . Dans le premier cas, pour tout ne?l‘l*r , il existe €n>0 vé’éifiant

i € = ' ; ; : i .
,1:»:: n 0 Bd(xn 2€n) ¢ Bd(xn,en) et xmth(xn en) si m#n Alors, le recouvrement

* * .
ouvert {Bd(xn;En) In enN }u{ X\{xn |n € N }} n'admet pas de constante de Lebesgue, d'ol 1la

*
contradiction. Dans le second cas, soit Y = {xn lkeN }. on pose &(x;y) = 1/(1+4d(x;y)) si
k
X, €Y , S(x;x_ ) =68(x_ ;x) si xX£Y et 6(x ;x ) =2 |k—1—q_l| . Alors, § est une
n n. n, n,
distance sur X compatible avec la topologie de X , et le recouvrement {Bd(xn ;k—z) |keN} U(X\Y),
k

n'a pas de constante de Lebesgue ; nouvelle contradiction, et fin de la démonstration.

Deux{@me démonstrnation.— A partir du théoréme de Hueber (théoréme 81), on obtient une démons-

tration plus courte de 1l'implication : "Il existe des constantes de Lebesgue" =®="X est

compact".

Supposons donc que, pour toute distance d , tout recouvrement ouvert 1l ait une constante

de Lebesgue. Soient d wune distance sur X , f une application continue X ., R , et

€>0 . Pour tout xe€X , il existe n(x) >0 tel que, pour tout yeX , d(x;y) <n(x) implique
|f(x)-f(y)|<c/2. Soit A une constante de Lebesgue du recouvrement {B(x;n(x)) | x € X} . Alors,

si d(x;y) <A, on a If(x)-—f(y)| <€ . Autrement dit, f est uniformément continue. Par ailleurs,
supposons qu'il existe p>0 tel que : Xp = {xeX|d(x) >p} soit infini. Soit (x ) on*
une suite infinie de points de X_  distincts deux a deux. Le recouvrement ouvert

{B(x;p/2) | xe X\{xn}} u,{B(xn;p/n)I neN'} n'a pas de constante de Lebesgue. Le théoréme de

Hueber (théoréme 81) montre que X est compact.

>Voyons a présent quelques propriétés de connexité, avec ou sans la compacité, dans les espaces

métriques. La connexité par arcs, et la connexité locale seront étudiées dans le chapitre 3.

n neN

Proposition 83 (AYié et Adamovil, 1970).— Soient (x;d) wn espace métrique compact, £ = (x )
S une suite de points de X , et BAd(E) l'ensemble des valeurs d'adhérence de E . S

lim d(x ;x_  .) =0, Ad(§) est une partie connexe de X .

n-»co n+l

LT

La démonstration utilise le théoréme de prolongement de Tietze-Urysohn (théoréme 37).
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Démonstratigﬂ.— Soit f une application continue Ad(£) + {0;1} . Comme X est normal, et que
Ad(E) est fermé dans X , il existe, d'aprés le théoréme de Tietze-Urysohn, un prolongement
continude f , f : X » [6;1] . Comme X est compact, f est uniformément continue : il existe
n>0 tel que la relation d(x,y) <n implique, pour tous x,yeX , l'inégalité

[f(x) - f(y)| <1/4 . Par définition de Ad(f) , et puisque X est compact,

{xe X' ld(x;Ad(C)I <n} contient tous les termes de £ sauf un nombre fini. Il existe donc Ne N
tel que, si n>N , on ait;. simultanément : d(xn;Ad(g)) <n , et d(xn;xnﬂ) <n . Cela étant, on a
f(xN) €{0;1/47u([3/4;1] . Supposons par exemple f(xN) €l0;1/4] . Par récurrence, on voit que
?(xNﬂ_)) €[0;1/4] , pour tout pe IN. En effet, par exemple pour p =1 : comme

d(xNH;I\d(C)) <n, on a F(XNH) el0;1/47ul3/4;1] ; et comme d(xN;xN+‘1) <n et f(xN) elo;1/4]) ,

on a E(xNH) €70;1/2] , d'oa finalement : f(x_ .) e[0;1/4] . Si xeAd(£) , il existe q>N

N+1
tel que d(x;xq) <n, et l'on en déduit : F(x) € [0;1/2] . Mais comme f(x) = f(x) € {0;1} , cela
signifie : f(x) = O . Autrement dit, f est constante sur Ad(£) qui est donc une partie connexe
de x . @
Lemme 84.— Soit Y wne partie connexe d'un espace métrique (X;d) . Alors, pour tout €>0 , et

. . *
tous X,yeY , 7l existe neN , et rl,...,tneY tels que : d(xo;t1)<c, d(ti'tiﬂ) <€

st 1<1<n-1, d(tn;y)<e.

Autrement dit, pour tout €>0 , et tous X,y€eY , il existe une g-chaine d'extrémités x et

Y

Démonstrg_t_i_o_r_\.— Soient x et yeY . Posons : § = inf {e>0 | il existe une €-chaine d'extrémités
x et y} . Supposons par 1'absurde § >0 . Posons : A(x) = {zeyY I il existe une (68/2)-chaine
d'extrémités x et z} . Alors, A(x) est un ouvert, car si ze€ A(x) , B(z;6/2) cA(x). On
définit de méme A(y) . C'est aussi un ouvert, et, par définition de § , A(x) NnA(y) = @ . De
plus, s1 ze¥YS(A(X) UA(Y)) , B(2;8/2) n (A(x) UA(y)) = @ , de sorte que Y~(A(x) UA(v)) est un
ouvert disjoint de A(x) et de A(y). Ainsi, {A(x);A(y);¥Y~(A(x) vA(y))} est une partition de

Y en trois ouverts disjoints dont deux au moins, A(x) et A(y), sont non vides. C'est

impossible car Y est'connexe. L'hypothése &3>0 est absurde, et le lemme est démontré. [

Pr:_ogosition 85 (AS(E ot Adamovié, 1970).— Sotent (X;d) un espace métrique, et §E = (x ) on*

une cutte de points de X dont l'ensemble nd(£) des valeurs d'adhérence est un connexe

.

non vide de X . Alors, il existe une sous-suite n = (x, )keN* de E telle que :
k

lim d(x_ ;x ) =0 et Ad(§) = ad(n)
k> k  Pk+1

L

@

démonstration repose sur le lemme 84.

- . * *
Démonstration.— L'ensemble {B(xn;l/p) I neN , peN , B(xn;l/p) NnAd(E) # @} est un recouvrement
*
ouvert dénombrable 1l de Ad(£). Indexons ce recouvrement par N : U = (Un)nem* . Pour tout

teAd(f), il existe une boule de 1l de diamétre arbitrairement petit contenant t . Pour tout
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*
ne N , soit tneunn Ad(E). D'aprés le lemme 84, il existe des entiers 1=k1 <k2< ... et des

points uneAd(g) tels que : uki = 't:i B d(un_l;un) <i/i si ki-l <nski . On a alors :
i . = i > . <
:‘ir: d(un'uml) O . Soit Py le plus petit entier >0 tel que xp1 ey, et d(xpl,ul) 1.

Par récurrence, on construit ainsi la suite (pn) : si Pyrec-sP, sont déja déterminés, on

appelle p le plus petit entier >p_  vérifijant : d(x ju ) <1/(n+1), et, si
n+1 n n+l n+1
n+l =k, , x €U, . La suite extraite n = (x_) x ainsi obtenue a des termes d'indices
N pn+1 pn neN
arbitrairement grands dans chaque U, . Il s'ensuit : Ad(n) oAd(§{) . Mais comme n est une sous-

i
suite de & , on a également Ad(n) cAd(f), de sorte que : Ad(n) = Ad(E) . Enfin,

d(x_ :x ) £d(x ;u ) + d(u_;u ) + d(u X )
pn 1 p, M n n+l n+1 1

<1/n + d(un;un+1) + 1/(n+1) ,

qui tend vers O quand n > «© ; et la proposition est démontrée. m

Corollaire 86 ("s4{" : Banone, 1939 ; "seulement 44" : Schaeffer, 1968) .~ Soient £ une suite
bornée de € , et nd() 1'ensemble des valeurs d'adhérence de E . Alors, Ad(E) est

connexe st et seulement s8'il existe une sous-suite n de E telle que Ad(n) = Ad(E) et

lim(ynﬂ - yn)= 0.

n->oo

Cela découle immédiatement des propositions 83 et 85.

Rappelons que 1'on note OA 1la frontiére d'une partie A d'un espace topologique, et A

l'adhérence de A .

Théoréme 87 (Heinen et Wikansky, 1973).— Sotent A et B deux parties relativement compactes

d'un espace métrique NON COMPACT Xx . St B® est connexe, et si OACB , ona : ACB .

Démonstration.— D'aprés le théoréme de Hausdorff mentionné a la remarque 79, il existe sur X
une distance compatible non bornée, 4 . Pour d , les espaces relativement compacts A et B

sont bornés. Supposons par l'absurde que l'on ait OAcB , et qu'il existe un xeA vérifiant :

c = c
XeB . Posons D =AnBC,D = A nBc.Comme xeD

1 2 1

sont bornés, et que X ne l'est pas, D2 # @ . En outre, D1 uD2

51 =AnB°) can (B = AnB°" , d'on : ﬁlnchI_\nBC_nbz
puisque 9ACB , on a 3anB® =g , a'on I_)lnD2 = @ . De méme, Dlnl-:')2 =@ . Ainsi,

{51 nBc i 52 n Bc} est une partition de B en deux fermés disjoints, ce qui contredit la

connexité de Bc et démontre le théoréme.

, on a D1#¢,etcommeAetB
- ¢ c- ¢ c
=[AnB JulA” nB'] =B et

- - e-
=AnB  na° nB® = 3anB® et,

On verra dans le volume 5 une application de ce théoréme 3 la stabilité des équations
différentielles.

Voici quatre contre-exemples, tous dus & Heinen et Wilansky, qui montrent que l'on ne peut

enlever aucune hypothése du théoréme.
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Contre-exemples 88

N 2 2
a) S1 A n'est pas relativement compact, on considére X = R, A = {xe¢ R , Hx“ >1} ,

B={xex| [|x]]s2} .

2 2
b) Si B n'est pas relativement compact, on considére : X = R", A = {xe R I ”x“ <2} ;

B = (xe®’| |[x||=1}.

, c s 1
c) Si B n'est pas connexe, on considére :

Xx=®, A= G [llx]l <2}, B = {x|1s]x]] <3} .

d) Si X est compact, on considére :

X = {xe]R2| ”x” <3}, a= {xeXl“x” <2} , et B = [xeX]lS”x” <3} .
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EXERCICES DU CHAPITRE 1

S1. LES DIFFERENTES NOTIONS DE SEPARATION

1. PLUS FAIBLE QUE T,,TU MEURS (DAVIS, 1961)

Soit X un espace topologique.

a) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
®Si xcX, et si F est un fermé de X ne contenant pas x, il existe un ouvert U tel que : X cU #X.
® Tout ouvert de X contient 1'adhérence de chacun des singletons qu'il inclut.
e Pour tous x,y €X, ou bien {x} n{y}” =@, ou bien {x} = {y}~.

On dit que X est Ro s'il satisfait A& ces trois conditions.

b) Montrer qu'un espace X est Tl si et seulement s'il est a la fois To et Ro’

€) Soit X 1l'espace dont l'ensemble sous-jacent est IR2, et dont la topologie est engendrée par

1'écart : dlx;y);(x';y")) = |x—x‘|. Montrer que X est Ro mais pas ’1‘0.

2. ESPACES DANS LESQUELS LES QUASI-COMPACTS NE SONT JAMAIS FERMES (LEVINE, 1965)

Soit (X,T) un espace topologique. On dit que X est A.-C.-C. (comme "Anti-closed-compact") si @ est
la seule partie de X & la fois fermée et quasi-compacte.
a) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) X est A.-C.-C.
(ii) Tout fermé non vide de X a un sous-espace propre qui est fermé et non vide.
(iii) Pour tout fermé non vide F de X, il existe une chaine {Fili €I} de fermés propres non vides de
F dont 1l'intersection est vide.
(iv) Pour tout ouvert propre 0 de X, i1 existe un ouvert O' vérifiant : 090’ gX.
(v) Pour tout ouvert propre O de X, il existe une chaine (Oili €I} d'ouverts vérifiant 0%0, X et
X =y©,liemn.
(vi) Pour tout xeX, {x}  n'est pas quasi-compact.-
(vii) Pour tout xeX, {x}  inclut un fermé propre non vide.
(Indication : on pourra montrer : (i) => (ii) => (1ii) = (1), (iv) <= (i), (ii1) <> (v),

(1) <= (vi), (vii) <= (ii)).
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k) Soit X un espace A.-C.-C. Montrer que X n'est ni T3 ni Tl'

c) Soit (xi)ifl une famille non vide d'espace topologiques non vides. Soit X le produit de ces es-

paces. Montrer que X est A.-C.-C. si et seulement s'il existe i€1I tel que X, soit A.-C.-C.

i

d) Donner un exemple d'espace ‘A.-C.-C.

3. QUASI-COMPACT ET To (ELSNER, 1974)

Soit X un espace quasi-compact et ‘I‘o. Soit A 1l'ensemble des singletons fermés de X. Soit Y une

partie de X contenant A. Montrer que Y est quasi-compacte.

4. QUASI-COMPACT, To et SEPARABLE (LAATSH, 1965)

On considére l'espace X dont l'ensemble sous-jacent est [-1;+1], et dont les ouverts sont les inter—
valles de l'une des trois formes [-1;b[, la;bl, la;ji]l, avec a<o0O<b.

a) Montrer que X est To’ aquasi-compact et séparable.

b) Montrer que toute fonction continue X IR est constante, et que X n'est pas '1‘2.
c¢) X\{0} est-il séparable ?
d) X est-il localement quasi-compact au sens D , Ou au sens D du piége 23 ?

1 2

e) X est-1l connexe ?

5. ENTRE T1 + QUASI-COMPACT ET T2 : FERMES ET QUASI-COMPACTS DES ESPACES QUASI-COMPACTS.

Soit (X;T) un espace topologique. On dit que X est (¢,-(C, si la classe des fermés de X coincide
avec la classe des quasi-—combacts de X. (C.-C. comme "closed-compact"). On dit que X est M.-C. (comme
"maximal relative to compactness") si X est quasi-compact, et si pour toute topologie ScT, (x;S) n'est

pas quasi-compact.

a) soient AcX, et S ={Uu(vna)|u,veT}. Montrer que (X;S) est quasi-compact si et seulement si

A" est quasi-compact dans (X;T).
b) Montrer que si X est compact (i.e. T2 + quasi-compact), alors il est M.-C.

¢} Déduire de a) que X est C.-C. si et seulement s'il est M.-C.

d) Montrer qu'un espace C.-C., (x;:7), est quasi-compact et Tl'
"e) Soit X la quasi-compactification d'Aleksandrov de @. Montrer que X n'est pas T2 mais est C.-C.

f) Soit X 1l'ensemble N muni de la topologie cofinie, c'est-a-dire dont les éléments sont les complé-

mentaires des parties finies. Montrer que X est quasi-compact et Tl' mais pas C.-C.

6. INTERSECTIONS DE QUASI-COMPACTS (HERRLICH, 1968) '

* m 1 2 m :
On pose, pour m,n ¢ IN : X, = {n} x{m} xmN, X, =-me X u--uX e X= u(xmlm eN}JUuUIN . on :éfinlt une
topoiogie T sur X en disant qu'une partie A de X est fermée si elle vérifie : card(a nxm)z No =>

{mim+nl <A (1), et : cardlm|an (x vim}) # g}> R, = O0en (2).

n .
a) Montrer que A CX est quasi-compacte si et seulement si elle vérifie (2) et : card(Aﬂxm)E Ro =>
{m;m+n} nA # @.
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b) Montrer que X est T1 et quasi-compact.

peut s'exprimer comme intersection de m+l1 parties quasi-com-

c) Montrer que Ym = xm uX u...Uxm+

mt1 n
pactes de X, mais pas comme intersection de m telles parties.

d) Montrer que Z = X\IN est une intersection de parties quasi-compactes de X qui n'est pas inter-

section d'un nombre fini de parties quasi-compactes de X.

7. COMPACTS ET FINITUDE

On dit qu'un espace topologique (X;T) estd quasi-compacts finis (ou estpseudo-fini), ce que l'on

note Q.-C.-F., si les quasi-compacts de X sont les narties finies de X.

a) Montrer que les espaces topologiques suivants sont Q.-C.-F. :
(i) X est fini.
(ii) (X;T) est un espace discret.
(1ii) X est l'ensemble des entiers naturels, et T est constitué de @, X, et des ensembles de la forme
{ot, {0;1},...,{0,1;...;n}.
(iv) X est un ensemble infini, et T contient @, et les parties de X dont le complémentaire est dé-
nombrable (autrement dit, T contient la topologie codénombrable) .
(v) X est un ensemble quelconque, x est un point de X, et T contient @, et toutes les parties de X

auxquelles x appartient.

b) Soient X et Y deux espaces topologiques, et f une bijection ouverte X -+Y. Montrer que si X

est Q.-C.-F., il en est de méme de Y.

c) Soient X un espace topologique, et Y et Z deux parties de X vérifiant X = YUZ. On suppose
que Y et 2 sont Q.-C.-F. Montrer que X est Q.-C.-F. lorsque Y et Z sont des fermés de X (resp.

des ouverts de X).

d) Montrer qu'un espace métrisable est Q.-C.-F. si et seulement s'il est discret.

e) Soit (X;T) un espace topologique dans lequel chaque point admet un systéme fondamental dénombrable
de voisinages (premier axiome de dénombrabilité). Montrer que X est Q.-C.-F. si et seulement si toute

suite (xn)neld de points distincts de X n'a pas de valeur d'adhérence.

f) Soit X un espace topologique sans point isolé, et dont toute partie dense est ouverte. Montrer suc-
cessivement les propriétés suivantes de X :
(i) Toute partie de X d'intérieur vide est fermée et discréte (on dit qu'elle est totalement isolée).
(i1) X n'est pas compact.
(iii) X est Q.-C.-F.

8. ENTRE T, ET T2

Soit (X;T) un espace topologique. On dit que X est C.-C. si toute partie quasi-compacte de X est
fermée. On dit que X est U.-S. si toute suite convergente d'élément de X a une unique limite. On dit

que X est I.-C. si 1l'intersection de deux parties quasi-compactes de X est quasi-compacte.

a) Montrer les implications suivantes :
I.-C.

T == C,-C.
2
Sy.os. ==
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b) Montrer que si X est un espace satisfaisant au premier axiome de dénombrabilité (cf. exercice 7),

ona : U.-S. => C.-C. = T2'

c) On considére l'ensemble X réunion de la droite réelle et d'un point p. On munit X de la topolo-
gie suivante : une partie de X\{p} est ouverte si et seulement si elle est ouverte dans IR. Une partie
de X contenant p est ouverte si et seulement si son complémentaire est la réunion d'un nombre fini

d'adhérences de suites convergentes. Montrer que X est U.-S. mais pas C.-C.

d) Soit [0;%] 1'ensemble des ordinaux inférieurs (ou égaux) au premier ordinal non dénombrable, Q.
(cf. chapitre 2, §5). Dans [0;02] x{0;1}, on identifie (a;0) et (a;1) pour tout a # Q. Soit X 1l'es-

nace quotient de [0;Q] x{0;1} par cette relation d'équivalence. Montrer que X est U.-S. mais pas I.-C.
e) Montrer que l'ensemble IN muni de sa topologie cofinie est Tl mais pas U.-S.

f) Soit X 1la droite réelle munie de sa topologie codénombrable, c'est-&-dire de la topologie dont les

fermés sont X et les parties dénombrables. Montrer que X est C.-C. mais pas T2.

9. ENTRE T, ET COMPACT : UNE CLASSE D'ESPACES STABLE POUR BEAUCOUP D'OPERATIONS

2

Soit (X;T) un espace topologique. On dit que X est C.-G. (comme “compactly generated") s'il est séparé,

et s1 toute partie Y de X vérifiant "YNnK est fermé pour tout compact K cX" est fermée dans X.

a) Montrer qu'un espace localement compact est C.-G., qu'un espace séparé satisfaisant au premier axiome

de dénombrabilité (cf. exercice 7) est C.-G.

b) Soit X = [0;Q2] 1la réunion de 1l'espace des ordinaux dénombrables, et de Q, le premier ordinal non
dénombrable (cf. chapitre 2, §5). Soit Y la partie de X formée des ordinaux limites de [0;Q[ = Q.

Montrer que X\Y est séparé, mais pas C.-G.

c) Déduire de b) que la propriété C.-G. n'est pas héréditaire.

d) Montrer que la propriété C.-G. est faiblement héréditaire, c'est-a-dire que tout fermé d'un espace

C.-G. est C.-G.

e) Montrer que si X est C.-G., si Y est T2, et si f : X+Y est une surjection continue ouverte,

alors Y est C.-G.

10. T, N'EST PAS GENEALOGIQUE... MAIS PRESQUE.

Soit X l'espace {1;2;3} muni de la topologie {@;{1:;2:;3}; {1;2}; {2;3}; {2})}. Montrer que X n'est
nas T4, bien que toute partie propre de X le soit. Montrer que tout espace Y non T4 dont les par-

ties pronres sont toutes T4 est homéomorphe & X.

11. CARACTERISATION DES ESPACES REGULIERS PAR LES RECOUVREMENTS (CHEW, 1972)

Soit X un espace séparé. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(i) X est régulier.
(ii) Tout recouvrement ouvert de X a un raffinement ouvert localement fini (comparer avec la caractérisa-
tion (iii) de la paracompacité donnée p. 63). .
(iii) Pour tout recouvrement ouvert Ll de X, et tout a e€X, il existe un voisinage ouvert V de a, et
un recouvrement ouvert B de X tels que, pour tout x eV, on ait St(x;B) cu, pour un U ell.

(Indication : montrer 1 <=> 2 et 1 <=>3).
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12. FONCTIONS A GRAPHE FERME

a) Soient X et Y deux espaces topologiques, et f : X+Y une bijection dont le graphe est fermé.

Montrer que f"1 a la méme propriété.

b) soit £ : [0;1]1+1R, x»1/x si x # 0, 0O»O. Soit g : R, '*IR+. x=1/x si x #0, Or1. Montrer
que §(f) et G(g) sont fermés, mais que 6G(gof) ne 1l'est pas. (G(f) désigne le grache de f).

52. SOUS-ESPACES DENSES, PROLONGEMENTS

13. Pourquoi 1l'argument de la proposition 30 ne s'applique-t~il pas au contre-exemple 31 ?

14. UN _EXEMPLE D'ESPACE SEPARABLE NON REGULIER (S.W. WILLIAMS, 1967)

On dit qu'une partie A de IR2 est radiale en x si xeA, et si, pour toute direction 8, A con-
tient un segment de direction 6 dont l'intérieur contient x. On dit que A est radiale si elle est ra-
2
diale en chacun de ses points. Soit (X;T) 1'espace topologique dont les &léments sont ceux de IR , et

dont la topologie est formée des parties radiales de IR2.

a) Montrer que QZ est dense dans X, qui est donc séparable.

b) Montrer que le cercle d'équation x2+y2 =1 est un fermé discret ; en déduire que (X;T) ,n'est pas

un espace de Lindel8f.
c) L'espace (X;T) est-il séparé ?

d) Montrer que (X;T) n'est pas régulier.

e) En déduire que (X;T) n'est ni normal, ni localement compact.

15. CARDINAL DES SOUS-ESPACES DISCRETS DES ESPACES T3

soit (X,T) un espace a la fois T3 et To’ et soit D une partie dense de X de cardinal m,

Montrer qu'un sous-espace discret E de X vérifie : card(E) szm.

16. CARDINAL DES SOUS-ESPACES DISCRETS DES ESPACES NORMAUX SEPARABLES

Soient X wun esnace tonologique normal, A et B deux parties de X vérifiant A CB.

a) On admet l'axiome du choix. Montrer cue, si A est fermé et discret, on a : 2card A Szcard B

R,
b) On admet 1'axiome du choix et 1'hypothése du continu : Ry =2 °. Déduire de a) qu'un fermé non dénom-

brable d'un esnace sénarable normal ne neut étre discret.

c) lontrer que si 1l'on suppose seulement X complétement régulier, le résultat est faux. (Indication :

voir Kelley, exercices 1.L et 3.N).

17. TOPOLOGIES DE DENSITE (LEVINE, 1968)

On dit que la topologie T d'un espace topologique (X;T) est une topologie de densité si tout ouvert
non vide de T est dense dans X. Si T est une topologie de densité, on dit que X est un espace ae

aensgire.
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a) Montrer que les espaces topologiques (X;T) suivants sont des espaces de densité :
(i) X est un ensemble infini, et T est la topologie formée de ¥ , et des complémentaires des parties fi-
nies de X (topologie cofinie).
(ii) X est un ensemble non vide quelconque, x est un &lément de X, et T est la topologie formée de @
et des parties de X contenant x.
(iii) X est l'ensemble des entiers naturels, et les ouverts sont 7 + X, et les ensembles de la forme
{0;l;...;n}.

b) Montrer cu'une tonologie de densité ne peut &tre séparé (T2), mais peut &tre accessible (Tl)’

c) Montrer cue, si (X;T) est un espace topologique, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) X est un espace de densité.
(ii) Tout ouvert de T est connexe.

(iii) L'intersection de deux ouverts non vides est non vide.
d) llontrer cue tout sous-espace d'un espace de densité est un espace de densité.
e) Montrer qu'une image continue d'un espace de densité est un espace de densité.

f) Soit X = "(xala €A) un produit non vide d'espaces topologiques non vides. Montrer que X est un

espace de densité si et seulement si chaque Xa est un espace de densité.

§3. FILTRES., FILETS ET SUITES

18. FILETS, ESPACES To’ ET ESPACES Tl.

Soit Y un espace To' Pour tout espace topologique X, on désigne par C(C(X;¥Y) 1'ensemble des appli-
cations continues XY, et par CF(X;Y) 1'ensemble des applications £ : XY qui préservent la conver-
gence des filets, c'est-a-dire telles que, pour tout filet (xa)usD convergent dans X, le filet
(f(xa))aeD soit convergent dans Y. En utilisant la proposition 44, montrer 1'équivalence des assertions
suivantes :
(i) Y est T

1
(ii) Pour tout espace topologique X, CF(X;Y) <C(X;Y).

19. TOPOLOGIES DE LA DROITE REELLE AYANT LES MEMES SUITES CONVERGENTES QUE LA TOPOLOGIE USUELLE

Lorsqu'elle existe, on appelle densité asymptotique d'une partie S de IN, et l'on note n(S), la

limite, quand n->«, de (1/n)card{x eS|x <n}.
a) Montrer que : n(S) = 1, si et seulement si n(sc) = 0.

b) Montrer que la classe des parties de IN de densité asymptotique égale & 1 est stable par intersec-

tions finies.

Soit X 1la droite réelle, et soit R 1la topologie usuelle de X. (i.e. (X;R) = IR) . Soient F une
partie infinie de X fermée pour R, p eX\F et (tn) une suite strictement monotone d'éléments de F.
Soit B la famille de parties de X formée des ouverts de (X;R) qui, ou bien contiennent p, ou bien

contiennent (ti: i €S}, pour une partie S de IN vérifiant w(s) = 1.
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c) Montrer que B est une base pour une topologie S.

d) Montrer que F n'est pas fermée pour S.

e) Montrer ScR.

f£) Montrer que si une suite (xn) converge vers x e X, pour S, elle converge aussi vers x pour R.

g) Montrer que si F n'est nas bornée, et si 1lim t, = to(R), alors S est T2.

h) Montrer que si F n'est pas bornée, S n'est pas T2.

§4.-7 ESPACES METRIQUES

20. PLONGEMENT DES ESPACES METRIQUES DANS DES ESPACES DE HILBERT

Soit (X;d) un espace métrique. Pour tout r e ]N* s SOit Br le recouvrement de X par des boules de
rayon 1/2r. Puisque X est paracompact, soit l.lr = (Ux_ a'“ eAr) un raffinement localement fini de Br'
’
Posons A = UAr , TelN, et soit H l'espace de Hilbert H(A) des familles indexées par A, de carré som-

*
mable. On définit ainsi une application X +H. Si XeX, si remWN et si a eAr s+ on pose :

1/2

c 2
br,a (0 = AOGUL Dy u (x) = %'“(X)/(Se; OGN et v G0 =u /.
r

*
Montrer que, pour tous r e IN et ae€A , les applications ¢ yu et v sont définies.
r # r,a’ "r,a r,a

Montrer que la relation x» (Vr a(x)) définit une application X-+H qui est un homéomorphisme
’

*
relN ,aeAr
de X sur son image.

21. DISTANCES ULTRAMETRIQUES

Soit X un ensemble. On dit qu'une distance d définie sur X: est une digtance ultramétrique si, pour

tous x, y, ze€X, on a : d(x;z) smax{d(x;y);d(y;z)}.

a) Soit X un espace métrisable. Montrer 1'équivalence des trois assertions suivantes :
(1) X est de dimension O (cf. Chapitre 2, § 3.3).
(ii) Il existe une suite (Bn) de partitions ouvertes de X par des ouverts de diamétre <1/n, et telle
que, pour tout n, Bn+1 soit un raffinement de Bn.
(iii) Il existe une distance ultramétrique engendrant la topologie de X.

b) Pour tout neN", soit Bn = { ((1V2;V2+1/2"[) +k/2") n@lk €2} une partition de @ par des inter-
valles ouverts disjoints de longueur 2™ si x et y sont deux rationnels distincts, on pose :
a(x;y) = inf{n|x et y n'appartiennent pas au méme élément de Bn}. On pose : d(x;y) = 1/q(x;y) si
x #y, et d(x;x) = 0. Montrer que d est une distance ultramétrique sur @ qui est compatible avec la
topologie usuelle de .

c) Méme question qu'en b), en remplagant @ par IR\Q, et en posant :
B, = {(((J0;27"0)+k.2™") n (R\Q) |k €2]).

d) Construire une distance ultramétrique sur 1'ensemble triadique de Cantor, K3 (cf. chapitre 2, §3).
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22. ENSEMBLES METRIQUEMENT ISOLES

Soient (X;d) wun espace métrique, et A une partie de X. On dit que A est métriquement isclée

si d(A;B) >0 pour tout fermé B < (X\A).
a) Montrer que A est métriquement isolée si et seulement si c'est une partie fermée de X dont la

frontiére est compacte.

D) On dit que A est absolument métriquement ieoldée si A est métriquement isolée pour toute distance

compatible avec la topologie de X. Montrer que A est absolument métriquement isolée si et seulement si

A est fermée, et si A ou (X\A) est compacte.
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0. REFERENCES GENERALES

Pour le chapitre 1, on suppose plus ou moins bien connu. 1l'un des deux traités suivants :

[ 2] J. DUGUNDJI : Topology. Allyn and Bacon pub., Boston, 1966.
3] N. BOURBAKI : Topologie générale (2 vol.). Hermann, Paris, 1970 et 1974.

Un autre ouvrage de référence est :
| *] J.L. KELLEY : General topology. New-York, 1955.

Ce n'est pas un traité, mais sa terminologie tend 3 s'imposer. Cet ouvrage génial devrait figurer dans

toute bonne bibliothéque de math :°

{“1] L.A. STEEN et J.A. SEEBACH JR. : Counterexamples in topology. Springer-Verlag, New-York, 1970 (2nd
ed. 1978).

1. LES DIFFERENTES NOTIONS DE SEPARATION

Le vocabulaire a été établi en conformité avec le livre de Steen et Seebach, et les trois traités de

Dugundji, Bourbaki et Kelley. L'exemple 6 sort de :

[3%) A. MYSIOR : A regular space which is not completely regular. Proc. Amer. Math. Soc. 81 (1981), 652-653.
Un autre exemple —plus compliqué— d'espace régulier non complétement régulier se trouve dans :

23] J. THOMAS : A regular space, not completely regular. Amer. Math. Monthly, 76 (1969), 181-182.

Attention : l'espace donné par Dugundji p. 154 de Topology n'est pas régulier. Le lemme 7 vient de
Kelley (§ O). Le théoréme B est dd & :

(] R. NIELSEN and C. SLOYER : On embedding in quasi-cubes. Amer. Math. Monthly, 75 (1968), 514-515.
Pour les compléments sur les quasi-cubes, voir :

f25] S. SALBANY and G.C.L. BROMMER : Pathology of upper Stone-Cech compactifications. Amer. Math. Monthly,
72 (1971), 187-188.

Voici les références pour les topologies sur les espaces produits :

#2%9)] D.E. CAMERON : The mini-max property of the Tychonoff product topology. Amer. Math. Monthly, 80 (1973),
925-927.

' *] E. HEWITT : A problem of set-theoretic topology. Duke Math. J. 10 (1943), 309-333.
1 21 A. TIHONOV : Uber die topologische Erweiterung von Raumen. Math. Ann. 102 (1930), 544-561.
"'} H. TIETZE : Uber Analysis Situs. Abhandl. Math. Sem. Univ. Hamburg, 2 (1923), 27-70.

Pour les théorémes de représentation par quasi-uniformisation, on pourra consulter :

[''] S.A. NAIMPALLY : Separation axioms in quasi-uniform spaces. Amer. Math. Monthly, 74 (1967), 283-284.
[ ®1 W.J. PERVIN : Quasi-uniformization of topological spaces. Math. Annalen,147 (1962), 316-317.
[ 1 W.J. PERVIN : Uniformization of Neighborhood axioms. Math. Annalen, 147 (1962), 313-315.

et pour des compléments sur le sujet :

[18] N.A. FRIEDMAN and R.C. METZLER : On stable topologies. Amer. Math. Monthly, 75 (1968), 493-498.
[ “] A.S. DAVIS : Indexed systems of neighborhoods for general topological spaces. Amer. Math. Monthly, 68
(1961), 886-893.

Pour le cas des espaces uniformes, on a suivi :
2] G. CHOQUET : Lectures on Analysis (3 vol.).Benjamin Pub. New-York, 1969.

Pour la vie dans les espaces non séparés, on s'est surtout inspiré de :
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[24] A, WILANSKY : Life without T,. Amer. Math. Monthly, 77 (1970), 157-161.

On a également consulté (notamment pour les exercices) :

*“f] J. CHEW : Regularitu as a relaxation of paracompactness. Amer. Math. Monthly, 79 (1972), 630-632.

i27] T.E. ELSNER and A.A. JAGERS : Compact subsets in a T, -Space. Amer. Math. Monthly AP 5874-81 (1972),

91-92.

I 6] 0. MORPHY and G. WILDENBERG : A space not normal but with all proper subspaces normal. Amer. Math.
Monthly 78 (1971), 309-310.

1 “2) M.R. KIRCH : A class of spaces‘in which compact sets are finite. Amer. Math. Monthly 76 (1969), 42.

t- " P.R. MEYER : A compactness condition weaker than Tl' Amer. Math. Monthly 75 (1968), 758-759.

"171 N. LEVINE : On the equivalence of compactness and finiteness in topology. Amer. Math. Monthly 75
(196#), 178-180.

‘161 H. HERRLICH : On intersections of compact sets. Duke Math. J. 35 (1968), 439-440.

"150 .S. FPANK and N.J. K'ENZI : The intersection of compact sets in a T,-space. Amer. Math. Monthly 74
(1967), 1274. )
i'] A. WILANSKY : Between T1 and T?. Amer. Math. Monthly 74 (1967), 261-266.

"1t J.P. THONAS : Maximal non—Ti spaces, i=0,1,2,3. Amer. Math. Monthly 74 (1967), 169-171.

1

I N.E. STEENROM : A convenient category of topological spaces. Michigan Math. J. 14 (1967), 133-152.
"1%: P.S. SCHNARE : Two' definitions of local compactness. Bmer. Math. Monthly 72 (1965), 764-765.
i " N. LEVINE : Spaces in which compact sets are never closed. Amer. Math. Monthly 72 (1965), 635-638.

f 1 R. LAATSCH : Compact spaces and locally compact subspaces. Amer. Math. Monthly 72 (1965), 537.
N. LEVINE : When are compact and closed equivalent ? Amer. Math. Monthly 72 (1965), 41-44.

2. SOUS-ESPACES DENSES. SEPARABILITE. PROLONGEMENT DES FONCTIONS

Pour la séparabilité, et pour les caractéres de densité, voici les principales références dont on s'est

servi

[ ') D.L. LUTZER and D. HENKEL : Dense subsets in a separable space. Amer. Math. Monthly 5698, 77 (1970),
896.

¢ 17] W.W. COMFORT : A short proof of marczewski's separability theorem. RAmer. Math. Monthly 76 (1969),
1041-1042.

I ® 1 K.A. ROSS and A.H. STONE : Products of separable spaces. Amer. Math. Monthly 71 (1964), 398-403.

L 5] E. MARCZEWSKI : Séparabilité et multiplication cartésienne des espaces topologiques. Fund. Math. 34
(1947), 127-143.

!'“] E. HEWITT : A remark on density characters. Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946), 641-643.

{ 3] E.S. PONDICZERY : Power problems in abstract spaces. Duke Math. J. 11 (1944), 835-837.

I 2] E. HEWITT : A problem of set-theoretic topology. Duke Math. J. 10 (1943), 309-333.

V] B. POSPfgIL : Sur la puissance d'un espace contenant une partie dense de puissance donnée. Ehsopis

pro p¥stovin{ Matematiky a Fysiky 67 (1937-1938), 89-96.
Autres références sur la séparabilité :

i 18] R. JOHNSONBAUGH and F.S. CATER : Subspaces of a normal, separable space [6147]. Amer. Math. Monthly
86 (1979), 60-61.

['¢] L. ERLEBACH and R. OLSON : A separable Hansdorff space not o-compact [5962]. Amer. Math. Monthly 82
(1975), 943.

[15] A. WILANSKY : How separable is a space ? Amer. Math. Monthly 79 (1972), 764-765.

I13] N.J. KALTON :A barrelled space without a basis. Proc. Amer. Math. Soc. 26 (1970), 465-466.

[11} S.W. WILLIAMS and R.V. FULLER : The cardinality of discrete subsets in a regular topological space
[55831]. Amer. Math. Monthly 76 (1969), 314-315.
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[19] N. LEVINE : Dense topologies. Amer. Math. Monthly 75 (1968), 847-852.
2] S.W. WILLIAMS and S.P. FRANKLIN : Nonregular separable spaces [5468). Amer. Math. Monthly 75 (1968),
208.

Les références sur le nrolongement des fonctions sont les suivantes :

i'7} E.K. VAN DOUWEN, D.J. LUTZER and T.C. PRZYMUSINSKI : Some extensions of the Tietze-Urysohn theorem.
Amer. Math. Monthly 84 (1977), 435-441.

L? 1 A.D. TAIMANOV : On extensions of continuous mappings of topological spaces (en russe). Math. Sb. 31
(1952), 459-463.

' “ 'y J. DUGUNDJI : An extension of Tietze's theorem. Pacific J. Math. 1 (1951), 353-367.

3. F}LTRES ﬁT f}L§I§
Pour les filtres et les filets, outres les références générales mentionnées en O, on a utilisé :

i1% ) R.w. HANSELL and E.S. WOLK : On continuous functions and convergence of nets. Amer. Math. Monthly 83
(1976), 365-366.
i'*] R.J. St ANDRE : A classification of ultrafilters. Amer. Math. Monthly 72 (1971), 1126-1127.

i ] G. CHOQUET : Topologie et théorie des fonctions. CDU éd., Paris.

| | S. LEADER : Kimber's thcorem on weighted sets. Amer. Math. Monthly 74 (1967), 1226-1227.
Références pour le caractére suffisant ou insuffisant des suites :

'%1 E.S. WOLK : On the inadequacy of cofinal subnets and transfinite sequences. Amer. Math. Monthly 89
(1982), 310-311.
i15 . J.D. GRAY : An algebraic characterization of limits. Amer. Math. Monthly 82 (1975), 825-827.
<1V W.M. PRIESTLEY : A sequentially closed countable dense subset of 1'. Proc. Amer. Math. Soc. 24
(1970), 270-271.
t100 J.B. CONWAY : The inadequacy of sequences. Amer. Math. Monthly 76 (1969), 68-69.
" ® i W.M. PRIESTLEY : Nets and sequences, an example. Amer. Math. Monthly 75 (1968), 1098-1099.
i7 | J.E. MARSDEN : Countable and net convergence. Amer. Math. Monthly 75 (1968), 397-398.
i “ 1 B. KRIPKE : One more reason why sequences are not enough. Amer. Math. Monthly 74 (1967), 563-565.
i 1 S.P. FRANKLIN : Spaces in which sequences suffice II. Fund. Math. 61 (1967), 51-56.
i 7l S.P. FRANKLIN : Spaces‘in which sequences suffice. Fund. Math. 57 (1965), 107-115.
? | BERBERIAN : Measure and integration. Mac Millan Pub. (1965), 95. )
' R. ARENS : Note on convergence in topology. Math. Mag. 23 (1950), 229-234.

Sur le théme particulier des différentes topologies sur IR, les références sont :

{'71 J.A. BAKER, J. LAWRENCE and F. ZORZITTO : Sequence topologies on the real line. Amer. Math. Monthly
85 (1978), 667-668.

['*] O.T. ALAS : Metrizable topologies on the real numbers. Amer. Math. Monthly 78 (1971), 773.

{14} K.D. JUHLIN and M. YU : Homeomorphism of the real line with upper limit topology. Amer. Math. Monthly
78 (1971), 415,

4. COMPARAISON DES ESPACES METRIQUES ET DES ESPACES VECTORIELS NORMES

Les sources originales des deux théorémes sont :

{ ' i C. KURATOWSKI : Sur les espaces complets. Fund. Math. 15 (1930), 301-309.
[ 2 | R.F. ARENS and J. EELLS : On embedding uniform and topological spaces. Pacific J. Math. 6 (1956),
397-403.

La présentation suivie ici est due & Dugundji :

i "1 J. DUGUNDJI and A. GRANAS : Fixed point theory. Monographie Matematyczne Pub. Warsaw (a paraitre).
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5. ESPACES METRIQUES COMPLETS, TOPOLOGIQUEMENT COMPLETS. BAIRERIES

Les références originales pour les espaces topologiquement complets sont :

| 1| S. MAZURKIEWICZ : Uber Borelsche Mengen. Bull. Acad. Cracovie (1916), 490-494.
I'"'1 P. ALEKSANDROV : Sur les ensembles de la premiére classe et les espaces abstraits. C.R. Acad. Sc.

Paris 178 (1925), 185.

D'autres démonstrations, ou des énoncés voisins ont &té donnés dans ces articles :

I’ 1 W. SIERPINSKI : Sur les ensembles complets d'un espace (D). Fund. Math. 11 (1928), 203.
[ '* 1 W. SIERPINSKI : Sur 1'invariance topologique des ensembles GG' Fund. Math. 8 (1926), 135.
| 2] F. HAUSDORFF : Die Mengen G6 in vollstidndigen Riumen. Fund. Math. 6 (1924), 146.

La présentation suivie ici est celle d'Oxtoby, qui avait lui-méme adaptée celle de Kuratowski :

[''] J.C. OXTOBY : Measure and category. GTM #2. Springer-verlag Pub. New-York 1971,
[ 7] C. KURATOWSKI : Topologie I. Panstwowe Wydawnictwo Naukowe ed. Warszawa (1958).

Pour le théoréme de Baire et ses applications, on a suivi le cours de P. Doukhan, sauf pour les tamis

inventés par G. Choquet, et que 1'on peut trouver chez Mayer :

[13] P. DOUKHAN : Cours d'analyse réelle a 1'usage des agrégatifs. E.N.S. St Cloud Ed. (1980).
[30] €. MAYER : Outils topologiques et métriques de 1'analyse mathématique. C.D.U. et S.E.D.E.S. Ed.,
Paris, 1969.

[ 8] G. CHOQUET : Une classe réguliére d'espaces de Baire. C.R.AC. Sc. Paris I, Séance du 13.01.1958.
D

Les exemples proviennent de sources diverses (parfois non identifiées), parmi lesquelles :

[14] 1I. MUSTAFA : On residual subsets of Darboux Baire classe 1 functions. Real An.Exchange 9 (1984),
394-395.

[12] A.M. BRUCKNER : Differentiation of real functions. Lecture Notes in Math. 659. Springer-Verlag Pub.
New-York (1978).

|91 R.P. BOAS Jr. : A primer of real functions. Math. Ass. America Pub. (1960) .

l © 1 T. VIOLA : Etude sur la détermination d’'une fonction discontinue par sa dérivée unilatérale. Gau-

thiers-villars Ed. Paris (1933).

6. METRISABILITE DES ESPACES TOPOLOGIQUES

La référence principale est le traité de Dugundji. Comme toujours quand il est question de vocabulaire

en topologie, on peut consulter Steen et Seebach (cf. Bibliographie § 0). Les autres références sont :

[ 1 J.I. NAGATA : Modern general topology. North-Holland Pub. Amsterdam (1968).

'3 1 E. MICHAEL : A note on paracompact spaces. Proc. Rmer. Math. Soc. 4 (1953), 831-838.
{21 R.H. BING : Metrization of topological spaces. Canadian J. 3 (1951), 175-186.

[ '] R.H. BING : Extending a metric. Duke Math. J. 14 (1947), 511-519,

7. ESPACES METRIQUES COMPACTS

Les énoncés du § 7 proviennent des articles suivants, mais les démonstrations utilisant le théoréme de

prolongement de Bing sont nouvelles.

{12] H. HUEBER : On uniform continuity and compactness in metric spaces. Amer. Math. Monthly 88 (1981),
204-205.

IT1] R.K. TAMAKI and A.A. JAGERS : Compactness and open covers [58501. Amer. Math. Monthly 85 (1978),
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NOTES DU CHAPITRE 1

(1) Voir les exercices 1 & 9 pour d'autres notions de séparation.

(2) pans le cadre de la lutte contre les pihaillages stériles, on identifie T et ng . En particulier,
on ne distinguera pas le nombre complexe 2z du point M d'affixe z. Cette distinction est d'ailleurs liée
a la fagon de définition €. Imaginerait-on de distinguer 2 et le nombre réel qui correspond & la classe q'é-
quivalence de la suite de Cauchy constante d'éléments de () dont le terme général correspond & la classe

d'équivalence du couple (2;1) d'entiers naturels ?

(3) I1 existe des espaces connexes dont le cardinal est infini dénombrable. Voir chapitre 2 le contre-
exemple 11, l'espace de Rittler qui est un exemple d'espace topologique a la fois géparé dénombrable, con-

nexe et localement connexe.

(“) Il y a une faute dans le livre de Steen et Seebach dans la formule de définition de la quasi-uniformité

de Pervin.
(%) En francais, dénombrable signifie fini ou infini dénombrable.

(©) on réserve plutdt les notations IR et @ pour désigner 1l'ensemble des nombres réels et celui des
nombres rationnels munis de leur topologie usuelle.

(7y voir chapitre 2, §5, pour l'arithmétique des cardinaux.

(8) Les sommes de Riemann devraient en réalité s'appeler les sommes de cauchy-Riemann. Ce fut en effet
Cauchy qui démontra, en 1823, que pour une fonction continue sur un intervalle, ces sommes convergent vers

1'intégrale. C'est un demi-si&cle plus tard que Riemann définit 1'intégrale en partant des sommes.

( 9) Les espaces paracompacts ont été’ introduits par Dieudonné en 1944. Ce dernier a montré que tout espace
paracompact est normal. Les espaces totalement normaux avaient été définis en 1940 par Tukey qui avait démon-
tré que tout espace métrisable est totalement normal. Le lien entre les deux notions a été établi par Stone

en 1948 : un espace T1 est paracompact si et seulement s'il est totalement normal.

(19) pans son article, Bing annongait un résultat qu'il ne démontrait pas. Le théoréme 71 correspond & 1'é-
noncé effectivement démontré par Bing. En fait, Bing a signalé en 1951 que le résultat qu'il avait annoncé

en 1947 était faux, car L.K. Meals avait trouvé un contre-exemple.



Chapitre 2 81

QUELQUES ESPACES TOPOLOGIQUES

FONDAMENTAUX

Nous allons dans ce chapitre dresser un catalogue de quelques espaces fondamentaux en topo-
logie. Notre propos n'est bien sir pas de donner toutes les propriétés connues des espaces
concernés. S'agissant de compléments, nous nous intéresserons essentiellement & des propriétés
narfois méconnues, surtout en ce qui concerne des espaces aussi courants que les intervalles de

R , ou le cercle.

Les “propriétés universelles” de ces espaces fondamentaux, celles qui justifient 1'intérét
qu'on leur porte, sont regroupées dans le chapitre suivant. Par ailleurs, un chapitre spécial
est consacré a la topologie de R . Enfin, les espaces fonctionnels sont exclus de ce chapitre:

on les étudiera dans le volume 6.

1. CARACTERISATION TOPOLOGIQUE DES INTERVALLES COMPACTS.

La question a laquelle nous allons répondre est celle-ci: <« Etant donné un espace topologique
X , & quelle condition est-il homéomorphe & un intervalle compact de R ? » . On dira qu'un tel

espace est un arc simple.

Nous allons suivre la présentation de G. Whyburn et E. Duda [1%1.

1.1. DEFINITIONS.

Définition 1.— Soit X un espace topologique. On appelle déconnexion de X (') toute décompo-

sition de X sous la forme X = X1L1X2 , avec :

X, NX, = #=3xnX, .

on dit alors que X, et X, sont déconnectés. Notons que X, et X, sont alors des ouverts

de X
Un point x de X déconnecte deux points a et b de X s'il existe une déconnexion de

X\{x} sous la forme X\{x} = Xale avec ace Xa et beX (avec également

b ' b

X,NX =¢ =X nX , puisqu'il s'agit d'une déconnexion). On a alors iarwibe {{x}; ¢} .

Il est facile de voir qu'un espace X est connexe si et seulement s'il n'admet pas de décon-

nexion (cf. exercice 1).
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Definition 2.~ on dit qu'un point x d'un espace connexe X est un point de coupure de X si

X\{x} n'est pas connexe.

Définition 3. — soit X wun arc simple. Les points correspondant aux extrémités d'un intervalle

[a; b] auquel X est homéomofphe sont appelés les extrémités de X . (2).

Rappelons enfin qu'on appelle continus les espaces topologiques qui sont a la fois compacts et

connexes.

1.2. THEOREMES.

(Moone, 1917)

—
>
(1%
(=]
3
1]
3
(3]
—

Un continu métrisable X non réduit a un point est un arc simple si et seulement s'il existe

deux points a et b de X tels que tout point de x\{a; b} déconnecte a et b .

Si X est un tel espace, il est clair que a et b en sont les extrémités.

r-
®
=
3
™
[aN]

Solent X un espace connexe, et Y une partie connexe de X telle que X\Y admette une

déconnexion de la forme X\Y = z1 uZ, . Alors X uY et Z,uY sont des ensembles connexes.

Démonstration du lemme 2.  supposons que Z, UY ne soit pas connexe. Il existe deux ouverts

relatifs de Z1 uY , disons A et B , tels que :

ZluY=AuB et AnB=¢g .

On a alors également : AnNB = BNA = @ , les adhérences étant prises relativement & ZIU Y .
Puisque Y est connexe, ona YcA ou YcB . Car sinon, Y se décomposerait sous la forme
Y= (YnA)u(YnB) , et ne serait pas connexe.

Figure 1

Démonstration du lemme 2

Supposons par exemple YCA . On a alors B(:Z1 , puis X = (ZzlJA)lJB . Ceci est une dé-
connexion de X . En effet, (ZZ(JA) = ZZ(JA + ol les adhérences sont dorénavant prises rela-
tivement & X . De la relation Eérlzl = @, on tire Zér\B = ¢ . Puisque erlfl = @, et que
BCZ1 , on a Ec:zl d'ou Er\z2 = ¢+, ce qui montre que l'adhérence de B relativement & X

est égale a l'adhérence de B relativement. 3 le)Y . Cela étant,
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AnB = (A n(ZlLJY)rlB) u(ﬂr}ZZrIB) =[ﬁr\(ZlLJY)L1B = @ puisque AUB est une déconnexion de

ZlLJY . Des relations Z2rlB =@ et AnB = @ , on déduit (Z2LJAY?|B = @ . Comme ﬁr\Z2 =¢

ona Bc ZIU Y , d'oa BnA = @ , cette relation ayant été établie dans Zlu Y . Enfin, la
conjugaison de BnA = @ et de BnZz, = ¢ conduit a Er](ALJzz) =@ . Le fait que X admette

une déconnexion contredit sa connexité, ce qui achéve la démonstration. [@

Démonstration du théoréme 1.

Il est clair qu'un intervalle de R a la propriété énoncée, de sorte que celle-ci est né-

cessaire. Montrons qu'elle est suffisante.
B Premiére étape : Préliminaires.

Soit donc X un continu métrisable non réduit & un point et ayant deux points a et b

tels que tout point de X\{a; b} 1les déconnecte.

Puisque X est un compact métrisable, il est séparable. Soit (xn) *
neN
distincts de X\{a; b} dense dans X . Tout point xe¢ {xn} déconnecte X sous la forme

une suite de points

X\{x} = Xa(X)LIXb(X) , avec aeX (x), be Xb(x), Xa(x)rwxb(x) =@ , et Xa(x)rwxb(x) =@ .

Il résulte du lemme 2 que xa(x)xj{x} = Ya(x) et xb(x)L){x} = Yb(x) sont connexes.

En outre, Ya(x) et Yb(x) sont compacts. En effet, soit par exemple ye Ya(x) . Si l'on
avait y exb(x), on aurait vy exa(x) ou y € {x} = {x} , et donc Xa(x)ﬂ Xb(x)‘¢, ou {x}n Xb(x)=¢,
Cce qui est impossible. L'ensemble Ya(x) est donc fermé dans le compact X . C'est un compact.

Il en est de méme de Yb(x) ; et ces deux ensembles sont des continus.

Montrons que ces continus ont la méme propriété que X , & savoir, pour Ya(xn) par exemple :

1 . . : t u.
tout point x de Ya(xn)\{a, xn} déconnecte a e X,

En effet, soit x'€ Ya(xn)\{a; xn} - On sait que x' déconnecte a et b dans X ;
X\{x'} = Xa(X')LJXb(x') , avec ace Xa(x') , be xb(x') , Xa(x')r1xb(x') =@ = Xa(x')f1xb(x')-

Cela fournit la décomposition suivante de Ya(xn)\{x'} :
Ya(xn)\(x'} = (Ya(xn) nxa(x')) U (Ya(xn) nxb(X'))-

C'est une déconnexion de Ya(xn) qui déconnecte a et X, - En effet, supposons par 1'ab-

d ] q A 1] L] 1
surde que l'on ait X € (Ya(xn)ryxa(x )) . Alors x'e Xa(x ) + et puisque x € Yb(xn) s le

2 $ - ' L]

connexe Y, (x ) admet la déconnexion Y () (Y (x ) nX_(x MUl (x ) nX (x')) ce qui est
impossible.

En résumé, on a montré que, si X est un continu métrisable non réduit & un point tel que
tout point x de X\{a; b} déconnecte a et b sous la forme x\{x} = xa(x)leb(x) » alors
Ya(x) = xa(x) u {x} est également un continu métrisable tel que tout point x' eYa(x)\{a; x}

déconnecte a et x . Et de méme, pour Yb(x) = Xb(x)lj{x} .

B Deuxiéme étape : définition d'une application {Xn} » [0; 1] .

On pose d'abord : h(a) =0 , h(b) =1 , et h(xl) = %-. Soit n(%) (resp. n(%ﬁ) le plus
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petit entier k tel que X, appartienne a Xa(xl) (resp. Xb(xl)). Remarquons que, puisque
i isti ; t dis-
les x  sont des points distincts de x\{a; b} , les points X0 (1/4) et X (3/4) SOP s

tincts de a ,xl et b .

1
On pose : h(xn(1/4)) =1/4 et h(xn(3/4)) = 3/4 . Posons également :
1 3 1 3
Z(ZO = Ya(xl) ' Z(i) = Yb(xl)' En appliquant aux continus Z(4) et Z(4) les résultats de
la partie préliminaire, on obtient quatre continus Z(éﬁ ’ Z(gd v Z(go et Z(%ﬂ vérifiant

i L oyt L 3 -y
les relations z(z) = ¥(z) v {x b, oz = Y(Q)L’{xn(1/4} » ZlE = Y(B)U{xn(3/4} !

n(1/4)
7 v (2 s veh vy . 1
Z(g# = Y(8) U{xn(3/4)} , ol Y(B)lJY(B) est une déconnexion de Z(4) qui déconnecte a et

X, + etou Y(gJLJY(%O est une déconnexion de Z(iﬁ qui déconnecte X, et b . Notons les

liens entre les Z(k/2”)

.

z(k/23)r\Z((k+2)/23) #@ si k impairss = 233

Z(k/23)(lz(h/23) =@ dans les autres cas.

Par récurrence, on construit, pour chaque n , une décomposition de X de la forme :
X = Z(1/2n)lJZ(3/2n)u ...UZ(Zn-l)/2n) ol les Z(k/2n) sont des continus dont les intersections

deux a deux sont vides, a 1l'exception de celles du type 7 (k/2") n z ((k+2)/2") égale a

{x n } . On pose : hi(x n ) = k/2" . En imposant, pour k impair < 2" , a n(k/2n)
n((k+1)/2") n(k/27)
d'étre le plus petit entier g tel que
. 2" i, R
x €2(k/2 )\ {x n P X n} , ona: U U n(k/2)) = N
d n((k-1)/2") n((k+1) /2" neN\ k=1
k impair

*
De la sorte, h définit une bijection de {a; b}lJ{xnlnEIJ} sur 1l'ensemble des nombres dyadi-

ques.

B Troisiéme étape : Extension de l'application h & X .
Montrons que cette bijection est uniformément continue.

Soient €>0 et Ne€ N tels que 1/2N-1 <e/2. Les ensembles Z(k/2N) , ke {1, 3,...,2N—1}
forment un recouvrement de X . Soit d une distance sur X compatible avec la topologie de

cet ensemble. Posons = d(Z(k/2N) ; Z(2/2N)) , pour k,Lle {1,3;,..,2N~1} non consécu-

n
k,L
tifs dans cet ensemble. Puisque les compacts Z(k/ZN) et Z(E/ZN) sont disjoints, nk 2 est
’
strictement positif, et le minimum, n , de ces nk

g » l'est aussi. Soient x et ye {xn |
*. ’
ne N} tels que : d(x,y) <n . Alors, x et y appartiennent soit au méme Z(k/ZN) , soit

a deux de ces ensembles consécutifs, Z(k/2N) et Z((k+2)/2N). Dans le premier cas, on peut

écrire :
1
Ih ) -h(y) | < [n(x ) - hi(x Vo= ==
n((k-1) /2" n((k+1)/2Y) N1

et dans le second :

1 1 1
w) +inx SRR = s s

n((k+1)/2") n((k+1)/2") 2 2 2

[h(x)=h(y) | < |n(x)-h(x <e

Cela montre que h est uniformément continue. Elle admet donc un prolongement
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h:x »[0 ; 1] uniformément continu. L'image d'un compact par une telle application é&tant
un compact, h est surjective.

B Quatriéme étape : h est injective.

Soient x et yeX, x # y. Le point x déconnecte X~{x} en : X~ {x} = X, (x)u Xb(x).
Supposons par exemple 1y e X (x). Soit X ~ {y} = X,(y) v X (y) une déconnexion de X par
rapport & y. On a x exa(y). En effet, si 1l'on avait xexb(y), on aurait

Yo (y) =X (y) uly} = v (y) ny,_(x)) vy (y) ny(x)) = (Ya(y) n xa(x)) u (Y (y) n xb(x))
Ce qui serait une déconnexion du connexe ya(y), d'ol la contradiction.

Cela étant, on a xa(y) n xb(x) # #. En outre, cet ensemble est ouvert dans X. Soient

2, et z, € {xn IntﬁN*] deux éléments de xa(y) n xb(x). Supposons par exemple
h(zl) < h(zz). Pour les mémes raisons que précédemment, on a : Ya(x) c}g(zl) et Yb(y)c Yb(zz).

En outre, pour tout xi € ya(zl) (resp. Yb(zz))' on a l'inégalité : h(xi) < h(zl)
(resp.h(xi) 2 h(zz)). Par continuité, on en déduit : h(x) < h(zl) < h(zz) < h(y) ce

qui achéve de montrer l'injectivité de h.

@ Conclusion : On a construit une application continue bijective du compact X sur Lo ; 11.

C'est un homéomorphisme.

Théoréme 3 (Moone, 1923)

— Un continu métrisable X est un arc simple d'extrémités a et b si et

seulement si tout point de x~a;b} est un point de coupure de X .

g LU
3

Iﬁ

=]
3
n
[t
=3
(Y
[t
.
(=
>

¢ Il est clair que la condition est nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante.
compte tenu du théoréme 1, il suffit d'établir que tout point x d'un continu X ayant la

propriété de l'énoncé déconnecte a et b.

Soit donc x € X. Puisque x est un point de coupure de X, on a : X~{x} = AlJB' ou
A et B sont des ouverts disjoints de X ~ {x} . Si 1'ona aeA et beB, x déconnecte
a et b, et c'est terminé. Supposons par l'absurde que l'on ait {a;b} c A. On va montrer

que B doit contenir un point y qui n'est pas un point de coupure de x.

Supposons que tous les points de B soient des points de coupure de X. Puisque X est

un espace métrique compact, il existe une partie dense dénombrable (xn) ol les xn

* ’
n €N

sont disjoints deux a4 deux et différents de x. Soit n le plus petit entier tel que

1

X € B. Par hypothése, x ~ est un point de coupure de X, et l'on déconnecte X'\fxn } sous
1 1 1

la forme X'~{xn3 = AllJBI' avec xeA,. Alors, comme A |, {x} est connexe (d'aprés le lemme

2), ona A U {x}CSAl, et par suite BICB. Par ailleurs, xl.xz,..,,xn -1 appartiennent & Al.
1
Supposons, par récurrence, avoir construit une séquence (3) nl,..., np d'entiers, et

des séquences correspondantes de points xn e xn , de parties de X, Al""'Ap'
1

p
B ..,Bp telles que pour tout i, 1 £ i < p, on ait :

1"
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Figure 2

Démonstration du théoréme 3

- ni est le plus petit entier > ni-l tel que xni € Bi—l

- Ai u Bi est une déconnexion de X'\{xni} telle que xni.1 € Ai ; 11 s'ensuit les
inclusions Ai_1 u{x} ¢ Ai et Bi c Bi—l

- xl""'xn -1 appaftiennent a Ai'

i

Clairement, on peut poursuivre la récurrence au rang p+l.

Cela étant, la suite (Bn)n n* est une suite décroissante d'ensembles vérifiant :
€

B Y {xn } = cB cB d'ol l'on déduit : n B = n B # @, car dans un

P p+1 P nGN* P PEN' P

compact, une suite décroissante de fermés non vides a une intersection non vide. Soit C

Bp+ 1

cette intersection ; CcB.

D'autre part, la suite (A {x }) . est une suite croissante de connexes. Sa réunion

n
o PeN
D est donc un connexe. Comme elle contient tous les X 0 elle est partout dense. Enfin,

CyD = ?.

Soit yeC. Alors DcX~{y} c D = X. L'ensemble X~{y} , compris entre une partie
connexe et sa fermeture, est connexe. Ainsi y est-il un point de B qui n'est pas un point
de coupure de X. Ceci contredit le fait que tout point de X ~ {a;b } , donc tout point de
B, soit un point de coupure de X, et achéve la démonstration M
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2. CARACTERISATION DU CERCLE

Nous utilisons le vocabulaire et les résultats du paragraphe 1.

Définition 4. — on appelle courbe sitmple fermée tout espace topologique homéomorphe & un
cercle (non réduit & un point).

Notons qu'un espace topologique X est une courbe simple fermée si et seulement s'il se
décompose sous la forme X = YU Z, o0 Y et 2z sont des arcs simples d'ekt:émités communes
aetb et tels que :

(z ~ {a;b} ) n(¥~{asb} ) = @.

Théoréme 4. (MOORE, 1923) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace
topologique non réduit @ un point soit ume courbe simple fermée est qu'il soit un continu

métrisable déconnecté par toute paire de points distincts.

Autrement dit, un continu métrisable non réduit a un point X est une courbe simple
fermée si et seulement si, pour toute paire {a;b} de points distincts de X, X~ {a;b}
n'est pas connexe. Un tel espace n'est pas un arc simple, car si a et b sont les

extrémités d'un arc simple X, X~ {a;b} est connexe.

97

Démonstration : Il est clair que la condition est nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante.

Pour cela, on va établir que, si X est un espace topologique satisfaisant 4 la condition
du théoréme, il existe deux points a et b de X tels que X = YUZ, ol Y et Z sont
deux arcs simples d'extrémités a et b, et tels que : (Y ~{a;b} ) n (2 ~ {a;b} ) = @.

® Notons pour commencer que l'on a é&tabli dans la démonstration du théoréme 3 que tout
continu métrisable contient au moins un point qui n'est pas un point de coupure. On en déduit

facilement (exercice 3) qu'il en contient au moins deux.

® Cela étant, supposons que X est un espace topologique satisfaisant & la condition du
théoréme, et soient a et b deux points distincts de X qui ne sont pas des points de

coupure de X :

X ~ {a} et X ~{b} sont connexes,

X ~ {a;b} = y v 2 Y 2= ® et Y et Z sont ouverts dans X ~ {a;b} .

D'aprés le lemme 2, Y v tal .y (b} , 2z ,{a} et 2z, { b} sont connexes. En outre,

puisqu'un continu n'a pas de point isolé, on a :

Z = X. Toujours parce que X est connexe, Y n Z # @. De plus, puisque Y2 =g,

Y, 2 =Y
u u
et que Y et Z sont fermés dans X~{a;b}l , Y,Z est inclus dans {a;b} .

® Montrons (y n z) = {a;b} .

Supposons par 1'absurde qu'un seul des deux points a et b, disons a, appartienne a

Y % et que b n'appartienne qu'a Y. Alors, X ~ {a} =Y, 2%, {b} =(y u { bl) v 2
serait une déconnexion de X, et a sérait un point de coupure de X, ce qui par hypothése

est exclu.
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Figure 3 Figure 4

@ Y et Z sont des continus.

En effet, ce sont des compacts comme sous-ensembles fermés du compact X. En outre, on sait
que Y yu {a} et 2 U {a} sont connexes, de sorte que les inclusions

Ye<y, {a} <y, {a;bl = y =

N <
c c
d d

zc z {a} cz {a;b} = 2z =
u u
établissent la connexité de Y et E, en tant qu'adhérences de connexes.

B Montrons a présent que Y et Z sont des arcs simples d'extrémités a et b.

® Supposons par l'absurde pour commencer, que ni Y et Z ne soient des arcs simples
d'extrémités a et b. Alors, d'aprés le théoréme 1, il existerait ceY \ {a;b} et
dez \ {a;b} tels que Y\ {c} et Z \ {d} soient connexes (voir figure 3). L'ensemble
Y\ {c} H)u @\ {a )=x\ {c ; d} serait alors connexe, comme réunion de deux
connexes d'intersection non vide, et cela contredirait le fait que X\ {c;d} ne soit pas
connexe, car c # d. Donc, l'un au moins des deux ensembles Y et -Z— , disons Y , est un

arc simple d'extrémités a et b.

® Soit ce Y \ {a;b} . Puisque Y est un arc simple, c¢ déconnecte Y avec une
déconnexion de la forme i!_ \ {c} = AU B, ol A et B sont des connexes contenant respective-
ment a et b. Supposons par l'absurde que 2 ne soit pas un arc simple d'extrémités a et
b. Alors, 1l existerait deZz \ {a;b} tel que 2 \ {d} soit connexe (voir figure 4). L'ensemble
(z \ {a} ) u A serait connexe comme réunion de deux connexes d'intersection non vide, et il
en serait de méme de (z \ {4} )U A, B= x\ {ci;d} , pour la méme raison; or, par hypothése,
X \ {c;d} n'est pas connexe.

® Ainsi, on a établi que Y et Z sont des arcs simples d'extrémités a et b; le théoréme
est démontré. M

La sphére 52 admet une caractérisation topologique semblable & celles des intervalles

compacts et du cercle. La démonstration n'est pas élémentaire, et 1l'on pourra consulter [1"] .

Théoréme 5 ~ Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un continu localement connexe

S  soit homéomorphe d la sphére s? = {(x;y:2) € &3 | x4 y2 + 22 - 1} est que les

trois assertions suivantes soient vérifides :

a) s contient au moins une courbe simple fermée.

b) Toute courbe simple fermée de S déconnecte s .

¢) Aucun arc simple contenu dans une courbe simple fermée de S ne déconnecte S .
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3. L'ENSEMBLE DE CANTOR.
3.1. DEFINITION.

Considérons la famille (I ) * , d'intervalles ouverts de IR définis
pP/q9d PeEN, geN q <4p
par 1 =q2acl, 29
pP.q ;1 7 ptl

On appelle ensemble triadique de Cantor, et l'on note K3 l'ensemble

S [0; 17\ ( EJ p b qd -
" peN, qeN , qs4 '

Une construction par récurrence de 1l'ensemble triadique de Cantor est obtenue de la maniére

suivante :
On considére 1l'intervalle [0; 1] = Co . On construit C1 en privant Co de 1l'intervalle
ouvert ]%- ; %[ ; "tiers médian" de [0; 1] = co . L'ensemble C1 est donc réunion de 2 = 21
0 7 %)
5 7 B 5% p ¢ Figure 5

omwmis B HF 1 "2

intervalles fermés de longueur 1/3 = 1/(31) . On déduit C2 de C1 en privant chacun des in-

tervalles constitutifs de celui-ci de son tiers médian ouvert. Ainsi, C‘,2 est égal a :
1 2 1. 2 7 -8
[0; glulg s §JuL§- ; §]uL§- ;11 .
Il est constitué de 4 = 22 intervalles fermés de longueur 1/9 = 1/.3]2

Plus généralement, Cn+1 est déduit de Cn en enlevant a chacun des 2n intervalles dis-

joints de longueur 1/3n constituant Cn son tiers médian ouvert.

L'ensemble triadique de Cantor n'est autre que n c_ .

3.2. PROPRIETES DE L' ENSEMBLE TRIADIQUE DE CANTOR.

Celles-ci sont nombreuses, et sont trés utilisées, particuliérement en raison du caractére
"pathologique" de cet ensemble. On s'en sert essentiellement pour construire des contre-exemples,
et détruire éventuellement certaines "idées fausses". Voici, classées par théme, les principales

propriétés de l'ensemble triadique de Cantor :

3.2.1. Du point de vue ensembliste et algébrique :

(E1) K3 est l'ensemble des réels de la forme

+o0 _
b an3 , ou ane{O; 2} .

2
[
—

Autrement dit, K3 est 1l'ensemble des réels de [0; 1] admettant un développement triadique

ne comportant pas de 1 . Cela découle immédiatement du procédé de construction par récurrence,
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puisqu'a la n-iéme étape, on passede C _, & C_ en dtant & C__, ‘tous les réels de fo; 1l

dans l'écriture desquels, en base 3, le n-iéme chiffre est un 1. On notera qu'il s'agit

éventuellement d'un développement impropre.

(LT

(E2) Le cardinal de Ky est égal d celui de R, C .

Oon dit que K3 a la puissance du continu (cf. §5.3). En effet, cestvrai de [o:1], eta tout
élément a de K3 , on peut faire correspondre bijectivement le réel de [0; 1] dont le dé-
veloppement en base 2 est déduit du développement de a en base 3 en remplagant les 2 par des

1 . On verra plus loin une autre démonstration de cette propriété de K3 .

3.2.2. Du point de vue topologique.

(T1) K, est compact.

3
En effet, chaque Cn est compact comme union finie de compacts, et K3 est un compact non

vide, comme intersection d'une suite décroissante de compacts non vides.

(T2)

K3 est totalement discontinu.

Rappelons qu'un espace topologique X est dit totalement discontinu si la composante connexe
de chacun de ses points est réduite a ce point (voir la remarque 3.6., p. 106 ). Cela revient
a4 dire que, pour tout couple (x; y) de points distincts de X , il existe une déconnexion de
X du type X =AUB , avec xeA, yeB (et, par définition d'une déconnexion :
A

NB =g = AnB) (cf. exercice 6).

En effet, soient x e; Y € K3 , X#y . Puisque x #y , il existe un entier n qui est
le plus petit p tel que les p-iémes chiffres, xP et yp , des développements triadiques de
x et y soient différents. Si x<y , xp =0 et yp =2 . Soit 2z le réel dont le dévelop-
pement triadique est celui de x Jjusqu'au (p-1)iéme chiffre, dont le p-iéme chiffre est 1 ,
et dont les chiffres au-deld sont tous égaux & 1 . Alors, x<z<y , z¢ K3 , et
(Lo; ZJIWK3) v ([z; 1]r\K3) est une déconnexion de x et y dans K3 . On verra plus loin une
meilleure démonstration de cette propriété.

(T3) L'intérieur de Ky est vide ™

THN

En effet, on vient de voir qu'entre deux éléments distincts de K3 , 11 existe toujours un
élément de R~ K3 . L'ensemble K3 ne con;ient donc aucun intervalle ouvert. Son intérieur

est vide (cf. exercice 7).

(T4) K, est parfait &)

3

Rappelons qu'un ensemble parfhit est un fermé sans points isolés. Cela revient a dire que K!,

L'ensemble dérivé de K3 s ensemble des points d'accumulation de K3 , est égal a K3.

En effet, soient xe K3, et €>0 . Soit neN tel que 37 "<e . soit y le réel dont

les n+l1 premiers termes du développement triadique sont égaux & ceux du développement de x,
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dont tous les termes au-deld du (n+3)-iéme sont nuls, et dont le (n+2)-iéme vaut 0 ou 2,

selon que le (n+2)-iéme terme du développement de x vaut 2 ou O . Alors, y-=< 1(3 , X2y et
Iy-xl < 2.3-(n+2) <3-n <€ , ce qui montre que x n'est pas un point isolé. ©
S . N
(T5) £ Ky est homéomorphe a {0; 1} .

Dans cet énoncé, on suppose que {0; I}N est muni de la topologie produit de la topologie
discréte sur {0; 1} . L'espace {0; 1} est appelé ensemble de Cantor. On le note C

: *
N
En décalant les indices, on voit que {0; I}N est homéomorphe & {0; 1} . On va donc

* *
démontrer que K3 est homéomorphe a {0; I)N ou plus exactement & {0; 2}“ , ce qui revient

bien entendu au méme.

A chaque x € K3 + associons son développement triadique, impropre si x est une extrémité

des Ip q définis au début de la section (ces intervalles sont dits contigus a K3 ) , propre
’

sinon. Désignons par An(x) le n-iéme chiffre de ce développement. Alors,

4o
x= I A (x).37".
n
n=1
* -

Soient x,yeK3 + e¢ neN . Sil'on a |An(x) - )\n(y)l =2 , alors |x-y| 23" . En
effet, 1'égalité est claire pour n=1 . Supposons 1'avoir démontrée pour tout entier k <n , et
établissons-la pour n+1 . Supposons donc que l'on ait |Xn+1(x) - ln+1(y)| = 2 . Alors, ou
bien il existe k <n+l tel que |Ak(x) - Ak(y)l = 2, et dans ce cas, d'aprés 1'hypothése de
récurrence, |x-y| a3"k> 3"("“) , ou bien ka(x) - Ak(y)l=0 pour tous les k<n .

Dans ce cas,
+00 400

Ix-y| = |2.37(™1) Oy (x) - Ak(y))3'k| >2.3”(n+1) I - Ak(Y)|-3‘k
=n+2 k=n+2
o -(n+2) _ _ _
22,370 _ 5 gtk am(ndl) %——1/—5—= 2.37(H1) _ -(nd1) _ o-(mbD)
k=n+2

ce qui achéve de montrer 1l'inégalité.

* -
On en déduit que, pour tout neN , et tous x,ye K3 , l'inégalité |x—y| <3 " implique
An(x) = An (y) . Les applications An sont donc continugs, et, par définition de la topologie

produit, il en est de méme de 1l'application K3 + {0; 2}V , X W (An(x)) . Cette derniére

*
neN

application est par ailleurs bijective Jpropriété E1). Il s'ensuit que c'est un homéomorphisme

du compact K3 sur le compact {0; 2}]“l . On retrouve en particulier la propriété E2.

(T6) E Il existe wne surjection continue K3 + [0; 1] .
s
E o 1
On considére 1'applicdtion f: K3 + [0; 1], x» I AL (x) .2 N=1 . Cette application est
n=1

continue, car si x,yeK3 vérifient |x-y| <3™" , on a Ak(x) = Ak(y) » pour tous les entiers

k entre 1| et n . On en déduit alors :

-n-1 e -n-1 -n
Ity - sl s = | A ) -2 (y)2 | s © 2.2 =277,
k=n+1 k=n+1

ce qui établit la continuité. Enfin, on a f(K3) c [0;1] . L'existence d'un développement
dyadique montre f(K3) > [0;1] , d'od le résultat.
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Notons que £ n'est pas injective : elle "recolle" les morceaux de K3 ; si x a deux

écritures binaires possibles, l'équation h(z) = x a deux solutions possibles.

3.2.3. Du point de vue de 1'intégration.

(11) L'’ensemble triadique de Cantor est négligeable pour la mesure de Lebesgue.

Autrement dit, si A désigne la mesure de Lebesque, A(K3) = 0. Plus simplement, c'est-
a-dire sans faire intervenir la mesure de Lebesgue, pour tout ¢ > 0, il existe une suite
Jn d'intervalles ouverts de IR , dont la réunion contient K3, et dont la somme des longueurs

est inférieure a € .

En effet, K3 est défini comme 1l'intersection des ensembles Cm définis en 3.1. Or, on
a : )\ (Cm) =2" x 1/3n = (2/3)“. Pour chaque ¢ > 0, il existe neN tel que (2/3)n < Eg.
Donc, pour chaque ¢ > 0, il existe un ensemble Dn contenant K3 et formé d'une réunion
dénombrable (et méme finie) d'intervalles et dont la somme des longueurs est inférieure a ¢ . :

A (Dn) < g . C'est la définition d'un ensemble de mesure nulle.

On remarquera que l'on n'a utilisé aucun théoréme de la théorie de l'intégration : dans RR
les ensembles de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue peuvent étre définis directement (cf.

chapitre 4, dans le volume 2).

3.2.4. Remarque sur les propriétés de K3.

L'ordre d'exposition choisi ici n'est pas le plus direct pour les démonstrations. Il a

toutefois permis d'isoler les différents points de vue. Un plan plus rapide aurait été :

El - I1-T1-T2-T7T3-T4-T5-7¢C - E2

3.3. CARACTERISATION TOPOLOGIQUE DE L'ENSEMBLE DE CANTOR.

Théoréme 6 — Un espace topologique X est homéomorphe d l'ensemble de Cantor st et

seulement s'tl est compact, métrisable, totalement discontinu et sans point isolé.

Avant de démontrer ce théoréme, envisageons le retrait de l'une des hypothéses.
® La compacité : @ est un espace métrisable totalement discontinu et sans point isolé.

® La métrisabilité : {O;I}C, ol [ est le cardinal de IR, a un cardinal > . (d'aprés le
théoréme de Cantor). Il ne peut donc &tre homéomorphe a C (il n'est pas métrisable, et nous

en verrons une raison liée & sa cardinalité au chapitre suivant)
® La totale discontinuité : [0;1] est un compact métrisable et sans points isolés.

e L'absence de points i8olés : Un ensemble fini, {0;1} par exemple, est compact, métrisa-

ble et totalement discontinu.

Démonstration : Il est clair, d'aprés les propriétés T1, T2, T4 et T5, qu'une condition
nécessaire pour qu'un espace topologique X soit homéomorphe & C est qu'il ait les
propriétés énoncées. Montrons donc que ces conditions sont suffisantes. Soit X un espace

topologique compact, métrisable, totalement discontinu et sans points isolés.
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® Notons pour commencer que, puisque X est un espace métrisable compact totalement
discontinu, tout point de Xa admet une base de voisinages qui sont & la fois ouverts et

fermés (on dit que X est de dimension zéro)

® Cela étant, soit d une distance définissant la topologie de X. Pour tout x e X
et tout € > 0, notons B(x,e) la boule de centre x et de rayon € ; il existe un voisinage
V(x ;e) qui est la fois ouvert et fermé, et est inclus dans B(x ;e). Alors, la fonction

caractéristique de V(x;e), & savoir » est une fonction continue X =+ {0;1} .

Xv(x;e)

B Construisons, par récurrence, une suite de partitions de X , de plus en plus fines.

® Premiére étape : Prenons €, = 1. Les V(x;1) recouvrent X, et puisque X est

compact, il existe un sous-recouvrement fini V(x;l),...,v(xn ;1) de X. De ce sous-recouvre-
ment, on peut déduire, en considérant les intersections des ‘]7(}(i ; 1) un recouvrement
ce.o,F de X par des ensembles non vides, disjoints, & la fois ouverts et fermés,

F
0,1, 0,P
et de diamétre inférieur a4 2. Les fonctions caractéristiques X , 1 214 < Po sont

Fy

continues, puisque ces ensembles sont & la fois ouverts et fermés.

® Récurrence : Supposons avoir trouvé, pour chaque entier k<n, un entier Pk22, des

ensembles Fk 1 ...,Fk B, non vides, ouverts et fermés, disjoints deux a deux, de diamétre
- L ’
< 2.2 et tels que, si k 21, pour chaque entier i, ISiSPk, il existe j, ISjSPk_l ’
tel que F, ., cF ., e F. . .
q koi “Fk-1,5 % Fi,s PPy g

Cette hypothése étant posée, soit q un entier, 15q$Pn. L'ensemble Fn q est un fermé

’
non vide de X. C'est donc un compact, et l'on peut, comme dans la premiére étape construire

un recouvrement G Uu... UG de F par des ensembles non vides, ouverts et fermés,
q,1 q,r n,q
n+1

disjoints deux a deux, de diamétre <2.2 , et distincts de Fn q La derniére propriété
’

résulte du fait que X n'a pas de point isolé. Comme Fn est ouvert, les Gq i sont
r ’

ouverts dans X.

Effecsuons cette construction pour tous les entiers q, ISqSPn. On peut énumérer les

n
P = : P . et appeler
n+1 Z r ensembles obtenus Gl,l ' G1,2 ’ Gl,r ' G2,1' " % r 19%
q-1 1 n Pn
ces ensembles F reeoF ce qui achéve la récurrence.

n+1,1 n+l,P !
n

B Définissons une application f : X-?[O; 11“

Cela revient & définir une suite d'applications fn :X+{0; 1} . On procéde par récurrence.
Chaque fn est la fonction caractéristique d'une réunion finie d'ensembles F , notée Un'
’

On définit donc les ensembles Un.

On pose : U Soit F F le recouvrement de F par -des ensembles de

= F . ces
0 0,1 1,1’ ! 1,r1 0,1
la forme F, , et F ces i
1,i 1,r1 1 ,1'5‘1'r2 celui de F0'2
On pose : U, = F F .
P! 1 1,1 0,2 Soit {F2'1 ; 'FZ,s } le recouvrement de F1,1 par des ensembles

1
ensembles de la forme F? it Pour définir U2 , deux cas sont & distinguer
~
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Figure 6
Exemple de construction d'une sufte (Un)

- i = : = F F .
St X=Fy, Y Fy, ~onpose: u, FairuFi,2 v 1,r,+1

- = cees . = F
Si X =F Fo,2v Fo,3 0 ompose 0y = Pt 0,20 1, 00,3

Plus aénéralement, voici la régle utilisée pour passer de U a Un+1 . On décompose Un en ensembles

de différents niveaux : soit J 1l'ensemble des indices j tels que Un comporte un Fj X
’
: F cese F
n jeg k., (1) u U “3,k,(s;)
) Irky Ir%5%5

Notons 1l'inclusion J < {0,...,n} . En outre, pour tous % , m € {kj(l),...,kj(sj)L les

F, et F tels que F, cF et F, cCF sont distincts.
j-1.q j-1,r € T30 % Fye1,q jom " Ci-t,r
Cela étant, soit Fj,l c Un. Il existe un unique m tel que Fj’zc Fj—l,m' Si
F F .
3,0 42 c j-1,m’ on décide que Fj,2 +1 est inclus dans Un+1
De plus, si Fj,l = Fj+1, r 2_1+1 U...u Fj+l,r£ + on décide que Fj+l, r£_1+1 est inclus

dans U . L'ensemble U
n+1 n+1
€éléments constitutifs de Un'

est obtenu par l'application de ces deux régles a tous les

B Montrons aue l'application f est un homéomorphisme.

® Surj ivité d : i = ool
urjectivité de f La décomposition Fj,E Ej+1,r£_1 +1 v u Fj+1,r£ comporte au

moins deux éléments. Donc, si Fj . € Un' il existe deux ensembles non vides, ouverts et fermés,
’ .
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inclus dans Fj . 7 disons G et H, tels que fn+1(G) =0 et fn+1(ﬂ) = 1. Par ailleurs,
si U >F, <cF, , o ‘) € F ou bien F ¢ F,
h ") -1,k n a ou bien (Fj, ¢4 Y Fj, 2+2) -1,k j, L+2 j-1,k
Dans le premier cas, on a Fj,l +1 c Un+1 et Fj, 242 ¢ U ' et dans le second,
F, cu et £U .
j+1,r£+1+1 n+l1 j+1,r £+1+2 n+2

Dans tous les cas, si H = X \Un' il existe dans H des ensembles non vides, ouverts et
fermés, disons K et L , tels que fn+l(K) =1 et fn+1(L) = 0. Cela montre la surjectivité
de (£) :x > {0;1} N

® Injectivité de f: Si (a

0,...,an) est une séquence de zéros et de uns, il existe un unique
Fj,le Un+1 tel que ; Fj,g ={xeX | vi, 0 < i < n, fi(x) =a,, et fn+l(x) =1}
De plus, si t = ) P, pour tout n2t, U et X \U sont constitués de F ol
m k=0 k m n n j,x

J est supérieur & m. Leur diamétre est inférieur a Z-m. On vérifie que cela assure
l'injectivité de (fn).

B Fin de la démonstration : L'application f = () : x ~» {0;1}:N est une bijection. Comme
1Y% n

chacune des fn est continue, £ est continue. La compacité assure que f est un homéomorphisme.[]

On verra au chapitre 5 une application de cette propriété des compacts métrisables totalement
discontinus de posséder des partitions par des ouverts-fermés de petit diamétre : les ensembles

de type Cantor enlagables dans IRB.

3.4.  VARIANTES DE L'ENSEMBLE TRIADIQUE DE CANTOR.

3.4.1. Ensembles de Cantor de mesure non nulle.

Soit s = (SO'SI""'Sn"") une suite de réels de 10;1[ . si, dans la construction de
l'ensemble triadique de Cantor, au lieu d'enlever aux intervalles de (Cn) leur tiers médian,
on leur enléve un intervalle médian de longueur Sn fois leur longueur, on obtient un
ensemble de mesure 2 (1-sn). Comme K3, cet ensemble est un compact totalement discontinu,
parfait, d'intérieur vide, ayant la puissance du continu. On note Ks cet ensemble. En

particulier, si Em s, <+, A (Ks) #0.

i=0 1

3.4.2. Ensemble de Cantor constitué de nombres transcendants.

-n !
Dans [0;1] , 1'ensemble des nombres de la forme x = ) a 10 , ol
ne N
an € {0;1;2;...5 9} est homéomorphe & C, et ne contient que des nombres transcendants

(ce sont des nombres de Liouville, cf. chapitre 4)

3.5.  PATHOLOGIE, CONTRE-EXEMPLES ET IDEES FAUSSES

Voici quelques résultats, non évidents a priori, utilisant les propriétés des ensembles
de Cantor.
3.5.1. - La frontiére d'une réunion d'intervalles n'est pas forcément égale d la réunion
des frontiéres de ces intervalles : prendre A = [0;1] \ K jona: dA= K , tandis que
la réunion des frontiéres est 1 ensemble des nombres triadiques de K (c' est— -dire 1'ensemble

- des extrémités des intervalles contigus).
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3.5.2. = La frontiére d'un compact non dénombrable de IR peut ne pas étre de mesure nulle :

considérer 3 K, oun Ks est de mesure non nulle.
s

2
3.5.3. = La frontiére d'un ouvert de IR peut ne pas &tre de mesure nulle : en effet, si

2 2
Ks est de mesure non nulle, I( R\ Ks) = Ki est de mesure de Lebesgue non nulle.

3.5.4. - Les contre-exemples liés & 1'ensemble de Cantor et portant sur les fonctions d'une

variable réelle seront traités dans la deuxiéme partie. (volumes 3 et 4).

3.6.  REMARQUE SUR LES ENSEMBLES TOTALEMENT DISCONTINUS.

3.6.1. - on a vu qu'un espace topologique est dit totalement discontinu si ses composantes
connexes sont des singletons. Nous allons ici donner les liens entre cette notion et deux

autres axiomes de séparation avec lesquels on la confond parfois.

Définition 5 — soit X un espace topologique. On appelle quasi-composante d'un point x de

X 1l'intersection des ensembles & la fois ouverts et fermés qui le contiennent. Si les quasi-
composantes de X sont des singletons, on dit que X est totalement séparé (Ne pas confondre
avec les espaces complétement séparés, i.e. Tz%), Si tout point de X a une base de

voisinages a la fois ouverts et fermés, on dit que X est de dimension zéro (°).

Rappelons enfin qu'un espace topologique X est dit de Kolmogorov, ou TO' si, pour toute
paire de points distincts de X, i1 existe un ouvert de X contenant 1'un des deux points
et pas l'autre. L'ensemble de Cantor est de dimension zéro, totalement séparé et totalement

discontinu.

’ Cela étant, on considére {a;b;c} = X; ee T ={g ; {a} ; {b ;c} ; x} . L'espace X

muni de la topologie T est de dimension zéro mais il n'est ni totalement séparé, ni totalement
discontinu, ni de Kolmogoroyv. Ainsi, en général, un espace de dimension zéro n'est pas totalement
séparé. Toutefois, un espace de Kolmogorov de dimension zéro est totalement séparé. Il en est

en particulier ainsi des espaces métriques qui sont séparés, donc de Kolmogorov. Notons également
qu'un espace totalement séparé est séparé (c'est heureux pour la terminologie), et qu'un espace
totalement séparé est totalement discontinu. Voyons & présent un exemple d'espace totalement

discontinu qui n'est pas totalement séparé.

3.6.2. Le teepee de Cantor.

Soit E 1l'ensemble des extrémités des intervalles contigus a K3. Posons F

Pour tout x eK3 ¢+ SOit S(x) le segment de Zmz d'extrémités (x;0) et (% ;

Xe = {(xiy)ee v S(z) lyeg}, Xo={(xiy)e v S(z) | yeR\ @}, x = x_ ux

E F
E ze¢E Z€F
* 1 1 * :
et X =X \{(5-; 54} . Alors, X est totalement discontinu, car ses composantes connexes
*
sont les singletons de X - Il n'est pas totalement séparé, car si XxeS (y) appartient

a X* + la quasi-composante de x est €égale & S(y) n x* .

Figure 7

Teepee de Cantor
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3.6.3. = Voici un autre exemple d'espace totalement discontinu mais pas totalement séparé. Soit
E 1l'ensemble N v { w o m2} . On définit une topologie T sur E en appelant ouverts les
sous-ensembles de N et les ensembles contenant w1 ou w, et dont le complémentaire est
fini. Alors, (E; T) est totalement discontinu mais n'est pas totalement séparé. En effet, la

quasi-composante de w , est {wl ; mz} .

3.6.4. Le treillis de Roy.

Soit (Q )

' nen* Une suite de parties disjointes denses de @ . On pose X = U anfn}

n eN*
On définit une topologie T sur X a partir des voisinages des points de X :

=si x = (u, 2n) € X, une base de voisinages de x est constituée des ensembles

V. (u; 2n) = ( Ju-€ ; u+e [hg) x {2n};

=Si x = (u, 2n+1), neN, est un élément de X, une base de voisinages de x est constituée

des ensembles V. (u;2n+1) = ( J u-e ; utel x {2n ; 2n+1 ; 2n+2} )n X.

Figure 8
Treillis de Roy

Notons qu'avec cette topologie, un fermé F de X contenant un intervalle de la forme

(La;b] x{2n} )n X contient également les deux intervalles sur les lignes voisines, &

savoir ([a;b]l x {2n-1; 2n+1} ), X. De méme un ouvert F de X contenant un intervalle

de la forme ([a;b] x{2n+1 })n X contient également ([a;b] % {2n; 2n+2} ) 0 X

Cela étant, soit (u;n) € X. Les ensembles (Jv-e ; utelx :N*) n X sont des ouverts-fermés
contenant (u;n). Leur intersection est({(u;n)}X:N* ) oX = {(usn)} car les Qn sont des parties

disjointes de Q. Ainsi, X est totalement séparé, donc totalement discontinu. Ce n'est pas un
espace de dimension zéro, car tout voisinage ouvert et fermé de x contient un ensemble de la

*
forme ({(u;n)} xN ) n X qui n'est pas contenu dans Ve (u;n).

3.6.5. — En résumé, les diverses relations établies ci-dessus peuvent &tre regroupées dans

le diagramme suivant :

dimension zéro totalement totalement
——————ee
et Kolmogorov séparé discontinu
Figure 9
complétement
séparé Kolmogorov
(TZ*)\
séparé = T

2
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4, L'ENSEMBLE DES RATIONNELS., L'ENSEMBLE DES IRRATIONNELS

Notons tout d'abord quelques propriétés élémentaires de @ et de IR\(Q.

» @ est dénombrable.

» IR\@ a la puissance du continu.

» @ et IR\Q sont séparables.

P @ et IR\Q sont de dimension zéro, donc totalement séparés (car séparés) et totalement
discontinus.

> @ et IR\Q sont nulle-part-localement-compacts. Autrement dit, toute partie compacte de
1'un de ces ensembles est d'intérieur vide.

» IR\Q est un 66 de IR (c'est-a-dire une intersection dénombrable d'cuverts de IR) . En

effet : IR\Q = n (RR\{x}).
xe@
Par suite, il existe une distance d sur IR\Q pour laquelle cet ensemble est complet ; on

dit qu'il est topologiquement complet (cf. chapitre 1 §5).

» IR\Q et @ sont des espaces métriques sans points isolés.

Les propriétés élémentaires ci-dessus suffisent & caractériser @ et IR \. Voyons comment.

Lemme 7 (Eberhart, 1977).— Soient X et Y deux espaces métriques séparables, topologiquement

complets, nulle-part-localement-compacts, et de dimension zéro. Soient D et E des sous-
espaces dénombrables denses de, respectivement, X et Y.
Alors, il existe un homéomorphisme h de X sur Y tel que h(D) = E.

LT

Notons que cet énoncé affirme plus que 1l'existence d'un homéomorphisme de X sur VY.

Démonstration.— comme pour les théorémes 1 et 6, on va construire une base de voisinages de X

et Y a partir de laquelle on construira h.

*
On va donc définir une suite (Ri) de recouvrements de X ayant, pour tout ieIN ,

ienv*
les propriétés suivantes :
a) Les éléments de Ri sont a la fois ouverts et fermés, de diamétre <1/i, et disjoints
deux a deux.
b) R, est infini dénombrable (7).
c) Si Ae€R,

i+1’
d) Tout B ERi contient une infinité d'éléments de Ri

il existe un unique B eRi tel que A cB.

+1° .

e) Si (Ai) est une suite décroissante de parties de X telles que, pour tout ielN ,
oo

Ai ERi, alors n Ai est un singleton.

i=1
e') Inversement, pour tout élément x de X, il existe une unique suite décroissante (Ai eRi)

d'intersection {x}.

On peut résumer les propriétés a) a c) en disant que (R,) est une suite strictement

*
i"ielN
de plus en plus fine de partitions infinies dénombrables de X par des ensembles ouverts et
fermés, de diamétre inférieur & 1/i pour la i-iéme partition. En outre, si 1l'on a muni X d'une
distance pour laquelle il est complet, la propriété e) découle de a) et du théoréme d'intersec-

tion de Cantor. Cela étant, on procéde ainsi pour la construction.

Supposons X muni d'une distance pour laquelle il est complet. Puisque X est complet sans
étre compact, il n'est pas précompact, et il existe € <1 tel que X n'admette pas de recouvre-

ment fini par des ouverts de diamétre <e. Soit (0,) un recouvrement de X par des ouverts-

1"ieI
fermés de diamétre <€ (c'est possible car X est de dimension zéro). Puisque X est un espace
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métrique séparable, il est de LindelSf et il existe un sous-recouvrement dénombrable extrait de
(oi)ieI , disons (Un)nem'

de la forme Un+1\(uouulu...uun) qui sont non vides. Posons Rl = {Vn, neN}, ol les V“ sont

les ensembles précédents. Chacun des éléments de Rl a les mémes propriétés que X, & savoir :

Soit Rl le recouvrement infini dénombrable formé par les ensembles

c'est un espace métrique non vide, séparable, complet, sans point isolé, nulle-part-localement-
compact, et de dimension zéro. On peut donc appliquer & chaque Vn la construction précédente,
qui fournit un recouvrement R'(n) ayant les mémes propriétés que Rl' mais ou les éléments du
recouvrement ont un diamétre <1/2. On pose : Rz = u R'(n). Par récurrence, on construit ain-

n€IN
si une suite (Rn) de recouvrements ayant les propriétés a) & e). Posons R = u *R .
neIN

Cela étant, soit {xo,xl,...] une numérotation des éléments de D. Pour tout VeR, soit
d(v) 1l'indice minimal des éléments de DANV: d(V) = min(ilxi €V}, l'application’ 4@ posséde la

propriété suivante :

f) Si n<m, et si Rn a3V DWGRm, on a d(v) sd(W), avec égalité si et seulement si xd(v)ew.

Effectuons la méme construction pour Y : on définit une suite (Sn)ne]N de recouvrements
de Y vérifiant les conditions a) & e) (aux notations prés). On pose $=u *5 . On numérote
{yl,yz,...} les éléments de E, et 1'on appelle e la fonction corresponggr]f:: a ada.

Afin de définir h, construisons par récurrence une suite (Hn)ne]N de bijections Rn -*Sn.

La construction obéit aux propriétés suivantes :

g) H est une fonction Rl +51.

compatible avec Hn

Supposons Hn construite. Alors, H est une bijection Rn“ +$n+1

n+1
au sens suivant :

h) Si Rn+1 >W CVeRn, alors H_

i) si Rn+1 Bwsxd(v)

+1 (W) CHn (v).

eVCRn, alors (W) €5n+1.

Yo (Hn (v)) € Hn+1

Les Hn fournissent une bijection H : R-+% définie par :

eR R =H = .

weR, veR (v) =H (V)

La condition h) montre que H est strictement croissante pour l'inclusion :
j) ¥V, V' €R, vcv' <> H(V) cH(V')

En outre, il découle des propriétés f) et i) que :

k) ¥vneIN, VVERn, ¥m 2n, w'eRm, xd(v)ev' = €H(V')

Yo (H(V))

Enfin, on définit 1l'homomorphisme h : X*>Y par :

VX eX, h(x) = n {H(v)lereRn}
n=1
eLe fait que h soit une bijection résulte de e), e') et de h).

e La continuité de h et de h_1 découle des propriétés a), c), d), e) et e').

e Montrons que h(D) = E. Soit xg €D. Puisque R est une base de la topologie (séparée) de X,

il existe V e¢R tel que xiev et Vn{xo’xi""xi—l} = @. Il existe ne€IN tel que VGRn.
Alors, si m2n, si WeRm, et si xiew, ona d(W) = i, et par suite, d'aprés k),

. ) = d'ou
ye(H(V)) €H(W). Mais, d'aprés i) et f), sous ces hypothéses, on a ye(H(w)) Yo HW))' o
[ : - ' CE.
l'on tire h(xi) ye(H(V)) , ce qui montre l'inclusion h(D) €E
-1
Inversement, soit Yj €E, et soit neIN tel que j = e(V), avec V €5n. Soit U =H (V).

D'aprés k), si m2n, si WeRm, et si X4y €W, on a vy €H(W). Par suite,

yj€ 0 {H(w)lweRm, x }.

€EW
m2n aw



110 ESPACES FONDAMENTAUX Chapitre 2

Comme cette intersection est un singleton (propriété e)) on a yj = h(xd(U))' ce qui montre 1'in-

clusion h(D) 2E, et achéve la démonstration. [@]

Theoréme 8 (Hausdonfg, 1937)
Caractenisation topologique des irrationnels

Tout espace métrique séparable, topologiquement complet, de dimension zéro, et nulle-part-Llo-

calement-compact est homéomorphe a 1'ensemble des nombres irrationnels.

C'est une conséquence immédiate du lemme 7.
*
* IN
En particulier, ndnq et N=W sont homéomorphes & 1'ensemble des nombres irration-

nels. Un homéomorphisme entre R\Q et N est fourni par les fractions continues.

Proposition 9 (Urysohn, 1925) — Tout espace métrique séparable de dimension zéro est homdomor-

phe d une partie de 1'ensemble de Cantor.

L]

Démonstration. soit (x;d) un tel espace. La méme démonstration que pour le lemme 7 montre que
X admet une base dénombrable (finie ou infinie) B = (Bn, neAcIN} par des ensembles & la

N
fois ouverts et fermés. On va montrer que X est homéomorphe a {0;1} .

Prenons Bn =P si neN\A, et soit x : x-»{o;l}]N l'application produit des fonctions
caractéristiques des Bn' L'application ¥ est continue car la finction caractéristique d'un
ensemble a la fois ouvert et fermé est continue. Montrons que y : x(X) »X est, elle aussi,
continue. Soit y = x(x), xe€X, un point de x(X). Soit € >0. Il existe neA tel que
X 6Bn<:B(x;e), ol B(x;e) est la boule ouverte de centre x et de rayon €. Soit U 1le voisi-
nage de y formé de points de X (X) dont la n-iéme coordonnée dans {0;1}]N est 1. Alors, si

z€eU, on a x-l(z) eBn, d'ou d(x—l(z);x-l(y)) = d(xwl(z);x) <eg, ce qui achéve la démonstration.

Notons qu'il découle du théoréme 8 et de la proposition 9 que IR\Q) est homéomorphe & une
partie de K3. I1 découle également de la proposition 9 que tout compact métrisable totalement

discontinu est homéomorphe & un fermé de K3. (Comparer avec le théoréme 14 du chapitre 3).

Théoréme 10 (Sienpinski, 1920)
Caracténisation topologique des nationnels
Tout espace métrique infini dénombrable sans point isolé est homéomorphe a 1'ensemble Q.

La démonstration utilise T5 (cf. §3), le théoréme 6, le lemme 7, la proposition 9, ainsi que 1le
théoréme 56 (d'Aleksandrov) du chapitre 1.

Démonstration. Soit X un tel espace. Il est clair que c'est un espace de dimension zéro.

D'aprés la proposition 9, et T5, X est homéomorphe & une partie Y de l'ensemble triadique de
Cantor, K3. L'adhérence Y de Y dans K3 est un compact totalement discontinu. Comme Y n'a
pas de point isolé, Y n'en a pas non plus. D'aprés T5 et le théoréme 6, Y est homéomorphe a
K3. On peut donc supposer que Y est une partie partout dense de K3. Soit E 1'ensemble (dé-

nombrable) des extrémités des intervalles IP q utilisés dans la construction de K3 (cf. § 3.1).
’
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Soit F une partie dénombrable partout dense de K3, disjointe de Y UE. Alors K3\F est un
espace métrique séparable de dimension zéro. En tant que G6 de K3, c'est un espace métrique
topologiquement complet. Enfin, c'est une partie partout dense de K3 dont le complémentaire
est aussi partout dense (on dit que c'est un ensemble frontiére) ; c'est donc un espace nulle-
part-localement-compact auquel on peut appliquer le lemme 7 : K3\F est homéomorphe & 1R\Q,

et les sous-ensembles dénombrables denses Y et E de K3\F sont homéomorphes. En prenant
X =@, on voit que @ est homéomorphe & E, ce qui montre le théoréme. [l

Remarque et contre-exemple 11-L'hypothése de métrisabilité du théorame 10 ne peut &tre omise.

en effet, il existe des espaces topologiques qui sont a la fois séparés, dénombrables, connexes
et localement connexes. En voici un exemple, dd a Rittler (1976).

Soit 6 un nombre irrationnel. On considére X=0 XQ:. Pour tout (aﬂ»zex, et tout € >0,
on désigne par T(a;b;e) et par R(a;b;e) 1'intérieur des triangles de IR" de sommets respec-
tifs A, B, C et A', B', ¢' de coordonnées : A(a-b/6;0), B(a-b/6+c;0), C(a-b/0+e/2;0¢€/2),
A' (a+b/6-€;0), B'(a+b/0;0), C' (a+b/6-€/2;0€/2) . On pose :

V(a;bje) = X n ({(a;b)} uT(a;b;e) UR(a;b;e))

On munit X de la topologie ol les V(a;bj;e) forment un systéme fondamental de voisinages de
(a;b). Comme 6 est un nombre irrationnel, 1l'intersection de X et des droites passant par
(a;b) et de pente 6 et -8 est réduite & (a;b). Il s'ensuit que la topologie de X est
séparée. En outre, il est clair que X est dénombrable.

La fermeture d'un voisinage de (a;b) de la forme V(a;b;e) est l'intersection de X avec
la réunion des quatre bandés dont les frontidres sont les 8 droites passant par A, A', B, B'

de pentes 6 et -6, et contenant 1'un des segments [A;B] ou [A';B'] (Voir figure).

T(a;b;e) R(a;b;e)

Figure 10

Ainsi, les fermetures de deux voisinages de la base ont toujours une intersection non vide :
l'espace X n'admet pas de déconnexion i 11 est connexe. Pour la méme raison, les V(a;b;e)
sont connexes, et X est localement connexe. Notons que X n'est pas régulier ; il n'est donc

pas métrisable. Il n'est pas non plus Tzé_.
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5. L'ENSEMBLE DES ORDINAUX DENOMBRABLES

5.}. RAPPELS SUR LES ENSEMBLES BIEN ORDONNES

Définition 6.— Soit E un ensemble. On dit qu'une relation d'ordre < sur E est un bon ordre,
ou que E est bien ordonné par < , si toute partie non vide de E posséde un plus petit élément.
On appelle alors segment initial toute partie S de E telle que tout &lément de E inférieur
4 un élément de S appartienne & S :

(vx €E) (Jy €S, x=3y) = xes.

P Soient x et ye€E. La partie {x;y} a un plus petit élément : une relation de bon ordre

est donc une relation d'ordre total.

» Soit S wun segment initial de E. Alors, ou bien § = E, ou bien il existe x €E tel que :
5§ = {y eEIy«;x, Yy # x}. En effet, si S # E, E\S est non vide et a un plus petit élément, x, qui
convient. Si S est un segment initial de E non €gal & E, on dit que S est un segment ini-

tial strict de E.

Proposition 12.— Soient (E,%) et (F,<) deux ensembles bien ordonnés, et ¢ une bijection

monotone de E sur un segment initial de F.
Alors, toute application injective croisgante Y : E+F vérifie : vx €E, ¢(x) < ¥(x).

Démonstration. Supposons par l'absurde qu'il existe xe€E tel que : ¥(x) S¢(x) et

Y(x) # ¢(x). (8). soit X le plus petit x ayant cette propriété. Alors ‘l‘(xo) n'appartient
pas a& 1l'image de ¢, car si yix,rona ¢(y) <¥(y) S‘Y(xo). Ceci contredit le fait que ¢ (E)
soit un segment initial de F. O]

Corallaire 13.— 57 s et T sont dews segments initiaux respectifs des deux ensembles bien
§ ordonnés (E;3) et (F;<), 71 Y a au plus une bijection croissante s -T.

Théoréme 14.—~ Comparaison des ensembles bien ondonnés.
g Sotent (E;<) et (F;S) deux ensembles bien ordonnés. Alors 1'une des trois assertions
exclusives suivantes est vraie :
g 1) Il existe une unique bijection eroissante E +F.

2) Il existe une unique bijection croissante de E sur un segment initial strict de F.
3) Il existe une unique bijection croissante de F sur un segment initial strict de E.

La démonstration utilise le corollaire 13.

Démonstration.
B Montrons pour commencer le caractére exclusif de ces trois assertions :
® On ne peut avoir simultanément 1 et 2, oul et 3. En effet, cela contredirait le corollaire 13.
® On ne peut avoir simultanément 2 et 3, car si ¢ (resp. ¥) était une bijection croissante
de E (resp. F) sur un segment initial strict de F (resp. E), Yo¢ serait une bijection crois-
sante de E sur un segment initial strict de E, ce qui contredirait encore le corollaire 13,

en raison de la bijection croissante IdE : EE.
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B Montrons & présent que l'une des trois assertions du théoréme est vraie.

Considérons l'ensemble S des segments initiaux S de E qui admettent une bijection

croissante de S sur un segment initial T de F.

® Soit agn Sa une union quelconque d'éléments de S. Soit, pour chaque a €a, ¢u la bijec-

tion croissante de Sa sur un segment initial de F. Il résulte du corollaire 13 que, pour tous
. = '

a,BeA, on a : ¢als ns ¢Blsu nSa ' de sorte qu'il existe une unique bijection croissante ¢

a
de U S, sur un segment initial v ¢u(sa) de F. Autrement dit, u S, €S.
Q€A aeA a€a

® Il y a deux possibilités :
- oubien E €S, et alors 1'une des assertions 1 ou 2 est vraie ;
- ou bien E £S. Considérons alors SgSS' D'aprés ce qui précéde, c'est un élément de S, aiffe-
rent de E. C'est donc un segment initial strict, du type S(x) = {y 6E|y-§x, y # x}, pour un
X €E. Soit ¢ la bijection croissante de S(x) sur un segment initial de ¥. On doit avoir
$(S(x)) = F (i.e. 1l'assertion 3). Autrement, ¢(S(x)) serait un segment initial strict de F, de
la forme T(z) = {teF|t<z ; t # z}. On pourrait alors prolonger ¢ & S(x) U{x} par :
¢(x) = 2z, ce qui contredirait la définition de S(x).

Corollaire 15.— Pour toute partie F d'un ensemble bien ordonné (E,3) <l existe une unique

bijection croissante de F sur un segment initial de E.

i

Corollaire 16.— S¢ S est un segment initial strict d'un ensemble bien ordonné (E,3), 71

n'existe pas de bijection croissante de s sur E.

o
N

LES ORDINAUX

Les ordinaux constituent une classe particuliére d'ensembles ‘bien ordonnés telle que, si E
est un ensemble bien ordonné, il existe un unique ordinal (membre de cette classe) auquel E

est isomorphe (i.e. il existe une bijection croissante de E sur cet ordinal).

Définition 7.— on dit qu'un .ensemble o est un ordinal si la relation d'inclusion est une rela-
tion de bon ordre dans a telle que, pour tout élément x de a, le segment initial S(x) deé-

fini par x soit égal & x.

Autrement dit, un ordinal a est un ensemble bien ordonné par la relation € et tel que,

si xe€a, alors x ca. Les premiers ordinaux s'écrivent :

8, 18}, (8:(8}}, (2:{8);{8:(p}}}, {9i (2} (8:(8))}: {0: (8); (8: (@) )))

Voici quelques propriétés élémentaires des ordinaux :
(01) E St o est un ordinal, les segments initiaux stricts de o ne sont autres que les &lé-
§ ments de a.
En effet, par définition, les éléments de a sont des segments initiaux. Réciproquement, si
S est un segment initial strict de o, il existe un unique x€a tel que S = S(x). Puisque o
est un ordinal, S(x) = x, et par suite S = x.
(02) _=5_ Les segments initiaux d'un ordinal o sont encore des ordinauz.



114 ESPACES FONDAMENTAUX Chapitre 2

Autrement dit, tout élément d'un ordinal est un ordinal. De plus, si o est un ordinal non

vide, on a @ca, et Pea est le plus petit élément de «a.

Notons On la classe des ordinaux. Pour tout couple (a;B) d'ordinaux, on pose a <B si

a €B. Alors,

A

(03) est une relation d'ordre total sur OM.

Autrement dit, si a et B sont deux ordinaux, on a ac<Bf ou B cCa. En effet, considérons
Y=0anNB., Si €y, ona S§ea et 8 €B, et si €€6, on a aussi € €a et € e€B. Ainsi, Yy est
un segment initial de o, et un segment initial de B. D'aprés 01, on a Y =a ou yea, et de
méme pour B. Si y = a = B, c'est terminé. Si vy = a et YeB, on a a €B, d'od a <B. De méme, si

Y =B et ye€a, alors B cq. Enfin, le cas oll Yy €a et y €B est a exclure, car il implique yey, ce
qui est contradictoire.

(04) S est une relation de bon ordre sur ON.

Autrement dit, si E est un ensemble non vide d'ordinaux, E a un pius petit élément pour
la relation <. Montrons-le.

Soit o €E. On pose A = aNE = {x|xe€a et xeE}. Si A = ¥, o est le plus petit &lément
de E, d'aprés (03). si A #¢, il existe aca tel que aex ou a=x pour chaque xeA. On
adonc aceE et acx pour chaque xe€ANE. Comme acqg et que o ¢y pour chaque y ¢E\ (a nE),

on a également acy pour chague y e€E\{o nE), de sorte que a est le plus petit &lément de E.

Joint au théoréme 14, la propriété (04) permet d'énoncer :

Proposition 17.— Sozent a,B deux ordinaux. Alors o =B ou Bea ou a e€B, et ces trois cas

s'excluent 1'un 1'autre.

i

(05) La classe On des ordinaux ne constitue pas un ensemble.

T

En effet, supposons par 1'absurde que Ofn soit un ensemble, A. Alors, A serait un ensemble
bien ordonné par la relation €, et tout €lément de A serait un ordinal. L'ensemble A serait
donc lui-méme un ordinal et vérifierait A €A, ce qui est impossible d'aprés la proposition
17. (9).

(06)

o est un ordinal, le plus petit ordinal strictement supérieur d o est a u{a).

i
[%2)
0

En effet, il est clair que au{a} est un ordinal strictement supérieur & o. De plus, si B8

est un ordinal strictement supérieur & a, ona ac B, et a €B, donc au{a} cB.
Définition 8.— on dit que o u{a} est le 8uccesseur de o, et 1'on pose : a U{a} = a+l.

S E est un ensemble d'ordinaux, il existe wn ordinal plus grand que tous les éléments

de E.

(07)

Soit a un tel ordinal. Alors, puisque o est bien ordonné, 1'ensemble des Bca tels que
B soit plus grand que tous les éléments de E a un plus petit élément, Y+ qui est la borne

supérieure de E. En fait, y = 5 UEG. Il est facile de voir que y est bien un ordinal. Comme
€
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pour chaque 6 €E, on a § €y, la relation § <y est vraie. Enfin, éi € est un ordinal 2 §,

pour tout § €E, ona §ce pour tout 6§ €E, donc GgEG Ce.

(08)

Toute suite déeroissante d'ordinaux est asymptotiquement comstante.

Autrement dit, si a Zal Zazz... est une suite décroissante d'ordinaux, il existe un entier

o
N tel que, pour tout entier n 2N, on ait : un = aN. En effet, soit a un ordinal zuo,
a # ag: Comme o est bien ordonné, 1'ensemble {anln €N} a un plus petit &élément, oye Alors,
ur to 2 : = .
pour tout n 2N, on a un a"

Théoréme 18.— Soit E un ensemble bien ordomné. Alors il existe un unique ordinal « <isomorphe

.

a E.

La démonstration utilise les énoncés 13, 14, 17, ainsi que les propriétés 04 et 07.

Démonstration.
B Unicité : Soient o et B deux ordinaux isomorphes & E, et f : E+a, g : E*B les iso-
_1 .
morphismes (uniques d'aprés le théoréme 14) correspondants. Alors gof est un isomorphisme

a +B, et, d'aprés la proposition 17, a = B.

B Existence : Soit S 1'ensemble des sections initiales de E isomorphes & des ordinaux.
D'aprés la structure des segments initiaux, les éléments de S sont de la forme E ou

S(x) = {y€E, y<x et y # x}. On veut montrer E €S. Supposons donc, par l'absurde, E ¢S.

Soit S 1l'ensemble des x tels que S(x) €S.

®Alors, S est un segment initial de E. En effet, soient X€S, y<x et 4>x 1'isomorphisme
S(x) *a(x) ol a(x) est un ordinal. Alors S(y) €s(x), et ¢x(s (y)) est un segment initial
de a(x), donc un ordinal, al(y), avec a(y) <a(x). En outre, a(y) est isomorphe a S(y), et
donc y e€S. Il résulte alors du corollaire 13 que : ¢y = ¢xls " Considérons l'ensemble des
ordinaux de la forme a(x), x€S. D'aprés 07 et 04, cet ensemble d'ordinaux admet une borne su-
périeure, qui est un ordinal, B. L'application S-+B, x%a(x) est un isomorphisme de S

sur B.

®Puisqu'on a supposé E €S, S est un segment initial strict de E. Il existe x €E tel que
§ = S(x). Mais alors, puisque S est isomorphe & B, S(x) 1l'est aussi, et donc x €S, c'est-
d-dire x €S(x), ce qui contredit la définition de S(x).

Cela achéve la démonstration.

Puisque tout ordinal contient @, @ est le plus petit ordinal. On le note O. L'ordinal

suivant est {@}, noté 1. Ensuite viennent {@;{@}},{@;{(8};{@;{@})})},(p;{8};(2;:(p})};(2;{8);{(d;
{#}}}} notés respectivement 2, 3 et 4.

L'axiome de 1'infini assure de l'existence d'ensembles infinis, donc d'ordinaux infinis.

Ainsi, on pose : w = Uma le premier ordinal infini (10). cet ordinal a un successeur, w+l,
ae

qui a lui-méme un successeur, w+2. On peut poursuivre, et 1'on pose : w+n = w+w = w.2 On

u
nelN
obtient ainsi la suite des premiers ordinaux :
0,1,2,3,...,n,n+1,...,w,m+1,w+2,...,m+n,...,w.2,m.2+l,... Cela permet de voir qu'il y a deux

types d'ordinaux :
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- Ceux qui sont de la forme a+l, ot a est un ordinal ; on dit que ce sont des ordinaux suc-
cesseurs.

- Ceux qui sont de la forme B = g @, sans étre de la forme B = o+l. De tels ordinaux sont
aprelés ordinaux limites. a<b

Nous utiliserons désormais les notations classiques des intervalles, pour les ordinaux.

5.3. L'ARITHMETIQUE DES ORDINAUX (G. LELIEVRE)

On peut définir les opérations arithmétiques sur les ordinaux (addition, multiplication,
exponentiation) ou bien de fagon implicite, par récurrence transfinie (en appliquant le théo-
réme de définition par récurrence transfinie), ou bien directement, en spécifiant explicitement
un ensemble bien ordonné associé & chacune de ces opérations, et l'unique ordinal qui lui est
isomorphe (d'aprés le théoréme 18). Selon la nature du probléme posé, il est avantageux d'appli-
quer l'une ou l'autre définition, les définitions récurrentes pour les propriétés générales de

l'arithmétique des ordinaux, la construction d'un bon ordre pour les exemples particuliers.

5.3.1. Définition des opérations arithmétiques sur les ordinaux par récurrence transfinie.

Les régles récurrentes qui définissent implicitement les opérations arithmétiques sur les or-
dinaux comportent trois clauses : 1'une pour 1l'élément initial, O, une autre pour les ordinaux
successeurs, et la troisiéme pour les ordinaux limites ; cette derniére clause exprime la conti-

nuité des opérations arithmétiques en la variable sur laquelle porte la récurrence.

> Addition ordinale

L'addition ordinale (a;B) »a+B est définie par récurrence sur B :

(i) a+0 = a
(1i) o+ (B+1) = (a+B)+1

(iii) Si n est un ordinal limite, o+n = U (a+p)
u<n

» Multiplication, ou produit ordinal
Le produit ordinal (a;B) »a.B (noté aussi aB) est d&fini par récurrence sur B :
(i) a.O =0
(ii) a. (B+1) = a.B+a

(iii) Si n est un ordinal limite, a.n = u (a.p)
u<n

> Exponentiation ordinale

L'exponentiation ordinale aB est définie par récurrence sur B :

(1) o° =1

(B+1) B

(ii) o =a .a '
(1ii) Si n est un ordinal limite, a" = u oV,
H<n
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5.3.2. Bons ordres associés aux opérations arithmétiques sur les ordinaux.

» Addition : si o« et B sont des ordinaux, od la relation de bon ordre sur o et B est

notée <, on définit sur l'ensemble (a x{0}) U (B x{1}) 1le bon ordre suivant, appelé ordre le-
micognaphique d droite, et noté également <

((x;y) < (x';y')) <= (y<y' ou(y=y' et x<x'))

L'ordinal a+B est 1'unique ordinal isomorphe & ce bon ordre (d'aprés le théoréme 18). L'or-
dinal a+B est donc 1l'ordinal associé a la réunion disjointe de a et de B, i.e. au bon ordre
obtenu en disposant l'ordre associé a B8 aprés l'ordre associé & a. Le bon ordre de a+B

peut étre représenté ainsi : = 7; (tous les éléments de a précédent chacun des éléments de
B —

B), ou ainsi : o —

De fagon générale, si ( est une suite d'ordinaux indexée par l'ordinal B, la somme

%) ien
igsai est l'unique ordinal isomorphe & la réunion disjointe 153‘“1 x{i}) munie de 1'ordre le-
xicographique & droite, appelé aussi ordre par derniére différence. Le bon ordre de igsai est

obtenu en disposant les uns aprés les autres les ordres de oy suivant l'ordre de B. On peut le

représenter ainsi :

> — _>-- —_— e o0
ai(ieB)

ou ainsi :

ieB

> Produit (multiplication)

Si a et B sont des ordinaux, l'ordinal o.B wst 1'unique ordinal isomorphe 3 1l'ensemble
'SB(Q x{i}) muni de 1'ordre lexicographique a droite : ((x;y) < (x';y')) < (y<y' ou (y =y’
i

et x<x')). Le bon ordre de o.B est obtenu en disposant B copies de l'ordre associé a o

selon l'ordre associé & B. On peut le représenter ainsi :

--------

On voit donc que, comme dans 1'arithmétique des entiers, le produit ordinal se raméne & 1'addi-

tion ordinale itérée.

De fagon générale, si (ai)ieB est une suite d'ordinaux indexée par 1'ordinal B, on défi-
nit le produit n o, comme étant 1'ensemble des applications f : B~+iusai telles que
ieg €

f(y) = 0 sauf pour un nombre fini de Y<B ou f£f(y) eay. On le munit du bon ordre suivant (or-
dre lexicographique & droite)
(f<g) <= (8Ivr (8 <y <B = £(y) =g(y)) et £(8) <£(y)1)
Autrement dit, £ <g si f a une valeur inférieure & celle de g sur le plus grand argument
pour lequel f et g différent. Le produit igsui est 1'unique ordinal isomorphe & ce bon or-
dre (en vertu du théoréme 18).
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> Exponentiation

Si a et B sont des ordinaux, on considére 1'ensemble 123“1 ol ai = a pour tout ieB,
I.e. l'ensemble des applications f de B dans o telle que f£f(y) = O sauf pour un nombre
fini de vy <B. On le munit du bon ordre suivant :

(f<g) <> (y[Ws(y <6 <B = £(8) =g(8)) et £(y) <g(y) ]

Le bon ordre adopté ici est encore 1'ordre lexicographique & droite des suites de longueur B
d'éléments de o dont les composantes sont nulles sauf pour un nombre fini d'entre elles. On
peut encore regarder cet ordre comme celui des polynémes & B indéterminées et a coefficients
dans a.

L'exponentiation aB est l'unique ordinal isomorphe & ce bon ordre (en vertu du théoréme
18). On voit ici encore que, comme dans l'arithmétique des entiers, 1'exponentiation ordinale se

raméne & l'itération du produit ordinal.

5.3.3. Les cardinaux et leur arithmétique

Par abus d'écriture, on note usuellement de la méme fagon les opérations arithmétiques sur
les ordinaux et les cardinaux, bien que les opérations soient totalement différentes, selon

qu'on les applique aux ordinaux ou aux cardinaux infinis.

On appelle ordinal initial tout ordinal qui n'est pas équipotent & un ordinal plus petit.
Lorsqu'on dispose de l'axiome du choix, on définit le cardinal d'un ensemble X, que l'on note
card(X) ou ;, comme le plus petit ordinal é&quipotent & X. C'est 1'ordinal initial équipotent
a Xx.

Cela étant, mentionnons rapidement les opérations arithmétiques sur les cardinaux, afin de
faire ressortir la différence entre 1'arithmétique transfinie des ordinaux et celle des cardi-
naux. Si R et V¥ sont des cardinaux, la somme k+V est le cardinal de la réunion disjointe
(R x{o}h) u(k x{1}) ; le produit k.v est le cardinal de 1'ensemble produit k xv, et 1'expo-
nentiation kv est le cardinal de l'ensemble de toutes les applications de V¥ dans k.

si (k,)

i’ier
dinal de l'ensemble iu (h x{i}), c'est-a-dire le cardinal de la réunion disjointe des ki i le
I

est une famille de cardinaux, la somme de la famille, notée z ki’ est le car-

produit de la famille, notée iglki » est le cardinal du produit cartésien i?&ki de cette fa-
mille.

La propriété caractéristique de la relation fonctionnelle card est utilisée fréquemment dans
les problémes sur les cardinaux : card(X) = card(Y) si et seulement s'il existe une bijection
de X sur Y. Ainsi, tous les ordinaux qui seront étudiés au §5.4 sont dénombrables : ils ont
pour cardinalité le premier cardinal infini. Si x est un ensemble infini, on note
N(x) = {a]a <x}, 1lu "aleph de x", la collection de tous les ordinaux équipotents a une partie
de x. On démontre que N(x) est un ordinal initial, donc un cardinal. De plus, on a, pour tout
ordinal a, o eNa, i.e. a< Na' Par le théoréme de SChréger—Bernstein (deux ensembles x et vy
sont équipotents ssi x <y et y=s<x), Na est le plus petit cardinal strictement supérieur & a.

Nous nouvons donc définir la suite transfinie (Na) des cardinaux transfinis par récurrence

aedn

R =g
o

Na+1 = N(Na)

Si n est un ordinal limite, R = U N .
N a<n o
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Cette suite est strictement croissante : a < = Na <NB. Etant donné notre définition des
cardinaux, on note indifféremment w, ou Na le (a+1)-iéme ordinal initial (= cardinal) trans-
fini, bien qu'il soit commode, pour éviter les confusions, d'utiliser w, pour les opérations
ordinales, et Na pour les opérations cardinales. La fonction R : u'*Na établit un isomor-
phisme de On sur la classe CN' de tous les cardinaux infinis (qui est bien ordonnée), ce qui

prouve que la classe €n de tous les cardinaux n'est pas un ensemble.

5.3.4. Comparaison de 1'arithmétique des ordinaux et de 1'arithmétique des cardinaux.

Les exemples suivants montrent que 1l'arithmétique transfinie des ordinaux et celle des cardi-
naux sont complétement différentes : pour tout entier n, on a wtn >w, mais No+n = No'

. n , n
w.n>w, mais K .n=NX, w >w, mais N =X .
o o o ()

Nous pouvons maintenant nous demander si la fonction card, qui & un ensemble A associe son
cardinal card(A), réalise un homomorphisme de la classe des ordinaux dans celle des cardinaux
pour les opérations arithmétiques respectives. On a bien card(a+B) = card(a)+card(B), et
card(a.B) = card(a).card(B). En revanche, sauf si B =0, ou si a<O ousi o et B sont

finis, on a card(as) # (card(u))card(e), et plus précisément, card(aB) = max (card(a) ;card(B)) .

Revenons sur la différence entre 1'exponentiation ordinale et l'exponentiation cardinale.
L'exponentiation kY de deux cardinaux k et est le cardinal de 1l'ensemble de toutes les
applications de V¥ dans R, i.e. de 1l'ensemble de toutes les suites de longueur V (autrement
dit indexées par V) d'éléments de Kk, tandis que 1'exponentiation aB de deux ordinaux a et
B est l'ordinal isomorphe au bon ordre (ordre lexicographique & droite) défini sur 1'ensemble
des applications de B dans & qui n'ont de valeurs non nulles que pour un nombre fini d'élé-
ments de B, i.e. sur l'ensemble des suites de longueur B d'éléments de -a dont les compo-
santes sont nulles sauf un nombre fini d'entre elles. On retrouve en algébre cette différence

entre l'exponentiation ordinale et 1'exponentiation cardinale, par exemple dans celle des poly-

]

némes algébriques et des séries formelles, ou dans celle du produit faible d'algébres et du pro
R
duit d'algébres. Ainsi, le continu, 2 ©, est le cardinal (non dénombrable) de 1l'ensemble de tou

1

tes les parties de No' c'est-a~-dire le cardinal de toutes les suites infinies de O et de 1,
' R

tandis que 1'ordinal Y a pour cardinal celui de l'ensemble des parties finies de 2 ©, i.e.

celui de l'ensemble des suites infinies de O et de 1, dont un nombre fini de composantes

sont 1. Par conséquent card(2w) = No.

Mais, se demandera-t-on, peut-&tre n'avons-nous pas donné la bonne définition de 1'exponen-
tiation ordinale et serait-il possible de définir une exponentiation ordinale qui vérifie :
card(aB) = (card(a))card(s) ? Si tel était le cas, l'existence d'un bon ordre sur P (IR)
serait conséquence de ZF (Zermelo-Frenekel, voir 1l'appendice), et l'existence d'un bon ordre
définissable sur IR serait conséquence de ZF+AC. (On dit qu'un ensemble a est définissable
s'il existe une formule ¢(x), sans autre variables libres que x, telle que a = {x|¢(x)}). Oor
P.J. Cohen a démontré en 1963 qu&on ne peut pas démontrer dans ZF qu'il existe un bon ordre sur

les ensembles de cardinalité 22 ©

(coome P(IR)) . Si 1'on postule 1l'axiome du choix, on peut
bien entendu prouver (dans ZF+AC) 1'existence d'un bon ordre sur P(IR) . Mais S. Feferman a dé-
montré en 1965 qu'on ne peut pas démontrer dans ZFC qu'il existe un bon ordre définissable sur

P(w), et a fortiori sur P(R) .
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5.4. L'ENSEMBLE @ DES ORDINAUX DENOMBRABLES

5.4.1. Définition.

Revenons sur la suite des premiers ordinaux. On peut la développer :
3

2 2
0,1,2,... 0,01, .. 00 = W.2,we241, 0, w3, WD, W0 =W FIARE S I Y L N

n w
e @ pee e g

En continuant ainsi, on obtient toujours des ordinaux dénombrables, c'est-a-dire qui peuvent
atre mis en bijection avec une partie de w. Pourtant, le théoréme de Cantor affirme que le car-
dinal de P(w) est strictement plus grand que celui de IN. En outre, d'aprés le théoréme de
Zermelo, équivalent & 1'axiome du choix, P(w) peut étre muni d'un bon ordre, de sorte qu'il
existe un ordinal B, isomorphe & P(w) bien ordonné, strictement supérieur 3 tous les ordinaux
dénombrables. Dans B8, 1'ensemble des ordinaux non dénombrables admet un plus petit élément, R,
qui est 1'ensemble des ordinaux dénombrables. On appelle donc & le premier ordinal non dénom-

prable. C'est un ordinal initial, donc un cardinal : Q= Nl.

5.4.2. Propriétés algébriques de Q.

Théoréme 19.— Toute partie dénombrable de [0;9[ a une borme supérieure dans [o;qfl.

Démonstration. Soit A une partie dénombrable de Q. Soit B = U a. D'aprés (06), B est la
borne supérieure des &léments de A, et comme union dénombrable d'ensembles dénombrables, c'est
un ordinal dénombrable. Cet ensemble ne peut &tre égal a qui n'est pas démombrable. C'est
donc un élément de [0;[. @

5.4.3. Topologie de €.

on définit que [0;9] une topologie dont une base est formée des intervalles du type
jo;B81, Jla;Bl = {x|a <x <B}, avec a,B ¢ [0;Q]. Une base de la trace de cette topologie sur
[0;f est formée des intervalles du type Ja;B] = Ja;B+1il. La topologie obtenue est engendrée
par les ensembles de la forme {x|x >a} ou {x|x <B}. Un intervalle de la forme [u;B[  est ou-

vert si et seulement si o =0 ou si a est un ordinal successeur.

voici les principales propriétés de cette topologie.

(u1) [0;92] est séparé.

effet, si o est B sont deux ordinaux tels que a <B, [0;a+1[ et [a+1;2] sont des

m
=]

voisinages disjoints de o et B.

unst

{v2) [0;0] est compact.

soit (U); ; un recouvrement de [0;Q] par des ouverts. Comme les intervalles de la forme
la; 8] forment une base de la topologie, définissons une application ¢ : Jo;1+l0;0] en asso-

ciant a chaque o € 10;Q] un ordinal $(a) <a tel que 16 (a) ;0] soit un ouvert inclus dans 1'un
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des Ui' Itérons l'application ¢, et posons a, = Q, o, = (), a, = ¢2 (2),... On obtient une
suite décroissante d'ordinaux qui est donc asymptotiquement constante, d'aprés (07). Il existe

Ne€IN tel que aN = aN+1. Si aN # 0, ¢(uN) <0N. On a donc aN = 0, et par suite,
N
U

S %ai;ai—l] = Jo;Q]. Soit, pour chaque i, 1<i<N, j; un élémgnt de I tel que ]ai;mi__I]CU_ ’
et soit Uy un élément de {Uili €I} contenant O. Alors ki-’o“jk = [0;], ce qui achave ~ %

o
de montrer la compacité de [0;9].

(U3) [o;a[ n'est ni compact, ni paracompact.

e
(1]

recouvrement [0;al n'a en effet pas de sous-recouvrement fini, ni de recouvre-

U
ae Jo,l
ment plus fin localement fini (méme démonstration que pour U2). En particulier, [0;Q[ n'est

pas métrisable. En outre, [0;2] ne l'est pas, car sinon [0;9[ 1le serait.

(U4)

Toute fonction continue [0;Q[ +IR, est asymptotiquement constante.

I

[

en est donc de méme de toute fonction continue [0;Q]-+IR. Montrons la premiére asser-

tion. Soit £ wune fonction continue [0;9[ +IR. Soit p e IN. Posons ag p = 0, et supposons
’

que l'on puisse construire par récurrence une suite (a ) d'ordinaux telle que :

n,p nelN
(un,p) >c‘n—l,p n-1,p

et If(an P) ~-f(a ) | >:;—. La suite (a_ ) serait convergente vers un
’
ordinal BP. La continuité de f en Bp emp&cherait la fonction d'osciller de plus de %

n,p nelN

au voisinage de B _. Donc, la construction d'une telle suite est impossible, et il existe

1
tel que f(a)-£ )| <= ur tout a >y . Considérons la suite ) et soit
Yp que |£@)-£(v )| <5 po Yp- Con ) pem *

§ = gmyp la borne supérieure de cette suite (définition des ordinaux et (06)). Aalors, pour
p
tout a >§, on a |f(a)—f(6)| <§- ¢ pour tout p, et par suite f(a) = £(§).

(US) [0:9] n'est pas d base dénombrable.

]
3

effet, le point 9 n'a pas de base de voisinages dénombrable.

(U6)

¥¢ [0;9] ni [0;Q0 ne sont séparables.

E

=)

effet, si (xn)ne]N est une suite de [0;R[, elle est bornée, donc incluse dans [0;81,
avec B <@, et l'intervalle [B+1;2[ ne contient aucun point de la suite qui ne peut donc étre

dense. Il s'ensuit que ni [0;2], ni [0;Q[ ne sont & base dénombrable.

Dans [0;Q[, tout point admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages.

—_
(==
~

~

LT
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EXERCICES DU CHAPITRE 2

1. DIFFERENTES DEFINITIONS DE LA CONNEXITE

Soit X un espace topologique. Montrer l'équivalence des assertions suivantes :

a) X contient une partie propre & la fois ouverte et fermée.
b) JA,BcX, A#@®, B#®, X =AuB, AnB =@ =AnB.

c) Il existe une fonction continue surjective X-{0;1}.

2. CONNEXITE DE IR, DES INTERVALLES ; DIFFERENTES DEMONSTRATIONS

a) Sachant que [0;1] est compact, montrer que [0;1] est bien enchainé, et en déduire que [0;1] est

connexe.
b) On suppose connues la propriété de la borne supérieure, et la propriété de la borne inférieure. En

supposant que IR ne soit pas connexe, considérer une partie propre A de IR A la fois ouverte et fer-

mée, un point x e IR\A, et les ensembles B = [x;+o[ nA (ou B = ]-«;x]), et C = inf B (ou C = sup B) pour

aboutir & une contradiction.

3. POINTS DE COUPURE DES CONTINUS METRISABLES

Soit X ﬁn continu métrisable non réduit & un point.

a) On suppose que X n'a pas plus d'un point qui ne soit pas un point de coupure. En s'inspirant de la
démonstration du théoréme 3, montrer que cela n'est pas possible.

b) En déduire que, dans tout continu métrisable non réduit & un point, il y a au moins deux points qui

ne sont pas des points de coupure.

4. CHIFFRES HOMEOMORPHES
on considére les dix chiffres : ( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 comme des parties du plan.

a) Quels sont les chiffres homéomorphes ?

b) On regroupe ces chiffres en classes disjointes de chiffres homéomorphes. En comptant les points de

coupure, expliquer pourquoi les éléments des différentes classes ne sont pas homéomorphes.

*5. COURBES OUVERTES, SIMPLES FERMEES, RAYONS

Soit X un espace métrisable localement compact, connexe et non réduit a un point.

a) On suppose que, pour toute partie connexe Y de X, X\Y est connexe. Montrer qu'il n'existe pas de
partie connexe 2 de X, non réduite & un point et telle que : 2 c(X\Z). En déduire que X est une courbe
simple fermée (on pourra admettre, pour simplifier, que X est connexe par arcs simples. Voir chapitre sui-
vant) (Caractérisation de Kline des courbes simples fermées, 1924).

b) On suppose que X est déconnecté par tout point x eX avec une déconnexion de la forme x\{x}=xluX2,
ou Xl et X2 sont connexes. Montrer que X est homéomorphe & un intervalle ouvert de IR. On dit alors
que X est une courbe ouverte. (Caractérisation de Moore des courbes ouvertes, 1916).

c) On suppose que X n'est pas compact, et que, pour toute partie connexe Y cX non relativement com-
pacte, et distincte de X, X\Y est connexe. Montrer, en utilisant les résultats des questions a) et b),
et les théorémes 1 et 4 que X est nécessairement de 1l'une des trois formes suivantes :

i) Une courbe simple ouverte, c'est-a~dire un espace homéomorphe a un intervalle ouvert de IR.

ii) Un rayon, c'est-a-dire un espace homéomorphe & un intervalle semi-ouvert de IR.

1ii) Un espace homéomorphe & la réunion, dans IR2, du cercle de centre O et de rayon 1, et de l'inter-
valle [(1;0);(2;0)[. '

d) On appelle point de connexité de X tout point x tel que, si Y est une partie connexe de X con-
tenant x, X\Y soit connexe. On suppose que X contient un point de connexité. Montrer qu'alors, ou bien
X est une courbe simple fermée, ou bien X est un rayon, ou bien X est un arc simple, ou bien X est
homéomorphe a la réunion, dans ]R2, du cercle de centre (0;0) et de rayon 1, et du segment fermé

[ (1;0); (2;0) 1. .
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En déduire de nouvelles caractérisations des arcs simples, des courbes simples fermées, et des rayons.

(Caractérisations de Zarankiewicz, 1924).

e) Dans n3 , on considére l'ensemble X constitué de la réunion de 1'axe x = O, du segment d'équation
(x = 1, 0sys1), et des graphes des fonctions Jo;1] + R, x»-)l; sin i—, et xwi+ % sin %

Montrer que, pour toute partie connexe bornée Y cX, 1'ensemble X \Y est connexe. (Comparer avec la

question c).

6. ESPACES TOTALEMENT DISCONTINUS

Soit X un espace métrique.

a) Montrer 1'équivalence des deux assertions suivantes :
(1) Pour tout x e X, la composante connexe de X est égale & {x}.
(ii) Pour tout (x;y) exz\A, i1 existe une déconnexion de X de la forme X = AuB, avec x¢€A et yeB.
b) On suppose & présent XcIR, et 1l'on désigne par A la mesure de Lebesgue. Montrer que, si A (X) = O,
alors X est totalement discontinu. La réciproque est-elle vraie ? Une partie de IR d'intérieur vide

est-elle totalement discontinue ?

7. INTERIEUR DE K3

Quel est l'intérieur de K3 considéré comme partie des ensembles suivants ?

a) Ensemble des réels de [0;1] dont le développement triadique comporte zéro ou une fois le chiffre 1.

b) Ensemble des réels de [0;1] dont le développement triadique comporte zéro ou une fois le chiffre 1,
et tels que, si leur développement triadique comporte une fois le chiffre 1, ce dernier est le n-iéme chif-
fre du développement, ol n est impair.

c) L'ensemble obtenu par le procédé du "tiers médian" en enlevant a chaque étape le tiers médian, sauf

son milieu.

8. MESURE DE LEBESGUE D'UNE VARIANTE DE L'ENSEMBLE DE CANTOR

Quelle est la mesure de Lebesgue de 1'ensemble de Cantor constitué de nombres transcendants du § 3.4.2 ?

9. TEEPEE DE CANTOR

Montrer que le Teepee de Cantor X défini en 3.6.2 est connexe.

10. ESPACES METRIQUES COMPACTS TOTALEMENT DISCONTINUS

Montrer qu'un espace métrique compact est de dimension zéro si et seulement s'il est totalement discon-

tinu.

11. REUNIONS D'ENSEMBLES DE DIMENSION ZERO

a) Soit X un espace métrique complet. Montrer qu'une réunion dénombrable de fermés de X de dimension

zéro est de dimension zéro.
b) Pour tout x € K3, on pose K3(x) = {y+x;y € K3}. A 1'aide de ces ensembles, montrer que la réunion des
membres d'une famille de fermés de dimension zéro indexée par un ensemble de dimension zéro n'est pas for-

cément de dimension zéro.

12. REUNION DE FERMES TOTALEMENT DISCONTINUS
Soient X 1'ensemble des rationnels dyadiques, Y = @\X, et 2z 1l'ensemble IR\@ . On définit sur 1l'en-
semble E des nombres réels (}!) une topologie, plus fine que la topologie usuelle, en appelant ouverts de

E les ensembles suivants :
o X, Y.
e Les parties de X (resp. Y) qui sont des ouverts relatifs de X (resp. Y) pour la topologie usuelle.
e Les ensembles de la forme {z} u{xexuy||x-z| <e} avec zez et e>oO.
a) Montrer que X et Y sont des sous-espaces totalement discontinus de E, et que 2 est un sous-

[
espace discret.
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b)
c)

d)

ESPACES FONDAMENTAUX Chapitre 2

Montrer que ENX et ENY sont des fermés totalement discontinus de E.
Montrer que E est connexe.

En déduire que si un espace E est la réunion de deux sous-espaces fermés totalement discontinus,

non seulement E n'est pas forcément totalement discontinu, mais il peut &tre connexe.

13. ESPACES COMPACTS DENOMBRABLES

a)

b) Un espace métrisable compact et de cardinalité dénombrable a-t-il nécessairement des points isolés ?

Montrer que tout espace compact dénombrable est métrisable.

14. Qnl0;11 EST HOMEOMORPHE A @ n10;1L

a) Déduire du théoréme 10 que @ n]o;1[ est homéomorphe & @nlo0;1].
b) Soit a un nombre irrationnel de Jo;1[. Soit (rn)nélN une suite strictement croissante de ration-
nels de 10;1l dont -l-ig- est la limite. On définit une application £, de ®nl[0;1] vers @nlo;1[ par

£ (0) =%

£ =5 - 2T s a2 e a2, kem
f(t) = % + 2k_1t si 01.2-2](—l <t <u.2_2k , k em”
f(t) = % —t-rk_l—rk si 1—}9— —rk <t <1:—°' -rk-—l . ke ]N*
£(t) =t si 1%-9-<r_s%

f(t) = 1-£(1-t) si %—<t <1,

Montrer que £ est un homéomorphisme @ nl[0;1]-+@nlo;1l.

c)

phisme

Montrer de méme que @ nf0;1] et @nl[0;1[ sont homéomorphes. Construire explicitement un homéomor-

entre ces deux espaces.

15. UNE PARTITION DES IRRATIONNELS

a)

b)

Soit D wune partie dénombrable de IR\{@. Montrer que IR\(@\D est homéomorphe & IR\Q.

Soient I un intervalle ouvert de IR, U un 65 de I dense dans I, et V une partie dense de

1 homéomorphe & IR\(Q. Montrer que U et V ne sont pas disjoints.

c)

Soit C un Gd dense de IR, de mesure O. Soit I wun intervalle ouvert de IR. Montrer qu'il

existe une partie dénombrable de CnI, notée E, telle que (C\E) NI soit homéomorphe & IR\{Q.

d)

On considére les ensembles C et I définis & la question c). Montrer qu'il existe une partie dé-

nombrable de (IR\C) NI, notée F, telle qu'il existe une bijection continue de IR\@ sur (IR\C\F) nI.

e)
couple
- ADNI

- il e

16. FR

Déduire de ce qui précéde qu'il existe une partition IR\ = AUB de IR\( telle que, pour tout
(I;J) d'intervalles ouverts de IR :
et BNJ ne soient pas homéomorphes ;

xiste une bijection continue A NI-+BnJ.

ACTIONS CONTINUES ET TOPOLOGIE

Soi

1'écri

17. AR

t n_eNN. Quelle est la nature topologique de 1'ensemble des x ¢ [0;1] qui sont rationnels et dont

ture en fraction continue est de longueur Sno ?

ITHMETIQUE DES ORDINAUX

Mon
a)
b)
c)
4)
tandis
e)

£)

trer les assertions et formules suivantes, aprés avois mis les quantificateurs :
La somme ordinale et le produit ordinal sont associatifs.
La somme ordinale et le produit ordinal ne sont pas commutatifs (indication = 1+w = w, 2w = w).

Le produit est distributif & gauche par rapport & la somme : a(B+y) = aB+ay.

Le produit n'est pas distributif & droite par rapport & la somme (indication : montrer que (1+1).w=w

que l.w+l.w = w.2).
(L‘B)Y R
aB.mY = a(B”)
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g) Pour tout entier n, n+w = w, et pour tout entier n>0, n.w = w.
h) Si a <B, alors (y+a) < (y+8).
i) Si a<B et si y >0, alors Y. <v.B.

j) Si a<B et si y>1, alors 7u<78.

18. ARITHMETIQUE DES CARDINAUX

Montrer les propriétés suivantes des opérations sur les cardinaux, aprés avoir quantifié les formules

qui ne le sont pas.

a) Propriétés de la somme cardinale
(i) la somme est associative
(ii) la somme est commutative
(iii) a+0 = 0 = o+a
(iv) la somme est monotone : si as<a’ et hsh’, alors a+hsa’+h’ ; mais 1a somme n'est pas strictement

monotone.

b) FPropriétés du produit cardinal
(i) le produit est associatif
(ii) le produit est commutatif
(iii) a.0=0.a =0
(iv) a.1 =1 =1.a
(v) le produit est distributif par rapport i la somme : a. (b+d) = (a.n)+(a.n)
(vi) le produit est monotone : si asa’' et b <bi’, alors a.bsar’.b’ i mais le produit n'est pas stricte-

ment monotone.

¢) Propriétés de 1'exponentiation

) ﬂ(nm) - ag.aﬁ

(1) @)Y - -0
(1i1) 0° =1 et 0% =0 si afo

(iv) ill =a

w 1=

(vi) 1'exponentiation est monotone : si a<a' et h<h’, alors ah sa'h' ; mais 1l'exponentiation n'est
pas strictement monotone.

(vii) a<2%,

d) Propricétés des alephs
(i) Nu est un ordinal limite
ii N = = N,
(i) R+ B8 Nmax(m,B) Ra RB
(iii) Pour tout entier n, n+Nu = Nu = nNa.

(iv) J Ry = K.

RSa
(v) IR, =R’ (3 est le cardinal de l'ordinal a).

B<a B a
(vi) Ni = NG, et, de fagon générale, pour tout entier n 21, N: = Nu.

N R
(vii) Si a <8, alors N“B =2 B.
"o _ N " 8
(\'J.J.l)NMl = N“ 'Na+1' et, de fagon générale, pour tout entier n, on a Nu+n = Nu ‘Na+n
X NB

(ix) Pour tout entier n, Nn =2 .Kn.
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NOTES DU CHAPITRE 2

(') En anglais, on parle de separation. En frangais, le mot séparé est d6ja utilisé dans la méme théorie ;

c'est pourquoi il n'est pas possible de l'utiliser ici sans risque de confusion.

(%) on prendra garde de ne pas confondre extrémité et bout qui sont deux choses différentes : un bout d'un
espace topologique est un point x tel que tout voisinage U de x contienne un voisinage V de x dont la

frontiére est réduite a un point.

( 3) conformément a 1'usage bourbachique, nous employons sutite pour des familles infinies dénombrables, et

séquence pour des familles finies.

(%) Quand on dit que 1'intérieur de K3 est vide, il va de soi que cet énoncé est relatif & K3 en tant
que partie de IR. L'énoncé peut devenir faux quand on considére K3 comme partie d'un autre espace. Par
exemple, dans K3, K; = K3 (cf. exercice 7). En outre, cet énoncé ne vaut que pour K3. et pas pour un

espace K homéomorphe a K3.

(3) comme 1'intérieur, la notion de parfait est en général relative & 1'espace support de 1'ensemble. Tou-
tefois, dans le cas de K3 ce n'est plus tout & fait vrai : la propriété de n'avoir pas de point isolé est
une propriété topologique que posséde donc tout ensemble H homéomorphe a |(3. En outre, la compacité est
également une propriété topologique, et si 1'espace support est séparé, les compacts sont fermés. Donc, si
E est un espace séparé, et si HCE est homéomorphe & K3, H est un parfait de E.

{ &) cette terminologie n'a bpas toujours été utilisée. Ainsi, jusque dans les années 1940-1960, certains
auteurs qualifiaient de dispersés ou d'héréditairement discontinus les espaces dont les composantes sont
des singletons. Ils appelaient totalement discontinus ou nulle part continus les espaces dont les quasi-

composantes sont des singletons.

(7) En frangais, dénombrable signifie "qui peut étre mis en bijection avec une partie de IN". En parti-
culier, les ensembles finis sont dénombrables. C'est pour les exclure que l'on a précisé ici : infini dé-
nombrable. Notons que cela différe de 1l'usage anglo-saxon : en anglais, le terme countable, et ses syno-
nymes denumerable et enumerable, désignent exclusivement les ensembles pouvant &tre mis en bijection avec

IN, c'est-a-dire en frangais, les ensembles infinis dénombrables. .

(®) comme la relation < n'est pas la relation d'ordre sur un ensemble usuel, nous évitons d'écrire

(x<y) pour (xSy et x #y).

(%) on aurait pu éviter de faire référence a la proposition 12 pour montrer que la relation A €A est
contradictoire. Il aurait suffit de considérer A u{A}. Mais plus généralement, on peut se demander a
quelle condition la relation A €A, oi A est un ensemble, est contradictoire. Historiquement, la pre-
miére contradiction de ce type a été dégagée par Russel et est connue sous le nom de "paradoxe de 1'en-
semble de tous les ensembles"”. Pour éviter ce paradoxe, deux solutions ont été proposées :

- La théorie des types de Russel, ol l'appartenance fait changer de type. Cette théorie est trés compliquée
et n'a jamais eu de succés.

- L'axiome de compréhension, introduit par Zermelo, qui, intuitivement, affirme que toute propriété ne
constitue pas un ensemble : pour toute propriété P(x) et tout ensemble A, l'ensemble des x €A qui sa-

tisfont & P est un ensemble.

Le fait qu'en général, la relation A €A soit contradictoire découle d'un autre axiome, 1l'axiome de

fondation : tout ensemble non vide a un élément qui n'a aucun élément commun avec cet ensemble.
VE, (E# @ => Ix (xeE et Enx = @)

Compte-tenu de cet axiome, la relation A €A est contradictoire : en effet, l'ensemble {A} ne vérifie-
rait pas 1'axiome.

Notons que l'axiome de fondation est indépendant des autres axiomes de la théorie des ensembles, et que,
si celle-ci n'est pas contradictoire, 1l'apport de 1l'axiome de fondation ne peut conduire & des contradic-
tions. Le fait de ne pas prendre cet axiome conduit & 1l'existence d'ensembles dont on ne sait trop que

faire, et c'est pourquoi il est généralement compté parmi les axiomes de la théorie des ensembles.
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(10)  n'est qu'une autre notation pour 1IN, utilisée quand on s'intéresse aux propriétés ordinales des
entiers.

(1) Le symbole IR désigne le corps des nombres réels muni de sa topologie usuelle. C'est pourquoi l'on

change de notation lorsqu'on considére cet ensemble muni d'une autre topologie.



Chapitre 3 128

LES PROPRIETES UNIVERSELLES DE GQUELGUES

ESPACES TOPOLOGIGQUES FONDAMENTAUX

Nous avons vu au chapitre 2 quelques caractérisations d'espaces topologiques. Ces espaces
sont fondamentaux, car ils permettent 1'étude de nombreux autres espaces qui, définis de fagon
abstraite, pourraient au premier abord sembler n'avoir que peu de liens avec les premiers. Ainsi,
les parties de IR que sont [0;1], K3 et IR\Q interviennent dans les propriétés des espaces
métriques, des espaces métriques compacts, des espaces métriques connexe, soit qu'elles soient to-
pologiquement contenues dans ces derniers, soit que ceux-ci soient "recouverts" par celles-13, ou
représentés 4 l'aide de produits, réunions... de celles-1a.

La présentation axiomatique abstraite des structures topologiques est justifiée par son ca-
ractére esthétique, et par ses avantages pédagogiques. Mais il ne faut nas qu'elle conduise a su-
révaluer la généralité mathématique des espaces étudiés : ainsi, on a vu au chapitre 1 que la
classe des espaces métriques est incluse dans celle des espaces vectoriels normés et de leurs
parties.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les liens entre ces espaces particuliers et certains

espaces généraux (1).

1 - loill ET LES ESPACES CONNEXES

1.1. [0;1] COMME IMAGE

Proposition 1.— Soit (x;d) un espace métrique comnexe non réduit a un point. Il existe une

surjection continue X-+[0;1].

Démonstration. Soient y et 2z deux points distincts de X. L'application £ : x-+[0;1],
d(x;y) - '
x"d(x;y)+d(x;z) est continue. Elle vérifie f£(y) = 0, f£(2) 1, £(X) c[0;1]. L'ensemble

f(X) est un connexe de [0;1] contenant 0 et 1. C'est [0;1]. @

1.2. LES IMAGES DE [0;1]

Définition 1. soient X et Y deux espaces topologiques. On dit qu'une anplication f : X-+Y

est ouverte si 1'image de tout ouvert de X est un ouvert de Y. Cela revient & dire que, pour

toute partie A de X on a l'inclusion : £(R)c L£(n)1°.
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Pour une apnlication bijective X-+Y, on a 1'équivalence :
f homfomorphisme <> f continue ouverte
(cf. Dugundji, Topology, p. 89). Dans le cas od X est €gal & [0;11, et ol Y est séparé et

non réduit & un point, on a 1l'existence d'un homéomorphisme (pas forcément égal & f), lors-

qu'on suppose seulement que f est surjective :
P q

Théoréme 2.— (L.F. Mc Auley 1968 [2.9] et S.S. Mitrha 1969 [2.111)

Sott £ une surjection continue ouverte de [0;1] sur un espace topologique séparé Y non

réduitt d un point.
Alors, Y et [0;1] sont homéomorphes.

Attention : dire que Y et [0;1] sont homéomorphes ne signifie pas que f soit un homéomor-

phisme.

Démonstration. comme d'habitude, on pose I = [0;1]. Notons pour commencer que Y est un conti-
nhu, comme espace séparé image continue d'un continu. L'ensemble J des x eI tels que

£(LO;x]) = Y a une borne inférieure, a, qui vérifie f([0;al) = Y. On va hontrer que f [0;a)
est une bijection. En vertu de 1l'équivalence rappelée plus haut, cela montrera que I et Y

sont homéomorphes. Supposons qu'il existe X] et xp, Os<xj<xy,<a tels que f(x;) = £(x,).

® Premien cas : 0 sx, <xp <a. Alors, £([0;x3]) = £([0ix,[), ce qui montre que £([0;x,]) est a

la fois ouvert et fermé. Comme Y est connexe, on a X2 €J, ce qui contredit la définition de a.

-]
Lo 1
® Deuxdiéme cas : O €X) <Xy = a. On a alors Y = £([0;a]) = f([0;a[) = £( ul[o;a— H[) =
o0 n=
= Ulf([o;a— ;1;[). Comme f est ouverte, chacun des f([0;a- %[) est un ouvert de Y, et, par
n=
détinition de a, une sous-famille finie de ces ensembles ne recouvre pas Y. Cela en contredit

la compacité. (M)

On sait par ailleurs que toute application continue ouverte I +I est un homéomorphisme-par-
morceaux. De plus, si f est une application vérifiant les hypothéses du théoréme 2, et si h
est un homéomorphisme Y +I (le théoréme 2 affirme qu'il en existe), alors hof est une appli-

cation continue ouverte I +I. On en déduit le

Corollaire 3.— Toute surjection continue owverte de 1 sur un espace séparé non réduit d un

point Y est un homéomorphisme-par-morceauzx.

Définition 2~o0n dit qu'un espace topologique X est localement connexe s'il admet une base

d'ouverts connexes.
Cela est équivalent a chacune des assertions suivantes :

P Pour tout point xeX et tout voisinage U de x, il existe une partie connexe de U dont

l'intérieur contient x.
P> Les composantes (connexes) des ouverts de X sont des ouverts.

Si de plus, X est un espace métrisable, et si d est une distance compatible avec sa topo-
logie, X est localement connexe si et seulement si, pour tout x eX, tout ¢ >0, il existe

§ >0 tel que, pour tout couple (y;z) de points de B(x;6), il existe une partie connexe de

B(x,€) contenant y et z.



81 [0;1] ET LES ESPACES CONNEXES 131

Exemples 4.

® Tout ouvert d'un espace localement connexe est localement connexe.
® Soit E un IR-espace vectoriel normé. Tout convexe de E est localement connexe.

® Un espace connexe n'est pas forcément localement connexe (cf. contre-exemple 8 ci-aprés).

Lemme 5.— Un espace métrique (X;d) est compact et localement connexe 8i et seulement si, pour
tout € >0, il existe un recouvrement fini de X par des compacts connexes de diamétre infé-

rieur d e.

‘Hinnm

Démonstration. Soit €>0. Si X est localement connexe, tout point x de X admet un voisina-
ge ouvert connexe vx de diamétre inférieur & €/2. Puisque X est compact, le recouvrement

wv.) de X admet un sous-recouvrement fini )

x" xeX (in
ment cherché de X.

jer’ et les (vxi)ieI forment le recouvre-

8 Réciproquement, supposons que X soit tel que, pour tout ¢ >0, il existe un recouvrement
fini par des compacts connexes de diamétre <e. Alors, X est compact comme réunion finie de com-
pacts. En outre, soient x €X, € >0, et (xi)ISi.Sn un recouvrement fini de X par des compacts
de diamétre €/2. Posons J = {i|x exi}, F = jt(lej. Alors, F est un voisinage compact de x de
diamétre inférieur & €. C'est en effet un compact comme réunion finie de compacts. Il est de
diamétre inférieur & € d'aprés 1l'inégalité triangulaire. Enfin, ingi est un compact ne conte-
nagt pas x. Il existe donc n >0 tel que B(x;n) ni\‘Jin = @, et par suite- B(x;n) c ngxj =F.B

Théoréme 6.~ Hahn-Mazurkiewicz-Sienpinski-Moorne-Mengen (de 1914 a 1929 pourn Les différentes
etapes)

Soit (X;d) wun espace métrique. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(7) X est l'image continue de [0;1].

(27) X est un continu localement connexe.

LT T T

La démonstration fait appel au lemme 5.

Démonstration. (D'aprés Newman [2.8]).

> (1) = (ii) L'image continue d'un continu est un continu. Il suffit donc de montrer qu'un
espace métrique (X;d), image d'un compact métrisable localement connexe (Y;8) par une appli-

cation continue £, est localement connexe.

En effet, soit € >0. Il existe [ >0 tel que dA(f(y);f(z)) <e si (y;z) e¥? et si
6(y;z) <f. Soit (Y 1) un recouvrement fini de Y par des compacts connexes de diamétre

< ¢. Alors (f(xi))

iel

eI est un recouvrement fini de X par des compacts connexes de diamétre

< €.

> (i1) = (1) Soient x et y deux points de X. Quitte & changer 4 en -l—fi,on peut
supposer que X est de diamétre Si. On va définir une suite de recouvrements chafinés de plus en

*
plus fins de X par des compacts connexes. Posons : N, = 1, K o ™ X. Soit neIN . Ayant dé-
’

fini, pour tout p sSn un entier NP, et un recouvrement l(l p""'KN p de X par une chaine
’ ’
(chaine : Ki p nKi+1 p # 9) de compacts connexes de diamétre s2°T, on définit ainsi le recouvre-
’ ’ N

)

ment Ky ‘+)1<isn
n+

1
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. - (n+
Soit (Fj)j€J un recouvrement fini de X par des connexes compacts de diamétre <2 (n+1)
. ; i <is< = = s
(cf. lemme 5) ; pour tout i, 1si Nn , soit xiEKi,nnKiH,n , avec x, x , an-l y i les
Fj nK in qui sont non vides forment un recouvrement fini de K:L n par des compacts de diameé-
’ ’
tre <27 (0+1) | comme Ki n est connexe, il existe un entier Mi' et un arrangement avec répéti-
’
tion de My des Fj r‘»l(j_,n , disons (Gl,i;G2,17"';GMi,i)’ tel que :
n i 1Sk<M, -1 ot K
- - = - 3 .
3.1 €61,50 *1 ¢G5 0 Ok,i"Cker,1 7P St Ml ety S,i”%i,n

Posons Pn = max{Mi, lSiSNn}. Quitte & répéter le dernier terme, on peut supposer que l'ar-

rangement (G1 , gieee ;GMiri) a Pn termes et le noter (G1 ,i; oo ;Gpn'i) . A cet arrangement cor-
respond un arrangement (Hl,i;H2,i;"';HPn,i) des Fj' obtenu en posant : Hj,i = Fk si
G, . =F, nK, . Cet arrangement (H, .;...;H .) constitue une chaine de compacts connexes de
jei k “i,n 1,i Pph,i
diamétre <2~ (n+1)  recouvrant l(i n En mettant bout a bout ces Nn chaines, on obtient une cliai-
’

. - (n+1) _

ne Kl,n+l""'KNn+1,n+1 de compacts connexes de diamétre inférieur a 2 , avec Nn+1 = Pn.Nn.

Comparons cette chaine & la précédente : si O <k SNn et si Pn' (k-1) =i SPn.k, on a :

) de K est inférieur a 2-(n+1)'

. on
i,n+1

K nkK,
k,n K:|.,n+1

a aussi :

# @, et, puisque le diamétre dJ.am(Ki'n+1

.2—(n+1)

B(K ;
( i,n+l

-n

c ;2 1
) B(Kk,n ) (1)
Soit tel0;1[. Pour tout neIN, il existe un unique eutier m, lsmSNn tel que

-n B -n

- < = . = . -
(m 1)/Nn <t <m/Nn. On pose An(t) B(Km,n'z ). On pose également An(l) B(KNn,n'z ), et en
(t) <A _(t), et comme

ne N n+1
diam(An(t)) 52"“*1, f(t) est un singleton. En outre, £ est continue : en effet, si

fin : £(t) = N An(t). Il découle de la relation (1) que l'on a : A

e-t']| < 1/Nn, f(t) et £(t') appartiennent & deux éléments consécutifs de la chaine

(B(Km n;2-'“)) , ou bien au méme. On a donc alors : d(f(t);£(t')) S2"n+2. Enfin, £ est sur-
’

1<msN
n
jective. En effet, soit =z e€X. Pour tout neIN, il existe m tel que 2z eB(Kln n_'_1;2“""1). Mais
. ’
alors d(z;f(m/Nn)) <diam (B (K n+1;2'“—1)) <2 ™1 cela étant vrai pour tout z et tout n, on
’

en déduit que les f(m/Nn) , nelN, 1SmSNn sont denses dans X, donc que £([0;1]) est dense

dans X, et que, du fait de la compacité, £([0;1]) = X. )]

Corollaire 7.— Un continu métrisable localement connexe est comnexe par arcs.

On montre méme qu'il est connexe par arcs simples, c'est-a-dire que, pour tout couple (x;y)

de pvoints distincts d'un tel espace, il existe un arc simple 4d'extr&mités x et vy. )

La réciprogue du corollaire 7 est fausse, ainsi que le montrc le

Contre-exemple 8 : Cencle de Varsouvdie trhafiqué.

Dans IR?, on considére l'ensemble E constitué de la réunion :
® du segment {0} x[-2;+1]
e du graphe de x®»sin %, X e ]0;7};]
e du segment [0;%] x{-2}

du segment {%{} x[=-2;0]
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1
T 1
-1
- g.
Figure 1

L'espace E est un continu connexe par arcs qui n'est pas localement connexe. Notons au passage
que cet espace est simplement connexe, mais qu'il n'est pas unicohérent, c'est-a-dire qu'il exis-
te deux fermés connexes U et V dont E est réunion et tels que UNV n'est pas connexe.

En conjuguant la proposition 1 et le théoréme 6, on obtient :

Corollaire 9.— Soient X et Y deux continus localement connexes et non réduits d un point. Il

existe une surjection continue X-Y.

En particulier, les continus localement connexes ont tous le cardinal du continu.

Comme application du théoréme 6, on retrouve le fait qu'il existe une surjection continue
f0;1] +[0;1]2. Une telle surjection avait été donnée pour la premidre fois par Peano en 1890.
C'est un mémoire de cet exemple fameux qui avait traumatisé une partie de la communauté mathéma-

tique de l'époque que l'on a posé la définition suivante :

Définition 3. Un continu métrisable localement connexe est appelé espace de Peano, ou espace péa-

nten.

Remarque et contre-exemple 10. on a vu plus haut qu'un continu métrisable localement connexe est

connexe par arcs simples. Si l'espace X n'est pas séparé, il peut &tre connexe, localement con-
nexe et connexe par arcs sans étre connexe par arcs simples. C'est le cas de WN\{0;1} muni de la
topologie dite des diviseurs qui est engendrée par les ouverts U, de la forme

u = {x eN\{0;1} |x divise 'n}, n22.

1.3. ESPACES DE PEANO : LE POINT DE VUE PROBABILISTE

Le théoréme de Hahn-Mazurkiewicz et al nous assure de 1l'existence d'une surjection continue

fo;11 +70;112. Mais la construction n'est pas vraiment effective, et deux problémes se posent :

® Construire effectivement de telles applicationms.
® Analyser la nature de ces surjections : est-ce juste une pathologie folklorique, ou bien y-a-

t-il des problémes d'analyse conduisant naturellement a de telles fonctions ?

Entre 1974 et 1981, A.M. Garsia et S.A. Holbrock ont établi entre indépendance stochastique

et courbes de Peano un lien qui va nous permettre de répondre & ces deux questions.
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Rappelons que, si P est une mesure borélienne de probabilité sur [0;1)], deux fonctions f
et g : [0;1]*IR sont dites stochastiquement indépendantes si, pour tous intervalles J et K
-1 -1 s .
de IR, les ensembles f (I) et g (K) sont indépendants, c'est-a-dire vérifient::

et ng ) = pe ) .pig )

Proposition 11.— Soient £ et g deux fonctions continues non constantes [0;1] >R, stochas-

tiquement indépendantes relativement d la mesure de Lebesgue, M.

E Alors, v : [0;11+R2, tw (£(t)ig(t)) est une courbe de Peano de [0;1] sur
£ f(los1)) xg(lo;1]).

Démonstration. comme f et g sont des fonctions continues non constantes, f(I) et g(I)
sont des intervalles compacts non réduits & un point. Soit (x;y) € £([0;1]) xg([0;1]). Soit € >O.
Comme f et g sont continues, on a A(f-l(]x—e;x+e[)) >0 et A(g_l(]y—e;y+e[)) >0. Et puis-

que f et g sont indépendantes :

[

A(f_l(]x—e;x+e[)).l(g—1(]y-e;y+e[)) >0. Il existe donc
t f(f_1(1x—e;x+ef) ngwl(lyée;y+ef)). Pour un tel t, on a Ily(t)—(x;y)||2 <V/2.e, ou .12

A(f“l(_lx-e;x+e[) ng_l(]y—e;yﬂ:[))

est la norme euclidienne. Ainsi, vY([0;1]) est dense dans £([0;1]) xg([0;1]). Comme ce dernier

ensemble est compact et que y([0;1]) 1l'est aussi, ces deux ensembles sont égaux. @]

Ainsi le probléme de la construction de courbes de Peano est-il ramené & celui de la détermi-
nation de fonctions continues stochastiquement indépendantes. Le théoréme suivant affirme 1'exis-
tence de telles fonctions et sa démonstration en donne un nrocédé de construction. Mais 13, il

n'y a nas de miracle : cette construction revient & celle des courbes de Peano classiques...

\

Théoréme 12.— (J.A.R. Holbrook, 1981)

Soit P une mesure de probabilité borélienne sur [0;112 dominant uniformément la mesure de

i =

Lebesgue, '\, c'est—-d-dire telle qu'il existe c >0 vérifiant P(B) >c.A(B), pour tout bo-

rélien B de [0;1]12.
Alors, il existe deux fonctions continues £ et g : [0;11+[0;1] dont la loi conjoin-

te est P.

Rappelons que la loi conjointe Pf g de f et g est la probabilité borélienne sur [0;1]12

’
vérifiant, pour tout borélien B de [0;112 :

Pe B = A({t el0;11] (£(t);g(t)) e€B})

Démonstration. construisons, par récurrence, une suite (Rn) de recouvrements chainés de plus en

plus fins de [0;112 par des carrés contigus.

On prend R = ([0;112). Supposons R~ construit ; il est formé des 4" carrés de [0;1]2 de
la forme [k.2 " (k+1)2 "1 x[q2™; (q+1)2™™], avec 0<k <2™ et 0sxq<2™". soit c . untel

’
carré, de centre Qn r' Alors, puisque Rn est un recouvrement chainé par des carrés contigus,
’

C et C sont des carrés contigus & C . Supposons avoir construit les 4(r-1) pre-
n,r-1 n,r+l1 n,r

mi ' ont a c armi les
iers carrés de Rn+1' et que Cn+1,4(r-1) soit 1'un des deux carrés contigus n,r' hod

quatre carrés obtenus en coupant Cn 1, p Par ses médianes. Alors, on construit
=1,
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' -
Cn+1,4r-3""'cn+1,4r en suivant l'un des trois diagrammes suivants, représentatifs aux rota
tions prés des positions relatives de Cn,r-l’ cn,r' cn,r+1 et cn+l,4(r-1) qui peuvent se
présenter :
Cn+1 ,4n-4hcn+1 ,4n-3 Cn+1,4n
cn r+l
2, r ’
Cn,r—l cn+l,4n—2 cn-H,4n-1
Cn+1,4n-4| Cn+1,4n-3|Cn+1,4n-2 Cn,r-1 Cn+1,4n-2|Cn+1,4n-1
“n,r Qn,r
cn,r—l cn+l,4n cn+1,4n—l Cn+l,4r-4 Cn+l,4n-3 cn+1,4n
Cn,r+1 Cn.r+l
Figure 2
Les centres des carrés du recouvrement R _ vérifient : "9 - ||2 =2", si
-n n, A n n,p 'n,ptl
1 L]
1<p<4 . Si Cn,p(:cn-l,q , désignons par cn,p 1l'intersection de Cn-i,q avec le carré cn,p

A
privé du coté contigu au carré qui le précéde dans le recouvrement. Pour tout n, les cn o for-
s

ment une partition ﬁn‘ de [0;1]2. Définissons a présent, pour chaque n, une séquence In o'
v

1so S4n d'intervalles contigus de [0;1] définis par :

In'1 = ro;P(cnll)] et, si In'p = ]an’P;bn'pJ.

A n
I = ; < .
n,p+l ]bn,p'bn,p+P(cn,p+l)1' 2sp<4

Comme ﬁn est une partition de [0;112, et que P ,est une probabilité, les I p forment une
: (2 -

partition de [O0;1].
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On définit pour chaque n une fonction en escalier Yy : ro;11+l0;112 par :

_ A . : L1712
v, (1, p = {Qn,p}' Les R/ formant des partitions de plus en plus fines de [0;11°, les In,p
forment ggalement des partitions de plus en plus fines de [0;1]. On a méme, plus précisément :

2 = 2—(n+3/2)

I .. De plus, comme | @

n,p = igo In+1,4p—1
; : - - (n+2 - . i
les composantes de Yy , on a : lfn+1(t) fn(t)| <2 ) zlgn+1(t) gn(t)l, vt e [0;1]. Ainsi, les

suites de fonctions discontinues (fn) et (gn) convergent uniformément vers des fonctions f

n+1,4p—i_nn,p , en appelant fn et 9,

et g. Montrons que f et g sont continues, et que Pf g = P.
’

Puisque P domine uniformément A, on a A(In p) 204—n, de sorte que si |t—s| <c4-n, t et
’

s sont dans deux intervalles consécutifs In p et I 1’ ou bien dans le méme. On a dans tous
’
- - - - (n+
les cas : |fn(t)-fn(s)| 2™ et |gn(t)-gn(s)l <27, Par ailleurs, I(f-f Y (o) ] s k nta 27k - o7(m n,
On en déduit, si |t-s| <ca™" :

l£@)-£(s)| <|£(0)-£_(6)[+] £ (£)-£_(s)|+|£, ()-£() | <™ () = (ndl)  pmlml)

Ainsi, f est continue. Il en est de méme de g.

A A
Montrons 1l'égalité Pf g = P. Notons vy la courbe de composantes f et g. Soient C = Cn p
A ’ _ A ’
un carré de Rn' et J = In e Oon va montrer : A (J\y 1(C)) = 0. Pour tout m 2n, posons :
’
H = {q @\ 1®)nT _#@; E = v I F = u C .
m ’ m,q ' m  qeH ‘m/q m qum m,q
Les suites (Em) et (Fm) sont décroissantes. On a donc : P(mgnFm) = lim P(Fm), et par
: o
ailleurs :
Aoy L@y < Ioa ) = I P(E ) =P(F)
Y ~ qeH m,q  qeH m,q m
m m
C'est pourquoi il suffit de montrer : P(F) =0, ou F= 0F.
m>n m

Soit Q ¢ F. Alors, pour tout m=2n, il existe Py eH tel que Q eC . . Soit

. - = t :
t e (I\y~ Ly NIm.pm Comme 11m” Y (£ Y (B ) ||2 = 0, et que Y (tp) €em:pm , on a

lim|| y(t )-Q I, = 0. Ainsi : F cy(J\y_ (C)). Par ailleurs, y(J) c& car Y (9 cC nour tout m 2n.
mro

Comme Y(J\y"l(é)) Céc, on en déduit : F C(é_ néc)_. Puisque é est un carré privé d'un ou deux
des quatre cdtés constituant sa frontiére, 6‘ néc est un segment, ou la réunion de deux segments.
ponc (& n€%” = & néS et F ¢ n€%. Mais comme chaque F_ est inclus dans & (les parti-
tions sont de plus en plus fines), il en est de méme de F qui est donc vide. Il s'ensuit

P() =0, et ANy 1 &)y = 0. on en asduit : P. (&) = Aty @) 22 = P(®). Cela étant vrai

f,g9
A A
pour tout ¢ ER + et la somme des P, g(C) valant 1 = P([0;112), on en déduit P, (C) = P(C).

Enfin, les termes des recouvrements ﬁn engendrent B[O 1727 la tribu borélienne de f0;112. Donc

P, g = P, et le théoréme est démontré. [
’

Remargue 13. Pour avoir simplement 1'existence de fonctions continues stochastiquement indépen-
dantes, il suffit de traiter le cas = A. Comme l'aire d'un segment est nulle, il est alors inu-
tile dans la démonstration de distinger les recouvrements Rn des partitions R . Cela allége

d'autant la démonstration du théoréme 12.
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Définition 4. on appelle espace de Cantor tout espace topologique du type 0;1})Y, I # 9 muni
de la topologie produit. (Si I est infini dénombrable, on parle d’ensemble de Cantor).

Rappelons qu'en frangais, un espace compact est séparé.

Théoréme 14.

1. Tout espace compact (X;T) est l'image continue d'un sous-ensemble fermé d'un espace de
Cantor.

2. Si de plus X est métrisable, il est l'image continue de l'ensemble de Cantor.

Nous allons voir deux démonstrations de ce théoréme : la premiére englobe les deux assertions,
mais fait appel au théoréme de prolongement de Taimanov vu au chapitre 1 ; la seconde est une
preuve directe de 1'assertion. 2. Les deux démonstrations utilisent la caractérisation topologique

de l'ensemble de Cantor, i.e. le théoréme 6 du chapitre 2.

Démonstration du théoréme 14. soit {ni, i €J} une base d'ouverts de (X;T). Si X est métri-
sable, on peut prendre J infini dénombrable : J = IN. Pour chagque x €X, soit fx 1l'applica-
tion J-+{0;1} définie par : fx(i) = Xo (x) . Puisque X est séparé, si x et y sont deux
points distincts de X, les fonctions fx et fy sont distinctes, et X peut étre identifié
avec une partie X' de {0;1)Y. soit ¢ la bijection X -+X'. Soit T' 1la topologie induite par ¢

sur X'. Alors (X;T) et (x';T') sont homéomorphes, et {¢(Oi),1€J} est une base d'ouverts de
T'. Désignons par C; 1l'ensemble {0;1}':I muni de sa topologie produit, S, et, pour tout A €Cy.
notons ;\J 1'adhérence de A dans CJ. Désignons également par Sx, la trace sur X' de la
topologie S. Un ouvert de T' est un ouvert de Sx.. En effet, pour tout 1iedJ,

¢(Oi) = {(uj)jeJl uy = O si 3J#1i, uy = 1} n¢(X). Ainsi, l'application identique,

Y s (x';Sx.) +(X';T') est continue. On va montrer le théor@me en é&tablissant que Y admet un
prolongement continu a ;(_'-‘J Pour cela, on va invoquer le théoréme de Taimanov (chapitre I, théo-
réme 36). Il faut établir que, si K et L sont deux fermés disjoints de (X';T'), alors

EJ nEJ = @. Soient donc K et L deux telles parties de X', et u = ("i)ier un élément de

;(1] n?. Pour tout i €J, nosons

J
F, = {(ky) ;€ {051} |k, =u,).
Alors, Fi est un ouvert de CJ qui est un voisinage de u. On a donc Fi nNK # @, et
F, NL # @. En outre, pour toute partie finie McJ, on a K nignri # ¢. et L nj_QMF‘i # @. Mais
F, est également un fermé de CJ. L'ensemble Fi nX' est donc un fermé de (x‘;Sx.) , et par

suite un fexrmé de (X';T'). Comme (X';T') est compact, il en est de méme de K et L pour la
trace sur ces ensembles de T'. Comme pour toute partie finie M de J, on a K niQMFi ¥ o, et
L0 0, # @, on a également Kn 0F, #9, et L n0sF # . Mais 105F; = {u}, de sorte que
ueKnL, ce qui contredit 1'hypothése KnL =@ et achéve la démonstration de 1l'assertion 1.
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B Pour l'assertion 2, on a vu que si X est un compact métrisable, il est 1'image continue
d'un fermé de 1'ensemble de Cantor, C. Mais il résulte du théoréme 2.6 qu'un fermé F de 1l'en-
semble de Cantor se décompose sous la forme DUC' = F, ol D est un ensemble dénombrable, et
od C' est homéomorphe & C, ou vide. Dans les deux cas, F est 1'image continue de (C, et ce-

la montre 1l'assertion 2, par composition.

Démonstration directe de 1'assertion 2.

® Nous reprenons les notations du chapitre 2, §3. Il résulte du théoréme'G du chapitre 2 (ca-

ractérisation topologique de l'ensemble de Cantor) que si IP a et Ip, q' sont deux interval-
’ ’

les disjoints contigus de 1l'ensemble triadique de Cantor, 1l'intersection de K3 et de 1l'inter-

valle compris entre I et I ,
pP.q P .q

, est homéomorphe a K3.
® Cela étant, soit (X;d) un espace métrique compact. C'est un espace précompact, et il se
n

o
décompose sous la forme X = iglxi' ou les Xi sont des fermés non vides de diamétre <1. On

peut supposer no 22. Il existe reIN tel que 2F 2no. Les intervalles Ip q’ 1<p<r, 15q54p
’

partagent K en 2° parties disjointes, C,,...,C ,, toutes homéomorphes & K,, et de dia-
3 1 2T 3

- r P = s . r > s
métre 1/3%. On associe ¢, a Xl""'cno a xno, et, si 2" >ng, Cn°+1"--rc2r a Xno.

® Itérons ce processus : chaque Xi s§e décomnose en une réunion de fermés non vides de dia-
i

métre <1/2, au moins 2. On pose X; = 5UXg j¢ Seit my = max{si, 1<is<ng}. Il existe r; tel

r - 4 r
que 2 2 Zml. On partage chacun des C. en une réunion disjointe de 2 2 ensemble homéomor-

r

phes & K3, et de diamétre (1/3?).(1/3 2), a savoir :

r

272
C., = UC, .. On associe les C, . aux X, ., , et, pour j >s., on associe C, ., a X, . On
i j=1 1i.,] i,j i,j i i,3 i,sy

procéde ainsi par récurrence.

® Soit x €K,. Pour tout entier k, il existe un unique C, .,
3 11’12"”’ik

. Désignons par xx(k) la partie de X associée a Cx(k)‘ On

auquel appartienne x,

noté Cx(k)' Ona: x= n *Cx(k)

pose : f(x) = n *Xx(kkfn%'est un singleton car les forment une suite décroissante de

ke xX(k)
fermés non vides g& X dont le diamétre tend vers zéro. L'application f est bien définie, car

nour chaque k, x appartient & un unique Cx(k)' Elle est surjective car pour chaque k, les

L, . recouvrent X. Enfin, f est continue : soient x EK3 et € >0. Il existe k e€IN
11’l2""’lk

tel que 2K <e. 11 existe €également & >0 tel que, si yeK3 et Iy-—xl <§, alors yecC

x (k)
Alors £(y) €X v et A(E£(x);E(y)) <2k <e.

En combinant la pronosition 1 et le théoréme 14, assertion 2, on obtient :

Corollaire 15.~ Le cardinal d'un continu métrisable non réduit d un point est celui du continu.

P Rappelons que l'on a vu & la suite de la proposition 9 du chapitre 2 que tout espace compact
métrisable totalement discontinu est homéomorphe & un fermé de K3, 1l'ensemble triadique de Cantor.
Par ailleurs, on verra plus loin (Corollaire.26) que 1'hypothése de connexité du corollaire 15

peut étre remplacée par : non dénombrable.
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3. L'ENSEMBLE DE CANTOR, LES IRRATIONNELS ET LES ESPACES POLONAIS

Définition 5=o0n dit qu'un espace topologique X est polonais s'il est métrisable, séparable, et
s'il existe une distance compatible avec la topologie de X pour laquelle X est complet.

Les espaces polonais ont les propriétés &lémentaires suivantes (cf. Bourbaki TG IX57 sqg pour
les démonstrations) :
Tout sous-espace fermé d'un espace polonais est polonais.
Tout sous-espace ouvert d'un espace polonais est polonais.
Un produit dénombrable-d'espaces polonais est polonais.

La somme d'une famille dénombrable d'espaces polonais est un espace polonais.

vV vVvyVvwvyy

En tant au'esnace métrique séparable, tout espace polonais est de Lindeldf.
» On a vu au chapitre 1 (Théorémes 1, 56-57) d4' aleksandrov et Mazurkiewicz) que les sous-espaces

polonais d'un espace polonais X sont exactement les 6 de X. En outre, tout espace polonais

[
est homéomornhe & un 66 de !’0;11]N (chapitre 1, corollaire 58).
*]N*
Notons N 1l'ensemble IN des suites d'entiers 21. On a vu au chapitre 2 qu'une consé-

quence du théoréme 2.8 (de Hausdorff) caractérisant topologiquement R\Q est que N est homéo-
morphe & 1l'ensemble des nombres jrrationnels. C'est donc un espace polonais de dimension zéro
nulle-part-localement-compact. (Bourbaki qualifie d'éparpillés les espaces séparés de dimension
zéro ; cf. Note (6) du chapitre 2).

Théoréme 16 — Soit X unm espace polonais. Il existe une surjection continue ouverte ¢ : N-+>x.

pémonstration—Soit d une distance sur X compatible avec la topologie de X, et pour laquel-
le X est complet. Pour tout A ¢X, notons diam(A) le diamétre de A relativement & d. Com-

me X est séparable, il existe une décomposition de X de la forme X = 1§1A1' ol les Ai

sont des ouverts non vides de diamétre <1. Par récurrence sur k, on définit une famille

’ =
(An,k) *k « @ ouverts non vides de X en posant An,l An' puis en prenant une suite
nelN ,kelN

k

*
({A_ ,lnemN ) * de recouvrements de plus en plus fins vérifiant :
n,k keN

«©

A = U,A
(nl,...,nk),k =1 (nl""'nk,j)'k+1

diam(A ) S1/(k+1) et

(nl""'" ) k+1

k.3

) € , pour tous les termes de la famille.

A A
( (Byreneomy ) kb (g reenrmy) /K

A tout n = (n,), * ¢N, on associé la suite décroissante A"l 1 4+... C'est une suite dé-
. ’

i'ielN A(nlynz) 2
croissante de fermés dont le diamétre tend vers zéro. D'aprés le théoréme de Cantor (cf. Dugundji

Topology, p. 296 sq), son intersection est un singleton, que nous noterons ¢ (n). Notons égale-

o -
' n = .N :
ment que l'on a i=1A(n1,...,ni),i i=1((A(n1,...,ni) ,i) ), car pour tout i, on a
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- - *

A ) <A c(a ) ©... Soit xe€Xx. Il existe n, € IN
(nl,...,ni+1),1+1 (nll"’lni)li (n11-~°lni)li

¢ 1

*
tel que : x €A . Il existe n, €N tel que x €A
n1,1 2

, alors ¢((n1;n2;...)) = X, ce qui montre que ¢ est surjective.

(n.,n.),2 etc. Si, pour tout k, on a
17727

X €A
(nl"” ,nk) 'k
Montrons & présent que ¢ est continue. Soient n = (nl,...) €N, et x = ¢(n). Soient
*
€ >0, et B(x;e) 1la boule de centre x et de rayon ¢. Soit p €N vérifiant :

1/(p+1) <e ; alors, pour tout k2p, ona a ©B(x;e). Cela étant, soit U le
(nllnzl---lnk) 'k

voisinage de n dans N défini par U = {m = (mi)iE]N* ENIVi, 15isp+1, m, = ni}. Il vérifie

¢ (U) ©B(x;e), ce qui montre la continuité de ¢.

L'application ¢ est ouverte. Pour le démontrer, il suffit d'établir que, pour tout ouvert
2 d'une base d'ouverts de N, $(Q) est un ouvert de X. On considére la base

* * k
{Q ,kelN , (nl,...,nk)eIN

nien } définie par : Q ={p = (pj)eNlpl =nl""’Pk=nk}'

nl,...,nk

Alors, ¢(Q ) =Aa + et cela achéve la démonstration.
nl,...,nk (nl,...,nk),k

Definition 6 — on dit qu'une partie E d'un espace polonais est analytique s'il existe une sur-

jection continue N +E.

Le théoréme 16 exprime donc qu'un espace polonais est analytique.

v

—

i =

oréme 17 — Soit X wn espace polonais. Alors, il existe un espace polonais de dimension

zéro, Y, et une bijection continue Y -X.

La démonstration utilise les théorémes 56, 57 et 58 du chapitre 1, ainsi que la propriété T6

du chapitre 2 (§ 3.2).

Démonstration —Reprenons les notations du chapitre 2. Soit E 1'ensemble des extr&mités des in-
tervalles Ip,q utilisés dans la construction de 1'ensemble triadique de Cantor, K3. L'ensemble
K3\E est un G(S de K3 i c'est donc un espace polonais, et il est de dime_nsion zéro. La surjec-
tion continue définie 4 la propriété T6 du chapitre 2 § 3.2 (p.101) induit une bijection continue
K3\E +[0;1]. De cette bijec::ion, on déduit*qu'il existe une bijection continue VY du polonais

de dimension zéro *(1(3\1‘:)]:N sur [0;1]]N - Ce dernier espace est polonais, et X adme:: un plon-
gement X [0;1]]N + de sorte que l'on peut considérer X comme une partie de [O;I]JN . Cette
partie, toPologiquem*ent compléte, est un Gd de [O;l]m*, et son image réciproque par Y est
un 66 de (K:‘}\E)IN + noté Y. L'espace Y est polonais et de dimension zéro. C'est ce que 1'on

voulait. @

Remarque : Bourbaki appelle espace de Lusin un espace séparé qui est 1'image par une bijection
continue d'un espace polonais de dimension zéro (i.e. éparpillé). Le théoréme 17 peut donc, gréce
4 une réciproque évidente, s'exprimer sous cette forme : wn espace séparé X est lusinien si et
seulement s'il existe un espace polonais P et une bijection continue P ~X (Bourbaki TG IX 62

prop. 11).

On a vu au chapitre 1 que tout espace polonais est homéomorphe & un 66 de fo;l]m. Dans le
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théoréme 17, on a utilisé des espaces polonais de dimension zéro. Ces espaces peuvent étre repré-

sentés de la fagon particuliére que voici :

Théoréme 18 — Tout espace polonais X de dimension zéro est homéomorphe 4 un fermé de N.

Démonstration —Soit X un espace polonais de dimension zéro. Si X = @, le théoréme est évident.
Supposons X # @, et munissons X d'une distance d pour laquelle il est complet. On définit par
récurrence sur n une suite (Bn) de partitions de X de plus en plus fines, nar des parties de

X A& la fois ouvertes et fermées, et de diamétre <1/n.

® Pour n =1 : tout point x de X admet une base de voisinages & la fois ouverts et fermés,
car X est de dimension zéro. Soit, pour chaque x ¢€X, vV, un tel ouvert fermé de diamétre <1.

Puisque X est métrisable et séparable, c'est un espace de Lindel8f (cf. Chapitre 1, § 6.1, Déf.

14 sqq)., et* le recouvrement (Vx) xeX admet un sous-recouvrement dénombrable (wn)ne n* - Pour
: [V} - <
tout neIN , on pose : An = Wn\ (wn Y Wk) . Alors An est un ouvert-fermé de diamétre <1 et

est une partition de X.

{Aplpe]N} = 81

@ Supposons avoir construit B,,...,B , avec B = {a
1 n n Pire-

*n
P l(pl""'Pn) €N }. Pour tout
o
(pl, ce ,pn) € IN*n, on construit ainsi une partition {AP

*
€N} dea ar
1""'I’n,qIq Pyseeeipy

des ouverts-fermés de diamétre <i1/(n+l). Si A = @, on pose A =@ pour
Plr---an Plv---an'q

*
tout geIN . Si AP p # @, on refait avec cet ensemble la construction effectuée avec X
'CERER) N
dans le cas n = 1. Pour chaque x eAp , soit Vx un voisinage ouvert et fermé de x in-
4o By
*
clus dans A-P b’ et de diamétre <1/(n+l). Soit {Bqlq € IN }un sous-recouvrement dénombra-
170 rPy
*
ble de {v_|xea }. On pose ur tout gqelN : A =B \(B n Y B).
x' PyseeiB pose, po q PyeeeeiPpy o q (q k<n k

* N
nj)je]N* eN|Vj € IN*, Anll-”’nj # @)}. Alors Y est un fermé de . En
* eYc, il existe J elWN* tel que A =g,

nyse.eony
= = e = i n = 0.
{(pq) eNIp1 LYRRRR -5 nj} de n vérifie Y in,.-- @

®Posons Y = {n = (
c .
effet, Y est ouvert, car si n = (nj)jem

et alors le voisinage
Nyreees

® On définit une application ¢ : Y+X par : ¢((n,)) = 0__ A . C'est bien une appli-
= j gqeIN Nyree.sn

q
cation car d'aprés le théoréme de Cantor (cf. Dugundji, Topology, p. 296), dans 1l'espace complet

X, l'intersection de la suite décroissante (A ) de fermés: dont le diamétre tend

nyseeeon qeIN*
vers zéro est un singleton. 1

® L'application ¢ est surjective car les Bn forment des partitions. Elle est injective car
si x,ye€X et d(x;y) >1/n, alors Bn sépare x et y (i.e. St(x;Bn) # St(y;Bn)). ELle est
continue : si l'on munit N de la distance 6§ définie par
6((nj); (pq)) = inf{1/k| (nys..einy) = (Pl”"'Pk”' 1l'application ¢ est lipschitzienne de rap-

port 1. Enfin, ¢(ﬂn ny) = An

, ce qui montre que ¢ est ouverte.
1,...,nj 1,...,nj :

® Ainsi, l'application ¢ est une bijection continue ouverte. C'est 1'homéomorphisme cherché.
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\

Théoréme 19 — Soient X wun espace polonais, et Y un espace métrique séparable non dénombra-
ble tel qu'il existe une surjection continue ¢ : X~+Y.

Alors, il existe une partie A de X homéomorphe @ C et telle que ¢lA 80tt un
homéomorphisme.

En particulier, ¢ (R) est une partie compacte de Y homéomorphe 4 C. En outre, st

X est un espace polonais non dénombrable, son cardinal est ¢, le cardinal du continu.

LRI e

Pour démontrer que le cardinal d'un espace polonais non dénombrable est C, on utilise le

corollaire 58 du chapitre 1.

Démonstration® Pour tout y €Y, soit xy €X un point tel que ¢(xy) =y (Axiome du choix).
Posons 2 = {xy]y €Y}. L'espace métrique 2 est séparable et non dénombrable. Soit N 1'en-
semble des z €Z ayant un voisinage dénombrable, Nz' Ona N= ngNz' et, puisque Z est

séparable, il existe une partie dénombrable M cN telle que N = Nz. Par suite, N est

v
zeM
dénombrable. Cela étant, si =z €Z\N, tout voisinage de z contient un nombre non dénombrable
de points de Z\N. Autrement dit, tout point de Z\N est point d'accumulation de Z\N (on dit

que 2Z\N est dense en luit-méme).

® L'application ¢ est une bijection Z\N +¢(2\N). Soient X, et X deux points distincts
de 2\N. Puisque ¢ est continue, il existe deux boules fermées disjointes B, et B1 de
centres respectifs X et X de rayons <1, et vérifiant : ¢(B°) n¢(Bl) = @, Comme tout point
de 2Z\N est point d'accumulation de Z\N, Bo n (zZ\N) et 131 n (2\N) sont des ensembles non

dénombrables. Il existe donc deux points distincts de Bo, x et X, 10 et deux boules fer-
4

0,0
e Ak 1
mées disjointes Bo,o et Bo,l de centres respectifs xo,o et xo,i’ de rayons <2, et véri*
fiant ¢(Bo o) rnt»(Bo 1) = . De méme pour Bl' Par récurrence, on construit, pour tout keIN ,
’ ’
et tout k-uple (i,,...,1i,) E{O;l)k une boule fermée B de centre x , de
1 k il""'ik il""'ik

rayon <1/k, dont 1l'intersection avec Z\N est un ensemble non dénombrable, et qui est reliée

aux autres boules de la famille par les deux conditions suivantes :

(i) B, cB
11,...,ik il""'ik-l

(ii) ¢(B ) n¢(B ) =@ si y,eeerd) # (Jy0eee0dp).
M PYRTRNE % SPREPEYS M 1 k 1 k

® Pour tout ceC, ¢ = (cl,cz,...), posons : Y(c) = . Comme le diamétre

Nn_xB
keIN cl,cz,...,ck

des Bc c tend vers O, Y(c) est un singleton. On vérifie facilement que Y est con-
KRR

tinue et injective. Puisque C est compact, Y¥(C) est homéomorphe a C.

® Montrons & présent que ¢ est un homéomorphisme ¥(C) »¢(¥(C)). On vient de voir que
¥(C) est compact. Il suffit donc de s'assurer que ¢ est injective sur ¥(C). Cela résulte

immédiatement de la condition (ii).

W Enfin, si X est un espace polonais, il est homéomorphe & un 66 de [Osl]m. Il vérifie
donc : card(X) SC. Si X est de plus non dénombrable, il contient une partie compacte homéo-
morphe & C. On a donc : € = card((C) Scard(X), et finalement : card(X) = C.

o T
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4, APPLICATION : LES BORELIENS DES ESPACES POLONAIS

4.1. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES.

143

Définition 7 — soit X un espace métrique. On appelle tribu de Borel de X, et l'on note B, . ou plus

simplement B . la plus petite tribu contenant les ouverts de X . Les éléments de cette tribu sont

appelés les boréliens de X.

Puisque dans un espace métrisable les ouverts sont des Fu et que les fermés sont des 66 . la
tribu Bx est aussi engendré par les fermés. En outre, puisque les fermés sont les complémentaires
des ouverts, Bx n'est autre que la plus petite partie de P (X) contenant les ouverts de X, et

stable par réunion dénombrable et intersection dénombrable.

Proposition 20 — La tribu B, est la plus petite tribu rendant mesurables les applications

continues bornées X » R .

Cet énoncé suppose que R soit muni de sa tribu de Borel. La démonstration utilise le fait que tout

espace métrisable est normal, ainsi que le théoréme de Tietze-Urysohn (chapitre 1, théoréme 37).

Démonstration—soit ( 1la plus petite tribu rendant mesurables les applications continues bornées.
X >R .

B Montrons d'abord ( «c q( .Soit f une application continue bornée X -+ R . Pour tout ouvert
0 de R, f_1 (0) est un ouvert de X, donc un borélien de X. Par suite, pour tout borélien B de

R, f (B) est un borélien de X, et l'ona ( ch.

B Montrons a présent B&cc. Soit F un fermé de X. Puisqu'un espace métrisable est normal, et
que F est un 66 de X, il existe une suite décroissante Ul > 02 5>... d'ouverts de X vérifiant
o

n Ui = F , et il existe une suite (fn) d'applications continues X » [0;1] vérifiant :

=1

®
n

n=1

i
fn =1 sur F , et fn =0 sur X \U - On pose f= Z 2" fn . La fonction f est continue et bornée.

On a en outre : F = (x | f(x) = 1} . Il s'ensuit Fe¢(C , et donc BX c C + ce qui achéve la preuve.

4.2. CLASSIFICATION DES BORELIENS PAR ISOMORPHISMES.

Definition 8 — soient X, et Xx, deux espaces polonais. On dit que deux boréliens BycX, et
B,cX, sont igomorphes s'il existe une bijection ¢ : 81 > B2 telle que ¢ et 0_1 soient

mesurables.

On désigne toujours par K3 1'ensemble triadique de Cantor, et par C 1'ensemble de Cantor
N
{0:1}

Lenme 21. — L'intervalle (0;1] est isomorphe Q K3.
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Dénonstration - La bijection définie au début de la démonstration du théoréme 17 convient : si E
est l'ensemble des extrémités des intervalles Ip q utilisés dans la définition de K3 , la surjection

K3 + [0;1] définie & la propriété Té du chapitre 2, § 3.3. induit une bijection ¢ :K3\ E + I. Cette

bijection est strictement croissante, de méme que son application réciproque. Or les applications croissantes

entre boréliens de IR sont mesurables.

Lemme 22 —~ L'ensemble |0;7A|Nest isomorphe a un borélien de K3.

im

N
Comme un borélien d'un borélien est un borélien, on en déduit que tout borélien de [0:1] est
isomorphe & un borélien de K3

La démonstration utilise le lemme 21, ainsi que les énoncés T5 et 6 du chapitre 2.

Démonstration — L'ensemble triadique de Cantor, K3 , est homéomorphe & C , l'ensemble de Cantor.

( of . chapitre 2 § 3, propriété T5, p.101), qui est lui-méme homéomorphe & CN , d'aprés le théoréme
N
3 .

L'application ¢ définie dans la démonstration du lemme 21 induit un isomorphisme

2.6. ; par suite, il est aussi homéomorphe a K

N sur [O;IJN .

(T (K3 \E) N, [0;1] N avun borélien de K3
Comme K3 N est homéomorphe a K3, f0;1] N est isomorphe & un borélien de K3. m

Théoréme 23 - Sotent X un espace polonais et B un borélien de X . Alors il existe un

borélien ¢ de K, isomorphe & B.

3

La démonstration utilise le corollaire 58 du chapitre 1, et le lemme 22.

Démonstration — Grace au lemme précédent, on est ramené & démontrer que B est isomorphe & un borélien
- N

de {0;1 ] . Le théoréme d'Urysohn et Aleksandrov (chapitre 1, corollaire 58) affirme que X est
. . N

homéomorphe a un 66 de 0; 1]

4N .
Le borélien B de X est donc isomorphe & un borélien d'un 66 de [0;1] , qui est aussi un

borélien de [();1]N . @

Le théoréme 23 raméne 1'étude des boréliens isomorphes d'un espace polonais a celle des boréliens
1somorphes de K3 (c'est-a-dire de C ).
*
- N
On continue & poser N = N N ; cet ensemble est homéomorphe & N et & R\Q (cf .chapitre 2,

théoréme 8)

Théoréme 24 — Soient X un espace polonais, et B un borélien de X . Alors, il existe

wie application continue ¢ : N - X vérifiant ¢(N) = B.

[T

Autrement dit : Les boréliens des espaces polonais sont analytiques.

Pour la démonstration, on utilise le théoréme 16.

Démonstration-on a vu au théoréme 16 qu'un espace polonais est image continu de N . Un fermé d'un
espace polonais étant lui-méme polonais, 1'ensemble A des parties de X images continues de N
contient fx + 1l'ensemble des fermés de X. Il suffit donc de montrer que A est stable par

réunions dénombrables et par intersections dénombrables.
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B Soient Al,...,An, ... € A, et pour chaque n, on + N + X une application continue telle que
- *

N
¢n(N) = An. Posons : N = {(nl, n2,...)e NT Ql(nl) - Qz(nz) = ...} comme les applications ‘1
sont continues, N est fermé dans N. On définit ¢ sur N par : ¢ ((nl,nz,...)) = Ol(nl). L'appli-
- *

cation est continue, et vérifie ¢ (N) = R An. Par ailleurs, N est fermé dans N:“ qui est homéomorphe
- n=] -
& N . Ainsi, N est un espace polonais. Il existe donc une application continue ¢ de N sur N

(théoréme 16). L'application ¢ o § est continue, et c'est une surjection N + : An. Cela montre

que A est stable par intersections dénombrables. n=l
@ Considérons & présent Al' A2, ... € A, et posons, pour tout entier k>1,
Nk = “"1'"2"") e N | n = k }. Alors les Nk' tous homéomorphes & N , forment une partition de N

en parties & la fois ouvertes et fermées. Comme Al € A, il existe une surjection continue

¢, : N, > A . L'application ¢ :N » U A, définie par ¢ = ¢  est une surjection continue,
i i i i=1 i N1 i

ce qui achéve la démonstration,

Par une démonstration similaire, on obtient le

Théoréme 25 = Soient X un espace polonais et B un borélien de X .
Alors il existe wt espace polonais de dimension zéro Y et une bijection continue Y + B .

Passons aux conséquences des théorémes précédents.

Corollaire 26 (Afeksandrov et Hausdongg, 1916)
Soient X wn espace polonais et B un borélien non dénombrable de X .
Il existe un compact KcB homéomorphe & C . En particulier, B a la puissance du continu.

La démonstration utilise les théorémes 19 et 24.

Démonstration =~ D'aprés le théoréme 24, il existe une surjection continue ¢ : N + B. Il résulte

alors du théoréme 19 qu'il existe une partie A de N homéomorphe & C et telle que ¢ ll\ soit

un homéomorphisme : ¢ (A) est une partie de B homéomorphe & C. ]

En particulier, si X est un compact métrisable non dénombrable, c'est aussi un espace polonais

et un borélien de lui-méme. Il a la puissance du continu(ce que l'on avait vu au théoréme 19).

Lemme 27 - Soient A+ B et A des boréliens de C vérifiant A

tels que A, et A gotent isomorphes.

1S BcA,, et

Alors, B et A sont t8omorphes.

Démonstration - Posons B1 = Ao\ Al. Soit ¢ un isomorphisme de Ao sur Al' De la relation

Ao = Al u Bl' on tire Al = ¢ (Al) v ¢ (Bl) ol ¢ (AI) et ¢ (Bl) sont des boréliens disjoints

isomorphes respectivement a Al et Bl' On pose : Az =-¢ (Al) et Bz = ¢ (Bl)' En procédant par

récurrence, on construit deux suites (An) et (Bn) de boréliens satisfaisant aux relations suivantes,

*
pour tout neN
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e A et Bn sont disjoints

n
(] An—l et An d'une part, Bn—l et Bn d'autre part sont isomorphes.
o =A UB .
n-1 n n
On obtient alors A = ( n A)u Bl u B2 U ...

neN

Revenons au borélien B, et posons :

figure 3

Alors, Bl = E1 u Dl'

et, comme les Bn sont tous isomorphes, on construit deux suites (En) et
*
(Dn) de boréliens vérifiant, pour tout neWN :

e E nDp =4¢
n n

e E et E1 d'une part, Dn et D1 d'autre part sont isomorphes.

On obtient alors

[e]

neN n=1 n o=t n
et ceci est isomorphe a
-] L3
n AU u Eu u Db
neN n n=1 n n=2
@
=E v (n A) v (v Bn)
nen " n=2
= u A
Ey U Ry
=B
ce (ui achéve la démonstration. m
Corollaire 28 — Sotent X et Y deux espaces polonais, et Ac<X et BcY deux boréliens.

Alors A et B sont isomorphes si et seulement s'ils ont méme cardinalité.
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Démonstration — La condition est visiblement nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante. D'aprés le

théoréme 23, on peut se ramener au cas ol X et Y sont tous deux égaux 3 1l'ensemble de Cantor, C.sina
et B sont finis ou infinis dénombrables, le résultat est é&vident. Sinon, d'aprés le corollaire 26, il
existe un borélien K de A isomorphe & C. Comme on a KcA <cC, et K isomorphe & C , le lemme

précédent montre que A et C( sont isomorphes. De méme pour B, et le résultat énoncé est établi.

4.3 LE THEOREME D'ISOMORPHISME DE KURATOWSKI

Soient X et Y deux espaces polonais. On suppose ces espaces munis de leur tribu borélienne.
si f est une application X * Y, on dit que f est mesurable si L'image réciproque de tout borélien
de Y est un borélien de X. En général, cela ne fournit rien quant 3 la nature des images directes
par f des boréliens de X. Le théoréme de Kuratowski vient combler cette lacune ; il affirme que
si E ¢ X est un borélien, et si f est une bijection mesurable E + f(E), alors £(E) est un borélien

de Y. C'est ce théoréme que nous allons établir.

Rappelons (définition 6) qu'une partie A d'un espace polonais X est dite analytique s'il existe
une application continue ¢ : N -+ X telle que ¢ (N) = A. On note Ax. ou plus simplement A la

classe des parties analytiques de X. On a établi au théoréme 24 1'inclusion Bx c Ax.

Lemme 29 =~ Soient (Am) et (Bn) deux suites de parties d'un espace polonais X telles que, pour
tout (min) € N’ s Tl existe deux boréliens disjoints Con € Do o contenant respectivement
’ ’
A et B .
m n

Alors, il existe deux boréliemns disjoints E et F vérifiant : v AcCE et U B CcF.
meN neN

Deémonstration — on pose :

E = u n Can
meN neN ’
et
F= q u D .l
m,n

Proposition 30 : Séparation des ensembles analyiiques.
Sotent X un espace polonais, et A et B deux parties analytiques disjointes de X .
Alors, il existe des boréliens disjoints D et E vérifiant : AcD , BCE.

Démonstration — Soient ¢ et ¢ deux applications continues N + X telles que : ¢ (N) = A,

...)e N | n =k} . Il vient : N = U N ,d'od A=0¢ (N ),
! k=1 X k=t X

y (N) = B. Posons Nk = {(nl;n2
B= U wIN).
k=1 k

Supposons par 1'absurde qu'il n'existe pas deux boréliens disjoints D et E contenant respectivement

A et B. D'aprés le lemme 29, il existe k eN' et qleN* tels qu'il n'existe pas deux boréliens

1
disjoints contenant ¢ (N, ) et ¢ (N ) .
ky 9

Recommengons en décomposant Np' pehﬁ sous la forme : Np = U Np ¢ ¢ avec
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Np s 1(n1,n2,...) e N | n1 = p, n, = r} . Pour la méme raison que précédemment, il existe

’

k, ¢ n* et q2 el\l* tels qu'il n'existe pas deux boréliens disjoints contenant respectivement

¢ (Nkl , k2) et V(N q1,q2). Bref, par récurrence, on obtient x = (kl'k2"") et y=(q1,q2,...)e N

tels que, pour tout peN* ;¢ (N et y (N ) ne soient pas contenus dans des
kl'”"kp) ql,...,qp

boreliens disjoints.

Comme ¢ (x) ¢« A, que ¢ (y) €B, et que BMB =@, ona ¢ (x) # ¢ (y), de sorte qu'il existe ¢ > 0
tel que B( ¢(x); € ) nB (y(y);e ) = #. Les applications ¢ et ¢ étant continues, il existe N ¢ N

tel que : diam ¢ (N ) < e et diam yp (N ) <€ . Alors, B(¢ (x);e ) et B( p(y):;e ) sont
kl'”"kN ql'“ ,qN

deux bordéliens disjoints contenant respectivement Nk K et Nq qN , d'od la contradiction.
fpete ey JERRET

Lemse 31 = Sofent X  wn espace polonais et (An)n>1 une suite de parties analytiques de X

disjoine s dmwe @ deux.
dlovs, Il existe une suite (Bn)n>l de boréliens de x disjoints deur d deux et vérifiant,
E pour tout nzl : B oA .
n n
Démonstration — Une réunion dénombrable d'ensembles analytiques est analytique (cf. troisiéme partie

de la démonstration du théoréme 24). D'aprés la proposition 30, il existe donc deux boréliens disjoints

' o
B et C contenant respectivement A et U A . Il existe également deux boréliens disjoints D1 et

1 . i
C_ contenant respectivement A2 et v Ai Oi}fgose 82 = ClnDl. Il existe deux boréliens disjoints l:t2 et
i=3 ’ .
C3 contenant respectivement A3 et u Ai. On pose B3 = C1 nC2 nD2 ; et ainsi de suite ; par récurrence.
=4
) 7
? o, v D-?/
Ay / Q .es
\QZEZ “ /
/ G
]
)
»

Figure 4

Lemme 32 — Soient X et Y deux espaces polonais, et ¢ une application mesurable de X
sur Y.

Alors @ (¢) , le graphe de ¢ , est un borélien de xxY.

Hunnenenm

Démonstration — Notons pr_ et pry les projections de XxY sur respectivement X et Y. Les applications

pr, et ¢o pr, sont toutes deux mesurables. Donc, l'application § : XxY > YxY ,(x;y) » (y ;¢ (x))
est mesurable. La diagonale AY est un borélien de Yxy , et 1l'on a G (¢p) = w_l (AY ), ce qui montre
le lemme.
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Lemme 33 ~ Soitent X et Y deux espaces polonais, A une partie analytique de X , et
¢ wne application mesurable A -+ Y.
Alors, ¢ (A) est une partie analytique de Y .

,a ddmonstration utilise le lemme 32 et le théoréme 24.

—

Démonstration — M Traitons d'abord le cas ol A est borélien de X. D'aprés le lemme 32, G (¢)
est un borélien de XXY . C'est donc un ensemble analytique (théoréme 24), et il existe une surjection

continue ¢ :N -+ G(¢). Alors, la relation ¢ (A) = pr,o ¥ (N ) montre que ¢ (A) est analytique.

8 Passons au cas général. Puisque A est analytique, il existe une application continue T: N+ X
telle que 1 (N) = A. Il suffit donc d'appliquer a ¢ 0 1 le résultat démontré dans le cas particulier,
et le lemme est établi.

Lemme 34 -~ Soitent X un espace polonais, 2 un espace polonais totalement discontinu et ¢
une itnjection continue 2z > X.

Alors, ¢ (2) est un borélien de X.

La démonstration utilise les lemmes 31 et 33.

Démonstration = cComme 2 est totalement discontinu il existe une famille

k 4a
(,\"1"12’ .. ""k) ("1’"2" "'nx) N ke n* de parties & la fois ouvertes et fermées de Z ayant la
propriété que les A ‘o jel‘l“r , forment une partition de A par des ensembles de
nl:---;nk,j ' nllntolnk
diamétre < 1/k. D'aprés le lemme 33, pour tout k, les ¢ (l\n ) sont des ensembles analytiques

l""'nk
disjoints de sorte que d'aprés le lemme 31, il existe une suite de boréliens disjoints deux & deux,

B > ¢ (A ). Quitte a remplacer B par n
n!,...,nk nl,...,nk nl""'"k'nkﬂ nl""'"k'nkﬂ n‘,----l'!k ’

on peut supposer B cB , cette relation étant bien entendu vérifiée pour tous les
N, seeesn 4N N, see.,n
Coa 1 k" k+1 1 k
multi-indices.

B Posons a présent : C B A .
n p n nl,...,nk = l'l1 ....,nkn ¢( nlpu.-,nk)
Comme, a k fixé, les B sont disjoints deux & deux, il en est de méme des C . On en
Dyoeeeny LIRERENL
déduit :
a0
U h <, n - " v <, I
n=(ng,e.eng.deN k=1 1°°°° "k k=1 (nl,....nk) A 3

Soit D cet ensemble. La deuxiéme expression montre que D est un borélien. On va montrer D = ¢ (Z).

B soit x ¢ ¢ (2). Il existe zeZ tel que ¢ (z) = x. A k fixé, les An n forment un recou-
gree ey
vrement de 2, et il existe donc n = (nl,nz,...) eN tel que zeAn n ¢ pour tout kell. . On a
vooos
alors x ¢ ¢ (A ), et donc xeD. 1 k
N,seee N
1 k
B Inversement, soit xeD. Comme C_ n S ®A n ), on a :x € u n -¢(An n) o
ll---: k nlv,..-,k n= (nll--~)€~ k=1 lr-o-:k
et il existe n = (n_,...) eN tel que x € ¢(A ) , pour tout kenN".
1 nl,...,nk
Cela implique la non vacuité des ¢ (A ), puis celle des A , de sorte que 1'inter-
Nyreeerny Nyseeeony

section de ces derniers ensembles est non vide. Le diamétre de cette intersection étant nul, c'est un
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singleton, {z} . Comme ¢ est continue en z, on a : lim diam ¢ (A ) = 0. On en déduit
Ko w PEREERLN
aussi : lim diam (¢ (A n )) =0, d'oa {x} =(ey))} = ® ¢ (& ) c'est-a-dire
k> e 1 k=1 Py
D ¢(z), ce qui achéve la démonstration [@

Théoréme 35 (Kuratowskd) -

Soifent X et Y dewe espaces polonats, A un borélien de X , B une partie de Y , et ¢

wie injection mesurable X ~ Y telle que ¢ (A) = B.

LT

Alors, B est un borélien.

Démonstration =— D'aprés le lemme 32, le graphe de ¢ , G6(¢), est un borélien de XX Y. La projection

pr, de XXY sur Y induit, puisque ¢ est injective, une bijection & (¢) » B. D'aprés le théoréme
25, le borélien G&(¢) est 1'image continue d'un espace polonais de dimension zéro, 2, par une bijection

¢ : 2 > &6 (¢). L'application pryow est une bijection Z -+ B. D'aprés le lemme 34, B est un borélien.m®

4.4, CLASSIFICATION ORDINALE DES BORELIENS.

Soit X un espace polonais. On a vu que la tribu BX des boréliens de X est la plus petite

famille de parties de X stable par réunions dénombrables et par intersections dénombrables et contenant

la famille F des fermés de X. La famille F est stable par intersections dénombrables car une inter-
section de fermés est un fermé. La tribu BX doit donc contenir la famille % des réunions dénombrables
d'éléments de F . On a FcFy , et s est stable par réunions dénombrables. Pour étre stable par
intersections dénombrables, la tribu Bx doit contenir la famille Foé des intersections dénombrables

de membres de  Fy. Posons Fo = F , fi = ﬁ’, F. =F

2 od

et définir par récurrence la classe Fn+1 comme la famille des intersections (resp. réunions) dénombrables

d'éléments de Fn, lorsque n est impair (resp. pair). Ayant fait ceci pour tout n, on a obtenu une

. On peut continuer ainsi, pour tout neN ,

suite FO c }'1 c F2 C ... C Fn c... de classes de parties de X. La réunion de ces classes est bien sir

stable par réunions dénombrables.

Mais B doit contenir les intersections dénombrables des membres de ces classes. On pose donc :

Fw = {AcX IA = N A ,Ac€euU F&]. Et 1'on continue ainsi par récurrence transfinie : Pour tout
nelN n n a<w
ordinal a

—si O est pair (un ordinal limite est pair), la classe Fa est formée des intersections dénombrables

des membres des classes F_, avec B<a ;

B

- si o est impair, la classe Fu est formée des réunions dénombrables des membres des classes FB ’

avec B<a
Une récurrence transfinie montre que B contient les Fa ,0 < Q . Inversement, puisque toute suite

d'ordinaux dénombrables est majorée dans § , la classe u Fa est stable par intersections et
Q
Fo. @<

réunions dénombrables. On a donc bien B = a Fo

AC

Avant de préciser cette classification, voyons une premiére conséquence. Si 1'espace polonais X
n'est pas dénombrable, on a vu (corollaire 26 p.145) qu'il a la puissance du continu, ¢ . I1 a donc
c ouverts, et autant de fermés. En prenant les réunions dénombrables ou les intersections dénombrables

de membres d'une famille de C éléments, on obtient une famille ayant moins de cNo = ¢ éléments, mais
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ayant bien sdr plus de € éléments. Elle en a donc exactement ¢ . De plus, on a Nl s ¢t, et la

réunion de Nl classes de ¢ éléments ena C. Il y adonc ¢ boréliens dans X, alors qu'il y
c
a2 > [ Dparties. Cela signifie qu'il existe des ensembles non boréliens. Dans cette démonstration,

on n'a utilisé ni 1l'axiome du choix, ni 1'hypoth&se du continu, seulement 1‘'axiome du choix dépendant .

Proposition 36 Soit X un espace polonais non dénombrable.
Alors, card(X) = € = card (By) < card ( P(X)).

Remargue 37 - Dans le cas de R, on prendra garde au fait que 1l'existence d'ensembles non boréliens
n'est pas l'existence d'ensembles non mesurables pour la mesure de Lebesgue. En effet, quand on parle
de ces derniers, on se référe a des ensembles n'appartenant pas & la tribu de Borel complétée pour la
mesure de Lebesgue par des ensembles de mesure nulle. Or les ensembles de mesure nulle sont nombreux.
Soit L 1la classe de ces ensembles. Comme card K3 =card R= C, et que A ‘K3) =0, on a

P(K3) =L, dod card L 2 card (P(K3)) = 2c . Par ailleurs, puisque L c P (R), ona carda L s ¥ R
d'ol finalement card L = Zc . Ainsi, en ajoutant a B]R les ensembles de mesure nulle, on ne sait
pas ce que 1l'on a ajouté. Plus précisément, ce que 1'on a ajouté n'est pas évaluable sans axiomes

supplémentaires (cf. Appendice § 4.9 ).

Revenons a la classification des boréliens. On désigne toujours par X un espace polonais. On a vu
que Bx est engendrée par les ouverts. On peut donc refaire avec la classe G des ouverts de la
méme construction qu'avec F . Mais comme une réunion d'ouverts est un ouvert, on commencera par
prendre les intersections dénombrables d'ouverts, c'est-a-dire par construire la classe 86 .

On définit donc, par récurrence transfinie une famille Gu s <Q

. On pose Go = 6.
. Si a est un ordinal pair # O, Gu est 1'ensemble des réunions dénombrables d'éléments des
GB , B<a
. Si a est un ordinal impair, Ga est 1'ensemble des intersections dénombrables d'éléments
des 68 B <a .
On a ici aussi : Bx =y Ga.

a<f
Cela étant, dans un espace polonais, les ouverts sont des Fo , tandis que les fermés sont des 66 .

Partant, on a les inclusions

F F CcF F

g aé <
e &
60 [ 606 c

QC abo
cC
c

G G

ado

Avant de voir les propriétés de ces classes, introduisons un peu de vocabulaire :

Définition 9 = Les familles Fa ¢+ o0 a est pair, ainsi que les familles Ga , ol a est

impair sont stables par intersections dénombrables : les ensembles constituant ces familles sont
dits de classe o multiplicative. De méme, les ensembles de classe fu » o) a est impair, ainsi
que les ensembles de classe G, + o) a est pair sont dits de classe a additive. Un ensemble qui
est & la fois un F, etun € est dit ambigu de classe a .

Voici quelques propriétés élémentaires des classes Gu et ’u que nous énoncerons sans dé-

monstration. (cf.Kuratowski , Topologie vol. 1 PP. 252 sqq)

» Le complémentaire d'un ensemble de classe }'a est de classe Gu .
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» Les classes Gm (resp. Fu ) sont stables par réunions finies et par intersections finies.
» Le produit cartésien de deux ensembles de classe fu (resp. Ga ) est de la méme classe.

» Soient X et Y deux espaces polonais, et Zc X xY un borélien de classe Fa (resp. Gﬂ ).
Alors, pour tout yeY , {xeX |(x; y) ¢ 2} est un borélien de classe ‘Fa (resp. Ga ). De plus, si
X=Y, {xcX |(x; x)e2} = prx(ZnA) est de classe fu (resp. Ga. ).

» La réunion, l'intersection, la différence de deux ensembles ambigus de classe a est un ensemble

ambigu de classe a .

> De la relation Al qu u A3 U.. = Al qu\Al ul\:‘\()\2 uAl) ..., on tire que tout borélien de classe
a>0 (resp. a>1) additive est réunion d'une famille dénombrable d'ensembles disjoints ambigus de

classe a (resp. disjoints de classe < a multiplicatives) .

La classification des boréliens en classes Ga et Fa est-elle justifiée ? On a vu que nécessai-
rement, B contient tous les G“ , et que ceux-ci forment une famille croissante. Mais la classifica-
tion n'aura de sens que si, dans certains espaces, la famille des Ga (donc celles des Fu ) est

strictement croissante. C'est ce probléme que nous allons & présent aborder.

Définition 10 = soit X un espace polonais. On dit qu'une partie A de Xx N est un ensemble
borélien universel de classe ca (resp. ‘Foz ) si A est de classe Gu (resp. fa ), et si, pour
tout borélien ZcX de classe @ (resp. F ), il existe c ¢ N tel que

def @ o
Alc] = ({xeX |{x; c) ¢A} =2 .

b ("

v -

- -

Figure 5

Proposition 38 = On admet l'axiome du choitx. Soit 1 un espace polonais.
Alors, pour tout a<Q , il existe un borélien universel pour x de classe

[T

Ga (resp. Fu ).

. N
Demonstration = Soit ¢ un homéomorphisme N » N° . On pose, pour

z2e N : ¢(z) = (‘t(z)o i ‘t,(z)1 ; ...). Par application de l'axiome de choix, & tout ordinal
limite A <§ , associons une suite croissante Ao < Xl < ... d'ordinaux convergeant vers ) .
Soit également, puisque X est métrisable et séparable, (On)n e N une base dénombrable de la

topologie de X . On va définir, par récurrence transfinie, des ensembles Aae XxN , a partir
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de leurs sections Aa'_z], zelN .

On pose, pour tout z = (2y veeer 2 ,..) eN:

1) Alz] = v 0,
n=1 n
2) AFzd = o A [e¢(2) ] si a est pair
neN
Aa+1(z] = y Au N(z)n] si a est impair
neN
3) Ax"_z'l = y A)‘ [Q(z)n'l
neN n

On va montrer successivement

a) Si BcX est de classe a , il existe z¢ N tel que Au [z]1=B .
b) A est de classe G .
a a

c) Pour tout a<® , A, [z) est de classe 6a .

a) On va procéder par récurrence transfinie. Soit O un ouvert de X . Par définition, il existe une

suite (Ok ) extraite de la suite (On) et telleque : 0= y Ok . Considérons z = (kl; k2; ceede
n * n
neN

on a Aole = y Oy =0, cequi montre que a) est vrai pour a =0 .
* n .
neN
® Supposons que a) soit vrai pour o , et montrons qu'il en est de m@me pour g+l . Soit B un

ensemble de classe Ga+1 . Par définition, ona B = g Bn si o est pair, B = Bn si q est
' neN neN
impair, ol les Bn sont de classe % . D'aprés l1l'hypothése de récurrence, il -existe une suite (tn)

d'éléments de N telle que, pour tout n , on ait : Au [tn-] =B, . Mais par définition de ¢ , il
existe z¢ N tel que ¢(z) = (t,). On a alors

A Tzl= n A [¢(z) J= n A [t ]= n B =B si a est pair, ou
atl ne N (! n neN a n neN n

A H[z 1= v A [¢(z)n]- u A [t] = v Bn =B , si a est impair.
M nen ¢ neNn ° n . neEN
® Supposons enfin que )\ soit un ordinal limite, et que, pour tout An , la propriété a) soit vraie.
Soit B un borélien de classe ) . Il se décompose sous la forme B = U Bn , ol Bn est d'une

classe cu , avec an<). . Puisque la suite (xn) converge vers ) ',“Four tout n , il existe - xk

n
tel que anS Ay - Le borélien Bn est alors de classe GA , et il existe tk € N tel que :
n k n

. n
Bn = AA ftk 1. Si An est un terme de la suite (xn) n'appartenant pas i la suite (Ak ) ,» soit

k n n
n
t € N tel que : A [t 1=g . Soit enfin ze N tel que ¢(z) = t . Il vient :
n .
B= U B = U A [t, 1= v A [t 1= v A [¢(z) 1=a l2z1],
nen " PEN )‘kp kp neN An n neN An n A

ce qui achéve de montrer a).

@b)Pour o =0 : soit (x; z)GAOCXxN . Il existe, par définition de A, un entier n tel que
xe€ 0z . De par la topologie de N , il existe un voisinage ouvert V de z dans N tel que, pour
n
tout teV , t = (tl, f.2, ...), on ait : tn =z . Alors, Oznx VCAo , ce qui montre que Ao est
un ouvert.
® Supposons la propriété b) établie au rang o . Alors, Au est un borélien de classe g
de Xx N, et, puisque ¢ est continue, pour tout n, {(x; z)eX x N, (x; (¢(z)n))e A“} est un
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boreéiien de XxN de classe Gu. Si n est pair (resp. impair), comme intersection (resp. réunion)

de ces boréliens de classe a, Aa.+l est un borélien de classe a+l .

e Le méme raisonnement donne le résultat pour un ordinal limite A .

M c)Cette propriété découle de b), car si 2 est un borélien du produit cartésien Xx Y de deux espaces
métriques X et Y , les ensembles du type Z(y) = {x |(x; y) € 2} sont des boréliens de X de la méme

classe que 2 . O]

Corollaire 39 — Dans N , il existe, pour tout a<gq des boréliens de classe Gu qui ne sont

[T

pas de classe Fu

Compte tenu des inclusions entre les classes de boréliens, cela signifie que les familles Ga et Fu
sont strictement croisantes. On ne peut donc pas réduire la classification ordinale des boréliens sans

perte pour cette classification.

Démonstration — D'aprés la proposition précédente, il existe, pour chaque q , un ensemble universel

AaCN x N . Soit Za la projection sur N de ANnAu , ou Ay désigne la diagonale de N x N. L'en-
semble AN ] Ao étant de classe Gu, il en est de méme de Za . Montrons que zﬂ n'est pas de classe
F“ . Si cela était, l'ensemble N\Zu serait un Gu' de sorte qu'il existerait ze N tel que

Aa[ z J=N\ z, ., car Aa. est un ensemble universel de classe Gu. . Si l'on avait ze Zo. , on aurait

(z; 2)e Au par définition de 2 , d'od ze€A [z]= N\Za ce qui est contradictoire . Si 1'on avait
o a
ze N\ za , on aurait (z; z)¢ Aa , d'od z£N\ zu = Au[z ], ce qui est encore contradictoire. Cela montre

que N\Z n'est pas un & . ]
a a



EXERCICES DU CHAPITRE 3

1. CONNEXITE

Soient X un espace connexe, et Y une partie connexe de X.
a) Soit 2 une partie de X\Y, & la fois ouverte et fermée dans X\Y. Montrer que YyZz est connexe.

b) Soit T une composante de X\Y. Montrer que X\T est connexe.

2. CONNEXITE LOCALE
a) Montrer que si X et Y sont des compacts localement connexes, il en est de méme de XuY.

b) En utilisant le graphe de x+ sinl/x, xe¢ 10 ; 1] , montrer qu'en général, la réunion de deux

ensembles localement connexes n'est pas localement connexe.

3. COURBE DE PEANO

k k+1
Pour ke {0;1;...9} ,onpose.Ak= 0 10 .

on définit deux fonctions continues R + [0;1] , périodiques de période 1 en posant :

0 si teaA

A
f(t) = 1v .3
31 si te)\suh7

£(0) = £(1).

f affine gar A, k e {(0;... 9}

k
0 st
g(t) = 3 sl teh As
1 si teA A

3v 7
g(0) = g(1)

g affine sur Ak' ke {0;...9}

Oon pose enfin :

L o
a = § 0 Loraly Ly 0= ] A 9wy
k=1 2 k=1 2

a) Montrer que ¢ et y sont continues.

b) Montrer que t » (¢ (t) ; ¢ (t)) est une surjection continue [0;1] + ([0;1] 2.

4. ESPACES BIEN ENCHAINES

158

On dit qu'un espace métrique (X:d) est bien enchafné si, pour tous x,ye X, et tout € > 0, il existe

neN , et (xl,...,xn) cX tel que : x, = x, X =Y. et, pour tout i,1sic<n-1 , d(xj.”iﬂ) S € .

Montrer que les cing assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L'espace métrique (X;d) est bien enchainé.
(ii) Pour toute fonction uniformément continue f : X - IR, l'image f(X) est bien enchainée.

(iii) Pout tout e >0, et tous x,ye X, il existe des composantes distinctes cl""'cn telles que

xeC_, yscn, et d(Ci i C

1 ”) < ¢ , pour 1sisn-i.

i

(iv) Ou bien X est connexe, ou bien toute déconnexion X = AUB vérifie d(A;B) = 0.

(v) Pour tout recouvrement uniforme ouvert (C,) de X, et tous x,ye X, il existe un sous-

(o]
i iel
recouvrement fini Cl""'cn de X tel que :xscl, yecn, et Cinciﬂ ¥ @ , pour 1sisn-1.
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5. CONNEXITE, ESPACES BIEN ENCHAINES ET ESPACES COMPLETS

2
Dans IR , on considére l'espace X constitué de la réunion de la branche d'hyperbole Y ! xy =1,

x>0, et de la demi-droite 2 : y=0, xx0.

a) Montrer que X est bien enchainé pour la distance euclidienne d_. L'espace (X;dz) est complet et

bien enchainé, mais il n'est pas connexe (%). 2
b) On munit X de la distance § définie par :
§(x;y) = dz(x; y) si  (x;y) € Y2 u 22
§(x;y) =1 si (x;y) e Y x 2 v Z x Y.

Montrer que les topologies induites sur X par § et d2 sont identiques, mais que (X; 6) n'est

pas bien enchainé.

c) Montrer qu'une partie de R bien enchainée et compléte (pour la distance usuelle) est connexe.

Ce résultat est-il vrai pour une distance quelconque sur R ?

6. IMAGES DES ESPACES BIEN ENCHAINES

Soient (X;d) un espace métrique bien enchainé, (T,d') un espace métrique, et f wune application
uniformément continue (X;d) > (T;d'). Montrer que f(X) est bien enchainé.
Si (x;dz) est l'espace défini dans 1l'exercice 5, 1'application Xy * (X;dz) + {0;1} est continue,

mais son image n'est pas bien enchainée.

7. EONCTIONS STOCHASTIQUEMENT INDEPENDANTES : LES FONCTIONS DE RADEMACHER

Oon pose Rn(t) = (-l)k pour t e [k 2" i (k+1) 27 , 0< k=< 2"-1.

Montrer que les fonctions R : [0;1]+ IR sont mutuellement stochastiquement indépendantes.
n

8. FONCTIONS STOCHASTIQUEMENT INDEPENDANTES ET ITERATIONS

Soient f et g deux fonctions continues (0;1] » [0;1] stochastiquement indépendantes et de loi

uniforme. Montrer que les fonctions fogn sont de loi uniforme et sont mutuellement indépendantes.

9. TRIBU BORELIENNE

Soit X un espace polonais. Montrer que la tribu borélienne Bx est la plus petite famille qui
contient les ouverts, les intersections dénombrables de ses éléments, et les réunions dénombrables

disjointes de ses éléments (on effectuera une récurrence transfinie).

10. TRIBU BORELIENNE D'UN CARRE

Soit (Bn) une base dénombrable d'ouverts de (0,1 ]2 dont les éléments sont des boules ouvertes. Pour
tout neN , soit Bn une partie de [0;1]2 vérifiant : Bn c Bn c 5; .

2
a) Montrer que la tribu ( engendrée par les Bn contient la tribu borélienne B de [0;1]°.

b) Donner un exemple de parties Bn telles que C contienne strictement B .

11. TRACES DE LA TRIBU BORELIENNE

Soient X un espace métrique, et YcX.

a) Montrer : B, = {BY | B e Bx)

b) Soient A et B deux boréliens de R , et f une fonction croissante A -+B. Montrer que f est

mesurable pour les tribus BA et BB.
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(%] J.A.R. HOLBROOK : Stochastic independance and space-filling curves. Amer. Math. Monthly 88
(1981), 426-43z.
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3. L'ENSEMBLE DE CANTOR ET LES ESPACES COMPACTS

iLa démonstration du théoréme 14, & partir du théoréme de Taimanov est tirée de :

') W.B. JOHNSON : On continuous images of Cantor spaces. Amer. Math. Monthly 75 (1968),869-871.

Pour des compléments, ou pour d'autres démonstrations, dans le cadre métrique, outre les ouvrages de

Newman et Whyburn mentionnés en 2, on pourra consulter :

1?1 G. WHYBURN and E. DUDA : Dynamic topology. U.T.M. Springer Verlag Pub. New-York 1979.

I

4. LES ESPACES POLONAIS ET LEURS BORELIENS

Tout est dans le traité de Kuratowski cité plus haut. Mais il faut le trouver et le convertir en
langage moderne. Le § 4.4. est un tel exemple de traduction. Pour le reste des § 3. et 4, le parti
pris de ne donner que les résultats utiles pour les applications en analyse (intégration, probabilités...)

nous a conduit & adopter la présentation d'un auteur qui avait fait le méme choix, & savoir
'] K.R. PARTHASARATHY : Probability measures on metric spaces. Academic Press, New-York 1967.

Autrement, cachés sous un vocabulaire étrange, on trouve la plupart des résultats du § 3 et des § 4.1.
et 4.2. dans

i2] nN. BOURBAKI:Topologie générale (chapitre IX). Hermann ed., Paris 1974.
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NOTES DU CHAPITRE 3

(!) Pour des applications de ces espaces particuliers a la notion générale d'ensemble, voir 1'appendice,
§ 4.10.

(2) Le fait qu'un continu métrisable localement connexe X soit connexe par arcs simples est une consé-
quence du théoréme 6, si 1'on admet 1l'axiome du choix. Avec cet axiome, on montre en effet que tout espace
fopbologique séparé qui est connexe par arcs est également connexe par arcs simples, s'il a plus d'un point.

Sans cet axiome, il faut refaire une construction aue 1l'on neut résumer ainsi : Si x et y

2
sont deux points distincts de X, on construit une suite C , C°,... de chaines simples de x a vy,

c" = (C?, c; yeoas C2 ) telle que, pour tout n :

n
(a) Tout Cz est un ouvert connexe de X de diamétre < 1/n

(b) Pour tout c'i‘"l , il existe c'j' tel que c'i‘+1 c;'
+
(c) Il existe des chaines D? , D; veoos D : telles que c” t_ DT + D; + ... 4 D: et telles
n n n n
que tout Dy 3 de Dz soit inclus dans 1l'un des S -
’

Une construction satisfaisant & c) est délicate et nombre d'ouvrages proposent une démonstration fautive

sur ce point (voir la bibliographie , § 2).

i) Un probléme ouvert est la recherche des espaces métriques pour lesquels "bien enchainé et complet”

implique “connexe”.
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APPENDICE

APERCU DE THEORIE AXIOMATIQUE DES ENSEMBLES

par Gilbert Leliévre

Cet appendice n'a pas pour objet d'apprendre & manier les concepts de la théorie des ensembles.
Le language des ensembles &tant celui dans lequel on exprime usuellement les théories mathématiques
(y compris la théorie des ensembles elle-méme et 1'interprétation des théories logiques), nous suppose-
rons connues les principales notions ensemblistes. Mais nous montrerons que ces notions et les résultats
les plus importants de la théorie des ensembles résultent d'un systéme d'axiomes relativement simple et

communément admis.

Afin de traiter de quelques problémes dits métamathématiques, touchant aux axiomes de la théorie
des ensembles — pour examiner notamment si certains axiomes sont indépendants des autres, sl certains
énoncés sont démontrables dans la théorie des ensembles considérée, s'ils sont incompatibles avec la
théorie, i.e. réfutables ou encore s'ils sont indépendants de la théorie-— nous présenterons l'axioma-
tique des ensembles dans un langage formalisé ; c'est d'ailleurs la seule fagon de poser clairement des
problémes de cette nature et de donner un apergu intelligible de leur solution. Mais on ne devra pas,
par une émulation inconsidérée , regarder cette présentation comme une invitation & formaliser ses propres
démonstrations sous le vain prétexte de rigueur mathématique ; nous ne saurions trop mettre en garde
contre une telle tentation pernicieuse, qui attirerait inévitablement des conséquences fé&cheuses. L'écri-
ture des textes mathématiques, qu'il s'agisse de la rédaction de problémes, d'articles ou de livres, doit

se conformer & l'usage répandu dans la communauté mathématique.

L'objet de cette présentation formelle est simplement, sans entrer dans les détails superflus pour
ceux dont la théorie des ensembles n'est pas le domaine de recherche, de faire en sorte que l'on ait des
idées claires et non erronnées sur des questions qu'il est légitime de se poser, au moins une fois dans
sa vie. Ce sont des problémes que l'on n'a pas l'occasion de rencontrer souvent dans sa pratique quoti-
dienne des mathématiques, mais le peu d'accointance que l'on aura ainsi acquise, qui ne dépasse pas ce
qui devrait constituer la culture générale de tout mathématicien, doit permettre d'éviter d'étre arrété,
troublé, désargonné et dérouté, si un jour, on vient 4 tomber sur ces questions. Certaines d'entre elles
ne sont d'ailleurs pas sans conséquences sur l'analyse mathématique : 1la cardinalité du continu (i.e. de
R), les différentes formes de 1'axiome du choix, la mesurabilité des parties de R , etc. Aussi est-il
bon d'avoir a leur sujet une attitude &clairée qui ne soit pas en contradiction avec les résultats métama-
thématiques qui les concernent. Comme ces résultats laissent généralement une grande liberté d'attitude a
1'égard de ces questions, mais comme toutes les hypothéses logiquement possibles n'ont pas le méme degré de
fécondité, il importe de discerner ce qui reléve d'un choix, peut-é&tre motivé par certaines pratiques mathé-
matiques, et ce qui découle d'un choix antérieur ou implicite, dont il est préférable de mesurer auparavant

les conséquences.
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1. INTRODUCTION.

1.1. — UNE THEORIE OU DES THEORIES DES ENSEMBLES

Présenter une théorie axiomatique des ensembles, c'est présenter un menu. On attend d'un bon repas,
généralement, qu'il soit suffisamment varié, mais qu'il ne cause pas d'indigestion. On attend de méme
d'une théorie des ensembles qu'on puisse y exprimer l'essentiel des mathématiques sans conduire & une
contradiction. Mais ces exigences peuvent &tre remplies par différents systémes axiomatiques selon 1'idée

intuitive, acquise par la pratique des mathématiques, qu'on se fait de la notion d'ensemble.

On exposera d'abord un menu type, le systéme axiomatique des ensembles appelé 8ystéme de Zermelo-
Fraenkel et noté ZF ; c'est le systéme dans lequel le mathématicien travaille avec le maximum d'agrément
et d'assurance, et auquel il se rapporte couramment dans la pratique mathématique. Aprés quoi, on étu-
diera les principaux systémes qu'on peut former soit en retranchant des axiomes au systéme ZF (on obtient
alors des systémes plus faibles que Z2ZF ), soit en modifiant la formulation de certains axiomes du systéme
ZF (on obtient alors des variantes de ZF ), soit surtout en ajoutant & 2F d'autres énoncés ; les
derniers systémes ont leur raison d'étre en ce qu'ils permettent de décider certains problémes mathématiques
importants qui sont indécidables dans le systéme 2F (un énoncé mathématique est dit indécidable dans

un systéme axiomatique si ni cet énoncé ni la négation de cet énoncé ne sont démontrables dahsAce systéme) .

On obtient alors des systémes plus forts que ZF dans la mesure ol tous les théorémes de 2F sont
aussi des théorémes de ces nouveaux systémes, tandis que la réciproque est fausse car les énoncés rajoutés
a 2ZF ne seront, en général, pas démontrables dans ZF . Mais on a, en principe, plus de risque d'obtenir
une contradiction dans un systéme plus fort dans la mesure od l'on peut y démontrer davantage d'énoncés
mathématiques et, 4 la limite,.un systéme contradictoire n'est pas autre chose qu'un systéme ol l'on peut
tout démontrer. Il faut donc s'assurer que si le systéme 2ZF est consistant (i.e. non contradictoire),
alors les systémes axiomatiques des ensembles obtenus en rajoutant d'autres axiomes sont aussi
consistants, i.e. que si 1'on pouvait trouver une contradiction dans ces sytémes, ce ne serait pas a cause

de 1'adjonction de ces énoncés : la contradiction se trouverait déja danms le systéme ZF .

1.2. = LES RAISONS ET LES CARACTERISTIQUES DE L' AXIOMATISATION EN THEORIE DES ENSEMBLES

L'indétermination de la notion d'ensemble et la hiérarchie cumulative des ensembles

On étudiera "la" (il faudrait dire des) théories des ensembles comme on le fait habituellement pour
les autres théories mathématiques. Pourtant le projet d'axiomatisation d'une théorie des ensembles différe

en deux points de celui de la plupart des autres théories mathématiques.

D'une part, les différents systémes d'axiomes qui ont &té proposés historiquement ne sont pas, en général,
équivalents, et, ils donnent, pour cette raison, autant de représentations et de définitions différentes de la
notion d'ensemble. Si la théorie ZF est celle qui correspond le plus naturellement & 1'idée intuitive d'en-
semble que se font la plupart des mathématiciens, elle n'est pas la seule concevable, et il est assez arbitraire
de n'exposer qu'une seule théorie des ensembles. D'ailleurs, il n'y a pas 3 proprement parler de conception
unitaire de la notion d'ensemble sauf, peut-étre, pour des raisons de facilité et d'opportunité, au niveau de
la pratique naive des ensemblés. Il importe de comprendre que si tel mathématicien est conduit a telle
conception de la notion d'ensemble plutét gu'a telle autre, ce n'est pas parce que le monde des étres mathé-

matiques est ainsi fait, mais parce que la pratique des mathématiques & tel moment de leur histoire se fait
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de la sorte. Il est vrai que la conception réaliste des mathématiques conduit naturellement a s'imaginer que
les ensembles sont des entité-. dont notre monde serait peuplé ; mais cette vision platoniste des mathématiques

est plutét une sorte d'hypostase de la pratique naive, i.e. non formalisé, des mathématiques.

Il y a, d'ailleurs, une distorsion inévitable entre la pratique naive des ensembles et le traitement
axiomatique de la notion d'ensemble. Le choix des axiomes n'est pas arbitraire ; les axiomes doivent nous
fournir tous les objets qu'on utilise dans la pratique intuitive, mais, en général, ils nous en donnent
beaucoup plus : parmi eux, se trouveront des objets qui ne correspondent a4 aucune intuition. De plus,
comme 1'a montré Skolem, l'axiomatisation en théorie des ensembles conduit inévitablement & une conception
relativiste des mathématiques. On reviendra sur cette caractéristique fondamentale du traitement axioma-
tique des ensembles dans la conclusion générale de cet appendice, mais celle-ci apparaitra tout au cours

de celui-la, en particulier dans le §5 de cette introduction.

D'autre part, les axiomatisations courantes de la théorie des ensembles ont été élaborées pour remédier
aux contradictions qu'on pouvait tirer des premiéres théories ensemblistes (Cantor, Dedekind, Frege), et
la forme de ces axiomatisations se ressent de leur reconstruction sur de nouvelles fondations, a la diffé-
rence de l'axiomatisation des autres théories mathématiques. On verra, en effet, que les axiomes de ZF
ou bien posent l'existence d'ensembles dont on pense qu'ils ne sont pas contradictoires, ou bien donnent
des procédés de construction d'ensembles déja construits, procédés dont on pense qu'ils ne conduisent pas
non plus & des contradictions. A l'opposé, les premiéres théoiies ensemblistes, qui se sont avérées contra-

dictoires, ressemblaient davantage aux théories mathématiques classiques.

On obtiendra donc, dans le systéme ZF , une hiérarchie des ensembles en types, les ensembles du
type n+l1 étant construits aprés ceux du type n au moyen, éventuellement, d'ensembles du type n .
Afin de multiplier le moins possible les étres mathématiques, on admet en général qu'un ensemble d'un
type donné est aussi un ensemble d'un type plus élevé, si bien qu'en montant dans 1'échelle des types
on obtient de nouveaux ensembles tout en conservant les ensembles acquis 3 des niveaux plus bas. De la
sorte, un ensemble de type n+l peut étre considéré comme une collection dont les éléments sont des en-
sembles de type n . Il est clair qu'il faut \se donner au moins un ensemble qui sera aq_premier rang
(i.e. au niveau zéro), i.e. un ensemble qui sera donné d'emblée et A& partir duquel tous les autres
ensembles seront construits ; on prend le plus souvent l'ensemble vide comme point de départ de la
hiérarchie, mais on se donne aussi parfois, au niveau zéro, des objets qui ne sont pas a strictement
parler des ensembles puisqu'ils n'ont pas d'éléments et qu'ils sont différents de 1'eﬁsemb1e vide ; ces
objets sont appelés atomes ou individus . La relation d'appartenance € permet de mesurer le rang
des ensembles ; le rang d'un ensemble est le premier type ol il est construit, i.e. le type ol il appa-
rait pour la premiére fois. Un ensemble x sera dit de rang n s'il existe une suite minimale d'ensembles
Ay veeee X possédant les propriétés X € xle coe€X € xn v Xy = $ ou un individu et X, =x. On
appelle structure (ou théorie ) cuwmulative des types cette fagon, due & Russell et A Zermelo, de
construire les ensembles par hiérarchie ou itération des procédés de construction, au lieu de se donner
d'emblée tous les ensembles comme une totalité indifférenciée ; cette méthode de construction se retrouve

dans la plupart des axiomatisations ensemblistes actuelles.

1.3. = LE MATHEMATICIEN ET LE LOGICIEN DEVANT LA THEORIE DES ENSEMBLES

11 importe de bien se convaincre qu'une théorie des ensembles n'a pas essentiellement pour objectif de
faire mieux comprendre les notions intuitives de la pratique mathématique, ni méme, a& proprement parler, de
rendre celles-ci plus rigoureuses ; en particulier, elle n'a pas pour but essentiel de répondre a la ques-
tion : "Qu'est-ce qu'un ensemble ?". D'ailleurs le projet de fondation et de formalisation des mathématiques,
qui a conduit aux axiomatisations actuelles de la théorie des ensembles, n'a jamais été un projet gnoséolo-

gique, i.e. destiné A résoudre des probldmes du type "Comment mieux connaitre et comprendre les &tres mathé-
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matiques?". Le projet était plutét de se donner un cadre suffisamment bien adapté pour traiter le probléme

de la non-contradiction des mathématiques.

Ce qu'on attend généralement d'une théorie des ensembles, c'est qu'elle fournisse suffisamment d'ensembles
(dont on est censé avoir la connaissance intuitive dans la pratique mathématique) pour permettre la construc-
tion de tout ce dont le mathématicien a besoin pour faire de "bonnes" mathématiques, sans qu'on soit en

mesure d'obtenir trop d'ensembles pour ne pas exposer la théorie A des contradictions.

Toutefois il ne vient pas naturellement 3 l'esprit du mathématicien courant 1'idée d'introduire des
axiomes permettant d'obtenir, en plus des ensembles dont il a besoin pour ses constrﬁctions, d'autres en-
sembles dont il n'a aucune raison de se servir. Mais il arrive que les ensembles bizarres qu'on obtient
alors en supplément intéressent momentanément le logicien qui regarde la théorie des ensembles d'un autre

point de vue que le mathématicien courant.
Le mathématicien considére la théorie des ensembles

- soit comme un langage dans lequel il peut écrire toutes les mathématiques, et comme une struc-
ture universelle sous-jacente & toute espéce de structure mathématique dans la mesure od il peut traiter

comme un ensemble le (ou les) référentiels d'une structure mathématique quelconque ;

- soit comme un outil auxiliaire, leorsqu'il utilise tel axiome de la théorie des ensembles (par
exemple 1'axiome du choix, 1'hypothése du continu) pour répondre a tel type de probléme posé par les mathé-

matiques classiques.

En revanche, le logicien qui étudie la théorie des ensembles, aprés avoir montré (eA général assez
rapidement car ce n'est plus la son probléme) qu'on peut représenter toutes les théories mathématiques
dans la théorie des ensembles (y compris la théorie des ensembles elle-méme!), prend la théorie ou plutét
les théories des ensembles comme objet de son &tude, au méme titre que tout autre structure mathématique
est un objet d'étude pour le mathématicien. Les problémes spécifiques au logicien ne manquent pas et si
ces problémes n'intéressent pas directement le mathématicien, leur résolution a des conséquences souvent

importantes pour le reste des mathématiques.

I1 résulte du théoréme d'incomplétude de G3del que si une théorie des ensembles T pouvant représenter
1'arithmétique est "non-contradictoire", l'assertion "la théorie T n'est pas contradictoire" n'est pas un
théoréme de cette théorie. C'est pourquoi on part toujours de 1l'hypothése selon laquelle la théorie des
ensembles qu'on étudie est non contradictoire. On exprime cette hypothése en disant par exemple "Soit un

modéle de ZF ...", et on travaille dans ce modé@le ou d vartir de ce modéle.

Refuser cette hypothése équivaudrait & ne pouvoir rien tirer de la théorie des ensembles en question,
tandis qu'au moyen de cette hypothése on démontre des résultats intéressants, en particulier ceux du type
suivant : si ZF est non contradictoire la théorie 2ZF & laquelle on ajoute tel autre axiome est aussi
non contradictoire. Ce type de probléme s'appelle probléme od &tude de la consistance relative  d'une
théorie des ensembles. On parle parfois de consistance relative d'un énoncé (par exemple 1'axiome du choix,
1'hypothése du continu) par rapport au systéme ZF : cela veut dire pour parler correctement qu'il s'agit
de la consistance relative (4 celle de 2F) de la théorie obtenue en ajoutant cet énoncé & 2F . Les
problémes de consistance relative sont trés importants et leur résolution (mais pas la démonstration) inté-

resse le mathématicien dans la mesure ol elle lui garantit la légitimité relative de tels axiomes.

Les problemes de consistance relative conduisent aux problémes d'indépendance. Un énoncé (par exemple
1'axiome du choix, l'hypothése du continu, 1'hypothese de Souslin) est dit tndépendant d'un systéme
d'axiome donné si cet énoncé et d'autre part la négation de cet énoncé sont consistants relativement & ce

systéme d'axiomes, i.e. si dans ce systéme d'axiomes on ne peut ni démontrer 1'énoncé ni le réfuter



61 INTRODUCTION 1685

(i.e. démontrer la négation de cet énoncé), ce qui impliquequ'on peut 1'admettre ou le refuser en ayant
1'assurance de ne pas rendre la théorie plus contradictoire. La résolution des problémes d'indépendance
a surtout le grand intérdt de mettre fin aux querelles interminables d'écoles dont les plus importantes

ont porté sur la légitimité du principe du choix et de 1'hypothése du continu. Le logicien, en bon roi

Salomon (du moins lorsqu'il peut l'étre, i.e. lorsqu'il a démontré 1'indépendance d'un probléme par rapport
a un systéme d'axiomes donné) peut renvoyer dos 3 dos les mathématiciens qui s'étaient querellés sur ces
problémes et les inciter a d'autres travaux plus fructueux, en leur laissant toutefois la responsabilité
(relative) du choix des axiomes qui ont les conséquences les plus intéressantes pour la pratique mathéma-

tique.

Bien d'autres problémes font encore l'objet de 1'étude de la théorie des ensembles. La plupart des
mathématiciens les croient dénués d'intéré&t mathématique, comme, par exemple, 1'étude des grands cardinaux.
Mais il s'avére parfois que ces problémes ont des conséquences importantes pour le reste des mathématiques;
par exemple, le probléme de l'existence certains grands cardinaux est 1ié A des questions de mesurabilité

d'ensembles.

1.4. — LE LANGAGE FORMEL DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

Le systéme ZF est construit sur la logique des prédicats avec égalité. Le seul symbole non logique
de ce systéme est le symbole binaire d'appartenance. D'autres symboles non logiques ne faisant pas partie
du langage de la théorie seront introduits & titre d'abréviations : ce seront des symboles de relation
(par exemple < désignant la relationd'inclusion ou bien des symboles de termes (par exgmple ¢, P@),

w ) qui serviront & nommer des ensembles fréquemment utilisés.

Le langage L de la théorie des ensembles ZF comprend un alphabet constitué des symboles suivants :

- Un nombre infini dénombrable de variables d'individu , dites aussi variables d'ensembles car elles

dénoteront des ensembles : Koo Xy geeer Xpoeen
- Une constante de prédicat logique = , dite symbole de relation d'tdentité .
- Une constante de prédicat non logique € , dite symbole de relation d'appartenance.

- Des symboles logiques : —1 (négation), V (disjonetion), A (conjonction), => (implication
matérielle), <=> (dquivalence matérielle), VY (quantificateur universel) 13 (quantificateur existen—

tiel).

- Des symboles auxiliaires : "(" (parenthése ouvrante), ")" (parenthése fermante) -

On utilise encore d'autres symboles qui ne sont pas des symboles du langage L , mais des symboles
du métalangage: (ici le frangais) qui nous serviront a parler du langage et de la théorie qu'on étudie.
on dira : "Soit A (resp. a, ¢ ) un(e) ..." pour "Soit A (resp. a, ¢ ) un‘symbole du métalangage
désignant un(e) ..." (On confond pour la simplicité les noms des 8tres et les &étres qu'ils dénotent).

Le lecteur verra clairement quand les paranthéses sont celles du langage et quand elles sont celles du

métalangage!

On appelle mot ou assemblage de L toute suite finie de symboles de L . La longueur d'un mot
est le nombre de symboles qui le constituent. Un mot de longueur 1 est un symbole de l'alphabet de L.
On appelle mot vide la suite (unique) qui n'a pas de symbole, i.e. la suite de longueur 0 . L'opération
de juxtaposition des suites s'appelle la concaténation ; si A et B sont des mots, on note AB ("A
concaténé a B") le mot obtenu en mettant les symboles de B aprés ceux de A et en réindexant convena-
blement (i.e. selon l'ordre indiqué) la suite ainsi obtenue. Si un mot A s'écrit BCD ol C est un

mot non vide mais od B et D peuvent &tre des mots vides, on dit que C est uneoccurrence de A ou
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que le mot A a une occurrence du mot C. Le mot A peut avoir plusieurs occurrences de C ; chacune de ces
occurrences est alors déterminée par les mots B et D tels que A = BCD ("=" désigne ici 1l'identité des

mots) .

Les formules du langage L , dites aussi formules du premier ordre pour le langage L , sont les

mots dont chacun est obtenu en appliquant un nombre fini de fois les 3 régles suivantes :

1) Les mots de la forme (xm = xn) ("1'ensemble désigné par X est identique a l'ensemble désigné
par xn") et (xm ex ) ("l'ensemble désigné par X appartient & 1'ensemble désigné par xn") sont

n . X ,
des formules, dites formules atomiques, et leurs seules variables libres sont x et x.

2) Si ¢ et ¢ sont des formules, alors ~—1¢ ("non ¢ "), (Vv Y )I(" ¢ ouv ™), (6 A ¢)
(" ¢ et yp"), (¢= y ) ("si ¢ alors ¢y "), (p <= y) (" ¢ si et seulement si ¢") sont aussi des

formules, et leurs variables libres sont celles de ¢ ou de .

3) si ¢ est une formule, alors 3xn ¢ ("il existe un X tel que ¢ ") et Vxn¢ (“pour tout x
ona ¢") sont aussi des formules, et leurs variables libres sont celles de ¢ moins la lettre X

qui est dite l7ée par le quantificateur existentiel 3 ou par le quantificateur universel Y.

On désigne des formules de L par ¢ , y, Xr--++ des variables arbitraires de L par

X, Y, 2,... 0n écrit xfy pour "T1(xe€y) et x #y pour ~ l(x = y). On omet généralement les
parenthéses extérieures d'une formule, i.e.(A) s'écrira A. On écrit ¢(x) pour dire que x est une
variable qui a uneoccurrence libre dans ¢ . Si d)(xl Poeee ;xn) est une formule dont toutes les variables
libres figurent parmi Xyse-esX . 0D dit que Vx1 SRR ¢(x1; e xn) est la clbéture universelle de

¢ - Une formule sans variable libre est appelé un énoncé ou une formule close. Une formule est sous
forme prénexe si elle s'écrit QA ol Q est une suite finie de quantificateurs immédiatement suivis
d'une variable et A une formule sans quantificateur. Toute formule est équivalente & une formule sous
forme prénexe. Pour faciliter la lecture des formules on utilise souvent des quantificateurs universels et
eristentiels relativisés, i.e. on écrit VYxeA P(x) au lieu de VYx(xeA => P(x)) et IxeA P(x) au

lieu de Ix(x ¢A AP(x)).

On écrira ZFk ¢ ou e ¢ pour dire que la formule ¢ est un théoréme de 2ZF, i.e. une

formule démontrable dans le systéme ZF.

Une réalisation pour un langage donné L est la donnée d'un ensemble appelé domaine de la réali-
sation, de relations et de fonctions interprétant les symboles de relation et de fonction du langage.
Donner une réalisation pour un langage revient & 1'interpréter en termes d'ensembles; cette maniére
ensembliste de donner un référent & un langage formel permet de représenter toute théorie mathématique

dans la théorie des ensembles.

Une théorie pour un langage donné est, par définition, un ensemble de formules de ce langage ;
la théorie 2F est ainsi constituée par tous les théorémes du systéme 2F. Un modéle ou structure
d'une théorie pour un langage donné est défini comme une réalisation pour ce langage qui satisfait a
toutes les formules de cette théorie, i.e. une réalisation qui rend vraie l'interprétation de ces

formules.

1.5. — LES MODELES DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

On désignera par M = ( M| , qu) =(U, € ), ou plus simplement par (U, ¢) (la relation
d'appartenance €y ¢€tant souvent confondue pour la simplicité avec le symbole de relation d'apparte-
nance ¢ ), ou encore plus briévement par U (ou M ) un modéle d'une théorie des ensembles (on précisera

chaque fois laquelle). On ne dira pas que la structure ( U, ¢ ) est un ensemble U muni d'une relation

d'appartenance e ni que les objets de u sont des éléments de (appartenant a) U  car ce sont les
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objets de (I qu'on appellera ensembles. On pourra appeler U un univers oudomaine de référence de

la structure d'ensemble ( U , € ). La relation d'appartenance € (i.e.ﬂi, ) n'est donc définie que pour

deux objets quelconques de U mais pas pour un objet quelconque de U et U 1lui-méme. Il serait plus

correct d'appeler les objets de U des U - ensembles car la notion d'ensemble sera relative au domaine
U d'une structure d'ensemble (U , ¢). Dans ce cas il n'y aurait aucun inconvénient a dire que u

est un ensemble ; seulement U ne sera pas un U~ensemble.

Il s'agit dé&s lors pour toute notion mathématique, en particulier pour les notions de la théorie

naive des ensembles de construire ou d'associer un U-objet correspondant. Mais comme un systéme formel

n'est jamais totalement adéquat & la théorie naive qu'il formalise, il y aura des U-objets qui ne

correspondront a aucune notion intuitive d'ensemble, par exemple différentes sortes d'infini dans u.

On continuera a parler des notions intuitives avec les mémes mots, souvent méme avant de les

introduire comme U-ensembles pour une structure d'ensemble ( Ul , ¢ ), car, étant donnée une structure
d'ensemble ( U , ¢), on ne s'intéresse pas & la question de savoir ce qu'est un ensemble ni quels sont
les ensembles (la question n'a d'ailleurs pas de sens), mais quels sont les U-objets i.e. quels sont

les U-ensembles et quelles propriétés vérifie le domaine U des U-ensembles.

Cette fagon de procéder, acquise a ses dépens par la pratique logique, met une fin de non-recevoir
& certains beaux esprits en mal de fondements, qui se demandent encore comment il peut étre légitime de
parler de 1l'infini, et de l'utiliser, avant le 1l'introduire par un axiome ou par une définition
formelle (car on serait censé ne pas connaitre encore ce qu'est 1'infini !). La réponse est claire :
c'est que l'on sait parler et .écrire au niveau du métalangage avant méme d'avoir é&tudié un langage ou
un systéme formel comme objet. Faudrait-il interdire la numérotation des pages dans un livre de théorie
des ensembles avant d'avoir introduit les entiers comme ensembles ou bien signaler en note qu'on dira
plus tard ce que signifie les signes en haut des pages et 4 quoi ils servent lorsque 1l'occasion viendra
de les étudier ! Serait-il inconvenant d'écrire une grammaire frangaise en frangais ou d'enseigner le

frangais dans la langue frangaise !).

Toujours est-il qu'un infini du métalangage et un infini qui est un U -objet sont des entités
conceptuelles distinctes désignées pour la commodité par le méme nom. Lorsqu'il y aura risque d'ambiguité
sur la nature des étres dont on parlera, on ajoutera l'adjectif "intuitif" pour dire que l'objet ou 1'étre
correspondant n'est pas un U-objet mais un objet du métalangage. Par exemple, l'ensemble ?es variables

en nombre infini dénombrable (au sens intuitif) du langage (i.e. x , Xyreees xn,...) n'est pas posé

1
comme un lU-objet, mais on pourrait le faire et représenter ainsi toute formule du langage L de ZF par

des lU- ensembles.

Un modéle M de 2F sera une réalisation ( U ,Gu) du langage L qui vérifie les axiomes de ZF ;
comme ¢ est le seul symbole du langage L spécifique de la théorie 2F, on voit que les axiomes de ZF
ne font que préciser 1es propriétés de la relation' ey pour tout modéle ( U , eq ). Il n'y a pas de
modéle canonique de 2F pas plus qu'il n'y a de modéle naturel de la théorie des groupes (tout groupe, en
effet, est un modéle de la théorie des groupes). Le logicien étudie donc les principales structures
ensemblistes de la méme fagon que le mathématicien étudie les différentes structures algébriques topologiques,
etc. On dira "soit M = ( M| , &) = (U, ¢ ) un modele de 2ZF", et on écrira M = zF , de la méme fagon
que l'on dit "soit (G,.) un groupe" (i.e. un modele de la théorie des groupes).

Démontrer qu'une formule ¢ du langage L n'est pas un théoréme de 2F, ce que l'on note 2ZF I ¢

ou Hyp ¢ » équivaut, par le théoréme de complétude, & 1'existence d'un modele M " de 2F qui ne

vérifie pas ¢ , i.e. pour lequel 1'interprétation de ¢ est fausse (et on note non ( ME ¢ ) ou
M ¥ ¢), ce qui est encore équivalent & l'existence d'un modéle de 2F + ~1¢-
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7. LE SYSTEME ZzF (ZERMELO-FRAENKEL)

ZF ZF ci-dessous. Pour la siinplicité, on n'a pas

1
écrit les quantificateurs en téte des formules ; les axiomes de

Le systéme est la donnée des formules a ZFg

ZF sont donc a proprement parler la

cléture universelle des formules ZF1 a ZFg.

2.1. (ZF,) AXIOME D'EXTENSIONALITE

1)

Vz (zey <= zey) = (x =y)

8! deux cnsembles quelconques x et y ont exactement les mémes éléments, alors ils sont égawx,

Cet axiome affirme le caractére extensionel des ensembles : les ensembles sont complétement déterminés

par

tout ensemble est &gal & l'ensemble de ses éléments, et on écrit x = {y‘ Y e X}

la donnée de leurs éléments et il n'existe pas deux ensembles distincts qui ont les mémes éléments ;

. Peu importe la fagon
dont sont définis les ensembles ; ainsi l'ensemble des réels positifs ou nul est le méme que l'ensemble

des réels qui sont des carrés, bien qu'on ait ici deux définitions différentgs du méme ensemble.

Cet axiome introduit en quelque sorte un principe d'économie ontologique, interdisant les jumeaux,
empéchant la multiplication inutile des étres, suivant en cela le principe d'Occam : "entia non est
multiplicanda, praeter necessitate”. 1l assure 1'unicité des ensembles que 1l'on construit avec les autres
axiomes, ce qui permet de donner des noms, et des symboles pour les représenter, aux plus courants
d'entre eux. Il exclut 1'existence d'individus (ou atomes), i.e. d'objets différents de l'ensemble vide

et ne contenant aucun élément.

La converse ( A=>B et B=>A sont dites converses l'une de l'autre) de 1'axiome d'extensiona-

lité , & savoir

(x = y) = Yz (z2ex <>  2zeY),
est logiquement valide, si bien qu'on peut exprimer cet axiome sous la forme suivante

Yz (zex <= zey) = (x=y).

Oon définit est un sous-engemble ou une partie

xcy parVz (ze¢ x = 2zy), et

de y.on dit que c est la relation d'inclusion

conceptuellement différentes ; elles n'ont pas les

on dit que x

entre les ensembles. Les relations ¢ et c sont

mémes propriétés. Avec la relation d'inclusion, on

peut écrire l'axiome d'extensionnalité sous la forme simple sui‘vante

(Xcy Aycx) = (x=1y).

Lorsqu'on définit x =y par Vz (zex <= zcy), on prend généralement pour axiome d'extensionalité

(y = zAyex) = (zex).

Sous cette forme, l'axiome d'extensionalité a quelque ressemblance avec le principe de substitution des
identiques (indiscernabilité des identiques), mais cette formulation de 1'axiome d'extensionalité est plus
forte que celle du principe de substitution et n'est pas un théoréme logique. Bien qu'il introduise le
symbole d'égalité dans la théorie des ensembles, 1l'axiome d'extensionalité exprime en fait une propriété

de la relation d'appartenance et non pas une propriété logique d'égalité des ensembles.
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2.2. (ZFZ) AXIOME DES PARTIES DEFINISSABLES (DE COMPREHENSION, DE SEPARATION)

Pour toute formule # (x) avec x pour variable libre et ne contenant pas y, et pour tout ensemble
a, on a l'axiome : Jy Vx (X e y & (xea A ¢(x))
S Etant donné un ensemble a et wne formule  ¢(x) il existe un sous-ensemble de a ne contenant

que les éléments de a qui sdtisfont d la formule ¢ (x).

ZF2 est un schéma d'axiome ; il fournit, pour toute formule ¢ (x), un axiome appelé instance du
schéma ZF2 qui nous assure l'existence d'un ensemble noté {x| Xe anA ¢(x) } +, pour tout ensemble a ;

l'unicité de cet ensemble est garantie par ZF . Ce schéma d'axiome n'est pas équivalent A& un nombre fini

1
de ses instances. ZF comporte donc un nombre infini d'axiomes et n'est pas finiment axiomatisable.

Pour toute formule $(x) & une variable libre x, on utilise la notation ¢ = (xl ¢ (x)) et on
1'appelle la collection définie par la formule ¢ : elle est déterminée de fagon unique par la formule ¢ (x)
car on étend nat.urellement 1l'axiome d'extensionalité Zl=‘1 aux collections. Pour la simplicité on dit que
{x | ¢(x)} est la collection ¢ , et plus généralement on appelle collection toute formule & une variable

libre (éventuellement avec paramétres).

Pour deux collections quelconques d(x) et Y(x), on définit les opérations d'intersection, de

réunton et de complémentaire relatif
pny = {x| o&x)a Y},
pup = (x| ox)v Y1},
¢-v = (x| oA —x)} .

On dit que Y(x) est une sous-collection de  ¢(x) si 1'énoncé Vx (y(x) = O(x)) est vrai.

En général la-collection {x | $(x) } n'est pas un ensemble, mais tout ensemble x est défini
par une collection a paramétre x, a savoir x = {y I yex} (cf. §2.1)
On dit qu'une collection ¢ (x) correspond d un ensemble, ou définit un ensemble, ou plus simplement

encore est un engemble s'il existe up ensemble a tel que Vx ( Xea «<= ¢(x)).

Il y a des collections qui ne correspondent & aucun ensemble. Ainsi X£ X ne définit aucun ensemble,
car s'il existait un ensemble a tel que Vx(xex e=> xea) on aurait en particulier aca<= aga, ce qui
est contradictoire. De méme, la collection x = x qui définit 1l'univers (I n'est pas un ensemble ; car,
si x = x définissait un ensemble a; on aurait Vx (xea) ; par le schéma de compréhension ZF2 il
existerait un ensemble b tel que Vx( Xebe=> xea A xex) , i.e. tel que Vx( Xeb <9xex) et cela prouve-
rait que la collection xex définit un ensemble, ce qui est faux. Par contre on verra que la collection
X # x définit un ensemble (cf. §2.3). La collection x = x se note couramment V et s'appelle la

collection universelle ou la collection de tous les ensembles (bien fondés ; cf. §2.9),

On peut formuler 1'axiome des parties définissables 2F, de la fagon suivante :

2

L'intersection d'une collection ¢ et d'un emsemble a est wun ensemble , ou :

toute collection ¢ restreinte @ un ensemble (i.e. bornée par un ensemble) est un ensemble .
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En théorie de l'intégration, on définit les fonctions intégrables comme étant les fonctions
mesurables (la propriété d'étre mesurable est une propriété locale, comme celle d'é&tre continue et de
mesure finie. On peut dire aussi que la propriété d'étre une collection est une propriété locale qui
assure une sorte de "régularité" a ce qui est définissable par une formule. Le schéma d'axiome ZF2
est un principe de limitation relative de la taille des ensembles ; i1 correspond, en intégration,
a4 la propriété que toute fonction mesurable éont la valeur absolue est majorée par une fonction

intégrable est intégrable.

Conséquences de 1'axiome ZF2

P Pour tous ensembles a et b, il existe un ensemble unique, noté anb, dont les é&léments sont
les ensembles qui appartiennent a la fois a a et & b; en effet, on a
anb = {x lxea A Xeb} (ici ¢(x) est xeb).

a,) , on définit 1'ensemble
i ieX

A Vi (lel = xea;)} (ioi ¢(x) est Vi (iel = xea ).

P Plus généralement, pour toute famille non vide d'ensembles (

o a, = {x| xea

1el !

P> Aucun ensemble ne contient tous les ensembles i en effet, quelque soit a, l'ensemble
b = {x l Xea A X ¢ X} est tel que b ¢ a. En particulier il n'existe de complémentaire d'un

ensemble a que par rapport & un ensemble donné.

P Existence du complémentaire relatif : Pour tous a et b, l'ensemble bNa = {x| xeb A x ¢ a}

dit le complémentaire de a par rapport a b.

P L'axiome ZF2 est conséquence de l'axiome de remplacement (ZFB).

2.3. (ZF3) AXIOME DE L'ENSEMBLE VIDE

JyVx (x £ y)

Il existe un ensemble qui n'a pas d'éléments.

Hunm

est

Cet axiome assure l'existence de l'ensemble {x | x # X} qui n'a pas d'éléments ; cet ensemble est

unique d'aprés ZF1 et il est noté ¢ .

Si 1l'on suppose qu'il existe au moins un ensemble a (ce qu'on fait en admettant 1l'existence d'un

ensemble infini, ZF,), 1'axiome ZF3 est conséquence de ZF2 , car

{x|x#x) = {x|xea A x#x1].

2,4, (ZF,) AXIOME DE LA PAIRE

Jy Vx (xey = x =a Vv x =b)

Erant donnés dewx ensembles a et b , il existe un ensemble dont les seuls éléments sont a et b.

Cet axiome assure l'existence de l'ensemble {x|x =a vx =b} qu'on note {a;b} , l'unicité de

cet ensemble résultant, comme toujours, de ZFI. Si a # b, 1'ensemble {a;b} est appelé une paire

("la paire a, b"). La paire {x; x} est notée {x}et est appelée un singleton ("le singleton x").
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Avec 1'axiome ZF‘3 (fondation), on montre que l'ensemble {a; b} est différent de a et de b.

Conséquence de ZF4

P Existence des couples : On définit (a;b) par {{a} ; {a;bl}, que l'on appelle paire ordonnée, ou
couple ; un couple est donc la paire formée d'une paire et d'un singleton inclus dans elle. Cette définition,
due a Wiener et a Kuratowski assure, avec son existence, la propriété caractéristique d'un couple : (a; b) =
(a' ;b') si et seulement si a=a' et b=b'. Si a#a' ou b#b', on a donc (a;b) #(a' ;b') , tandis qu'on
a toujours {::; b} = {b;al . cette définition du couple correspond bien & 1'idée qu'on s'en faisait dans la
pratique sociale ou la hiérarchie tenait souvent lieu de l'ordre : un couple humain était la donnée d'un

singleton homme et d'une paire homme-femme.

P L'axiome de la paire est conséquence de 1'axiome de remplacement (ZFB) et de 1'axiome ZFS.

2.5. (ZFS) AXIOME DE L'ENSEMBLE DES PARTIES

Jy VX  (XeY &= Vz (zex = zea))
ou en abrégé

Jy Vx (xey &> xca)

Etant donné un ensemble a , il existe un ensemble dont les éléments sont tous les sous-ensembles de a.

Cet axiome assure l'existence de l'ensemble {x; xcal ; il est unique par ZFI' se note P(a) et
s'appelle l'ensemble des parties de a.

Quel que soit l'ensemble a, la cardinalité de P(a) est strictement supérieure i celle de a.
L'axiome ZF5 permet donc de construire des cardinaux de plus en plus grands. On a besoin de 1'axiome
de l'ensemble des parties pour construire l'ensemble IR des nombres réels & partir de 1'ensemble @ .
des nombres rationnels : un nombre réel est défini comme un ensemble de nombres rationnels, quelle que

soit la fagon de construire les réels. Sans cet axiome, on ne pourrait pas démontrer 1l'existence d'ensembles

non dénombrables.

2.6, (ZFS) AXIOME DE LA SOMME (REUNION)

Jy VX  (Xey <> 3Jz(x€z A zea))

Les éléments des éléments d'un ensemble forment un ensemble.

Cet axiome assure l'existence de l'ensemble {x | Jz(xez A zea)} qu'on note Ua ou U x. On a
x ¢ U{aib} si et seulement si x =a ou x =b et on définit aub par U{a;b} . Xea
Conséquence de cet axiome :
» si (a,), est une famille (éventuellement vide) d'ensembles, alors y a, est un ensemble appelé

iel iel

réunion les a, . et Ug=¢ .
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Conséquences des axiomes de la paire (ZF4) et de 1a somme (ZFG) .

Pour tout x, xU {x} existe.
Si1 a,b,c sont trois ensembles, on peut former 1'ensemble {asb;c} = ulla;b}, {c}}.

Par récurrence on montre que si (a,) est une famille finie d'ensembles, on peut former 1'ensemble

i’ ieI
{ai | ie1} (Si I est infini, il faut utiliser 1'axiome de remplacement ZFB)'

Conséquences des axiomes précédents

Existence du produit cartésien : si a et b sont deux ensembles, on peut former l'ensemble

Lix;y) { x €a A xep} noté axp.

a
S1 a et b sont deux ensembles, on peut former l'ensemble b , ensemble des applications de a
dans b .

Si (ai)i I est une famille d'ensembles, on peut former 1'ensemble m ai ={a ¢( v ai)I ;
€ )
Yi(icI=>a(i) €a,} appelé produit de la famille (a,), . - iel iel

2.7. (ZF,) AXIOME DE L'INFINI

Ix(P ex A Ty(yex = 3z(zex A Yu(uez <= uey v u=y)))
Avec les abréviations usuelles, on peut écrire cet axiome plus simplement
Ix (Pex AWy (yex = y u{y} €x))

Il existe wn ensemble x qui a @ pour premier Slément (pour l'ordre induit par ¢ ) et qui est

tel que st yex , alors yuy{y)e x.

On note w (ou N dans les mathématiques courantes) le plus petit ensemble qui vérifie ZF7 H
awnsy @, (¢} , {(@; {2} , (@ (4} ; (@ {B}}} ,... appartiennent tous & « .

On définit les ordinaur & la maniére de von Neumann, en commengant par les ordinaux finis ou entiers

naturels, de la fagon suivante :

0=¢
v = (g} = {9}
g} v ({g}} = (g ; {g}} = (0;1}

N -
] [}

ntl = n U {n} = {0;1;...5n} = {(g; (g} : {(P; {#}} ...}

ce qui a fait dire a certains que les mathématiques reposaient sur du vide |

51 a est un ordinal, ay {a} est le successeur immédiat de o« et a Lle prédécesseur immédiat de

ay {a}. D'aprés la définition ci-dessus, un ordinal est l'ensemble des ordinaux qui le précédent pour la
relation ¢ - Un ordinal est dit successeur s'il est de la forme « u {a} , i.e. s'il a un prédecesseur
immédiat. Un ordinal est dit limite s'il est différeﬁt de ¢ et s'il n'est pas successeur; si A est un

ordinal limite, on a ) = ve (voir chapitre 2, § 5),
a€

Autre fagon d'énoncer 1l'axiome de 1'infini (due a Zermelo), éguivalente a ZF7 si 1l'on admet

l'axiome de remplacement (ZFBM
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Ix(Pex A Vy (yex = {y} € x)).

Cette formulation de l'axiome de 1'infini a motivé une autre définition des ordinaux, appelés ordinaur

de sermelo :

0" = ¢
1" = (g} = (0"}
2' = {{g}} = (1"}

n+l' = ({n'}

Enoncés équivalents & 1'axiome de 1'infini et utilisant la notion d'ordinal

11 existe un ordinal non fini . Le premier ordinal non fini, noté w , est alors l'ensemble des

i

ordinaux finis.
E Les ordinaux finis forment un ensemble.

Il existe un ordinal limite.

Un ensemble a est dit fini si son cardinal est fini, i.e. s'il existe un entier n et une bijection
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