
Examen de Mathématiques (S3 PMCP) n

◦
1

Durée 3h. Do cumen ts et calculatrices in terdits

Le 17 Décem bre 2007.

b ar ême indic atif: 6 ; 5 ; 5 ; 4.

Exercice 1. Soit

∑
n≥1 fn la série de fonctions dé�nies par :

[0,+∞[3 x 7→ fn(x) =
x√

n(1 + nx2)
.

1) Mon trer que la série de fonctions

∑
fn con v erge simplemen t sur [0,+∞[. On p ose

f(x) :=
+∞∑
n=1

fn(x).

2) Mon trer que la série

∑
n≥1 fn con v erge normalemen t sur tout in terv alle [a, b] p our 0 < a < b

et en déduire que f est con tin ue sur ]0,+∞[.

3) Mon trer que la fonction f est dériv able sur ]0,∞[.

4) Mon trer que p our N ∈ N , x > 0 on a :

f(x)
x

≥
N∑

n=1

1√
n(1 + n2x)

.

Indic ation : on p ourr a r emar quer que les fonctions

fn(x)
x sont p ositives.

On supp ose que f est dériv able à droite en 0. En déduire par un passage à la limite que

f ′(0) ≥
N∑

n=1

1√
n

.

En déduire une con tradiction.

Exercice 2. Soit

∑
n≥2 fn la série de fonctions dé�nie par

R 3 x 7→ fn(x) =
1

n2 + sin(nx)
.

1) Mon ter que la série de fonctions

∑
n≥2 fn con v erge simplemen t sur R. On p osera

f(x) =
+∞∑
n=2

fn(x).

2) Etudier la con v ergence normale de

∑
n≥2 fn . En déduire que la fonction f est con tin ue sur R.

3) Mon trer que f est dériv able sur R.

Exercice 3. Soit

∑
n≥1 fn la série de fonctions dé�nie par :



R+ 3 x 7→ fn(x) = (−1)n
x

n2 + x2
.

1) Mon trer que

∑
n≥1 fn con v erge simplemen t sur R+

.

2) Mon trer que

∑
n≥1 fn ne con v erge pas normalemen t sur R+

.

3) Mon trer que

∑
n≥1 fn con v erge uniformémen t sur R+

.

4) Mon trer que la fonction f est con tin ue sur R+
.

Exercice 4.

1) Mon trer que la suite (cosn)n∈N ne p eut pas tendre v ers 0 quand n →∞.

Indic ation : r aisonner p ar l'absur de et c onsidér er la suite cos(2n).

On considère la série en tière ∑
n≥1

cos n

nα
zn, p our α ∈ R.

2) Mon trer que si |z| < 1 la série n umérique

∑
n≥1

cos n
nα zn

con v erge.

3) Mon trer que si |z| > 1 la suite

cos n
nα zn

ne tend pas v ers 0.

Indic ation : r aisonner p ar l'absur de.

4) En déduire le ra y on de con v ergence de la série

∑
n≥1

cos n
nα zn

.


