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Rapp els de cours

On rapp elle quelques résultats sur les in tégrales généralisées : si f : R3 → R est une fonction

con tin ue, on dit que l'in tégrale ∫
R3

f(x)d3x

c onver ge si la limite

lim
R→∞

∫
B(0,R)

f(x)d3x

existe dans R. On p ose alors :∫
R3

f(x)d3x := lim
R→∞

∫
B(0,R)

f(x)d3x.

Une condition su�san te p our que l'in tégrale

∫
R3 f(x)d3x con v erge est qu'il existe une constan te

C telle que ∫
B(0,R)

|f(x)|d3x ≤ C, ∀R ≥ 1,

où B(0, R) désigne la b oule de cen tre 0 et de ra y on R .

Exercice 1. Equation de Sc hro edinger

Soit Ψ : Rt × R3
x : (t, x) 7→ Ψ(t, x) ∈ C une fonction de classe C2

sur Rt × R3
x à v aleurs

complexes. On note par Ψ la fonction complexe conjuguée :

Ψ(t, x) = Ψ(t, x).

On asso cie à la fonction Ψ la fonction p ositiv e :

ρ(t, x) := Ψ(t, x)Ψ(t, x) = |Ψ(t, x)|2

app elée densité de pr ob abilité et le c hamp de v ecteurs :

~j(t, x) =
1
2i

(
Ψ(t, x)∇xΨ(t, x)−Ψ(t, x)∇xΨ(t, x)

)
,

app elé c our ant de pr ob abilité .

1) Véri�er que c haque comp osan te de

~j(t, x) est à v aleurs réelles et donc que

~j(t, x) appartien t

bien à R3
p our tous (t, x) ∈ R×R3

.

Mon trer que

div~j(t, x) =
1
2i

(Ψ(t, x)∆xΨ(t, x)−Ψ(t, x)∆xΨ(t, x)).

2) On supp ose que la fonction Ψ v éri�e l'équation de Schr o e dinger :

∂tΨ(t, x) =
i
2
∆xΨ(t, x)− iV (x)Ψ(t, x), dans R×R3,

où V : R3 → R est une fonction con tin ue, à v aleurs r é el les .



Mon trer en utilisan t 1) que si Ψ v éri�e l'équation de Sc hro edinger alors :

∂tρ(t, x) + div~j(t, x) = 0, dans Rt ×R3
x.

3) On p ose p our t ∈ R et R > 0 :

I(t, R) =
∫

B(0,R)
ρ(t, x)d3x,

où B(0, R) désigne la b oule de cen tre 0 de ra y on R .

Mon trer en utilisan t la form ule de Green-Riemann que

∂

∂t
I(t, R) = −

∫
∂B(0,R)

~j(t, x) · ~ν(x)d2S,

où ∂B(0, R) désigne la sphère de cen tre 0 et de ra y on R et ~ν le v ecteur normal extérieur à

∂B(0, R).

4) Mon trer que si

|Ψ(t, x)| ≤ C(1 + |x|)−α, p our un α >
3
2

alors l'in tégrale

I(t) =
∫
R3

ρ(t, x)d3x con v erge.

5) Mon trer que si de plus

|∇xΨ(t, x)| ≤ C(1 + |x|)−β , p our un β >
1
2
,

alors p our tous temps t1 , t2 , on a :

lim
R→∞

I(t1, R)− I(t2, R) = 0,

où I(t, R) est dé�nie au p oin t 5).

6) En déduire que sous ces deux conditions l'in tégrale I(t) est indép endan te de t .

Exercice 2. Solutions particulières du système de Sain t-V enan t.

L'écoulemen t de l'eau dans un canal p eu profond est décrit par le système d'équations de

transp ort non linéaires app elé système de Saint-V enant :

(SV )

{
∂th(t, x) + ∂x(hu)(t, x) = 0, dans R+ ×R,

∂t(hu)(t, x) + ∂x(hu2 + 1
2h2)(t, x) = 0 dans R+ ×R,

a v ec des conditions initiales

h(0, x) = h0(x), u(0, x) = u0(x).

Les fonctions inconn ues h(t, x) et u(t, x) représen ten t resp ectiv emen t la hauteur de l'eau au p oin t

x ∈ R et à l'instan t t ∈ R et la vitesse à l'instan t t le long de l'axe des x de la colonne d'eau au

dessus du p oin t x.

1) Soit (h, u) un couple de fonctions de classe C1
dans R+ ×R. Mon trer que (h, u) est solution

de (SV) si et seulemen t si le couple de fonctions (h, hu) est solution de :

(1.3) ∂t

(
h
hu

)
(t, x) + M(h, u)∂x

(
h
hu

)
(t, x) = 0, dans R+ ×R,



où M(h, u) est la matrice 2× 2 :

M(h, u) =
(

0 1
−u2 + h 2u

)
2) Soit main tenan t α = α(t, x) une fonction scalaire et (h, u) un couple de fonctions de classe C1

telles que :

(1.4) ∂t

(
h
hu

)
(t, x) + α(t, x)∂x

(
h
hu

)
(t, x) = 0 dans R+ ×R.

On supp osera que la fonction h est toujours strictemen t p ositiv e.

On supp ose de plus la condition suiv an te v éri�ée :

(C) p our tout (t, x) le ve cteur

∂x

(
h
hu

)
(t, x)

est un ve cteur pr opr e de la matric e M(h, u)(t, x) p our la valeur pr opr e α(t, x).

Mon trer qu'alors le couple de fonctions (h, u) est solution de (SV).

3) Mon trer que (C) est v éri�ée si et seulemen t si

(1.5) α(t, x) = u(t, x) ±
√

h(t, x),

et

(1.6) − α(t, x)∂xh(t, x) + ∂x(hu)(t, x) = 0, ∀t ≥ 0, x ∈ R.

Dans la suite on c hoisira α = u +
√

h .

4) Mon trer que p our ce c hoix de α l'équation (1.6) est équiv alen te à :

(1.7) ∂x(u− 2
√

h)(t, x) = 0, ∀t ≥ 0, x ∈ R.

5) Soit h0 : R → R une fonction de classe C1
strictemen t p ositiv e et C une constan te arbitraire.

Soit h(t, x) une fonction de classe C1
dans R+ ×R solution de :

(1.8)

{
∂th + (3

√
h + C)∂xh = 0 dans R+ ×R,

h(0, x) = h0(x), dans R.

Expliquer p ourquoi la fonction h(t, x) est strictemen t p ositiv e.

Véri�er en utilisan t tout ce qui précède que si

u(t, x) = 2
√

h(t, x) + C,

alors (h, hu) est solution de (1.4), la condition (C) est v éri�ée, et donc (h, u) est solution du

système de Sain t-V enan t (SV) p our les données initiales (h0, u0) a v ec

u0(x) = 2
√

h0(x) + C.

6) On �xe main tenan t les données initiales :

h0(x) =


4 p our x ≤ 0,
4−1(4− x)2 p our 0 < x ≤ 2,
1 p our 2 < x,

u0(x) =


2 p our x ≤ 0,
(2− x) p our 0 < x ≤ 2,
0 p our 2 < x,

En utilisan t les résultats précéden ts déterminer la solution C1
de (SV) p our les données initiales

(h0, u0) sur un in terv alle de temps [0, Tmax] que l'on déterminera.

7) Prolonger la solution en une solution faible p our t ≥ Tmax . Commen t in terpréter ph ysiquemen t

la solution ainsi obten ue ?


