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SUR LA RESOIUTION DES SYSTEMES HYPERBOLIQUES
DU PREMIER ORDRE PAR DES METHODES D'ELEMENTS FINIS

TNTRODUCTION

Soit JL un ouvert borné de R™ , de frontidre ?JL  assez régulidre et
goit ¥ = (v, , QL , ...)?m) le vecteur unitaire dirigé suivant la normale exté-
rieure & 9@$L. _

L'objet principal de ce travail est d'approcher la solution des sys~-

tames du ler ordre suivants, symétriques et positifs au sens de FRIEDRICHS [13]

4

Trouver une fonctiom a: - R telle que :

FY
(1) Aa :z Hj_.a_v.“__,.ﬂou :/E ' dans SU,

Az L
(2) (B'M) w =0 " sur 35,

M -

ot B- Z )1 ﬂ; . Les mat_rices lq,; , 04 4 &m , appartiennent a

Py 4-
of(fz ) 4*4 gont définies dans Jb et satisfont les propriétés.

H.i, est symétrique et lipschitzienne en x pour X €D , Aé L& v,

& "
ﬂo+ﬂ°.z%>c‘,1 ,  C, >0
Az A 4

Pio a ses coefficients bornés dans St. _
‘P

Les matrices B et ™ appartiennent 2 of (R") , sont définies sur 04b et

satisfont les propriétés

M.LM*)O

7

(o (B-M) 4 M (BT = R

Lorsque certaines propriétés de yégularité sur la dépendance en X sont satis-
faites, le probleme (1), (2) admet une solution unique a € (HA(Sb))?
([13], [25), [381). :

Soit \A/:g_ (resp.\la ) un espace de dimension finie nen nécessajrement in-
ctus (resp. inclus) dans (HJ(Jb) N Co(.ﬁ_.))P .

Dans une premiére partie (Chapitres 1 et 1I), on définit et on étudie
différentes méthodes d'approximatibn du systeme (1), (2) : méthodes continues
lorsque 1'on cherche la solution approchée atp dans 1'espace V_g et méthodes dis-
continues lorsqu'on cherche la solution A p dans W‘&' . Dans la deuxime partie
(Chapitres 11l et IV), on considére plus particuli2rement 1'équation de trans-
port des neutrons :

a) En géométrie plane bidimensionnelle (x-as) (Chapitre III) :

P da
vy

t o }

(3) /’v—gﬁ‘ + Moz 'ﬁ , dans SUL C[R&
»H ' )
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(4) ;u..:Ol sur ?i-.ﬂ_,.;{(?c,ﬂ/)'&aﬂ: ) /u.mx....i).«;‘a-QO}. ,

ot m_ et My sont les composantes de la normale extérieure 2. 2oL .

b) En géomét:rie sphérique 3 une dimension (J!.;/" ) (Chapltre Iv) :

dA

(5) /.t..,.m,(Jb )i +Ju.a ((A-/L)M).,.G_JL‘LA A {dansd‘b ]OR[IJA‘*/![,'

M;(R)/”') -;;O‘-_,‘ v pour‘- /&4. O,.

Pour. ces -deux problémes, on étudie des méthodes d'approximation continues.

et discontinues, adaptéés 2 la structure des équations, conduisant a des 8ys«~

témes linéaires de résolution quasi' explicite, et de ce fait couramment uti-

1isés en pratique. [P | N o T
Ces deux parties sont précédées d'un Chapitre de préliminaires

(C‘napit;re 0) oﬁ. on ;Lntroduit différents types d'éléments finis servant & cong-

truire 1l'espace le_ . On rappelle 2 cette occasion un certain nombre de résul-

tats maintenant classiques dans 1'analyse de la méthode des éléments finis tels

:i:'(u;e; 1le Lewme de BRAMBLE. et HILBERT [2)], 1'inégalité inverse, des inégalités sur
les changements de variables [8) et des résultats d'approximation a plusieurs
variables: [6]. Certaines généralisations de ces résultats, utiles par la suite
sont ausgi démontrées, ' _

_ Au Chapitre I, on.considére 1'approximation du probléme (1), (2) par des.
méthodes du. type é1léments finis, Pour définir 1la méthode continue, on introduit
la. formulation suivante du probldéme (1),.(2) valable pour toute solution
w € (A )P L . o |
7y i j A)x-v+,u ﬂu),&n& +1‘;-f Mu.ar 44 = 'j:[.nr»%c ,

2’ 3

pour tout Ar € (H (JL))’P ., od A* est l'opérateur ad;oint formel de A,
Soit \{a un espace de dimension finie inclus dans (H («‘b))’P y on cherche
Ay E_\/& - f:.el qufa pour tout 4);& € \/{ on ait :

(8); %L(ﬁ»‘& AJ:& A o )Jﬂt-ar; IMA . ﬂu L.i

-On montre en part:.c.ul:.er que, lmrsqu_e l'espace ') est construit A partir d'élé-

S

ments finis IV t:riémgulaires ou quadrilatéraux, de diamatres ¢ .£ , et si on uti-

lise des' polyndmes de degréza. dans chaque élément W , on a2 la majoration d'erreur

(9) I m- ¢ ¢ ,&‘Q. Ml

|
% '(L"(&-))" MR AP

si la solutionMest assez régul:r.ére (appartient a (H&M

P
LJb))
‘Pour définir 1a méthode discontinue, on introduit un sous espace V‘{& de




: £
dimension finie de (Lf(Q_)) .
a0 Wi ={ vy el LCQ) 5wl e(PK) R K}

ouP désigne l'espace des fOnCthﬂS de forme sur 1'élément K Les fonctions
de \’\/& sont réguliéres sur chaque  &élément: K ., et en général d:.scontinues aux

interfaces de ces éléments,
On cherche alors Wy € \Wi  tel que -pour ‘tout K et tout vy e WA

(11) i.{ (Auﬁ 4y, dee "—'Li (BK’MK)(“"&“Z ""a.. d—‘J
KC.
0 sur. afﬂ(w 311- B
trace extérieure de b\-&sur K - (aK(\ 'a.o_)

ol ' 34;\’

et ol BK. = Z Py , les Vg -1‘-.&?& s‘-"h-f:-,"'?“i'ebrésenta‘-ntfiies‘—“—*—" —_—
composantes de la normale extérieure 2 dW . On montré que pour un'choix' conver
nable des matrices de transmission FﬂK, et si PK contient 1'espace des polynbmes
dé degré <%, la médjoration d'erreur (10) est satisfaite dés que W e (P{&*i(fln

On termine le Chapitre I en donnant quelques exemples. c '

Pour calculer les intégrales intervenant dans les formulations (9) et’
{(12), on utilise des formules de quadrature épprochée. Au Chapitre»II,Lnnféxé@-*
mine, en utilisant des techniques développées par P.G. CIARLET et PiAi RAVIART
(8] pour les problémes elliptiques,‘l‘influencé de ces formules bBir la- précision
des méthodes. On montre qu'en faisant des hypothéses raisennables sur la préciw
sion des formules de quadrature, 1'erreur introduite par ces derniéres est du
méme ordre que 1l'erreur introduite par la méthode des éléments finis. On termine
ce Chapitre II en démontrant, en utilisant des techniques de T. DUPONT “{12], des
résultats de super convergence, dans certains (as particuliers.

Le Chapitre I1I est consacré a4 l'approximation de 1'équation de transport
bidimensionnelle en symétrie plane (4). On rappelle tout d'abord certaines pro—
priétés particulidres au caractére hyperbolique de cette équation ; ceci: permet
ensuite de définir, avec W.H. REED [42), des méthodes numériques pour 1esquelles
la résolution s'effectue en suivant la direction cafactéristique/pt,ﬁ . On intro-
duit tout d'abord les méthodes continues : on cherche W, € V§ = telle que pour
tout K S '

’

7(".1..-'2). J (Au.& s)'\"’ OL'J:—‘*\& = O J poui‘ tout L. ‘V"‘:E.EK )

ol 1'espace E& des fonctions test V' est & choisir au mieux. :
On généralise ainsi les schémas DSK et SNG ({21], [22)) couramment utili-

sés en pratique, Pour un choix convenable de.EK » on montre que la méthqde est
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stable lorsque les éléments finis K sont des quadrilatéres convexes ayant deux
cbdtés éclairés par la direction caractéristique (/4 >V ). On montre ensuite des

majorations d'erreurs dans certaines normes, analogues discrets de la normg“- ule_)-

On considére ensuite une méthode discontinue : on cherche WUy € Wy
telle que pour tout K et toute fonction Vi € PK on ait '

13 [ (Awy -§) vy docdy ~§ prervm a3 v ds 20

0 sur akN a9
ol 3&_ ={

trace extérieure de W, sur (3.x)-(3.KN 3.QL) R
(14) 92.K :—,{(x.)\-&\e oK 3 /Am_,;-e-v"?t\-.& < O } .

Cette méthode est un cas particulier des wéthodes discontinues introduites au
Chapitre I, particulizrement adaptée a 1'équation (3). On montre la stabilité
inconditionnelle de cette méthode, ainsi que des résultats de majorations

 d'erreur et de super convergence, On termine ce Chapitre en décrivant des résul-
tats numériques obtenus en utilisant ces deux néthodes,

é Enfin, au Chapitre IV, on considdre 1'équation de transport monodimen-

I sionnelle en symétrie sphérique (5). On définit une famille de méthodes conti-

nues (au sens du Chapitre I1II) satisfaisant des conditions de conservation des

neutrons ; on retrouve en particulier un schéma classique de W,H, REED et

K. LATHROP Eﬁé]. On montre la stabilité de ces méthodes pour différentes normes

avec poids, analogues discrets de la norme s
7a

(0L wepy s ave )
(15) j (O dad a &1
b4y )W dadp ) O<¥<2, 0544

T

On donne ensuite des résultats de ma joration d'erreur dans ces diffé-
rentes normes, Eln particulier, pour Y= 9 , e O on 4 une erreur en 4
O( 9\.%' \Lo%'ﬁl ﬁ') et pour ¥=4=0 , une erreur en O( &3/1 ILogﬁ\.l 2 ) ]
Des essals numériques décrits ensuite montrent que ces ordres d'erreur sont tras

proches des ré&sultats expérimentaux,




TABLE DES MATIERES

s

)

H Pages
% CHAPITRE O - RAPPELS DE RESULTATS CLASSIQUES DANS L'ANALYSE
! DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS ET COMPLEMENTS 6
%
? CBAPITRE I - APPROXIMATION DES SYSTEMES SYMETRIQUES HYPERBOLIQUES
% PAR DES METHODES D'ELEMENTS FINIS CONTIRUES ET
2 DISCONTINUES
% 1, Le probléme continu 26
, 2, Approximation du probléme par une méthode de
4 Rayleigh - Ritz - Galerkin %3
3, Application aux éléments finis 59
4, Méthodes d'éléments finis discontinues ;
résultats généraux kg
5, Méthodes d'éléments finis discontinues ;
exemples et superconvergence 59
CHAPITRE I1 - UTILISATION DE FORMULES DE QUADRATURE APPROCHEE
POUR LES METHODES D'ELEMENTS FINIS DECRITES AU
CHAPITRE PRECEDENT
1, Définitions et majorations ebstraites T9
2, Majorations d'erreur ‘ B7
3, Un résultat de superconvergence 99
CEAPITRE III - APPROXIMATION DE L'EQUATION DE TRANSPORT EN
GEOMETRIE BIDIMENSIONNELLE PLANE PAR DES METHODES
D'ELEMENTS FINIS CONTINUES ET DISCONTINUES
1. Position du probléme 113
28 2. Méthodes d'éléments finis continues 123
| 3, Méthodes d'éléments finis discontinues 147
| 4, Résultats numériques 160
% CHAPITRE 1V - APPROXIMATION DE L'EQUATION DE TRANSPORT EN
! GECMETRIE SPHERIQUE MONODIMENSIONNELLE PAR DES
METHODES D'ELEMENTS FINIS CONTINUES
1. Position du probléme 168
. 2. Méthodes continues : Définitions 173
3, Méthodes continues : Stabilité et convergence 185

4, Résultats numériques 209



CHAPITRE O

RAPPELS DE RESULTATS CLASSIQUES DAKS L'ANALYSE

DE LA METHODE DES ELEMENIS FIRIS ET COMPLENERTS

+

On rappelle dans ce Chapitre O un certain nombre de résultats maintenant
classiques dans 1'analyse de la méthode des éléments finis, Certaines générali-

gations de ces résultats, utiles par la suite, sont aussi démontrées.

" 4
soit £) un ouvert de KR, de frontidre 2 R C par morceaux. Pour tout
2
réel q tel que 1<9q < % , on appelle (LSCQ-\) (par abus de notation,
on écrira simplement Lq(n-) ) 1'ensemble des fonctions &= (g, v,y Up)

B
mesurables pour la mesure de LEBESGUE, a valeurs dans R° et telles que

: 1/
2 9
(0.1) “U-“q)n ='—(L(g_1\u-5(”)\q)ix_) < 4% 5, pour 9<*2

(0.2> Wulgan = mf (";"Jﬁd{u‘i@)\) Cavs 5 pour A=

Pour tout entier . 2> O , on note

(0.3) W“’q(ﬂ) = {L w e Lq(ﬂ_) ; E*u. ELq(Q) pour tout Vet S’Yﬂ-} )

(0.4) HT Q) = W™

Les espaces de SOBOLEV habituels, pour 1€ 9 £+99 | ofi ol est un multiindice

tel que nl-'-'.(d;)'tg_)'---)"lq\,‘) ) %L 20 LgLgm
— LS oy i ooy
lal = 2 4 et 2 .—:.(l)..--l)
=4 ‘a:“i DX

sur les espaces définis ci-dessus, on utilise les normes et semi-normes
1
i\
o
0.9 Wlnwon =\ U3uly o) ,

lol} £

4,
©0.6)  \wlaqn Z(Z \\:;"‘u.\\q/f}_)cl ,

\-L f=~n.



i

e 33T

~ 3 A\
@1 Cdmga = (F Je ) ),

pour 1£9 <400 o

0.8 lullmwa = mecf 1%0llan ; wiem )

(0.9)  uwl ., 00, 0L Ao {- " T | o, SL IS8 :ﬂm_:}

(0.10) [\.L]m}%_n_ - mw{ ‘ax.. nM.CL ; istsm} .

)
soit (Wﬂ'q(ﬂ.)) le dual fort de W *(£1) . 0u note (§,%) la dualité
entre un élément W de W/~ q(ﬂ_) et un élément g de (Wﬂ)afﬂ-)) et on

définit la norme duale par

(0.11) ui“:t\,q)n_ = M?SL (g;ﬁ'“ . ‘\"EW"“quQ_') , v D} .

“‘U"“fm,q L1, /

Les notations introduites ci-dessus sont aussi utilisées par la suite
avec {L remplacé par Al

En raisonnant par cartes locales (LIONS E33 Tome IJ NECAS [35,
Chapitre I]) on & :

Lemme 0,1 : On suppose 1'ouvert {) borné..Alors il existe une constante C

dépendant de (. telle que pour tout W € Hd'(—o-) s On ait

fa
Soit E& 1'espace des polyndmes de la forme
(Y .
9 = 2 Cllyhy R o

Lytlet. -tlm <R
et Q&I'espace des polyndmes de la forme

f L“-l- tl ; '-‘v\.
C‘@t-) - Z.‘ y a C\‘QLL._,L“ X, Wy o X
byl ooy b €

On rappelle le résultat suivant (L. TARTAR, communication personnelle),
dont la démonstration se trouve aussi dans un article de BREZZI-MARINI [3]

Lemme 0.2 : Soient un espace de BANAGCH E et deux espaces normés E, etE
On considére deux opérateurs linfaires Ay € . (E;EL) , L=aa

elsge:

(i) |l A,v“EJL-t-“ A vl E, définit sur E une norme équivalente 2

la norme \l'u'.“F_

(i1) L'opérateur A, est compact,




fy

8-

soit d'autre part £ le noyau de 1'opérateur As .

Alors 1l'application Vv —> W ALY uE,_ est une norme sur l'espace quotient
E/,E dquivalente a la norme quotient,

A partir du Lemme 0.2, on peut montrer le résultat suivant, trés utile
par la suite :

Lemme 0.3 : On considére un ouvert borné 0., de frontikére continue
(NECAS [35, Chapitre IT]). Soient q tel que 4 £ q< =+ %5 et
deux entiers » O , D'autre part, soit g,_e (Wkﬂ*i’q(.ﬂ_)) telle que :

(0.13) (g,u,\ = O pour tout uw & 2& (resp. Q&_) .

Alors il existe une constante C = C (n, L )L)q).(l) telle que :
X &an+i
s 1@¢w] < o 1§ \lhnﬂ)%n_ | :{‘;1 WAy g0 )
* ot A .
(0.15) resp. \(g,u)\ < < |} “B.-\-’L*i) q, 0 Ziu Lu) t,q - )
ki, q
pour tout w € W ) - . fan 4t g
e
Démonstration. On applique le Lemme 0,2 avec E = w g () 5

2, N <
W), B = (@), N=Z Ny oo N

f=0
désigne le nombre de dérivées possibles d'ordre Boal+d |, L'opérateur A, est

1'opérateur identité et 1'opérateur A, fait correspondre & toute fonction

'L+:L}q
Ao e W () , l'ensemble de toutes ses dérivées d'ordre
o L
1) £ REEIEY ,W\m\ ob < est un multiindice tel que
1a¥f = fel+da , ox e

Les hypotheses (i) et (ii) du Lemme 0.2 sont donc satisfaites et le noyau de Aq
!
est 1l'espace Ek . On en déduit que la semi-norme |. \f_ est
firet, Q =R 7
une norme sur 1'espace quotient W ('O‘)/f& , équivalente & la

norme quotient

ol Whuiﬂ(-n-)/h = g Sl i “‘*""“&uui)q)n_ ;v € Pﬁ_} )

ot U dénote la classe d'équivalence de 1'un quelconque de ses éléments Y.,

11 existe donc une constante C ne dépendant que de ™, B, n,qet 0N

telle que
fLed
(0,16) I &,  #eres, < 2 lul
t "W - Ol(-o')/fk £ Bad E,e\)n__ /

Rarrd,

) .

pour tout W € W

)
g4t
Soit g, € (W * A (ﬂ..)) satisfaisant 1'égalité (0.13) ; on a
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ke

(w) =(§,w+v) pour tout w € W *H) et tout v e Pe

de telle sorte que

l(ﬁ;“—)l( “'g“&li .Q. M"Sr{““‘*"’-“& ’L+-&-qﬂ_ ;“U’E:E }

Q4L +4

](&,u.)l < CHU& n+d,q £ Z lu'\a,q,_ﬂ. J

t-:&-t-'.‘l.

ce qui termine la démonstration de 1'inégalité (0.14),

Pour montrer 1'inégalité (0 15), on appllque le Lemme 0,2, avec

Ban 44 i{naed)
E-w™ %y, B awhla) = (@)

L'opérat%tzr A.l est I'identité et 1'opérateur A,ﬁ est celui qui a toute
fonction de W ( ) fait correspondre ses m.{n+4) dérivées d'ordre
respectivement égal a %ud. -&4—1 ey B4 » dans les directions
Xdy -, Xy, Un résultat 4o 2 ARONSZAJN et SMITH, démontré dans 1:45],

entraine que 1'hypothese (i) du Lemme 0.2 est satisfaite, L'hypoth2se (ii) du
Lemme 0.2 est satisfaite gréce au Lemme de RELLICH et KONDRACHOFF démontré dans
(32, Chapitre IT] et dans [35, pages 17 et 106].,

D'autre part, on a QEL = Wen Ay | On en déduit que la semi-norme
Bt 4+4,

. Bened g
Saan [ U—] t,9, 0 est une norme sur l'espace quotient W (-O-)/Qek

équivalente 4 la norme

.17 I Flwrerss oy @ - {1 g a5 V€ @}

ol W désigne la classe d'équivalence de 1'un quelconque de ses éléments W , I}
existe donc une constante C> O npe dépendant que de ~, &, q et telle

que Gl
(0.18) |l wwu%‘*cm/qe.. s ¢ e.Z&m.Eua )

B+ -
pour tout w e W ’q(-ﬂ.)

L'inégalité (0,15) se montre alors, A partir de 1'inégalité (0.18), de
la méme fagon que 1'inégalité (0.14),

Par la suite on utilise fréquemment le Lemme 0.2 pour L= 0O | ce qui
n'est pas autre chose que le Lemme de BRAMBLE et HILBERT (2] que 1'on peut aussi
trouver dans CIARLET et RAVIART [6].

Le résultat suivant est une généralisation du Lemme 0.3 permet de préci-
ser la valeur des constantes C intervenant dans les inégalités (0.14) et (0,15),
ce qui peut &tre utile pour certaines applications (voir Chapitres III et IV) et
aussi CIARLET et LESAINT [9]) :
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Lemme O.4 : On considére un ouvert borné {L , de frontiére continue,

goient un nombre q tel que 1< q € +°0 et deux entiers & et o , avec

&30 , *»1 . D'avtre part soit une forme linéaire £ continue sur

Wa"'"'*i"q(_ﬂ_) telle que :

B

*
(0.19) 1(g, W] < 14 )
pour tout w € P&‘*,L (resP. Oa_wm) |
Alors il existe une constante (C = C (fnj n, q)_ﬂ_) telle que

% a4l
©0.20 |¢g, W) ¢ <l §lgnisqa iZ_aﬂ( dlulgaa +Be Lw] t)q)g_v)
pour tout U. € W&ﬂﬂﬁ(n—) ) avec
T e
S B
( resp, 4&,*:&.-.«1. = 2 ?a ) F"l-l-’r—-l-'l = 1« )‘L ) .
E=%+t ’ =R+l

Démonstration : On considére d'abord le cas ol 1'égalité (0.19) est

satisfaite pour w & P&HL . La propriété suivante est satisfaite (d'apres

ia démonstration du Lemme 0.3) :
La semi-norme | . \hm*gq,.ﬂ- est.une norme sur 1l'espace quo-

RBaned q
tient W ’ (O.)/Eh_,l_ , équivalente 2 la norme quotient :

.20 WM ponaqyip = vod { Ve i g 05 v Pan}
e ;

+

ott TLdénote la classe d'équivalence de 1'un quelconque de ses éléments W, Il
existe donc une constante C= C('\m, B, 'c-,‘\,-o-) , et un polynbme

v, de Py . tels que

(0.22) “ W WV “&.\-’L-ﬂ-’l}q’-ﬂ— < C ‘ U.-\ '&*—’L-l-'l) ti).c}- *

Rantd ,
Soit maintenant 'g € (W ./q(ﬂ)) satisfaisant 1'inégalité
(0.19).

Bw) = (g wew) -Bw)

dtoll on déduit :

®
(0.23) KE) u.)\ < “'g “%‘*L*Af q)ﬂ ! “’+v¢“‘&+’L+‘1)q)_ﬂ_ + ‘( S‘,'\Ta)‘ '
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D'aprés 1'inégalité (0,19), on a :

&-t’L
(0.24) !(ﬁ) o)] “'&H%ﬂ*“lﬂ _Q_ (‘7;_["3'3:1_0_ '*'}‘EC'U'J{ .0.)

D'aprés 1l'inégalité (0,22), on a :

(0.25) ‘v"‘f q Q. = lu-\?_)q)_n_ + C.lu-»\&a-’t.-e-'i)qjﬂ /

Y
(0,26) [""ojth).(l 2 [“L]{,q).ﬂ_ + C lu"&+"—+d)cb-0— J .

pour tout entier L < e .

En comblnant les relations (0.22) a (0.26) on obtient 1'inégalité (0,21),
Dans le cas ot 1'inégalité (0.19) est satisfaite pour W € Qvu.r.,_ y 11 exis-
te comme précédemment une constante C - Clm, &, q, <) et un poly-
ndme Vo de (J,,, tels que :

\\u—-&-‘\ro(l&*_m“)q)n < ¢ [ L&] ket q 0 -
On en déduit les inépalités :

vleaa < tulyga welul, o0,
/

[..'U'o] B, q)_ﬂ_ < [ U“]th)n + C [ LL] &.+i+i, °l,—0— >

pour tout entier £ < &+n

En combinant les inégalités (0.23) et (0.24) avec les trois dernidres
relations, on obtient 1'indgalité (0.20),

Dans le cas particulier ol {1 est un ouvert borné C Rl » on a2 le résul-
tat suivant [27] :

Lemme 0.5 : Soit un ouvert borné () C [P\& » de frontigre continue,

Soient un nombre g tel que 1<9 < +o0 et un entier &y o . D'autre part,

2
soit une forme linéaire j; continue sur \W/ * ’q[f)_) telle que

¥ .
(0.27) |(3,w)} < E‘“%”&d)q)n_ [U']a.+«1,q,.()_) pour tout welQQUPR,

Alors il existe une constante C = C,(&,q’,_ﬂ.) telle que

I‘ (0.28) [(g,w)| < C“ﬂl*mm,n(“*"'-3([“%*:1,%&*[%% &,a,n-)+ e, )

LY N
pour tout LL_,E.\A/ +q( ).
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Démonstration, On, proctéde comme pour démontrer les Lemmes 0.3 et 0.4#.

Gt 9 q
on applique le Lemme 0,2 avec E= W 2%a) ; Eu= L (Q) , = (L(O.)) .
1'opérateur A._L est 1'opérateur identité et 1'opérateur A,‘ fait correspondre

+2,9 .,
» toute fonction V& W) le quadruplet
Py .a-h-u. b&“"\r bk-u.v
Y o Ay .
'%;ﬁ,_ J _5—-3‘_:‘— P T Y Wﬂ) . En utilisant un résultat

de ARONSZAJN et SMITH [45)] et le Lemme de RELLICH et KONDRACHOFF (35], on
montre que les hypothéses (i) et (ii) du Lemme (0.2) sont satisfaites. D'autre
part, on & Ken Ay = Qﬁ U B&-m . D'aprés le Lemme 0.3, on en déduit que

.
- + [3——"=] t 1
la semi-norme [u«] R4t q, 0 =y %"\,n- est une norme sur l'espace
-&,-bl) q
quotient W (-0-)/( Q&U f&*i) , équivalente 34 la norme

] &\IW"‘*‘)?(H)/(Q&UQMQ = V"'} { ““""P“ f41,9, 0 RE Q&UE&ﬂ} )

ot L désigne la classe d'équivalénce de 1'un quelconque de ses éléments u_,
11 existe donc une constante C. = C.(Jk) c\)ﬂ) et un polynbme P EQRUEH;L

tels que

2
(0,29} “ll."\‘Po“k_\_qyc‘)_a_ < c’(r—u’lﬁ.ﬂ,q)n_ +\:%‘1‘]"lﬂ“)

k-\-ﬂ? |

Soit maintenant une forme linéaire -g continue sur W (.O.) et satisfai-

gsant 1'inégalité (0.27). On a
§,0) = @B, wep) - (5,8
dioi
) < Wi, o (Nevelyyqa +E0rlg, o).

D'apres 1'inégalité (0,29) on peut écrire que

3
E ?b] fl,q,0 4 Eu'] fed,q, Do v (E UJ_&*L/ 3,0 ¥ [ %‘;) E'-)‘L'O-)

En combinant les quatre dernidres relations, on obtient 1'inégalité (0,28),

On rappelle maintenant les définitions et quelques propriétés des élé-
ments finis utilisés dans les chapitres suivants, Pour plus de détails sur ces
définitions et pour la démonstration de certains résultats, on renvoie a
CIARLET [5], RAVIART [&1]. On se limite ici aux éléments finis correspondant &
de 1'interpolation de Lagrange car ce sont les seuls éléments utilisés aux
Chapitres III et IV, D'autre part les résultats obtenus aux Chapitres I et II
peuvent aisément s'étendre au cas des éléments finis correspondant a de 1'inter~

polation d'"HERMITE.
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Définition 0.1, Un élément fini de LAGRANGE (K, =, P) correspond
aux trois données suivantes :
(i) Un sous-engemble K de \R‘“'

(i1) Un ensemble U {ﬂ-u} de N points distincts de
1'ensemble K s appelés noeuds de 1'élément fini,

(i11) Un espace P , de dimension N , de fonctions (les fonctions de forme)

définies sur 1'ensemble K tel que 1'ensemble T soit P. unisolvant,
c'est-2-dire qu'étant donné N nombres réels arbitraires de 1$C5N)
il existe une fonction LéE et une seule telle que

(0.30) plol) = 4 , 4gt g N .
11 existe donc une fonction P; € B et une seule qui vérifie
(0.31) B (0-5,) = éL@ ) 14 ¢ N )

5.:5, étant le symbole de KRONECKER, Les N fonctions p. sont appelées les fonc-
tions de base de 1'élément fini et toute fonction pe P peut s'écrire sous la

forme :
| ™
(0.32) P = 2 p@)e:
=l

Définition 0,2, Soient un élément fini ( K,Z, E) et une fonction v

définie sur un ensemble contenant l'ensemble 2. , On appelera fonction

P-interpolée de 1la seule fonction - de 1'espace qui vérifie :
(0.33) T lag) = (o)) , 4 s<iL s N

-~ A ~
Définition 0.3. A partir d'un élément fini de Lagrange & K , B )
appelé par la suite élément de référence, et d'une application 1n3ect1ve F de
K dansR y on définit un nouvel &lément fini de Lagrange ( K, 'Z E) par :

 (0.34) K= F(R) )

. . |

(0.35) 2. = U {ad aiz FL&), 15t g N |
L=l

(0,36) E-_-,- %g: K s R ; B:ﬁoFﬂi 5 V'/f_ G-ﬁ} P

-1 ~
la fonction F  : K K étant l'application réciproque de 1'application



oy

~ ~ -~
Les &léments finis ( K}i)?_ﬁ et ( K ,7’_,2) sont dits

éguivalents .
On utilise constamment par la suite les bijections :

-~

03 ReR _» x=F@ ek , ek — R=Flmek,

~

0.38) pef —> p=pF* P, peP —> Bop.F ek .

e
De méme, 2 toute fonction A : KR ( resp, Vv : K — ®= ))
on associe la fonction A/ ¢ K —s R ( resp. < R R )

définie par
-4 '
(0.39) AT = 'G',, F ( resp. 'G' - Va F\

Les fonctions P, =§;°F-1 y 4% L g , ob les P, étant les
fonctions de base définies en (0.31) constituent une base de P ., D'autre part,
les fonctions D-interpolée v deV et ﬁ--interpolée TS de & , o les fonc-
tions Vv et'C‘ vérifient la relation (0.39), sont liées par la relation :

P

P -~
(0.40) T — WA

Les transformations I utilisées par la suite sont les suivantes :

A -
(i)} La transformation F : K — N est la restriction 2 l'en-
Fa

semble K d'une application affine inversible, c'est-a-dire, l'appli-

cation F est de la forme :

-~

(0.41) F . 2 ek — FR) = B b )

ot D est un élément inversible de (i(ﬂ(“) s et b un vecteur de K™,

(ii) Dans le cas de la dimension d'espace égale & 2, on utilise aussi
~ 2 A
une transformation F : K —» K , restriction 2 1'ensembleX

-3
d'une application inversible appartenant a (Q._\)

Certaines hypothdses simplificatrices sur la géométrie des éléments
finis et des domaines considérés sont couramment faites par la suite :

" —
On dit qu'un ouvert ) de R est un ouvert polyédrique si 1'ensemble (L

est un polyddre, On définit ensuite une triangulation ‘eade 1'ouvert polyé-
drique £L , par la donnée d'un certain nombre d'éléments finis (K,'Z,E) )
K e @%’ ) tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

ki
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(1) a - U k

(i) RL m Ra = ¢ 51 Kd. # Ka_ )

(iii) Tous les é&léments de la triangulation sont des polyédres)
(IV) Toute (n~1)-face d'un &lément fini K, est, soit une (n-1)-face d'un

autre é&lément KL’ les éléments K, et K, étant alors adjacents, soit
une partie de la frontidre (1 de 1'ouvert () 2

(V) Toutes les fois que deux &léments finis Kyet K
L on a

. K _ m
A une triangulation Q’?\. + On associe 1'ensemb1e.

Y- U s

Ke taq\_
ds_de la triangulation, On définit les espaces

s sont adjacents,

qu'on appelle ensemble des noeu

de fonctions Wy et V, par

(0.42) W, - T p
f \(egg_ K J

(0,43) VgL = le sous espace de %constitué des fonctions continues aux noeuds

de la triangulation, c'est-a-dire : pour tout ’U'&qu
tout couple d'éléments adjacents Ki et K,_ s On a

et pour

e T

(0.44) «rl“i(a,) = v\K (), ¥aeZ, N \&;-:ZKJ\ Ky .

Définition 0.4 : Soitar une fonction définie sur Z > la fonction

appelée fonction Vh-intergolée de la fonction U, est la seule fonction de
l'espace V¢ qui vérifie les relations

1 | (O.45) Yo e E?‘, y TFK'\J" Ca.) = 'U-Ca_) )

ou de facon équivalente, les relations

00 ¥e€ |, Tl - .

En général, les fonctions de 1'espace VgL ne sont pas définies sur

; 1'ensemble (). puisqu'elles n'ont pas de détermination unique le long des faces
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communes aux éléments finis adjacents, sauf aux noeuds (c'est en particulier
le cas lorsque l'espace V,L est construit & partir de 1'élément fini quadrila-
téral non conforme décrit plus loin dans 1'exemple 0,3). Les deux définitions

suivantes permettent d‘énoncer des conditions garantissant 1'inclusion V&CCTD,

Définition 0.5 : Un élément fini (W, P) est de classe Csi les

deux conditions suivantes sont satisfaltes :

(0.47) (1) P C C(x) )

)
(ii) si K est une (n-1)-face quelconque de 1'ensemble K, 1'ensemble

2|, = 20K

W
est E\K’ -unisolvant, ol

K’Z{Elk’ ;VEEE}.

p&finition 0.6 : Une triangulation est de classe C,osi les deux condi-

(0.48) 4

tions suivantes sont satisfaites :

(1) Tous les &éléments finis de la triangulation sont de classe c’

(ii) Pour tout couple d'éléments finis adjacents W, et K, de la triangula-
tion, on a EKL\KJ = EK&‘K’ avec K’ = Ka{) Xy

Soit %y une triangulation de classe C’ d'un ouvert polyédrique O ’

1'espace Vg\_ associé, construit comme en (0.43) vérifie 1'inclusion

(0.49) Vi C C°@> :

4
Si on suppose de plus que les inclusions EK C W (K.) h) K & @.g‘__ sont

satigfaites, on a aussi

(0.50) Vi, C W) .

Un élément fini équivalent 2 un élément fini de classe C® est lui aussi
de classe Co . Ceci permet donc de construire l'espace V.g‘_ a partir d'un élément
fini de référence { R) 9_)?_) et d'une famille de transformation Fy ) Ke@;u
telles que celles décrites précédemment,

soit OL) 1a frontizre de 1'ouvert polyédrique.o. . Le résultat suivant

sur les traces est une conséquence de [35, Théoreéme 5.5 page 99].

Lemme 0,6 : Soit une txiangulation @adeﬂ . Soient un entier A 3 ©
a

et un nombre q >4 . Pour toute fonction u & Wm“’q_(.ﬂ_) y on

q

g
(0.51) ( lu'\m,q}s) = C-[\ ‘U—-\m}q}n_ +“w\'h'\+"l)c\/ﬂ) )

p
Kedy SCanMNK
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ot S désigne une (n~1)-face quelconque d'un &lément W o @-;L s €t ol la

constante C ne dépend pas de 1la triangulation @R. .

: Exemple 0,1 : Eléments simpliciaux
On dit qu'un élément fini (K z, E) est de type simpliciel s'il est
: équivalent 2 un élément ( K, Z E) tel que K soit un n-simgl

Soit K un n-simplexe non dégénéré de R , de sommets O\.L ,1gl € med

Tout point X e K admet une représentation unique de la forme

Ml
-~
(0.52) L = Lz_d AR) a, 3
avec 0L A g4 s A st smrd ) ohjes AL sont les

coordonnées barycentriques du pointQ par rapport aux points a. , 1 CEmad

Pour tout entier £ 241, le treillis principal d'ordre & du n-simplexe
Fa®
K est 1'ensemble

- el -4

(0,53) Z& = { 2= 2 ) Z A=A, Ag C-{O ) &;4} uvs'm}

lmd BR-X N
o~
On peut montrer (l:36]) que l'ensemble Z_& est Pk-umsolvant Le triplet

e gty e om0l

(R Z&)E&) constitue donc un élément fini de Lagrange. Les éléments finis
(K 5_ E) équivalents au triplet (K Zk) }?&) sont appelés n-simplexesz de
type & .,

S

B

Exemple 0,2 : Eléments quadrilatéraux .
. )
On appelle hypercube de ré&férence K C [RTL » ou carré de référence
si " =2 1'ensemble : :

(0.56) K =11, el - {2 =) eR™ ; LeRige Py s»n.} .

On dit qu'un élément fini (K ) '2‘.) E) est quadrilatéral s'il est &qui-
valent (par 1l'intermédiaire d'une bijection qui est ici affine dans le cas
d'une dimension d'espace quelconque et est un élément de (Qg_) lorsque la dimen-
sion m=2) 2 un &lément fini ( 12 '2'. E) tel que K soit 1l'hypercube de réfé&-

rence, L'ensemble K est alors un parallélotope si la dimension “\ est quelcon-

que, ou un gquadrilat®re quelconque en dimension m=2(ce quadrilatére sera un

parallélogramme si la transformation F est affine),

Pour tout entier %32 4 , on définit 1'ensemble :
—
~ -~ e ”~ .
(0.55) L'ijﬁ_ = iaﬁ:(:c_.,_).-..,oc“) ER ) zcj- e{_‘x)_:u%” )d-%"i} )1535‘\1}

R e e e e o w e . e er mmoEEL
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fay
on montre ((41)) que 1'ensemble 4, est Q ~unisolvant. Le triplet
~
(Q,E& ) Q&_) définit donc un élément fini de Lagrange, On appelle guadri-
latére de type % tout élément fini (K)'P'—, E) équivalent pa:;\l'intermédiaire

A
de 1la transformation citée plus haut a 1'élément fini (K, E& 3 Q%. . Les

quadrilatéres de type £_ sont des éléments de classe Co.

On s'intéresse tout particuliérement par la suite (Chapitres III et IV)
au cas de la dimension m.=2 . On note % et v (resp, < et %) les coordon-
nées d'un point quelconque {:4\ (resp. M ) de 1'élément K (resp. K ). Soient
(JC»Q) ‘3;) les cc:erdonnéés des sommets Q.. , 4<c <Y , du quadrilatére K,

image du carré K de sommets & , 4< &Yy {(figure 0,1), La transformation 13

glécrira :

= (&E‘t(_dﬁjx‘ +§l_:%(ﬁ) e, +@-5)q(4- :"—a +r"—1+5’qn£=°q )
(0.56) F: |
Y = (14—5;}! 4+49) ga o+ 4-5 111“ g +(1-3H!!4—2) Y. _“_,{414—3‘1)(4-2)%‘1 .

Les fonctions 3 de 1'espaceE s'expriment de fagons trés simples, en
coordonnées S et 7 , €n fonction de leurs valeurs aux points de 1'ensemble P

Dans le cas on f=4, on a en particulier :

(0.57) ply)=9(%,y) = (1:_'21&“*_7) plos) +(3;§¥*_7_) F(a_,)+@“§*)_:'§'_'92 F(qb)+(1+?f1‘"7) o)

avec : (x)'éj = F(3,7)

Dans le cas od =2 , on a :
0.58) p{m4) =8(%,9) =14 $9(ass)(249) plaa) +%37(‘s-4)@+7) pa) +

+ 3 59(2-5)(a-y) pan) +4 87 @41 (9-1) poy) + 4 v (a+y)a-5) pes) +

+4 yip-1)a -sY plag) *42,3@ ) (1-9Y plag) + 1 $+8)(4-yY) pag) + - )(a) . J-

avec '(JC-,‘&):: F(S,;?) .

%

~ ~ 43 03

% N &y

Figure 0.1 Elément quadrilatéral quelconque



-19-

Exemple 0,3 : Elément quadrilatéral non-conforme
L'ensemble des points @, 5<4¢C g 8%

y
¢'est-d-dire, il n'existe pas de polyndme de 1'

F£uvx §

» n'est pas Ql—unisolvant,
espace (), prenant des valeurs
arbitraires o aux points & R

Par contre, on a le résultat suivant :

I1 existe un polyndme de Pﬂ_ unique, prenant des valeurs données arbi-
traires ol , aux points a;,, Ssi=g p
satisfaite :

» d&s que la relation suivante est

(0.59) odg «+ o(; = Ay + Ly

_ _ A -3
Ceci nous permet encore de définir un &lément fini quadrilatéral, avec K:[._A)vlj)

E-¢,

P
Toute fonction 3 g s'exprime en fonction de ses valeurs f(a\c) aux
points &, , 5<¢ < 8 » de la fagon suivante :

(0,600 #(,7) = 3 (2(£) + B (@n)+ e~ PaD) + 2 (%@ - 2@2))

et la relation suivante est satisfaite :
©.61) FE)+P@) = @)« 2(8) =13@,)

Soit v une fonction quelconque définie aux points @ L s T

La fonction ?—interpolée gt de 3 est 1'unique polyndme de B, satisfaisant :

(0.62) ﬁ‘f\‘r(aa) = % (G(&L"q) . TR

pour 5L £} . On a alors :

(0.63) A3 (ay) = i}_(’fr@h) S (8,)) .

Les définitions suivantes gont utiles pour énoncer des résultats d'approxi—
mation (majoration de 1a différence entre une fonction et son interpolée),

On considére les paramétres géométriques suivants associés i un élément fipni

quelconque, simplicial ou quadrilatéral :

(0.64) Ry = diamitre de 1'élément K

(0.65) ?K = gup { diamétresdes sphéres inserites dans K}

Lorsque 1'é&lément K est un quadrilatire en dimension d'

espace égale a deux, on
pose

(0.66) Zy = distance entre les milieux des diagonales de ¥
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péfinition 0,7 : On dit qu'une famille de triangulations (@g\)est régulicre
si les conditions suivantes sont satisfaites :
(1) Tous les éléments finis de la triangulation sont équivalents & un seul
élément fini de référence (ﬁ) %_) ?3)
(ii) La quantité

(0.67) £ o= wax | Ry 3 KE B 3 |
tend vers zéro |
(iii) Dans le cas ol tous les éléments K € ‘@-{’L sont soit des n-simplexes,
soit des parallélotopes, il existe une constante C telle que

0.68) YR, ¥xely :%_K_ = C
W

(iii)'Dans le cas ol tous les é&léments K € 'g&_ sont des gquadrilatéres en

dimension v =2 , il existe deux constantes C et ¥ telles que

(0,69) Yo, ¥ Kesdg %‘5 €£C et m\we\é\f-:i )

ot les angles ©,; sont définis sur la figure 0.1,
On a le résultat :
Lemme 0.7 : Soit Gaaune famille régulidre de triangulations d'élément.

de référence (Q 2) E) et soient J, le jacobien de la tramsformation F qui
envoie 1'6lément de référence K sur 1'élément ¥ , pour K € ﬁ*h. et Js le

jacobien de la restriction de F 2 une (m-1).face quelconque S de W . Les iné-

galités suivantes sont satisfaites :

. T
(0.70) c (%“— ) < Jy = C (’i—‘—“ ) D
K K
-4 . n-1
(0.71) (f,u) <€ J. < ﬁ)
R B >

olt les constantes ¢ et (_ telles que ©< c<C. sont indépendantes de R.

Les résultats de changement de variable suivants sont démontrés dans
§2J et dans [.53.
Lemme 0.8 : Soit (@Qune famille réguliére de triangulations d'éléments

de référence (K i E) . On suppose la transformation Fv.s de jacobien Jy,
qui _envoie 1'é1ément K sur K est affine. Soit ume fonction W € W %( R) )

pour un entier -& 2 O et _pou 9%
La fonction w. = u.,eF e appartient & w* 9 (v() , et on a

(0.72) .‘ a l.g_ R = C (Jw) @\K)

» 9, ,q) W 2

A R
07 Iwlgqw «c (307 (a) llgqa
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ot C désigne une constante indépendante de R,

On a des jinégalités analogues en remplacant K par une (n-1)-face quelconque S
de K,

Dans le cas des é&léments quadrilatéraux en dimension m=2, on a

Lemme 0,9 : Soit (Qﬂ)une famille répulidre de triangulations de _Q_.C_Ra')
d'élément de référence ( R) i) /f\)A . On_suppose que la transformation F,, de

<
Jacobien Jyx qui envole 1'élément K sur K est un élément de (Q.,_) . Soit une

fonction & e wWW q(ﬁ) » pour un entier R0 et pour q = 4 .

s ~1
La_fonction w = %o Fy,

appartient 2 W&’q(l&) et il existe
lne constante C indépendante de & telle que :

¥/

9 &
(074) Lad, o < cf g T (RY) &y lwlg oo pour Rzo0,
’ o

: -,
- 1% at-m gp
~ N J
(0.75) \u"i;q)'z =< C(Z‘,\éa K@C)) {Z‘-.-E,.,kK 1‘.‘ \u.,l K)pouer;'l,

¢, 4,

ol L. est le plus petit entier supérieur ou égal a %': s Bt
"'/‘{
a T g, 5“—)) w| .
(0,76) l U'ko}q, VS (%"‘é‘ﬁ K(- \ %9, K

Démonstration, Il est facile de voir a partir des formules (0.56) que la

1 N
transformation FK est un C_%t difféomorphisme de K sur |, et on a pour une

constante C indépendante de £ .

(0.77) IlIDF;(’""\HQ < C %:: 3
(0,78) Il DF, H[a < o & )
(0.79) L P 3
(0.80) i B~ F, \”]2 — o 3 pour tout entier % 3 5
(0.81) T DF,] \k‘ < Ry )
0.82) \LD’LFK]IQ — O ,  pou tout entier N2 )
ot
s F Qo= :;\_*ZFQ e \ B*FK@'E-)\ ) Pour tout Mm4
[ s FK]] x = ;;FR 1«::;; . 3_;:& (S‘c_)\ ) pour tout oy q



: 0.

D'aprés le Lemme 3 de [7], il existe une constante C indépendante de £

: telle que pour tout W e W&*iq(/‘) , on ait :
Rt :
q "2y i
SN 3 o, R B ey
' (O.BBH la S C(\N%Z ( )) z( '}ZE-I("RMU " R

EL hrd
PRSI T )

L)

od pour tout entier P tel que 412 bs ket

I(‘?ui, 'Y—) = i?; ';("};4,1"')'3&«-1)) '3'&.'7/0 ; hat '”*i‘&u—"“?’)it“'?"}z*"'*(%"M')'}&*a.:&*:}'
| considérons d'abord 1'inégalité (0.84), D'aprés 1'égalité {0.82), les termes

non nuls de la somme .
\[ &+1 -] \ ﬁt'&.
3 €Tler )

gont ceux qui correspondent a un multi indice ’3 = (»}“. - 'iiw.) tel que
i s

el

7<>

; ‘L; = O pour 2 s L = Ryt .
E p'aprés la définition de 1l'ensemble I('?uﬁ) ’L) , on a donc
t ’}.,_ = 1= hes

%L'inégalité (0.74) s'en déduit immédiatement,

! D'aprés 1'égalité (0.80), les termes non nuls de la somme

'34. Rt 1’&1-4.
Do PRl - B

sont ceux qui correspondent é un multi indice ﬁ "(’34., -y 'S&M_\ tel que

AL = pour ER IS < had .
! On a donc nécessairement

jo= 20 k1

[RR———

7 .
'SL _ &1—1-{- .

La positivité des indices ',_)(4_ et 3,, entraine que 1'on doit se limiter aux
:valeurs de 1' e':ntler?~ supéneures ou égales 2 €, . En utilisant les inégalités
:(0,78) et (0.79), on obtient immédiatement 1'inégalité (0.75),

! L'inégalité (0.76) est montrée dans [7)

A partir des Lemmes 0.8 et 0.9, on peut montrer les inégalités suivantes,
Econnues sous le nom d'hypothises inverses :

i

: Lemme 0,10 : Soxt(@&une famille réguliére de triangulations de €1 . pour
jtout &élément K € @g’ , on a :

: -1
.(0'86) ‘E\'j‘/q K < C (e“K) l P\o q,K ) pour tout P € -EK y,
: 4 <

- 4

9
i(0.8'7) \glojq)a‘( < C (%-K> ‘f‘ojqu( ) pour tout 4 e« -EK )
‘pour tout q‘a 4 .
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Démonstration : On va montrer 1l'inégalité (0.87), 1'inégalité (0,86)
étant dé&ja démontrée dans (6, § 2}.
Soient K un élément quelconque de gﬁ_ » Py la transformation qui envoie

I
1'élément de référence K sur K et J¢ le jacobien de la transformation FK . La
- -~
restriction F_e, de la transformation FK a une (n-1)-face quelconque S deK est
affine. D'aprés le Lemme 0.8, on a donc, pour tout e EK

Y,
< C(J'S) ?I -E\O)‘i g

pour toute face S incluse dans O , od J; est le jacobien de la transformation
- -~
F_-, at oll t\ = Yo FK

o) =y S
‘Elo)q’g £ C lf]o)q)K “
la constante C ne dépendant que de qet de K,

I.E‘o)c‘)'s J

Py
e P .+ L'espace P étant de dimension finie, on a

D'aprés le Lemme 0.9, on a :

“ : N
‘E‘oﬁ)ﬁ < C ( fg%? JK(L)) I EJOJC‘JK '

Les trois dernidres inégalités entrainent \
Yy o \
9 LA
(0.88) ‘F—\O)C{)S < C JS (;E“E/;R JK(?L>I Elo/q)\r( *

En utilisant le Lemme 0.7, on en déduit alors 1'inégalité (0.87).
Les résultats d'approximation suivants, (iont certains sont démontrés
dans [5] et [6], sont utiles pour obtenir les majorations d'erreur, au cours
des Chapitres suivants,
Lemme 0,11 : Soit(@@une famille régulidre de triangulations de.ﬂ_ > en

€léments simpliciaux (resp, quadrilatéraux en dimension "= ), On suppose que

—— e,
1'inclusion By C P ( resp. QRC P ) est satisfaite, pour un entier

‘?t.)’l « Soit un entier 4 tel que 4 <4 < %R+1 et un nombre C“;v,’_l. , avec i
2 )

% - —ﬁ-\‘ < O , A toute fonction ~r & W ’q(.ﬂ._> » on_associe son _

interpolée Tl‘k«u- c Vg,’ +» 11 existe une constante { >O indépendante de f_ J

A
telle que, pour tout K eﬁﬁ, » On ait, pour tout ar & \\/ "](_51_)

Ao . !
-d-m—'-}i :
(0,90) | ~r —TT@._'U'\,.M}% s s C ?LK \v]A,q} K ) bour OLm €4-1

ott S est une face quelconque de 1'élément K .

o .
Si_de plus les éléments K sont de classe C , on a pour tout Ke@k .

S

[



ol

A O

oﬁ § est une face quelconque de K, pour tout K & @k .
Démonstration : L'inégalité (0,89) est démontrée dans [6], et 1'inégali-
té (0.91) se montre de fagon analogue, On va démontrer 1' 1néga11t:é (0.90) dans

le cas ol la transformation F qui envoie 1'élément de référence K sur K est

affine,
p'aprés le Lemme (0.8), on 2 : ”
q -t “ ol

\’U’ Tr&'u-\,m )9, S < C(Js) (-’K \ '\-"--ﬁ“"\m)a‘} 2 .

Le Lemme 0,3 entraine 1'inégalité :
N A . - A i

| = TF L w,q,8 S c |3, 4,9, K
En revenant & 1'élément K , en utilisant le Lemme 0.8, 11 vient :

"‘f T‘-t"r\fmc\s = C‘(J-)c’(si() fu \'U'\A)q\r( *

Cette derniére inégalité et 1e Lemme 0,7 entrainent l'mégahté (0.90). Lorsque
la traasformation FK = QQ,_L) , dans le cas de la dimension "= 2 , on
procdde de la méme fagon, et on utilise le Lemme 0.9,

En utilisant le Lemme 0,3, on montre de méme,

Lemme 0,12 : Soit (@&une famille régullere de triangulations de .O_ On

suppose que l'on & les inclusions Eﬁc_. E , dans le cas des éléments simpli-

ciaux, et ch‘ Q , dans le cas des é&léments quadrilatéraux, pour un entier

> 41 . Soient 4 un entier supérieur ou égal a %44, vune fonction de
A
W "1(.0_) » pour q tel que 1 _ 4 <« O et v & \/%' 1'inter-

q
polée de la fonction v, Pour tout K € @,?\_ s O0 & ¢
Padoane &
\“""TTR"’\,M)C‘ K £ C %K Z l,\,—\% 5 Ogm gkt
‘ 1= ket /9,%



CHAPITRE I

APPROXIMATION DES SYSTEMES SYMETRIQUES HYPERBOLIQUES
PAR DES METHODES D'ELEMENTS FINIS CONTINUES ET DISCORTINUES

On considére dans ce Chapitre 1'approximation des systémes de FRIEDRICHS
(A
Z A' é_\_-*'— + Agur y— J
t=4 LJ%?D., %
par des méthodes d'éléments finis continues ou discontinues.

Le plan du Chapitre est le suivant :

1) On rappelle le cadre général proposé par FRIEDRICHS et on cite quel-

ques exemples.

2) On définit une méthode du type Galerkin pour trouver une solution
approchée Ly dans un espace de dimension finie Vk inclus dans 1'espace des
fonctions continues. Des hypothéses générales sur 1'espace V& permettent de

donner une majoration abstraite de 1'erreur.

3) On applique les résultats du paragraphe précédent & différents types
d'éléments finis, simpliciaux ou quadrilatéraux, de diametre < , et on donne
des exemples. On montre en particulier que 5i on utilise des polyndmes de degré

< & , pour un entier '&21 , pour construire l'espace des fonctions de forme
sur chaque élément, alors l'erreur ! “'“‘*%.\L}(Sl) entre les solutions

exacte W et approchée Wg est d'ordre & .

4) On définit une méthode d'éléments finis discontinue permettant de
chercher la solution U dans un espace de dimension finie \N@,, de fohcticns
non nécessairement continues. On montre que 1'erreur lud,LL&l\f(QJ est en
()Lﬁ,) lorsqu'on utilise des polyndmes de depré < B pour construire les fonc-

tions de forme,

5) On applique les résultats du paragraphe précédent aux exemples consi-
dérés aux paragraphes 1 et 3 et on expose quelques cas de "superconvergence" :
on montre en particulier que 1'utilisation de polyndmes de degré zéro permet de

définir des schémas numériques précis a 1'ordre .
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I.1 - LE PROBLEME CONTINU

Soit {1 un ouvert borné de ‘Rﬁ, dont la frontizre d{) est continue {35]
et une fois continuement différentiable par morceaux (on dira C par morceaux).
On notera {) la fermeture de L1 . '

On congsidére les systémes symétriques de FRIEDRICHS [13] suivants :
Trouver une fonction W : 2c € -Q- ~—> wix) e [P\ telle que :

-

(1'1) LZ:’.L Ai.(..x‘) %‘; *Ao{"") w = &’ | pour :C.-E:n__ )
a2 . B-Mxw = o  pour X €L,

jNé

YV, A' » les V, 4<0 &7 étant les composantes de
la normale ext:ér:.eure a AL . '

Les matrices A; appartienE_(_-mt a EE.UKE) et sont symétriques, et
lipschitziennes en > pour 2C € QO s pour 1 £ L€~ ., La matrice Afx)
appartient i EUR) et ses coefficients sont bornés dans L)L .

La matrice M(x) appartient a i(“\) et est définie pour *x €L |, on
note M 1a matrice adjointe de M et on suppose que

1) Mg) est continue en >C pour oc € L. 5
(1.3) i) MGE) + M (=) o ;) ¥ edl |
111) Ker (B-M)e) + Ker B+M)e) = R® , Ve edr .

*

Par la suite, on utilise certaines propriétés de régularité pour les
coefficients des matrices A;, , 0%¢ SV, et ™M «» On introduit les

notations suivantes pour un entier m 3 O

I A;’\fm)oq)_ﬂ_ = max {, l “’t‘éb”n\)w’.ﬂ- ) 1< %)L s B} 2

ot les Q:it ) 4 Sé,[ £ ¢ sont les coefficients de la matrice
AL , ©O% L& YL > T

\A‘m,w}_n_'-:' fm.cux{ \ALI«“’M)_{'L 5 ‘.L.<.l‘—s'n-_}
ﬂAum}m,n = mx{ | Al oo, 0 'o.-s-'a-s.-'m—} .

De mdme, on utilise les notations ‘Ml“'“)gn et || M“.m va, L °
L

Soit A une matrice de i.(RE) ; A), O signifie (Ahb,u-—) 2 9, 3010-6 ]Rz -

P N

[y

g

i)
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Soit A\ 1'opérateur défini par

(1.4) Au.b@ z A(c) ?_Q:. (-:o + A, (-x-) () pour e L

on dit que 1'opérateur A est positif s'il existe une constante C,> O telle
que :

(1.5) C—-C.,_..-.[ = a—t— .g:i ?ai‘c': — CDI > O , pour tout :n:.E._Q_)

+

ot L désigne la matrlce. identité
L'opérateur A adjoint formel de A est donné par :

(1.6) A () = Z_ (Ab(a_r-) W) 4+ P\,,(-_x_) ufc) pour = eflL

on dit que "V satisfait les conditions aux limites adiointes si :

(1.7) (B +™M )'\7‘ = » pour x e L
soit (.,.) le produit scalaire euclidien dans R . On définit ( g,) %Blﬁ'(ﬂ.)
par (2,9)[%0) = Jo (§6,30) & . *

On a les formules de Green suivantes :
41
Lemme I,1 : Pour tout W € 3! (.O_)

2( Auw, U—-)ll.(ﬂ) = ( Cu, U«.-)“__s.(ﬂ) + S}D—( Bu, u.) da -

1
Lemme 1,2 : Pour tout W, v € [H(-Q), on a :

(l\u-,'\r)“}(ﬂ_) = ( o, A*q;-)“}(n) + SQQ-(BLL)‘\J’) da .

Lemme 1.3 : Pour tout u_{resp. ~>r ) appartenant & ﬂ44(ﬂ) et satisfaisant

les conditions aux limites (1.2) (resp. {1,7)), on a :

(Au.,) 'o-) ) = (w, A*-\r)“_z_(n> .

Dans certains exemples (Chapitres IIT et IV), on utilisera le résultat
suivant @

Lemme I.4 : Si la matrice P est semi-définie positive {resp. négative)

1a seule matrice M satisfaisant les hypotheses (I.3) est donnée par :
M=B ( resp. M-—--—B) .
péfinition I.1 : On dit que W appartenant a Il-(ﬂ) est solution faible

u_probleme (I.1), (L. 2), si pour tout V" appartenant & H (.Q.) et satisfaisant

les conditions aux llmltES adjointes (1,7), on a :
(w, Fyain = (3 >1L"(:L) '
par la suite on notera : ﬂf(ﬂ) = Q_{‘(ﬂ))r‘ 5 Q(Q_ Q_\&(,Q)) , etc.
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Le résultat suivant d'existence d'une solut::.on faible est da 2
K.O. FRIEDRICHS {13, page 353).

Théordme I.1 : Si 1'opérateur A est positif et si les hypothases (I.3)
sont satisfaites, alors pour tout g [ n_i(ﬂJ s il existe une solution
faible w €1*(Q) .

Remarque ¥,1 : Le probléme de la recherche des solutions faibles admet
une solution unique dans (H (-Q.) . En effet, si w el (-O-) est une solw-
tion faible du probléme, on peut. écrire :

AU« = S. ..0.. J
(B—M)U...— = O aﬂ. -

On peut alo.rs' montrer que
'u"\l.i(ﬂ-) < %‘; \g\u_zm_) )
ce qui entralne 1'unicité de la solution. |

Définition I.2 : Nous dirons que W est solution forte du prabléme (I.1),
(1.2), 8'il existe une suite {u.i} de fonctions de [}'\d(ﬁl) , satisfaisant les
conditions aux limites (I,2) et telle que :

Lo (=) 18 —Avilpngy )

I1 existe différents théorémes pour l'existence d'une solution forte,
selon les hypothéses faites sur la frontigre L) » le second membre 'E-, les
matrices Bl et M{x), x €3 | Nous citons 1'un d'entre eux (23],
Pour plus de détails, nous renvoyons 2 K,0, FRIEDRICHS l:13, PP. 377-384],

P.D. LAX et R.S. PHILLIPS (25, pp. 440-444], R.S. PHILLIPS et L. SARASON (3§].

Théoreme 1,2 : Soit A un opérateur positif, On suppose que la frontiire

ofY est de classe Cx » que les hypothéses (I,3) sont satisfaites et que le
sous-espace  Ken ( B®) — M) de R® est engendré par des vecteurs variant

de fagon continue avec C pour 2. € AL . Alors pour tout s. e IL*'(.CL)

le probléme (I,1), (I.2) a une solution forte unique,

On donne maintenant quelques exemples de systimes de FRIEDRICHS. Un
exemple important (1'équation du transport) n'est &voqué el qu'en dimension 1
et sera considéré plus en détail dans le Chapitre III,

Exemple 1.1 : Soit L= Jo,4[ . On considere le problime (&quation

de transport monodimensionnel en symétrie plane (f23]).
(1.8) &% yvw = £ pour < e Jo1l )

(1.9)_ uwE) = © J

olt U~ est une constante > © , L'équation (I.8) peut Btre considérée comme un

Py

epne
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systeme symétrique de FRIEDRICHS. On a Ble) = =1 et B(4)= 1 .

En appliquant le Lemme I.4, il vient MEe)Yy= 4+ = M@

Soit (B-_mY o) = -2 et (s-MY1) = O

On doit donc imposer une condition aux limites pour > =0 {condition (1.9))
et aucune condition aux limites pour 2¢.=4 , On peut aussi remplacer la condi-

tion (1.9) par :
(1.10) w) = 9
Exemple 1.2 :‘'soit  LL = ] D,'i-[ . On considere 1'équation :

1
(1.11) - %ﬁ—l “+ % = %, pour 9‘-630,1{. )

a laquelle on associe soit des conditions aux limites de Dirichlet :
(1.12) we) = uft) = o )
soit des conditions aux limites de Neuman :

AL — —
(1,13) %;(o) = ﬁu} = O

On pose %—.-?_ = v . L'équation (I,11) peut se mettre sous la forme du sys-
téme symétrique suivant :

-6 2 -
on s : B(o)-,-_(z D e B)= (i '3

Un choix possible pour les matrices Mo\ et M(4), permettant de retrouver

les conditions aux limites (I.12) est le suivant :

o 1 a -4
(1.14) M(_OB = et M('l) = ( avec o > O

-4 © 4 O

On a donc :

(&M)@:C",j D) ,, (B—-m(i)ﬂ-.(j‘: D} E

O O

Un choix des matrices M({©) et ™M A} permettant de retrouver les conditions aux

limites (I.13) est le suivant :

o -1 o <1
- —_ b O
MLDE = (d. b) et M('L) (—i b} avec



o e i e iy

On a alors :

B- M) @) - (: :,) et (B-v)@)= (: '__’; ) |

Dans les deux cas considérés (conditions (I,11) et (1.12)')7, on peut remarquer
que l'on a : '

(1.15) Ku..( B.-M) = Ken ( B4 M*) pour -'_‘_DC.:..-._O et c=7
' ‘ 2
Exemple I.3 : Soit S\ un ouvert borné de R . On considere le probléme

(1.16) ~Bu 4w = ‘& pour a2 e O )

. U_. = -
(1.1 _. Lan_ o
. . ' . .
On pose 33-;: =, 35“‘5 = w + L'équation (I,16) peut se mettre sous

la forme du systéme symétrique suivant :

q_"g

© -1 © w o o -4 w 1 ©o O
(1.18) -4 Oolvq.ooog_v-poio;'\r-:o
L] u .
o o D ~y -L o o 3 Loy © o 4/ \w o
0 -Mx =My
On a Balon. o o ol M. et Ty
-y O o)

sont. les composantes de la normale extérieure a 3L .
Un choix possible pour la matrice M , permettant de retrouver les conditions

aux limites (I.17) est le suivant :
o —WMa My

(1.19) M = |\ © o ) avec oO- 3z O .
My o o

On'a encore dans ce cas

(1;20) —Kv\.(B-M) = K%(B+M*) pour o> € o) .

Exemple I.4 : Soit L) ] 0)1-[ xJO,TE on considére 1'équation

de la chaleur en dimension d'espace égale 2 1

L&
(1.21) %% ~ T2 =% pour (x,de O,
(1.22) Uy(o,8) = W,uld,6) = © )
(1.23) Uy (.-1') U) = U, é:—) .
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On pose V= d4s . On a ainsi le systéme symétrique :

(52l Gl €6 - 6)

Ce systime symétrique ne >:‘sgtn’_sfait pas les conditions de positivité (1,5).
by~
par contre, si on pose Wgu= € W et Vvy= & AT, ASO , le

systéme symétrique obtenu est positif :

(1.24)

-ak
4 © w)y. o -4 w A O\ fw E',A'g
° +

O%rv'l' 2

4 0] \v o 1\~ o

4 ©

On a B(:L,o) = (_0 ol E{x_)"l“) -,_-_(O D) .

1 ©
D'aprés le Lemme 1,4, on a donc ME,0) = M@.,T) '—'(o o) , ce qui permet
de retrouver le fait que l'on doit se donner une condition initiale, Pour =0

et - =4 , on utilise les matrices données en (1.14).

Exemple 1,5 : Soit O =3 0)1{_ x] o, TL . On considere 1'équation
des ondes :
2 t
(1.25) 24 . Dw x,e)e )
et Bt ¥ G ?

1.26) wlo,b) = ug®) =o

(1.27) wi,e) = w6

J
(1.28) W (,0) = Wy 6B .
Dx- ‘
St ok
On pose vo= e Ju ) w o=e Q2w . On a alors le systime
3t 5.

symétrique positif (dés que A > O ) suivant :
14 © Ay o -4 Ar o -k
G D) -C el L) -
o 4 /%W -A 0O N Ay o )\ “r o

-4 © 1 ©
On a : BL*—,O) '::( o .-4,> et ED(D‘—;Tj”-‘— o i) ) donc



4. ©
d'aprés le Lemme 1.4, on a M (=, D) = M (1,"7) -..-.-..(o 1)

On retrouve ainsi les conditions initiales (1.27) et (1.28).
Pour =0 et %=1, on utilise les matrices données en (1.14).
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1,2 - Approximation du probleme (1.1), (1.2) par
une méthode de Rayleigh Ritz Galerkino

Dans ce paragraphe, on définit une approximation du probleme (1.1), (1.2)
de facon abstralte pour cela, soit V; un sous-espace de dimension finie de
(F41Lflb) , ot A est un paramétre destiné 2 tendre vers zéro, et soit V(an
sous~espace de \@V. Nous allons chercher une solution approchée ugp € 'Xa-et
montrer que si certaines hypothéses abstraites sont satisfaites, cette solution
approchée converge, dans un sens défini plus loin, vers la solution exacte W du
problame (1.1), (1.2).

Nous donnerons au paragraphe 3 différents exemples d'espaces Vk', cons-
truits 2 partir des éléments finis décrits au Chapitre O. L'introduction du sous~
espace )@bde \preut permettre d'imposer, éventuellement, & la solution approchée

Ug de satisfaire certaines conditions aux limites, par exemple :

(2.1) xk:—_{ ‘U’ke V‘?\' 3 %Q((E—M)'\J‘R’)WL)M:O ) 'V“\ﬂ'ﬁ'ev&} «

A partir de la définition d'une solution faible du probleme (1.1), (1.2)

donnée au paragraphe 1, on peut définir de fagon naturelle le probleme approché

suivant :

Trouver W, c x?\_ tel que :
¥»
(2.2) (u.ﬂ’) A vﬁ—)ﬂf(ﬂ) = ('g) ve")ﬁ._L(SL) 5
¥
pour tout ey = X%‘ , ol

(2.3) X: = { ‘\J'e\_ EVR., 3 SDSL(_LB-E—M*)’\J‘R, ‘\.U"_g\__\ ds = O ) V'.‘\.I.T&GV,R‘:;

Remarque 2.1 : Le probleme (2.2), (2.3) a un sems car les fonctions Vg

t1ﬂg_appartiennent & &4ﬁ@1Jet on peut définir leurs traces sur AL dans 1le
sous-espace [H 1(f3§l> de ﬂ_ (280) ((331).

Remarque 2.2 : Dans 1'égalité (2,2), on ne peut pas nécessairement chol-

sir ~p = WUy, car on n'a pas en général 1'inclusion
#*
Le probléme 2.2 conduit en général 2 la résclution d'un systéme lipéaire

pour lequel le nombre d'inconnues n'est pas égal au nombre d'équations, Il est

alors difficile de montrer que le probléme (2.2) est \Qbmelliptique et de prou-

ver 1l'existence d'une solution approchée .
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Nous allons donc définir un probléme approché pour lequel on cherche la
solution Wy dans le méme espace que les fonctions Vp, ce qui nécessite un tral-~
tement particulier des conditions aux limites. .

On utilise pour cela le résultat suivant, conséquence directe des
Lemmes 1.2 et 1.3,
| Lemme 2,1 : 81 w.e (;1) est la solution du probléme (1 1) (1 2),
alors on peut écrire pour tout v e [H (fi)

(2.4) %.— ((AW)'\")ﬂ_L(Q) " (W)A"V)“_}(Q)) -+ %‘-San-(“‘\uf‘r)u = (g;v}l}(ﬁ)

De facon équivalente, on peut écrire pour tout v & “44(51) :

(2.5). (AW V)Lz(n + 4 S ((M B) U \T) dd = (‘SJ‘\J‘)“:(Q) )

(2.6) (u.,A*v)“:(Q) + 4—,;839_( w, ®BaM¥)v) da = (én")n_*(g_-) .

Remarque 2.3 : Pour ces trois formulations équivalentes, les fonctions w-

et U appartiennent au m@me espace, mais des termes de bord apparaissent dans
les équations,

A partir du Lemme 2,1, on définit le probldme approché:

Trouver Wq € Xg tel que

(2.7) )'.li' (SA %) ‘\)‘,g‘_)n_g(n) + (u.ﬂ) A*"u-;,_ )[L"(.O.)) + %San(—l"\u-k, \!‘ﬁ)th = (S’v‘\)g_’*(n))

pour tout
On a le résultat d'existence suivant :

Théoréme 2.1 : Le probl2me approché (2.7) a une solution unique Up € XR'

et on a la majoration :

(2.8) \u"“'\ll_"(ﬂ) < & \%\H}(IL) .

Démonstration : Dans 1l'égalité (2,7), on peut choisir Vi = Uge .« En

utilisant le Lemme 1,1 et la positivité de l'opérateur A, il vient :

2 :
e N A L

< %(@‘i— k*‘) g, Ye >IL2‘(.EL) +’l£ §§&ut)uL)d4 -._-_(8)\.\&)‘_@_)-
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p'apris les hypothéses (1.3), on a :
*
S (M“'LQ“'&) ds = %S ((M-rl*’\ >u"&,\‘*4\.\ i > O
o0 S0

Oon déduit de ces inégalités 1'existence d'une solution unique

catisfaisant 1'inégalité (2.8).
On considére maintenant le probléme de la convergence de la solution

approchée vers la solution exacte :

goit 1'espace @
* A '

2.9 W¥={ vella); @Ml = o} :

on fait 1'hypothése suivante sur le sous-espace X,& de Hﬁ(ﬂ) .

¥ ¥
I1 existe un sous-espace T de W , dense dans w¥

ol |
et une application “Lg _— Xg,_ telle que

Lo - =

(2,10) L. N~ )L'”v““ﬁ-ﬂ-) = O R
Ll (uue jm\'\r-’t.&v“wh\ s —
£ 0 Wrg € x& \ \A)'_PV \&}(n:) —

on a (Q24)) :
1
Théoréme 2.2 : On_suppose que le second membre % appartient 2 L

et que 1'hypothése (2,10) est satisfaite, Soit ‘Mg = Xg\‘ la solution du

probléme approché (2.7), Alors de la suite (“'k) , on peut extraire une sous-

suite (u,&a) qui converge féiblement dans (L"(.ﬂ.) vers une solution u du

probleme faible.
Démonstration : En utilisant le Lemme 1.2, 1'6galité (2.7) peut s'écrire :

ga™m”

(2.11) (“&:A*"fa,)ﬂ_t(n) + iﬂ(“’k) ) "Th,)"u ':'(g’)“ﬁ\“}(m , Yo eXe

¥.
Soit v une fonction de ¥ et soit gV & X.?\, , oh 1'application?lg
est définie en (2.10). D'apris 1l'hypothése (2.10), on a :

(2.12) %—’:’o (‘\?‘-’LR‘U‘B = O fortement dans LL(.('L') 5

(2.13) Gum (A*v —.P\%’Lﬁ:\)’\ = O fortement dans L’L(D_) ,
hh—>o

(2.18) U 2 Sml“"'“”“”"»‘ o - O .

h—o wpeXy bwdiacay
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D'autre part on peut écrire :

(2.15) lgan- (\.Lrb)(B+M*):L&-\r) Al = ‘S; (WR)(B-\—M*)L’LRV’ ._‘U')) o <
L
¢ §o0 Wt liwg | as
< (mx‘l\, ] ’W&.‘LL(.Q) ‘ u'"‘\-]u_l(n) ’
oil C = C( I B\lu o0, 200 \ M\\om)-ag_) ne dépend pas de &

D'apras le théoréme 2.1, la suite ( \L{L) est bornée dans “_ (-ﬂ_) s uni-
formément en f_ , On peut donc en extraire une suite ( U'?C') qui converge fai-
2 L
blement dans [ (£.) vers un &lément W de - () .

)
Lorsque 2 tend vers zéro, on peut écrire en utilisant les relations
(2.11) a (2.15) :

*
(v, A*v)ﬂ_ltﬂ) = (&,v)n_z(n) pour tout ve¥ p)
et puisque ’X* est dense dans W *
(\L— > P\*\" )“_’:-(:Q_) = (.SJ V)B:L-Q—) pour tout v e W*

1.'élément W est donc une solution faible du probléme (1,1), (1,2),
Remarque 2.1 : On verra dans les exemples que 1'hypothése (2.10) peut

étre satisfaite lorsque l'espace X.&_ est identique 3 l'espace V&, c'est-a-dire
que l'on n'impose a priori 2 la solution approchée My aucune condition aux
limites. Cette hypoth&se n'est d'ailleurs pas satisfaite, en général lorsque
1'espace Xy est différent de 1'espace Ve -

S0it 1l'espace :
A
(2.16) W = {‘-\r e W , (%_M)vkm_ = © ]5 i

On fait 1'hypothése suivante sur le sous-espace Xkdé Hﬂ-(_{‘).) .

11 existe un sous—espace)yde W , dense dans w

et une application 7, JY—; ng telle que
(2.17) Q‘E’.AA—'\:O W - ng vl Hia) = o, .
- (4“? &njﬂruﬂgVW\x¢k1¢A o .
h—o ‘\-\TQ\&XQ\_ lwk‘ﬂ_}(_ﬂ)

on a ([24]).
Théoréme 2.3 : Soient W la solution forte (au sens de la définition 1,2)

du probléme (1.1}, (1.2) et Uy € ng la solution du probleéme approché

(2.7). On suppose que 1'hypothése (2,17) est satisfaite, Alors la suite ( tg)

1
conversge fortement vers u. dans [L (.Q_) lorsque P tend vers zéro,

(REm—

b e e
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Démonstration : On considere 1'expression suivante, définie pour toutvhe){,&

E‘Q\, = {‘1-' ((!"\H' A*)(. \L&-'\r&,\) “&"v%_)u}(n) + ‘\E. SBQ_(M (.\-Lr"'“'u'ybd) u"ﬁ."v\\,) da

p'aprés les Lemmes 1,1 et 1.2 et les hypotheses (1,3}, on a :

En= % (€ Cog =), “’ﬂ""’“)ﬂf(ﬂ) + Y Sm_(m (wr-ve ) uﬁ-'v“‘-) o

donc :

HS
(2.18) Ee 2 Lo lup -
D'aprés la définition du probléme approché (2,7) et le Lemme 1,2, on a :
By = (% p “’VL-“"RA&_L(D_) - (A""h;"*k' vk.)[_h(m -+ "'Z:S L&(B' M)y, We~% Yo,
2

Pour tout v & W on peut écrire :

(2.19) EQ\'—— ( S- A'\") &%’—vn_)u}(n)-\n(A('\?—’\T&)) U\-a:-'\"&_ !.(IL)+1:"§((FS"M§(?RA’B;“&"T&3¢‘-
En utilisant 1'inégalité (2.18), il vient, pour tout VvV & W

3

3,

2,20 - < CUf -A oo .
( ) \“1. \n.‘(_o_) i\g ‘\?'\l}(n_) \ ﬁ,“H.;( n.) + 4\;& Xe e \n_}(g_)
On considére maintenant 1'inégalité (2.20) pour v € ]Y 5
on choisit Vg = Lpv . On a, lorsque # tend vers zéro :
e Wy e < G — Byr JY.
o | g, \n_“(n) \5 A \L’“(.ﬂ.) pour tout V- € 5

et puisque }Y est dense dans W ‘ .

(2.21) W fug —v e < < V8- Avi,e ¢ v EW
By o A \L (_Q_) S \L(ﬂ) pour tou
L'égalité (2.21) est valable pour les fonctionms Wj de la définition (1.2) et

il vient, pour tout indice 4 :

Qo \wa_w\n:(ﬂ) < c’(‘u"““?'r\ll}(&l) 4-13_!3\%\“}(51)) .

f—o
"En prenant la limite du membre de droite lorsque s tend vers 1'infini, on
obtient

L—v
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Remarque 2.2 : Dans les exemples donnés plus loin, 1'hypothese (2.17)

sera toujours satisfaite, car l'espace X&_.sera soit 1l'espace Vql_ tout entier,
soit un sous-espace de VLcomposé de fonctions satisfaisant approximativement
les conditions aux limites (1.2).
On peut donner la majoration générale de l'erreur suivante
Théoréme 2.4 : Soient w € ﬂ-li(.ﬂ.) la solution forte du problime (1.1),
(1,2) et Wy € Xﬂ_ la solution du probléme approché (2,7), On a alors :

2.22) - ' P i\l -l 53—9-
( fw ULUL‘(Q.) <, “’:f:%‘n WVRW e * mx& }wry \n_‘{.n.)

ot ( est une constante indépendante de %
Démonstration : D'aprés 1'inégalité (2,20), on a :

{ olv ~vg Jon ) da

v Tweadyya)

\"‘—g,—'\"\“_x(g_) < C i\ 8~ Avl,_zm;) o A0 +m y

pour tout v & W
pans 1'inégalité précédente, on peut choisir V" = v , Il vient

-vg ) yay € {\\U—-«r\ Jag 1oty o
Y \L‘(.K_l) c wllyz,a + féfexk, w2y

pour tout Ny € X&, .
On en déduit aisément 1'inégalité (2.22),

Tw vy | M} ,
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1.3 - Application aux éléments finis

Dans ce pafagraphe, on applique les résultats du paragraphe précédent

lorsque l'espace de dimension finie \%_est_construit 3 partir des éléments finis

décrits au Chapitre O, . |
on vérifie que les hypothises de convergence (2,10} et {2.17) peuvent &tre satis-

faites et on donne une majoration de l'erreur entre la solution exacte et la

solution approchée,

‘On considére ensuite quelques exemples,

Nous supposerons ici que 1'ouvert {1 est polyédrique, mais les résultats donnés
ici peuvent s'étendre eu cas d'un ouvert quéiconque en utilisant les mémes tech-
niques (éléments finis isoparamétriques courbes) que dans (51, {71, [8].

Soit %o une triangulgtiqn de (L. en éléments finis W de diametre infé-
rieurs ou égaux i . Les &léments finis considérés ici sont les éléments intro-
duits au Chapitre 0. (Exemple.0.l, éléments simpliciaux et exemple 0,2, éléments
quadrilatérdux : parallélotopes enrdimension quelconque d'espace et quadrila-
téres quelconques en dimension m.=2), Les méthodes définies ici peuvent &tre
étendues au cas des é1éments finis du type Hermite comme dans [6].

On supposera que tous les éléments K de la triangulation sont les images par des
transformations affines (ou appartenant & ( (Qi)l dans le cas de la dimension
m=2) d'un Elément fini de référence K

L'espace \ﬁ'est défini comme en (0.45) et on a 1l'inclusion

¥
4 -

3.1 i © (Mo @) -
L'espace )(&_peut gétre défini de 1'une des deux fagons suivantes

i
(3.2) X& = V-R_ J

2
(3.3} ng = { g E_VR ;(B-M)'\Tﬁzo aux noeuds appartenant ABQ_}.

Les fonctions Vg de 1l'espace DK; satisfont donc de fagon discréte la condi-
tion aux limites (1,2), D'autre part, il est facile de construire une base de
1'espace X;;, de fagon locale,

De plus, lorsque la matrice B-M a ses coefficients constants le long des faces

incluses dans la frontizre ¥3LL , on a :

2
(3.4) S_“L ((B-M) Ve, '\*"k) ds = O , pour tout v, € Xe ; Wi € Vﬂ }
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et l'espace X;\/ est inclus dans l'espace Xg’défini en (2,1),

On considére le problime approché (2.7) que 1l'on écrit a nouveau ici
pour plus de clarté :

Trouver Wy & Xg\’ tel que, pour tout Ve € X?" , on ait :

(3.5) 1,: ((A Y ;’\TO“}( 0) +(‘La ) A*"'&)ﬁ}{)ﬂ_})'\- ‘-‘5_ Sm_(M% ;"“Qdé = (’S Ity )nf(ﬂ) )

ol x&est 1'un des deux espaces XR, =4, 2 , définis plus haut.
Remarque 3.1 : Lorsque Xk X%_ — 9\__ , la formulation (3.5) du

probleme approché conduit & un traitement implicite des conditions aux limites,

On utilise en fait ici une méthode d'éléments finis discontinue (voir au para-
graphe 4 la. définition des méthodes discontinues) le long de la frontigre JLL
la valeur de la solution approchée U, le long de 3L, a 1'intérieur de L, ne
satisfaisant pas nécessairement les conditions aux limites (1.2).

On a le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 : Soit ( €?) une famille régulire de triangulatlons de
On suppose que dans le cas des éléments simpliciaux (resp. quadrllatéraux) on a
1'tnclusion Py C v (resp. Qg < g ) pour un entier ®>1, On
suppose que le second membre ’i appartient 3 lL(Q.) Alors on a les résultats

suivants
(i) La solution unique W € Xg  du probleme (3.5) satisfait 1'iné-
galité

. U - é _3‘_ .
(3.6) \ “"ﬁf(ﬂ) CJ g\n}(.n.)
(ii) Lorsque Xg, , da la suite ( Lp ), on peut extraire une

sous suite ( Ug? ) qui converge faiblement dans \L(.Q.) lorsque K tend vers

zéro, vers une solution faible W du probléme (1.1), (1.2),

(iii) On suppose maintenant que L est la solution forte du probléme (1.1),

4. 7
(1.2), Alors si XQ‘_ = Xg ou x& , la suite (Uuk\ converge fortement
dans n_z'(_(.l) , lorsque f_ tend vers zéro, vers la solution forte L du probléme

(1.0, (1.2),

Démonstration : L'inégalité (3,6) n'est pas autre chose que 1'inégalité

(2.8) du théoréme 2.1, Pour montrer les convergences faibles et fortes, il suffit
de vérifier que les hypothéses (2,10) et 2,17) sont satisfaites,

Soient donc WX et W les espaces définis respectivement par :

|




wlt -
(3.7) w = { ~ e HHQ) J (B—»M*)v\,‘m_ = o} )

i .
(3.8) W - {'\)‘G“—\(ﬂ.}; (%_.M)‘\.r\,an - O} )
¥ 1] 3 3
et soient JY et L les espaces définis respectivement par

G ¥ = { v e B ; ®+ M*)V\B.f?_ = o} )

(3.10) T . i-\r e@"(n)). @-M)v\m — ol .

Si la frontidre ofl est de classe o et si les sous-espaces Ken ( Bec) - M@c))
et Km(ﬁ@n} + I"\*éc)) inclus dans R’msont engendrés par des vecteurs dont
les composantes, définies pour x €3{l , sont deux fois continfment différen-
tiables sur ©SL , on peut montrer en raisonnant par cartes locales comme dans
(35, Chapitre IJ, ou dans (25, p. 431) que 1'espace )X*(resp.y) est dense
dans W¥(resp. W ). Ces résultats de densité peuvent s'étendre (‘[38, pp. 237-
241}) au cas ol le domaine Q1 est polyédrique,.

On suppose maintenant que 1l'on a ™ 3, de telle sorte que l'inclusion

(3.11) WY () < (D
est satisfaite, Soit -‘TR : le'(D..) —_ Xg\ , 1'opérateur d'interpolation
défini au Chapitre O. En appliquant le Lemme 0,11, inégalité (0.89), on peut
écrire :

L
(3.12) I ’\J‘._“W&”\T“i}l)ﬂ < o B \""\1)1).{1- pour tout '\J'E:“-\(.O.))

D'aprés les Lemmes 0,10 (inégalité 0.87) et 0,11 (inégalité 0.90) on a
S'aSL el v-Thvla < ok l"*’"&]a_’*(n_)\"’\v.}}n_

pour tout W, € . et tout v e“—{l(ﬂ), donc

(3,13) Anp Sa_n_ g | T~ ) da

Y o lyia)

C P‘-le,z/n_ )

pour tout Vv € B "
L'hypothese (2.10) est donc satisfaite en définissant )X comme en (3,9) et en
choisissant pour application “Lg 1'opérateur Trg_‘

Pour tout 'U'(-":)A). , on a :

v ex:\, C X:‘, ::\/%'
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Les inégalités (3,12) et (3,13) sont valables pour tout - e’? et-l"hypo-—
thase (2. 17) est donc satisfaite dans les deux cas, Xﬁ_ -___- VK C et

Ke = Xg" en choisissant g = g - ' .
Lorsque la dimension. est supér:.eure ou égale 4 4, les résultats précédents
sont encore valables, en remplagant 1'opérateur d'interpolation -\Tﬁ_ par un opé-
rateur 'ﬁ:{, convenable, construit en utilisant un procédé de régular:.satlon

(Ph. CLEMENT [10]) et en supposant que 1'on a 1'inégalité, pour une constante

indépendante de la triangulation

(3.14) %— < C ,  ob
(3.15) e = wi 16 > Ke Qe»} )
(3.16) Ro= agfRe; Kebl -

Remarque 3.2 : Le résultat de convergence faible est encore valable pour

X& - X_& s loxrsque 1'égalité suivante est satisfaite
Koo (B-M) = Ko (R +™¥) ]

En effet, dans ce cas, 1'interpolée T‘_ﬂ-u- d'une fonction quelconque U de)y
appartient 2 l'espace X;: .

On a la majoration d'erreur suivante.

Théordme 3.2 : On suppose que les hypoth2ses du Théoréme 3,1 sont satis-
faites pour un entier &> 1 et que la solution W appartient 2 ‘HAH'(‘_Q_) L_
un entier A tel que 1< € ., et T4 < 4 . On a alors pour Xp = )(g_

'Y
ﬂ‘ixﬁ,

<4
(3.17) \ Ll—-'l*—e\_\nf(n) < ¢k ‘U'\A-q—i}z,ﬂ- 2

ol C est une constante indépendante de R .
4
Démonstration : Seient W € HA () et 1l u e:\/ﬂ_ son

interpolée, Puisque la fonction W vérifie les conditions aux limites (1.2), on a

4
Tew € Xp C Xg =Vg

D'apr2s le théoreme 2.4 on peut écrire :

S |‘*-~Tr9.,“'“w4\_\ da
\"L"‘L'\‘ﬁ}(n_) = C’{H“"T‘ﬁ-”“uazn plgen’ L ' g -
' ’U%LEX&. ‘1Aﬂkl“f(£L)

D'apre¢s le Lemme 0,11, on a :

A
n“"vhwu-i,z,n,. < C & \“-‘Au,z,n_ .

e
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p'apr2s les Lemmes 0.10 et .11, on a :

‘ggqlu.,- ?\Iu/nw&,l da = C ?\J l \.d-t‘.l--'i.ﬂ.\ \L(Q-) )

pour tout Wy € V, .
Les trois dernieres inégalités entrainent la majoration (3.17).

Remarque 3,3 : Lorsque l'on a 1'inégalité P J' -4 , 1a majoration

(3.17) est encore valable, l'opérateur d'mterpolation '“_a, étant remplacé par
un opérateur -‘Tg‘ convenable, comme & la fin de la démonstration du Théoréme 3.1,
et en supposant que 1'inégalité (3.14) est satisfaite. On peut aussi obtenir
une majoration analogue 2 l'inégalité (3,17) si on suppose que la solution

w & W“i} 9 (.0_) , pour un entier 4 et un nombre C\ tels que 1xA< &+d
et M — c‘(.u-'.ﬂ <O , On a alors :

(3.18) bw - “h(ﬂ) < C/?\,\u,\,;,”_)q)n_ .

Remarque 3.4 : Le Théoréme précédent montre que lorsgqu'on ut1115e des

polyndmes de degré <%, on peut obtenir une précision en O(% ) . Nous
verrons au paragraphe 4 que la majoration (3.17) peut Btre améliorée dans le
cas ol le domaine {1 est un parallélotope triangulé en parallélotopes égaux et
ot on choisit E’ ~ @, . On a alors une erreur en O (-R’i\ et méme dans
certains cas en O(’t’\f\ .

Pour résoudre le probleme (3.5), il faut inverser un systéme linéaire
dont le nombre d'équations est égal & p fois le nombre de noeuds de la triangu-
lation, ou p est la dimension du vecteur solution ., Les coefficients de la
matrice du systime -sont des intégrales sur tout ou une partie du domaine 0o,
qui seront calculées en utilisant des formules de quadrature approchée (voir
Chapitre II) par 1'ordinateur. Dans certains cas simples, nous allons cependant
écrire explicitement les systimes linéaires obtenus,

Exemple 3.1 : On reprend le probléme décrit dans 1'exemple 1.1.

On considire le découpage suivant de 1'intervalle

(3.19) Om e Dy Covr-nv & Xgp = L .

Soit V 1'espace des fonctions continues dont la restriction & chaque intervalle
[9«:% ) x.“ﬂ ) o<»')‘ T-1 s est un polyndme de Eh .

L'espace Xﬂ' est l'espace des fonctions de V&' nulles pour 2 =3,

On résout les problémes approchés suivants :

Trouver Ug € XR = VR. tel que :

'l
(3.20) 50 (%_% i T U _&) ’\J'RA,,x, + u_?\g_o)‘u—{@') = O

pour tout Vi € ng



(3.23) T3-1

(3.24)

e

2
Trouver Wg € Xg" tel que :

-5
1
(3.21) g‘o (%% +TLL“- — ‘3) ‘\Tk dx. = O pour tout VK&X?\.

Dans les deux cas, on a la majoration d'erreur i

(3.22) la-wg | e < R ul
.2 wliMoe) S Rea, 2, O )
ol ‘e\_ = A:.u‘) { 1‘@*"1 —xa: 3 o< ’& < 1-4 } .
Lorsque % =4 1les problémes (3.20) et (3.21) s'écrivent respectivement :
Wy -\ B *1
¢ Yo < + q—" 2 P - }_’:3._ o« Ao - . 3. . S %‘U.o a-x_'
Xy - £ 3 e ey Ao Iy

T
Wiwt ~Uj.a +T(ﬂéﬁ(lué+ué+t)+£i:éﬂi(&ué +u?;_4))=5 Joo doc

pour 4% ’Aa < T-4 >

Up - WUy_q “+ TQ&: +lk':p¢) - i S | ng doc
Ny = Xy 4 3 3 s Sake XN
Aoy g
et i
W, = © i
“-‘g-tl --u-é-i - T( x"&ﬂ;’xﬁ—i( lb\d-‘-“‘l-{-l}-\- xi_:'s'i(‘ll.ti 4—\1-&-‘1))‘:'. [
""J}-M. - . ;
={ vy e reasin ’
:1:1_4_

=
W - Wr.q +.vr(’*“‘-¢ +U.1-1_) - -4 g gqu_c\a:__

Kop — X 3 3 -y :
g -4 *x x‘:---l., ]

ol Wi = uk("d) et ol v dégsigne 1la fonction de V&_ égale & 1 au point

xj et a zéro aux points =z L*,& , pour o< j < 1.



AT

I pans le cas ol Ty ~X4 = %, pour ©<4 < T-4 , le schéma 3.23
s'écrit
‘ .
. Wy ~\Yo e Yo Lo _."’_,S A, Ao
' brdh
U029 gy ot xS (g B0+ Wet) = g fogd=, LTt
3 G-DR
| | b
' Wp = Wy _,.v-%,(ib +h:£) = LS %v'.l:d“-
1 2 5 -y

Le schéma (3,24) se transforme alors en le schéma (3,26) qui s'obtient en

remplagant dans le schéma (3,25) la premidre équation par :

L, == O

On montrera, au Chapitre II, que pour les deux schémas (3.25) et (3.26), on a

1'erreur suivante :

G2 Vw-uglpg = OB

Pour obtenir la solution U—ﬁ_aux différents noeuds, il est nécessaire de résoudre
un systéme linéaire dont la matrice est (ﬂ.&+i)—diagona1e. Nous verrons au
l Chapitre III qu'il est possible de définir, pour ce type d'équations, des pro-
blemes approchés conduisant 2 des syst2mes linéaires dont la matrice est trian-
gulaire par blocs, la résolution du systeme s'effectvant alors bloc par bloc,
Exemple 3.2 : On considére la probleme (1,10), (1.11) décrit dans 1'exemple
1.2 et on utilise pour l'intervalle [O,{J le découpage (3.19), avec X4 = «3’?\, ,
o< 4 £T . L'espace V& est 1'espace des fonctions vectorielles ( <, , W, )
tel que chaque composante appartient 2 1'espace des fonctions continues dont
la restriction 2 chaque intervalle [ x4, "“'a-H-:I , O« 3 £ T-4
est un polyndme de E& .
L'espace X:l est défini par :

z
Gaw Ky o= [ (a9 eV ;5 e = fd =0} -

On résout les problémes approchés suivants :
1
Trouver (U—g Iy Va\ c XK = VR, tel que :

(3.29) Si ((_‘i—_ii- +LLP«.—‘5{)LPR +(—d;~—u:; +‘\T&\\\"g_)cl.x +

b o

4 0O (- § 4O « BO) + gL G + ) = O
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pour tout (%, WR) € V. .
Trouver (wug , vy ) e X;'- tel que :

(3.30) ji ((—.%’1;1: cug —§ )% 4 (—%‘f—j% +"J‘ﬁ>\l’&)¢ac= O

[}

A
pour tout (‘-P&,L\/'_?\') & Xﬂ‘ -
Pour les problames (3.29) et (3,30), on a la majoration d'erreur :

& o ?‘.%’ | wl

—~

(3.31) | w- “%\L_i(a-_g _‘_\dm - vy

doe LL(_O)'-L ) H&*L (-OJ i') )

Pour % =4 , on montrera, au Chapitre II, que 1l'on a
du gy L C ﬁ ot
(3.3 Luw-ugdp “(o1) ¥ \ A, vg‘“\‘\_‘@ﬂ \ NCED

Les problemes (3.29) et (3,30) conduisent 2 la résolution de systimes lindaires
ayant respectivement L(Th —\-’L) et 2LT% inconnues.
La solution ( U.y ,Vj ) du probleéme (3.30) satisfait de fagon exacte les condi-

tions aux limites
(3.33) w, @ = U—g\_(’i) = ©

Lorsque 4 = 4. , le probléme (3.29) s'écrit

Chmn) v 8 (g - 3)= o )
—(‘\J‘d_—-'\)"o.) - R &_L}-? -~ “"'\ 5 Scﬂ, dx.

plaated + R+ ) = 0

(3.34) i
P Y TR SN

A .
~(Vier = Vi) + B (wraa ol aWios) = ‘-’*Lﬁ‘f’c ,LgisTot

K-—(‘*Ln-‘*d-i_\+ %(“"Lﬂ + v -*r"«h:-m)*-: o , le g T-1 )
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ol (u,;/'u—.‘_) = (\Lk('xc))vﬁ(xt\-) ) o<tel et ob P.
gésigne la fonction égale & 1 pour > =2, et & zéro pour o= Ky pour
jei , o=l =T .

pour %=1 , le probléme (3.30) est équivalent au systéme linéaire (3.34),

dans lequel on remplace la premiére et la trolsigme équation per

W, = u‘I - O -
Exemple 3.3 : On considére le probléme donné dans l'exemple 1.3, On décou-
pe le domaine & —_-[o,'l] )([O)‘l] en rectangles de cdtés Ao = -'-":E et
1
Dy = T . On pose

xp = b, Yy = 4 by ) Aga‘ ..-:-.(DL.;)%,‘;) )
sy (M) = Wi, pew =03 €T

Soit Vkl'espace des fonctions vectorielles (‘P&) WR )y e ) telles que

chaque composante soit une fonction continue dont la restriction & chaque rec-

tangle est un polyndme de Q& .
2
L'espace X*,L sera défini par

2
(3.35) Ky, = { (fn > W m)YEVe LF?“]m_ = O} ’

correspondant au choix suivant de la matrice M 1le long de (L

o 1 ©
M=|-12 o0 ©
O O O

On résout les problémes approchés suivants,

Trouver (\l& > Ve ‘w'&j S V{L tels que :

(3.36) i}_ ((— %% - ?;—‘»;-" + Vg — 3) £ 7Y +(—- '-b;;::% -\-'\TP\\/ 7Y +(—§%§ :\.‘\.0'_9‘__)7 R)rlaccha_
4 ' ( A
+ L (—-('44;L Vo)) + e We g, *@) Ay +S (-—M‘{@(% %) +(“'g%§£1,i\>c\x =0

pour tout ((Pg y Ve, ,Va\ = V?\, .
Trouver  (up , Vg Wy ) e Xé’: tels que :

(3.37) 5&1((# 3—3‘5 “%‘%ﬁ + u’ﬂ"&) Ta + (—% +“T{\,)%L+ Q——%% +"~‘T1’») ?{)‘h‘"“a-‘-o

g
Pour tout (%v) Ve '7%) € xﬂ -
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Pour ces deux problémes, on a la majoration d'erreur suivante

(3.38) — 2
‘ =
< CHR i\l.x.«“?“zJ L, O

et lorsque =4 , on montrera au Chapitre II que 1l'on a

Holl,, g tlully o
3 |pour le problime (3.36)

(3.39) \u— - LL?\,\L&(Q-) * \%%; _VR\L}(QY%%_VR‘ LL(-DJSCP\

pour le probléme (3,37)
Lorsque 'El=’l. s nous allons écrire le systéme linéaire correspondant au pro-
bleme (3.37), dans le cas ol on calcule les intégrales de fagon approchée sur

chaque rectangle, par la formule

ana K
S Jlocdy = Snt :;_ fa) )
K U L=
ol les points Q. sont les sommets du rectangle K 5 1<v <4 (on étudiera
au Chapitre II les effets de 1l'utilisation de telles formules sur les majora-

tions d'erreurs)., On a

- i =Ven§ o Whgn Wuie L ugy o 8
I A 2 Alé_ d
u"-"";?.ﬁ — u'L.""'Lp’f; .
- v Ay = ©
2 Aax. * /3 g
B Te i TP S S o
e e }
% A%_
pour 1 < i,é £ T4 J-4 3
u’o},‘k = "Jo){} = O ) 5

o4 s 7
— M1y =Yg, _(_,0-'9"-a —_0 os4 £dJd

B - :

avec des équations analogues le long des autres cdtés du rectangle QO

»
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1.4 -~ Méthodes d'éléments finis discontinues ;

résultats généraux

Soit une triangulation gkde £l en éléments finis K dont les diamdtres

gont inférieurs a R . sur chaque élément K , on considére un espace de fonc-

tions P.Ktel que
P, C W

P
soit l'espace de fonctions (défini en (0,42)) Wf?.. — T EK) -

e €
On a 1'inclusion e
£
(4.1) Wy, C 1(Q)
On pose, pour tout WK & é?“
\)l;)‘,( = iéme composante de la normale a N‘(, extérieure & K) 1<Cgm .
T
(4,2) 'BK('—"C) = Zip‘ifx) vé)\,{ (=) pour ¢ € oW
ve

e
Soit MKune matrice de S?. (R ), définie pour X & FQK , satisfaisant

la condition
. 3) M, + M¥ S o
. W K e
et égale 2 M pour 2 € BKQ 20
Si S est une face de K , on note B

la matrice B, (resp.Mpa la face S ; d'autre part, si cette face S de K n'est
pas incluse dans 0fLL , on appelle trace extérieure sur S d'une fonction

Vp € Wﬁ. la valeur de Vi le long de S , 3 1'extérieur de K |,

Définition 4,1 : On définit le probléme approché de la facon suivante.

Trouver e € Wﬁ tel que pour tout . & W{

D S (RS | SR P

O sur B[ L )
(4.5) § -

trace extérieure de uﬂ sUr BL{-—(BK“BQ) .

K, s (resp. MK,S ) la restriction de
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Remarque 4.1 : L'équation (4.4) peut encore s'écrire :

(4.6) -fli Z ‘i(ﬁuﬂ,‘rﬂ)‘ﬁ(@ ""(\Lﬁ.)A*‘ri)n}(K) +SBKKE’K%L)OR.)AA+

kKede

+gav( (MK (e - gﬁ))vh.) ‘“} = Kzeﬁ,h ( g:‘r*‘-)ﬂ_"‘(_\&) )

pour tout Vg € Wt’\, .

On a le

Lemme 4,1 : On suppose que pour tout couple d'éléments K,L) K,_ = ﬁ?b

adjacents le long d'une face S, on choisisse

(4.7} '_'Mkijs = ™ = MS .

Ky, S

ol Ms satisfait 1'hypothese (4.3), On a alors :
(4.8) K%-&& gaK(MK(‘*ﬂ* Sp),ue ) o = qu‘_ailss (Ms(""&"gﬁ)) e g.p,_)fh +

M Wo ) da 3
+SZ:-.BQ§S( Y ﬁ,) ©

Démonstration : Soient Wget \\y les restrictions de \\p aux éléments

|’(1 et KL respectivement, La contribution & 1l'expression (4,8) de la face

commune aux &léments ¥, et K!_ est égale 2 :

(4.9) g ((M'hs (“'4."“").)) “—4.) +(MK,_ S( “-:._—“D,U-L)) ds = g (Ms(u.,,_ ._.u,,_)J Wy -y e

La contribution A 1'expression (4.6) d'une face S incluse dans ofL  est
égale a :

(4.10) SS ( MLLR)LL&) 4 .

En sommant les égalités (4,9) et (4,10) pour toutes les faces S de tous les
sléments K € €5, on obtient 1'égalité (4.8), Les hypotheses (4.3) et (1.3)
entrainent la positivité de cette expression,

On peut montrer le

Théordme 4,1 : On suppose que 1'hypoth2se du Lemme 4,1 est satisfaite et

L
que le second membre g appartient a | (_Q,) . Alors le probléme (4,4) a une solu-

tion unique W, appartenant 2 Wﬁ et on a :

4,11 | %‘IL"(QJ < <l ﬂﬂf(-m

ol C est une constante indépendante de R .

ey
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Démonstration : Soit X_F‘_l'expression définie par

4.12) Xp = %ﬁﬁ{(ﬁ%, %BLL(K) -4 g@BK*Mx )(‘%"SQ, U—&) &A} )

K
ot la fonction g{est définie comme en (4.5).

ptaprés le Lemme 1,2 appliqué dans K, on a

' *
(A“-&; u‘k)u}(“)“' 11 S;K(Bu et 9 “"L)‘“ = % ( (Ath ) %)M")L"(K) .
Puisque 1'opérateur A est positif, on en déduit

N

(4.13) (A“&’tLh)ﬂi(K) - ‘-‘ig Beug,mp)u > & ‘u'k\ﬂf(\*)

oX

D'autre part, soit S une face commune a deux éléments K, et K,_ de gi. On a

BK-‘.L,S = BK;).B . Puisque la fonction Bﬂest nulle le long de o)L,
on en déduit '
w1 2§ (B 5 w) e = O .
KG@,&’ K KR %.)

En combinant les relations (4.6), (4,10), (4.11) et (4,12), on a

2
Lo |w .
X > Slualpa
Cette derniére inégalité entraine 1'existence d'une solution unique ng‘_eWg\_

pour le probleme (4,4), D'aprés la définition (4.1), on a de plus :

% o= Gediw

Des deux dernitres relations, on déduit 1'inégalité (4.11),
Définition 4.2 : Le schéma (4.4) est dit stable s'il existe une cons-

tante C > O indépendante de K telle que pour tout Vv & W&_

.y
(4.15) Xp = %ﬁ,ﬁ (Avﬁ)vh)n_l(“) -4 Sa(\g BK“MJ"V'?Q;"@‘*} >l lﬂan.) )

-

ou

(@) sur oK N\ L
7% =

trace extérieure de Vg sur oK - (BKﬂ"aﬂ) .

La stabilité, définie comme ci-dessus, entraine 1'existence d'une solution uni-
que dans W’f\, pour le probleme (4.4}, Les hypothéses du Lemme 4.1 constituent en
fait des conditions suffisantes de stabilité pour le schéma (4.4),
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Le probleme (4,3) conduit a la résolution d'un systéme linéaire dont le

nombre d'équations (et d'inconnues) est égal a :E; (dimension EK')' Dans
KEfg\_‘
les applications pratiques ol EK est souvent l'image par une transformation

isoparamétrique d'un espace de polyndmes, le nombre d'équations, donc la taille
de 1a matrice du syst2me a inverser, croit rapidement avec le degré des poly-
ndémes. D'autre part, la solution numérique en un point du domaine dépend des
valeurs des données (matrices A , o4l ¢ et second membre g ) en
tous les points du domaine. Cependant, pour certains problémes, la solution
exacte U-en un point ., de £l ne dépend que des valeurs des données sur une
partie de £l dont la fronti2re passe par =, ; nous allons voir, sur des exemples
que cette propriété peut encore &tre approximativement vérifiée pour la solution

approchée,

" Exemple 4.1 : On considére le cas ol le syst2me (1.1) se réduit 2 une
seule équation 2 coefficients constants, En dimension M =2, on a donc (voir

Chapitre III)

_ 1
(4.16) A“-%,,_ + A’“%‘i_ + Aw = ¢ pour (x,,)nc,_) eQ.CR

Supposons pour simplifier que 1l'on ait A1‘>0 et A,_> O , La solution . en
un point (I: R -’C; ) ne dépend que des valeurs de Ao, S« et L sur la caracté-

ristique passant par GL:, ﬂJ; ) , c'est-a-dire la droite d'é&quation.
. (=] o o
et en amont du point (x:l. ; '=C-,_) , ¢'est-a-dire pour Xy o<y

x
L Xy

W

:
; ?
A

4 x'l

Figure 4,1

e o
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Exemple 4,2 : On considére le cas ol une des matrices P\;) 4L €N
peut se réduire & une matrice diagonale & coefficients 3> © , par exenmple A .

La variable 2, peut &tre traitée comme une variable de temps, et la solution w

2 1'instant x; ~ne dépend que des données aux instants précédents.

x, 1 b S
Qs
Q.
DC:‘ --——»—0——-—--)(—-——-'— DC;_ J-', 7' ..... A
[ N/EE
V8V,
i ’/ g
Sy ‘e
Figure 4.2

Dans ces deux exemples, 1'hypoth2se générale suivante est satisfaite.

.18 <

4

(

Le domaine {1 peut &tre décomposé en un ensemble de sous-

domaines Q.L}*.Lét:s.N ,avee S = U 0L et
=X %

tels que : )

(i) La frontiére 39-;, de chaque D—L est la réunion d'un ensemble
de faces d'éléments de Qﬁ.

(i1) sur Q) ..(aﬂ;,ﬂ'éfl) on a soit B0, soit B O

iii) Tl existe une numérotation des domaines L1 , & £vg N telle

que, pour tout indice %: 1, , N, toute face d'un élément

fini K de .Q. incluse dans —Q.Q soit ou bien un sous~
ensemble de 3..(1 ou bien un sous-ensemble de —34.0.;, pour un

indice bé’b- , ol

%N = { x e, B>o} 2.0 = fce , B<o} -
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On & :

lemme 4,2 : On suppose que 1'hypoth&se précédente est satisfaite, Alors

le problame (4.3) peut se mettre sous 1la forme de N problémes sur chaque

domaine —ﬂb) 4 2L g N .

. Aty — -4 By ~M - da
(4.19) chnﬁ( v % Ve ) lé%g(“‘ W(te 50,”‘&,). +

v 2 gs((Mn(%—-iﬂ,vm)u =0
scafy ‘

our tout Vi € W, ,pour 41 <C< N |, et on peut traiter successive-
pour tout [ [ pour

4 ¢(isN , dans l'ordre défini

Ly

ment les problémes sur chaque domaine (L

par cette numérotation,

Démonstration : Soit K un &lément de f1. ayant une face 5_ incluse dans
Q.SL; (resp. 3,81 ). Sur cette face S, on a By ¢ < O (resp. >0 ),
. '
D'aprés le Lemme 4,1 et le Théor2me 4,1 on peut choisir M = — BK,S
(resp. Mg =+By )
De la Définition 4,1 et de 1'égalité (4.20) découle 1'égalité (4.19). L'Hypo-

these (4.18) permet alors de traiter successivement les problémes sur chaque

domaine .Q.;_,) 420 g N , dans le sens du cheminement,

Retournons maintenant aux exemples :

Exemple 4,1 (suite) : Les sous-domaines .Q.;, sont ici les &léments ¥ de

la triangulation., Sur chaque face S de K , le scalaire B = A‘md_ +A,_*r\-,_
ot M = (en,_)—n.,.\ est la normale 2 S extérieure 3 K , est positif

{(resp. négatif) si la direction caractéristique (Ai) A,_) traverse o en
sortant (resp., en entrant) dans Y , Sur la figure 4,1, on indique un chemine-
ment possible, Pour calculer 1la solution approchée au point (x:,, I;) se trou-
vant dans 1'élément numéroté 5, on a besoin de calculer d'abord la solution
dans les éléments numérotés 1, 3 et 4.

Le probl2me (4,14) sera traité plus en détail au Chapitre III,

Exemple 4.2 (suite) : Les sous-domaines (2 sont ici (figure 4.2} des

parallélépipddes A cdtés paralldles aux axes, L'ensemble des &quations (4,19),
pour 140 <N , constitue en fait une méthode & un pas pour 1'intégration sui-
vant la variable de temps . _ _ '

Remarque 4,2 : Le Lemme 4,2 montre que la matrice du systéme lindaire
peut étre rendue bloc triangulaire, ou les blocs diagonaux sont de taille rai-

sonnable (égale & dim EK dans 1'exemple 4,1).
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Considérons 3 nouveau le cas général ; on a les résultats de majoration

d'erreur suivants :
Lemme 4.3 : On suppose que les hypotheses (4.2) gt (4.5) sont satisfaites

pour_toutes les faces des &éléments de €?\,' On a alors :

Y
(4.21) ¢ —, 1 g Mg (Wq- G =Y+ ), %e-Sg ~Va + % Jda <
__{.lm& “'\[lf(.ﬂ) + lzé_s_ﬂ $( s (ba-B —Ve ‘h.); oI Rl ﬂ.)

&

{( Alu-vg), uﬁ-—'\ra) L0 -t-S (&31‘ - MO(‘\I& 7{\}1;3'.%\) ,_u}

ke€y

pour tout v, € Wel , oit 5& est défini dans la Remarque 4.3, et ob

Q sur KN AL

e

trace extérieure de ’\Tﬁ'sur K — ('BK(.\'&Q)

Démonstration : Soit Ei\,(“-i\_-""k) définie par :

(4.22) E%_(u&_\r&) = Eﬁt{ (A(u.w-'\re.)) u—&-—*&)ﬁm) —

-3 LK((B“"”KX“'V Sp ~VE +08), Uk~ Ur) &2 } )
On a, comme en (4.14) :

(4.23) g'_g S (Bx(gk 98), wq-vi s = ©

D'aprés le Lemme 1,2 appliqué a chaque élément K , on a

(4.26) (Mug-), “"'——voﬂ.’"(v() n 41_2 (B (wg-v%), ug =V )& =’i('9+ A s, “&ﬁ%f(ﬂ)
K

En combinant les égalités (4,20), (4,21) et (4,22) avec le Lemme 4.1, on
obtient, puisque l'opérateur A est positif :

Eqlua~vi) > Q—"\%-"h\:}( v+ 7:_ < f (M5 (- SV ), e S VR AT

D'apreés la définition du probleme approché, on a :

B lue-v3) = Z if\(u\-wy),u& g\‘)L() LSLEK MR ~%%), wa- Vo) u}

Les deux dernléres relations entrainent 1'1négalité (4.21).
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Remarque 4,3 : En utilisant le Lemme 4,2 sur chaque élément K de éﬂ,’

le second membre de l'inégalité (4.19) peut s'écrivre :

. E . - Afla, -
(4.24) %_(UL,L vu-ﬁ_) K’Zg&(u— SLTAREY "‘@)u_:,(m

w2 § (et gttt vl oded)
SeS S

-, 2, b & 2
- _.zg (M (VS'” ) U’S"‘r u__s+v)al¢
€ % ‘
4 2, 1 % \
olt U, et o' (resp. Vg et V") désignent les valeurs de U_&(resp. Vg ) dans les
&léments K.J_ et Kz_ad_]acents le long de S5, s est définie comme en (4.7) et

B = B , et S dénote 1'ensemble des faces S des &léments K de €
> K.‘_)S 'ﬂ, ﬁ'
En particulier, si P, = P, ., pour tout K €& ﬁﬁ_ , le premier terme de
1'expression (4.24) est nul ; cette remarque sera utile pour montrer la conver-
gence de méthodes utilisant des polyndmes de degré zéro.
Théordme 4,2 : On suppose que les hypothdses (4,3) et (4.7) sont satis-

faites pour toutes les faces S des éléments K de €R et que 1'on a des inclusions

Eﬁ. _ E dans le cas simplicial, et Q& . E dans le cas quadri-

latéral, pour un entier L

On suppose d'autre part que la solution exacte U du probléme (1,1), (1,2)
Bri
appartient 2 [H * (ﬂ). On a alors :

-3
(4,25) \u--u—&lu_z(n) < ch (“'\e.,u 2,0

Démonstration : Nous allons nous servir du Lemme 4,3.

L
Soit une fonction Wdéfinie sur un élément K et appartenant a L (K)
2
projection TrK\r & E\& au sens de L (K) est telle que :

(4.,26) j (TTK'\J' -v')w- doc = O pour .tout ’UU'&‘:EK -
' K

Soit maintenant une fonction V" appartenant a IL_’“(_Q..) s on définit—W&vveb
comme l'unique élément deWﬁ_ dont la restriction a chaque é&lément K est

égale 2 T v | On a T~V = v dés que la restriction deVr a EK appar~
tient a E?& (resp. Q& dans le cas quadrilatéral),
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gn utilisant un résultat analogue av Lemme 0,11, on a :

%
(4.27) u’\r--wk""”“_‘d(w‘) < C 'y \'\I\ &*d) L, % , pour tout Kegﬁ

et tout V- & H&*i(ﬂ) .

pe cette inégalité, on déduit que :
B

(4.28) %g (A (""‘Tr\’uu‘.)) u"ﬁ,“_wkw)ﬂ-l(}() £ C %— tu—\&_t.i)z}n\uk:‘.r&u"n.}(ﬂ) ot

h

En raisonnant comme dans le Lemme 0.10, on a

&
, B, ~M -0 s <
(4,29) SQK(( K “)QJ‘ R\r))wk) < .k ["\m.)z/_n. |vg \nj(u) )
pour tout K € 6o , ve H&H(.Q.) ,Wp € Wp -

On déduit de cette inégalité que

(4,30) K%ék g: SBK((BK —-™M K)C‘TR’\-L — 7.?\_)/ \-l&--‘_n—“_l-L> da }:
— %&%SD§(BK -MO(T%“ —U - ‘7?—\.); \.Lﬁ-—-Tr.RLL) da ig
Y
< ¢k \u”\%‘!}z/nlmﬁ"vhul&_zﬁn) J
ol
O sur KO QL

l7 =
R trace extérieure de Trp\_lL sur 3K-(?Kﬂ})ﬂ) :

pans (4,21), on peut choisir Vg ='T\—g\_u. . On obtient alors 1'inégalité
(4.25) grice aux inégalités (4.28) et (4.30),

Remarque 4.4 : La majoration d'erreur (4,25) donnée dans le Théoréme 4.2

montre que la solution du probléeme approché converge vers la solution exacte

du probieme (1.1), (1.2) dés que 1l'inclusion suivant est satisfaites
~
P, C P
Le Théoréme 4.2 ne permet pas de prévoir la convergence de la méthode lorsqu'on

utilise des polynbmes de degré zéro,
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Nous verrons en fait dans les exemples du paragraphe 5 et au Chapitre III (équa- N
tion de transport) que 1'on peut obtenir des méthodes convergentes en utilisant

des polyndmes de degré zéro ; ce qu'on appellera résultats de "super-convergence",
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j | I.5 - Méthodes d'éléments finis discontinuves ;

exemples et super-convergence

Dans ce paragraphe, on considére deux exemples en dimension d'espace
égale 2 1, et on explicite les schémas numériques correspondant aux méthodes
discontinues définies en (4.4), On donne une analyse de la consistance de ces
schémas au sens des d%fférences finies, On pourra ensuite obtenir des résultats
de majoration d'erreur ﬁlus précis que les résultats du Théoréme 4,2,

Exemple 5.1 : Nous allons reprendre le probléme décrit dans 1'exemple 1.1 :

G dw e w =} pour = & Joal
A

On découpe 1'intervalle [ ©,4) comme en (3.19) de la fagon suivante :
(503) o = :c—o < 9(.4_ L R < :x_I - 1_

Soit VVkﬁl'espace des fonctions dont la restriction & chaque intervalle
[xﬁ,x,}*g , ©O% 4 € 1-1 , est un polyndme de Eﬁ .

Le probléme 4.4 s'écrit alors

Trouver Up €& Wﬁ_ tel que :

‘ T-1 xjtt
(5.4) - go L (e o wuy _H S G
T-4 ?
+ - -
+ = %.(1 "Bﬁﬂ)(u’hi =Wyt ) Vi +
I-4

J

t g - + -, -
pour osq} £L , et ol les quantités @5 sont des nombres réels positifs
et représentent les "matrices" M(.D%) , 041 .

Pour satisfaire la condition aux limites (5.2), on choisit \L; = W(©)
et &, =4 {(cette derniére condition n'est en fait pas nécessaire dans le cas
i d'une équation scalaire, et on peut s'affranchir du cadre donné par 1'équation

(4.4) en choisissant ©, > O et non nécessairement égal & 1),




wB (-

Pour > =4 , on choisit ©5 =4, ce qui entralne que la quantité LL;
n'apparait pas dans 1'équation (5.4).

Pour obtenir la solution du problizme (5.4), il faut résoudre un systéme
linéaire de I@u—&) &quations et on a, d'aprés le Théoréme 4.3, la majoration A

dl'erreur

4
(5.5 fu-telizg s < eh il oy, gu )

444
si w e H (0,1.) pour un entier 4 tel que 1£4$_9l. .

Un cas particulier intéressant correspond aux choix :
(5.6) e.é =4 , pour O 53‘ « T )

Dans ce cas le probléme {(5.4) se découple, d'apris le Lemme 4.2 en un ensemble 0

de problemes sur chaque intervalle (voir exemple 4,1) de la fagon suivante :

o s
34t .

s e L Y S_ vy doe -\-LULa ug)v,a =0

pour tout ’\T_@LEER , et pour 0:5;35 T-41 - x

On a alors a résoudre I systémes linéaires comportant chacun Bt équations et

on a la majoration ([31})
d4+1
.ol -u’%’\ L(o,1) <ot uv\“*") 2,06,1) )

. 442
si w e H (o :L) pour un entier 4 tel que O< .05 &
Dans ce cas, en utilisant des polyndmes de E& , on peut obtenir une erreur en i
1
O(ﬂﬁ'*) alors que dans le cas général, on n'obtient qu'une erreur en O@\,&))

d'autre part l'utilisation de polynOmes de Eo donne ici une erreur en O@L) -

On étudie maintenant le cas des polyndBmes de degré zéro, on discute sui-

vant les valeurs de @é différentes de 1, 41 £ '& & T-4 et on montre qu'on peut
avoir convergence,

On-suppose que 1l'on a : Cor

an > 0 - et EBI = 4

Le schéma (5.4) s'écrit alors

(5:10) 4 (Wing, ~Wiog, )= B(Wiegy =~ 20iat, + Wiy ) Ay, = $iay, ) (sumxc) =0
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pour 1gire T~-2

(5,11) 4--—-'?7::@- (u'%n,— u‘”-*/,_) + "-—*—f—“(w% --u'(?)> +@-UL3,2 "‘S"’z)é‘*—l-‘xo) =0 )

(5 . 12) -1"-:%.:-9-- (u'I- V'L— \LT—:‘-‘*/!) + (Q' LL.I"' .t/z_ - %I' 'yz:) (xI - xI" 1)

ol u,;+4,2 désigne la valeur de Uthsur 1'intervalle J x-i»j“—xl{—t[ s et

it 4

bigg = L A€ dc Lmm ocleTon

Lorsquetles longueurs des intervalles [Dc-.i, DCv;.H.J sont égales & &= L T
pour ©O = —3 < T-4 , on peut affecter, par exemple, la valeur LL""'/L au point
Tiwy, = & (% “xiv) , O=t=T-2 .
Les équations (5. 10) sont consistantes (au sens des différences finies) avec
1*équation (5,1) et 1'erreur de troncature est en (XP\,) si © est différent de
zéro et en O@\}') si © =0.
L'équation (5,11) n'est consistante avec 1'équation (5.1) (et l'erreur de tron-

cature est alors en O(?\.)) que si la relation ©,—-26 =1 est satisfaite ;

on a de plus une erreur de troncature en O(‘?\,?') si ©-= %; et O = -g -

L'équation (5,12) n'est jamais consistante avec 1'équation (5.1) (erreur de tron-
cature en O(‘l) ).

Lorsque les longueurs des intervalles [ Xa 9“—3-\-1] ) Déé «T-4 , sont iné-
gales, les &quations (5,10) et (5.12) ne sont pas consistantes (au sens des

4ifférences finies) avec 1'équation (5,1).

On va maintenant démontrer des résultats de convergence. Pour cela, on
a besoin du résultat technique suivant :
Lemme 5.1 : Soit U & W_ﬁ‘ l1a solution du probléme (5.49.

On a la majoration :

L £ e. (. -, + 3 + +" N
(5,13) L= l\.\.&_—'\l‘k\!}( 43_‘...21 __%(U»i—-u.;& —'\ré-\-'\ra) -+ %E,Q\LD- c) +?%(U-I—. I) <

620 L aw ‘7&)("‘ 'L(LLR-—\T&) +T(¢K-—'U'R)) doc o

+ ? (‘*@‘-a)-——-ﬁvﬁ .__1«:3) 3..& s ,urg))



-62-

pour tout v, & W’L , Ot on a posé

+ + - -
U.-I':'U'I = O ) \LD—_-‘\)'b:LL(O)

La deuxiéme somme du second membre de 1'inégalité (5.13) peut se mettre aussi

sous la forme suivante, lorsqu'on utilise des polyndmes de P° :

-1 )
. 14+, . 4~ O . . .
(5-14) a’__:o (_u"(x'a'l'l) - ._i.iﬁ-d\rt*"/l, -— _—iﬁ”vﬁ'*a’z)(uﬁ*'yt_ —vg*yt) -+
4
1~ &4 . I+ O, : .
+{;Z° ( 2 V&*'l‘z + 7 3 v@'vz. - u'@:ﬁ)) (.u-’féi-‘/’_— Va-e-ji)

ol u.sﬂ,z désigne la valeur de Up sur 1l'intervalle 3x§)xé.‘.j_£ ) 0% -& < 'I-’.L)

et od on pose W.4 = V-4 = wE) g Uie4, = 'Vi:.*,a.y:-..-: o .

Démongtration : On utilise 1'inégalité (4,19) du Lemme 4,3, dans laquelle

le second membre a &té remplacé par l'expression (4,24) de la Remarque 4,3, Dans

le premier membre de 1'inégelité (4.19) et dans (4,24), on remplace les "matrices"

Bg et MS s S E Sﬁ. par leurs expressions en fonction des coefficients
05, o4 T . On obtient ainsi 1'inégalité (5.13). |
Dans le cas oll on utilise des polyndmes de Po y On a i

+ . .
wy = u"l‘.-l-'l = u"b't"}’l J o LU = -I—i
Dans 1l'expression

I
By 448 1-94 ... . . . .
g'o (u.(xa) i i o "T.l ""3-&13_) (u*"yz. =My = + v’“?i)

w.y - U A -
on peut regrouper les termes 3"'?1 ’l)'a_‘,-y: ) O=3< T-14 .
On obtient alors la relation (5.14),

On va maintenant discuter les résultats de majoration d'erreur suivant

les valeurs de ¢ différentes de 1.

Théoréme 5.1 : On choisit e:; = 0O pour 1 < 4 £IT-1, Bo= 1

et 81 =14 . On suppose que la solution \L appartient 2 H,'(O):L) et que E

3‘-3‘*.4_-1—4-:?\-,- '-'f 5 os*j_{. T-2 .

On a alors : J‘

(5.15) lu,-ug\_\ﬁ(‘u) wlulepg) -tz g | < cR Iy W o) 7 |
7 / 3

ot (. est une constante indépendante de £
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Démonstration : On utilise les expressions (5.13) et (5.14), On a :
| 2 R, 2 | | 2
(5.16) S lug—"a) 104 + (4 -vy) +1‘Q‘I*‘/:. “’vﬁf-‘é)
4
< SD w(w-vi D vy -3 dm= +
L (- 1o v i)
O AR G DR,

(Wir) = Wora) ~ §VT-1 + 4 ”\"—_;-3/2)(“1_1,1 - ""::-'ya) |

, D4 Cagd .
{ VT = w2t —ard ) O < < -4
On choisit Al T ) 3 T
Puisque les intervalles x‘{\-&i'm—i 5 SRR I 1-4 s, sont égaux on a :

u,(_;c,sH),div“%*ii\ri--yL_u_@%}') = 0 pour tout WL E..E,_)

pour 1 £4<T-2 ;

w(y) — 12:1)“34 - Ji. qr-yz_ = O ' pour tout 624_)
u,(xr)_u.(x‘_[‘b.- livr'§_ +J?:1r1_=_},L =0 pour tout W& Eo
a-l-i
S (u--'l)‘&)(u.& ‘\I‘h) de. = O pour tout U»GP-_',,)
X
1

pour 043 < 1-4 .

En utilisant le Lemme 0,3 et en raisonnant comme dans [6], on obtient :

(5.17) f—-—(‘“‘aﬂ)-i"a%* L Va-% - u’@cﬁ))(u‘a-t-/ vl ) £
< C?\. Rl H‘L( )I‘&g F‘\LL(O:L)

oll 4 est un entier tel que O A <2 3

e 1)~ w3~ 73 ) (o2 Y| < SR ul wig iyl M5

(5.19) \S_ﬁfﬁm-«rﬂ)uﬁw&) a.q:_\ < ol “u.“H( ) Y o, ),05651-4)
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ot ol est un entier tel que 1< £2 >

(5.20) \(wcxx) ~uloga) -4 Vg v ’i"'I-’-'/,_)(“:r-;fz_— """»W/z_)\ =

T

Des inégaiités (5.16) & (5.20), on déduit 1'inégalité (5.15), en utilisant 1'in- -

clusion HL@)']_) _ \)\]4"”@’4_) .

Remarque 5.1 : On retrouve dans la démonstration du théor2me précédent

les résultats prévisibles grace a l'analyse de la consistance au sens des dif-
férences finies : l'erraur de troncature en O@\_L)sur les intervalles [xa')"ca'i-&])
4 5_1‘[ £I-¢ , entratne les majorations (5.17) et (5.19). L'erreur de tronca- .
ture en O@\.} sur 1l'intervalle [‘X‘-o) x.l] entraine la majoration (5.18), et
1'erreur en O(‘:L) sur 1'intervalle [x‘-t—i ) ‘JCI] entraine la majoration (5.20)
ces dernidres majorations sont a rapprocher des résultats contenus dans (is].

Remarque 5.2 : Lorsque les intervalles sont inégaux, on ne peut montrer,

par la méthode ci-dessus, que la majoration suivante :

(5.21) \‘L-‘LV\_‘L’“@).L) < ¢C “ u-'“ HL@ i) )

ois la constante C peut &tre majorée par

‘oq — LTy 4+ Ta- N
(5.22) C < €y mwi o L Sl Yl R P SI-:L}
Xgea = Ty-2

ol la constante Cd. est indépendante de ‘P\. . (Voir Chapitre ITI § 3)
Théoréme 5.2 : On choisit O = O >‘i) , osys T-4, et O=4
On suppose que la solution_ appartient 2 H (0)1) et que les intervalles

[xa.)r_jﬂ) J o< < T-4 , sont inégaux, On a alors la majoration :
| T-4 Y

(5.23) ‘\.L- u-“"ll}@,‘l.) + Qﬁzzd. (uﬁli'i‘,’_ ”LLC"’&-‘*%) - uﬁ—‘/,_"‘ “@“3‘-%_)) +

. 1
- ubcy,)\-rl wr-4 -wlepa) € C Al

1 .
W (o,1)
S
" On_suppose maintenant que la solution U appartient 2 H (3)1_) et que les
intervalles [DC'ZJ 1_5*4,] ) osfg < T-1 sont égaux, On a alors :

I-1 9 A
(5.24) Ju-wy]| ") +(5>;¢. (“a}«i_m(xw@ — W, - y) ) +

+ ]LL,,z._u.(:c%)h\xLI_vz_w@.x-h)\ < < hilul Hiot)
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Démonstration : On utilise 1'exprescion 5.13, dans laquelle on écrit

“"E'-'"Lgﬂ'-‘“é#‘/,_' )ogi,_g T-4 « On a:
T-4
Co - & -
(5.25) -9:\ k\l—@i) * in(“am ML e B /) -+
' 2
+ % (uu& -«n/> + “.11.(“‘:I 'lJ'I_,;,) <
I4 —‘x-j-t-d.. .
< 2 T - )( By -vR ) O+
%:O 3C.1
I-4
' ' -C.r. ‘
v & (- “a-*/z-ﬂz—vm)(ua T o) +
4-©

oil \Lﬁ."'"/‘}_ et 'U"é'*_»l,z sont respectivement les valeurs de Uj et Vj sur 1'intervalle
]15,13‘+1E ; O£ K T-4 . |
On peut choisir \I'a*+.|/L = w(&(x_‘ +=c.a-‘_1_) + %(’cﬁ-\—:\."w‘j))) A< ?[-i )

et on a

- 9 hd """e - — < . -
Woxg) = 37 V-4 - TT Vi, = O ) gy It
pour tout w e Po , lorsque les intervalles sont de longueurs inégales

pour tout . & Ei , lorsque les intervalles sont de longueurs égales.

D'autre part, dans les deux cas, on peut écrire :

uw®) - 'U"oyl = O et b\..(DCI_) - 'U—I"A/z_ = O
pour tout W € P '

En utilisant le Lemme 0.3 et en raisonnant comme dans [6), on obtient :

(5.26) (?_ (Weeg) 158 vy g - 122 ‘\3“+4/D> I wl)

ol 1%
(o)

ot o est un entier égal & 1 lorsque les intervalles sont inégaux, et égal a

1 ou 2 lorsque les intervalles sont égaux,

%
2Nl it 6,1)

(5.27) 0) ~ V4 e - Vo <
5.27 ‘lk( /z.\ +l 29 p 4/:_\ c &l u_'\l dew(o}i)
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D'autre part on a :
(5.28) S #('&-"'k)(“r%)"‘* < chlul oo M Mito

En combinant les inégalités (5.25), (5.26) (avec d =1 ), (5.27) et (5,28),
on obtient 1'inégalité (5,23),
En utilisant les inégalités (5.25) a (5,28) et 1'inclusion
2 4,80 '
o) C W7 (o1)
on obtient 1'inégalité (5,24),

Remarque 5.3 : Dans la démonstration précédente, et dans le cas des
intervalles égaux, on a supposé en fait que 9.3 = © <23 pour OS‘S < -1

de telle sorte que le point d'abscisse ‘Ji(xz,,_-tia;_;\)-{-g(xx_.,_mxx—z) se trouve

dans 1l'intervalle [O,‘.L] . Lorsque e >3 , il faut définir un prolongement de\l
2 1l'extérieur de l'intervallero)g , et le théoréme reste valable,

Nous allons considérer bridvement le cas olt on utilise des polyndmes de
degré un, Pour calculer les intégrales, on utilise alors la formule de quadra-

ture suivante :

it
(5.29) 5 fecyaxr A 4,:@5+1~x5)(’§@c.:)+‘i@cc+¢)) , ostg T-4 .
£ .
On sﬁppose que les intervalles C XL, LH_] ) ©O% ¢ £ T-4 , sont égaux, et
on choisit ©O.=6 > O pour D€L ¢ I-1 ; S = 1

Le probléme (5.4) conduit alors & la résolution du systdme linéaire suivant

(5.30) Wi, +Bu —@de0)uWl Lvhou; = h{bel) , o<CsT-1,

+ . -
(5.3 Ouwiy +@-8)uly,, —uwh +sh WG, = Bfbcim) y oL Te,

(5.32) Wg —ul, avhup = R4eg) >

oil les lL-Lg_t_:_ \Lt, Ot €T | sont définis comme en (5.4), et ol U, = UD)
D'aprés l'inégalité (5.5), on obtient une erreur de 1'ordre de 'Pi.. Cepen~-

dant, iorsque O=0, en combinant les é&quations (5.30) et (5.31), et en posant




Oon obtient le schéma suivant :

Wy - TR, = %f(g@;);fg@c;,u)) , oL £ I-2

. ‘ ¥ . g T-1
Uhu+$& ‘"LLD—¢1 'P‘rprLp = % gG&V) J 10T )

- 3
We —up, -l—VFR-U‘:lc-"/l = %(3@1)+3(11-ﬂ) )

LU _.zu.._,'_?‘L evhur = R 36 )
8 u.A/z _..ll.\i -+ T?\,(Lui: — u_(_o)) - B X(O) -

Ceci correspond & lz discrétisation de 1'équation (5,1) sur deux réseaux déca~
lés de g\:l'un par rapport 2 l'autre,

L'erreur de troncature pour les intervalles [:Jc;} :r_‘;H]) 1<t €T-% et
[;c,‘;_.&)ac.c,t_,fjlj , 4 L € T-1, est de l'grdre de -?\," .

Exemple 5.2 : On reprend le probl2me décrit dans 1'Exemple 1.2, c'est-i-dire :

4
(5.34) - %;5 +uw =3 , o €Jol
(5.35) we) = W) =o )

ou encore

- -
(5.36) - .’i?_ +w =7 )
(5.37) - .;%c_k_ v = O )
(5.38) we) = u@r) =0

On découpe 1'intervalle [O, ‘1] en I intervalles égaux & 'P\.
Soit W?\; 1'espace des fonctions vectorielles (’U‘R 'W‘,&) dont la restriction &
chaque intervalle appartient & 1'espace Ek b4 EP.

Le probléme 4.4 peut s'écrire : Trouver (lL&"UQ’) E:\A[& tel que
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L= I-

(5.39) 2 (( "‘l‘ﬂ‘\ g - ﬁ)‘{’ﬂ +(— 2R -b"'ﬁ,)%) d'x. -

I-4

1 ;:O{(u,,-u -t - FIVD) s ) wp et -, *’)}-—

T "
| 4‘ 2 - :) ('**"‘"5 -4 BN+ -@?‘)(@a-t).cp.-j i)

{=

pou tout (G, Wg ) € Wy »ov Ul =up(a) WD =ugld)

. . — + :
pour O£ U <DL ,ot U, = Ll.-_r = O et oll les quantités ol;)PQ) X

- sont les coefficients. des matrices .

19

Olc _?y : i
M, —..:k . h’b) , avec &C}O}YJ}O , © <o I -

Pour exprimer les conditions aux limites (5.33), on choisit

¥, = X@E =0 ) %o = -1 ) Py =1 .

-Pour obtenir la solution du probléme (5.39), il faut résoudre un sys-
téme linéaire comportant I(&+{ +2.) incennues, Le Lemme 4,2 ne peut pasg
s'appliquer ici et on ne peut pas découpler les équations, ce qui provient en
fait du caractére elliptique du probleme (5.34),

Lorsque la solution du probl2me (5,34), (5.35) appartient & HJ(O,ﬂ.) , pour
~un entier 4 tel que L < 4 £ -u\%i@xﬂ_))@.*-ﬂ}, on a, d'aprés le théoréme 4,2
la majoration :

._<5.4o) _llk-—bkgjl_g@/i) i—l%‘—; -—""fb\ < C QL “ u_]] .

LL@/-L) H ( 1)

On va indiquer maintenant que les résultats précédents ne sont pas néces-
sairement optimaux, On donnera des résultats complémentaires dans les cas simples
o< R+t €4 .

Dans tous les exemples donnés par la suite, on choisira




oy
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Pour la commodité d'écriture des schémas numériques, on pourra utiliser pour
calculer les intégrales la formule de quadrature suivante :°
Aipd

(5.42) Sx_ fey dx & ey 4 Jeww) , 02i € T4 -

Pour R=t=z=0 , le schéma (5.39) peut s'écrire, en calculant

exactement les intégrales :

4 | N 1‘:’"1 . : ~ .
(5.42) --ki('\l‘caca/?_-»ﬁ‘o_t/,_) +%"LC+'¢_ =5 ,g@dx_ , 1¢0 2 T,
. x
. . 0 < -1
(5.49) = (Miwy ~iy) by = © jLel £ Tot

_ k
s.40) ~1 (’\"B,,L—Vj,z_) +® “Ye —.-_L $0) de

(5.45) - ’-'i-_ (LL}L'{- Lh/z’- 'L\L[o)) + -9\,1)‘4/3_ _ D )
' 1

oil tlwat/ (resp.'\)‘w*/) désigne la valeur de Uy (resp.Vy) sur 1'intervalle
ij)x\,-{"it o<t € T4

Les équations (5,42) et (5.43) sont consistantes avec les équations
(5.36) et (5.37) et l'erreur de troncature est en 0@\. ) Pour les équations
(5.45) et {5.47), l'erreur de troncature est en d‘?\) et pour les éq'uations
(5.44) et (5.46), elle est en O(4) .
Si on élimine 'U'L.;.-té_ ) 1<0 g IT-% , entre les équations (5.42), (5.43)

on obtient le schéma classique suivant :
o
Wiade —2 Wiwd, + Woo ‘ i .
(5.48) — U vedy + oy +u'i'+j’l. =S .E@)dx, ) Ll €T3 .,

s )

L'élimination de Vi, (resp., de Vr_1, ) ne conduit pas 3 un schéma centré autour

. ' . Y
du point d'abscisse ‘f}i (resp. 1 ﬁ: ).
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Pour &::L, el » le schéma (5,39} peut s'éerire :
/ N _ ST ] .
--‘i'@"&ni..\h”.-y,_) + %Ltm;,-\-uen) =S fé) Real=> _9\:1' de, 1#.< T4

v

X
T L ruf b =S XoXid de  1€0 < T-4
7 Uldly u..'/’_)-&- 6( ‘u + W 4) _ g@) B T |

%(U@ "““;)ZL fec) %L’—L d

(5.49) J
.‘ o .
‘ %.(L Uy +UI_4_).-_-S g@) 1-;\_—{—«& dioc. g
_ 4-f
'—-4{(@%+“Eﬂ) +3 5 +\l*f,) +R vy = 0 dgisl-l,

- u:\_ A LL(O) _{_'R, 'U'-lq/:. -0

+
-— 4 -
\ LL( ) + U‘I-—‘j +‘e‘~ v’]:_'yl — [»)

Les troisiéme et quatridme équations du systéme (5,49) approchent mal 1'équa-
tion (5.37), On peut en fait supprimer ces deux équations en modifiant légere-

ment le problaéme (5.39). On introduit 1'espace

(5.50 Wpo = § M, b)eWg ; @ 97 =0} .

On cherche alors (.uﬂ;‘f&,) € Wy o et satisfaisant 1'équation (5.39) pour
‘ )

tout (‘-FR ) \PPL) c Wa,o . Le systéme linéaire obtenu se déduit du systéme

(5.49) en supprimant les troisi2me et quatriéme équations, et en posant :

VO &) , W o=uf) .

On cherche maintenant la solution LU—Q\ 3 'U'pt> € W&)o en calculant les inté-
grales par la formule (5,42), On obtient le systéme linéaire :

_.(U‘;,‘_.qz__'\r(;_,‘/z’) _l.%_.u‘;’ o R’xé"‘:) ) 4 ¢ & T-4

2
(U - ) +hvy, = © 5 4 ¢ IT-2,
Uy —wl) kRvy o o
~(np)y - ug -1) + R Vi4y = © )




. | . _ '
! o Uy = Up =W o, 1st<T-A
La méthode discontinue dégénére alors en méthode semi-discontinue (continue
pour la fonction W et discontinue pour la founction Ar),

L
On a une erreur de troncature en O@\) pour les deux premieéres équations et

en O(&, pour les deux derni2res, si on affecte les valeurs '\J"L_',ab,Laux points

L, = AT par) »
iy, = 4( )

pour &=0, ®=4 , le schéma (5.39) peut s'écrire :
| C %_‘(“0+lg-“6~9,_,> +£é (&g -\-'\Tf-m) =0, 4 <L gT-4 ,
l "dz?_(ul3+}/z_-u€-‘/,_) +%(m‘€ +15'§_1'>_-;_0)4.££ £T-1
] - (W u@j) + & (e t+v3) =0

— (u,u.) — uIWL) + % (Lvs +Vf-¢) =0

l (5.52) < )
3 Xira
_ %ﬁr{u +‘3{ﬂ> + L O +'u{€) +RoWiay = Sx. $ e deieTr,
I (‘U"-'- '\)‘-‘-) "U"+ ‘P\_, W4 g _SR' »g dc
—g ¢ 4+ VL + Vp + Y ) )
1|
4 _ _ . -
L _ vi 4 "}_‘("’“3:_1 +"JI-1.> -‘-J?L“L:!:-"/L :S:Il-k 3 de .

Si on utilise les formules (5,42} pour calculer les intégrales, on a :

r i \ | .
"'@'l‘.{-"/,_"uu-‘l,_) -l-‘?t.'\r(, = 0O > 4 ¢t <T-2a

~ier -v) 4 RUiy, = % Q{@c;).ff@aﬂ))) ot ¢ T-4

5.53) {
¢ - z(u%_-u(o)) +Rv, =o )
I —_ Z.(u(ﬂ-)-—ul__-{/’_) -[-%'U‘-I_ ..:O 7
Y J
|
" od VY =V = , L€ T4 )vozwr;!,‘ et - Vi=vy

t
L'erreur de troncature est en O@L ) pour les deux premidres équations du sys-
téme (5.53) et en (X‘P\.) pour les deux dernizres,

On a encore dans ce cas une méthode semi discontinue,
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Nous allons donner maintenant un théorgme de majorstion d'erreur, dans le cas
ob les intégrales sont calculées de facon exacte, Nous avons besoin pour cela

du résultat technique suivant :

Lemme 5.2 : On choisit les matrices M| ,o<i ¢ L , comme en
(5.41), Soit LU—R)"J'R.)EW?\, la solution du probléme (5,39), On 2 alors
la majoration ; pour tout GP} ¥ ) € W?\,

t L 4
. We — + Vg - \.])
.50 (g @] e vy \lf(orx)
T4 L gl
¢ =2 ) (w0 gla-0 -V iem-p)de +
‘ -1 Aietd

+ S (LLL~‘P)(%~(P) -t-@‘-\P)(\Y;L—kP)) dee 4

L=0 > '

T-1

N z Lv@i) -1 (e +\P:))( THE T Ve 5 +
L=4
T-4

N (CR IR ) G A L R B

(=4
 (vtx) — W8 -9F) (9] - v)(uT - )
oil, pour toute fonction % > on a posé

q&?) = cﬂ-’_ et q=xT) = 93 o<t < LT .

Démonstration : On utilise le Lemme 4.3 et la Remarque 4,3,

Tout d'abord, la constante C, du membre de gauche de 1'inégalité (4.17) est
ici égale a 2, D'autre part, on a

0O O .
ML :( ) pour 1 € v £ T-4
C O

Mo'l'M‘: = MI—kM;

i
O

Les termes de bord du membre de gauche de 1l'inégalité (4.17) sont donc ici nuls,
Pour écrire le membre de droite de 1'inégalité, on utilise 1'expression {(4,22)

dans laquelle on remplace Bspar :




] o1 |
‘ B, = % ('L O) . , suiyant que la matrice?);_ est considérée comme

gtant définie pour 2C = X_+0  ou pour X = 2«0 et M¢par

" o oY\ _ (O'L " (o-d.)
b:(o O) ) 1 g2v=<l-1 y MO:—'.'LD et .1=‘\1 o .

Remarque 5,2 @ Lorsqupon utilise les formules (5.42) pour calculer les .

intégrales, on peut montrer en utilisant les mémes techniques que dans le
;- Chapitre 11 que le Lemme 5,2 reste valable si on ajoute au second membre de

1'inégalité (5.54) les deux termes perturbateurs suivants :

(5.55) j:g(ug-q’) dx —;IZ:L ?;\: (S(u.k.cr)(ac;) +§ g —‘P)(acm))

T-4

(5.56) S:(‘-(’(ug-q') +‘P@v‘l’)) doc —ZO %f (&f’@la-q’) ¥ g - "P))(ﬂ) *é’ ﬁ*a—‘f’)-l-\l’@r\}’))(xm)

Le terme perturbateur (5,56) est nul lorsque B-t=zo0
Théoréme 5.3 : On suppose que les matrices My ) ogl € 1, sont

choisies comme en (5.41) et que les intégrales sont calculées exactement,

sofent (Wg, Vg )€ Wg la_solution du probleme (5.39) et W€ H'S(o}'],)

la solution du probléme (5.34), (5.35), On a alors, pour ‘=0 ) %= O et

pour =4 ) =0 la majoration suivante :

(5.57) \LL’“—R\LL@):L) + \i—“—f —Ty < CQ}’L fwll

dox ‘L’:(o,u We,L)

Dans le cas ol '&:0) -P.:'l , ©n_a

(5.58) | u-wgl o + \d** __%\ < ciful,s .
L(o)d-) g L’f(o)i) H @J i)
Démonstration : On considére d'abord le cas ot & = ?.: O . Pour
toute fonction W™ continue sur [O)'.B, on appellera Tr.&'\ﬂ“ 1'élément de
dont la restriction a chaque intervalle]x;}xl;{_l\—_ est égale 2 W(RL.‘.‘%_)

avec -'X-(,*d/z = i{(xé-‘:"'i-ﬂt) ) O L 21-3 -
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Dans l'inégalité (5.54) on remplace (P et \IJ par 'ﬂ-&l(’ et T\_&\{) . Ona

(5.59) | W&_Tﬁu'l?i(n) . l"i{ T \ .

-_.__

L ()

11 gwt w =T 0 )(ag Ty u) @r-vﬁ.\,-)(«,&_-wﬁv)),_ .

L-—O X

I ' T-1
b= 4,

+ B (vxg)-ve) + Ep (W) (“’&-‘i" v(x"‘/z)) )

ot on a posé : .
Eule) = @) - ( (iet )+ tP(n:.,-«,}) ) 14LsT-a
Eu(®) = ¢ — Ply)

Exl®) = €@r) - @(x;_y)

On montre aisément que :

EL[((")“"E(,‘.o_t@) = O » pour tout @ e EL , pour 1 £ g I-I.)

E,ﬁ-{’)_. Ea({?) =9, EI_i((P) - EI(‘-P) = O pour tout @Y € P_ J

EL(-L?) =0 pour tout (?G.Eﬂ_ 422 T-14 .

J

En passant par 1'intervalle de référence et en utilisant le Lemme 0.3, on en
déduit les inégalités :

4

(5.60) |Eile) — Eiel®)] < ¢ ?‘ lq’lA v, (g 9;“:.) /

pour tout @ € He (_:L‘;_ijzc_-bﬂ_) ,avec A=A ou L, pour 1<( < I-2 y,
(5.61) \E (t(’) .._E,,_(tf)& £c ltﬂim (0,4) » Pour tout ¢ e WY (0 1)

(5.62)  |Eqp(¢) — EL@®)] ¢ <A@l e, (0,4) » pour tour @ & wi, (0,9

' 2
(5.63) lEu@P)l < c,??i 'q)]l 1,(_"‘—;—1,1‘:*“‘-)’ pour tout (? = H ('-’CCAJIC-\-L) J

+Z EL”-(“")) Ve =V + _‘gEc,(‘\ﬂ—Em(@)(“-i.ai— “L(x\'d-‘/,))"'




Pour 1-éi-' Q.I-"“i -

p'autre part, on vérifie que

' Tiad
.( (q?.._'\']—&‘{’) wp dx =0 pour tout Q& B, et tout Wy € Y.

Xy
On en déduit que

= S} . 7 A
.60 |5 (g - 9)wy e | < e Rl eyl )

xe

(1 l:;x I:'i"l)

A .
pour tout P &€ H (:r..;):c.;ﬂ) , 4= 4 ou 2 , pur o£ < T-1

Enfin, on a

et |

L, .
(5.65) A2 (wiey) = lwy) o) )

L= O
ol w‘w‘/z_e“ la valeur de ‘\U'ﬂ'sur 1'intervalle Jx;)xi”[ , ©% L<T-4.

En combinant les relations (5.59) 2 (5,65), et en utilisant 1'inclusion

1 Do
H (Q,‘L) C_ Wd’ (0,'1) , on obtient la majoration :

§7
(5.66) (\Lx-T‘_—&“’\c + vy~ ﬁ,"’\ \2 < Rl

&Y ©1) Wou)

D'autre part, on a :

.60 19T .

o) , pour tout $ € HA'(O,‘.l)

< C el Hi(o;t)

Des inégalités (5,66) et (5.67), on déduit la majoration (5.57).

Nous allons considérer maintenant le cas ol 4= o, b=1
Pour toute fonction W continue sur (O,’t] , on appelle e w la fonction conti-
ﬁue dont la restriction & chagque intervalle [ig,x.:“} est la Pl-interpolée dewr
sur [:r.;,,:c;,.-__] , égale 4w aux points ¢ et {44 -

Dans 1'inégalité (5.54), on remplace ‘f par W,uw et Y par Ly . On a



 T6-

(5.68) | g ~T t,_c)i) v -2 \L@)

I-4 A

. (Temetems dotnnsd =

L; -
-1 Kitd I'
. D S ~fr~ "1") é—t_@"e;-’tw) de  +
vy . -
+ ' E.;(_u..)( ‘\J“f_'\ﬁ‘(_xi) - (‘\T: "1’.@"-‘)))
. =1

C e

On peut mom;rer en raisonnant comme précédemment que :

Sx'b*‘-

(LP "‘ﬁ‘?) W, d-.x: s ¢ R’lq\i,l)(xc,x-bﬂ)‘w"“\lf(x'

o, X Lt‘l-)

 (5.69)

L
g“’wi ] .
(5.70) (€-et®) dMR dee S dﬁ“"hﬂ;(r—tf%u)\ “**1\:(1;,::-.;@ )

L N N .
pour tout P e H (:vc{_)x.{_...¢) ) osL £T -1 , et tout Wy € Pa

D'autre part, on a :

| B I-4 | I | |
' (5.71) +\t - ")
’ P‘(Zo i) *Z_d(“) l,%lL( "
_On montre aussi que :
(5.72) | "“"L‘R_"P\L?:(o}i) < <R (‘P“Hdto)d) 5 pour tout  Pe Yiod)

En combinant les inégalités et égalités (5 65) et (5, 67} & (5,72), on obtient
1la majoration (5 58), .
Enfin, lorsque &= 4, = o , on remplace dans 1'inéga1ité (5.54) ‘-? par
e P et Y par—lTkk{/ . On a alors :




-TT =

2 v
.72 Jua- e o) W&"W“Hl}(o,ﬂ
=4 il
e T e e TS T e
=0 =t
T-1 Liad ‘
+ z S , “@L"a“)g;(uﬁ-m&m) dec +
=0 Xy |
e
t ‘24 Eo(v) (ut —ufl) __Q,(;_,u(x‘.))) +
Le

+ (=0 w%*vl))@: ~u@)) * t\" (ez-4,) —'V(ﬁ))(u; —\i(ﬂ) -

En utilisant les relations (5.65), (5.67), (5.69) a (5.73), on déduit la

majoration (5,57).
Remarque 5.3 : Lorsque = L=0 et &-:'L, =0 on ne peut pas
ordre supérieur a Rj&- 3 cause de la discrétisation des

obtenir une erreur d’
termes de bord.
Lorsque %=1, £ =0 , on peut obtenir une erreur en O(%) si on cherche la
solution ( Wg , Vg ) dans l'espace W o défini en (5.50). En effet, dans ce
cas les deux derniers termes du membre de droite de 1'inégalité (5.73) dispa~
raissent,

Remarque 5.4 : Lorsqu'on utilise les formules (5.42) pour calculer les
intégrales, les résultats du Théoreme {5.3) sont toujours valables, et dans le

%i) .

cas ot &= 0O, R=4 , on obtient méme.une majoration en OG?\.




CHAFPITRE II

UTILISATION DE FORMULES DE QUADRATURE APPROCEEE
POUR LES METHODES D'ELEMEKRTS FINIS DECRITES AU CHAPITRE PRECEDERT

3

Pour calculer la solution Ug du probleme approché (2.7), lorsque 1'es~
pace de dlmension finie \@Lest construit, comme dans le Chapitre précédeat,
au moyen des éléments finis décrits au Chapxtre 0, on est amené a résoudre des
systémes linéaires, dont les coefficients sont des intégrales sur le domaine
Ces intégrales sont en pratique calculées &lément par élément, et le plus sou-
vent, pour des raisons exposées bridvement au paragraphe 11,1, on utilise des

formules de quadrature approchée.

Le but de ce Chapitre est d'examiner 1'influence de 1'utilisation de ces
formules de quadrature sur la précision des méthodes d'éléments finis décrites
ay Chapitre I (pour un travail similaire dans le cas des problémes paraboliques,

voir [40]). Le plan du Chapitre est le suivant :

1) Introduction des formules de quadrature approchées, et majoration

générale abstraite de l'erreur,

2) Résultats sur la précision des formules de quadrature et majoration

de 1'erreur dans le cas des &léments simpliciaux et quadrilatéraux,

3) Au troisiéme paragraphe, on montre un résultat de super-convergence

lorsque le domaine Sl est un parailélotope & cdté paralléles aux axes,
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II.1 - Utilisation de formules de quadrature :

Définitions et majorations abstrsites,

Dans ce Chapitre, on considére comme auw Chapitre II, paragraphe 3 un
ouvert polyédrique borné Q C R“' s de frontiare AL) | soit @k‘une trian-
gulation de .(_): , de classe c’? » en éléments finis de diamétre inférieur a &,

On suppose dans toute la suite de ce Chapitre que la famille de triangulations (@R)
est régulidre (définition (0.7)), Ceci entraine en particulier que chaque élément
fini (K ZK ) B ) Ke Qﬁ , eat 1'image par une. transformation isopara-
métnque inversible F (affine lorsque 1'é1ément K est un n-simplexe ou un paral-
lélotope, ou: bien appartenant i (Q*.l) lorsque 1'élément K est un quadrilatére
convexe en dimension m =2.) d'un élément fini de référence (K E)
D'autre part, les conclusions des Lemmes 0.7 a 0.12 sont valables, Si. O suppose
de plus que 1'inclusion

B c™(®)

est satisfaite pour un entier &'}i s on a aussi 1'inclusion

Pk C .C&*‘L (K) , pour tout K & @;g\_ .

Enfin on peut toujours supposer que le jacobien Jy de 1a transformation |:< est
strictement positif, '

On note 35' le jacobien de la restriction de la transformation FK a une
face quelconque S de 1'élément K & eﬂ_ , et Bﬁﬁ' 1'ensemble des é&léments K
de f& ayant une face S incluse: dans L) .

Pour W, v eIH‘L(.O.) s on définit les formes bilinéaires :
(1.1) Q—('«*—,‘V’) = 1. ((Au, v) t + (u. A*—u-) ¢ )
. _ = g ! n__(g_) J R (_Q_) )

| AW

~ Alors si la solution W du probleme (I.1.1), (I.1,2) appartient 2 1'espace
Hi(ﬂ), on a :

(1.3) O.Lu,-\r) -+ b(w,v) - (»S)-u-) L"(.ﬂ.) , pour tout vV & B_"l(_n) .

A la triangulation @P\ , on associe, comme dans le Chapitre O un sous~-

Jron

[E——
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4
espace ,X{,L de (Hi(ﬂ)) et on considere comme en (1.2,7) le probleme
approché : Trouver e € Xf\_ tel que

(1.4) a{wg,ve) + blag ;T8 =—'(5,'\>‘9..' tq) P tout Vi EXg

En pratiﬁue, les intégrales intervenant dans les formes bilinéaires
a(.,.) et b{.,,), ainsi qu'au second membre de 1'égalité (1.4) sont rarement
calculées de fagon exacte, soit parce que les matrices Al&) , o< ce et
M (5c) , ou le second membre %—n ont pas une expression analytique simple, soit
parce que ces quantités ne sont connues (par 1'intermédiaire de mesures physi-
ques) qu'en un certain nombre de points du domaine S\. .

Pour calculer ces intégrales de fagon approchée, on se donne :
o

(1) Une formule de quadrature sur 1'élément fini de référence K

_ N A
(1.5) { feyaz = 7 @ §(Be) )
K =1
ol @tef\ ,/Q,ze'k: , 1<t <N .

~ ~
(ii) Une formule de gquadrature sur une face § de dimension Qn-i) de K

| .
e AT
(1.6) (qwas = = & 3(b¢) )
"S“ 7 =1
A
ol G4 e R ,b’teg , 1t sL .

Aux formules de quadrature (1.4) et (1,5), on associe les fonctionnelles

d'erreur suivantes :

Ao N
an  E@) = [ fae -Z__ By {(&)

K
s BB = | q@ad ~ ? ¢ 46%) ) .

S5

Etant domnné K € ﬁﬂ_ et une face 5 de dimension['r\-—‘ﬂ de¥K , on a
(1.9) SK foo dxe = fﬁ HENNNEIE -

5
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De la sorte, aux formules de quadrature (1,7) et (1,8) correspondent sur K et

S 1les formules de quadrature suivantes :

[
(1.11) S g(x)o\oc. o7 Z Wy ﬂ(‘u_)x) y
K =1 !
avec : Wey = JK(‘;!') LI\)E ) bﬁ)K = FK(-%’L) , 18 [ <N

L
(1.12) YS qe)d2 o {E_ We g %G’E_,S) )
=1

A
avec . («02)5 = Jg(_g‘é) G); } bt)s = FKLBL) 2 ’.L-‘.":‘Q- < L -

On définit’ les fonctionnelles d'erreur sur K et S par

(1.13) E. ($)

i

N
SK fec) dac --Jez; e fbew) )

‘ L
(1.14)7 | ES (%) = ‘SIS %@)dud - 924 We g %(-bt,s) J

~ ~

qui sont liées aux fonctionnelles d'erreur sur K et S par les relations
~ A
(1.15) E.(3) = E(J»cg) )
)
-~
(1.16) Ec@ = E(%3) .

~
Dans toute la suite, on supposera que les poids (L)g_ (donc aussi UU-C,K y KE @R“ ),

4 <% <N et les poids (TJ)E (donc aussi We, , KE e-R, )}ﬂ.s?. <L , sont
, -

strictement positifs,

Lorsqu'on utilise les formules (1,11) et (1.12) pour calculer les inté-
grales, le probléme approché se formule de la fagon suivante :

%*
Trouver L & XR_ , tel que : s

(1.17) ey (\L’;L ) ‘\r&_) + bﬁ,&‘"&;“{;) - (g) Y )?1_ » pour tout Vi € XR_)

ol les formes bilinéaires 0-?‘—(.,.) s b%’(.,.) et le produit scalaire (‘">¥\,
sont définis par :




~Po_

N e
(1.18} (u.)'u-)%’ - Z Z Lo L\L,’\T)(bg&) pour tout W,r e;gé&(@b

ke@& E“d- (N
4
4
(1.19) CLR(LL,U) = 4!: ((Au)v)ﬁ' +(u_}p\*'\y)?\') pour tout W,V E;‘;rg&f(\&))

L i
4 M TT (T«
(1,20) bk(u)v) =5 52;—30.%1 93?,5( UL,'U')(\DE,S) pour tout U‘JVGKGB&L )),

La forme bilinéaire OL?\(.,.) sur fXgu X XP\, a un sens évident lors-
que 1'on a 1'inclusion X& C(Cad'(-ﬁ-)) . Lorsque cette inclusion n'est
pas satisfaite, 1'expression (1.19) a toujours un sens car QK(UL,'\J’) représente
une somme d'intégrales sur chaque élément K , calculées en utilisant la for-

mule de quadrature (1.11).

On se pose les problémes suivants : Comment choisir les formules de qua-
”~ Pl
drature sur l’éléme;{:t fini de référence K et sur une face quelconque S de

dimension Mm-41 de K pour que :

(i) le probléme (1.17) admette une solution unique Wp € X%_ )

. ¥*

(ii) Lo \U-g’ - L \ 3

R—0 u—(;ﬁ)

(iii) l'erreur u—t —W  goit du méme ordre que l'erreur o ~W-  cor-
respondant 2 la méthode d'éléments finis (1.4), od les intégrales

sont calculées de fagon exacte,

En se plagant tout d'abord dans un cadre abstrait, et en utilisant certaines
hypoth2ses générales, comme au Chapitre I, §.2, on va obtenir des résultats de
convergence et de majoration de 1l'erreur.
On considére donc maintenant deux formes bilinéaires U“ﬁ_g”') et bk("')
définies sur l'espace V\{x \/?L et une forme linéaire vy —> (g,—\r_h)&
définie sur V’k -

On a les majorations d'erreur suivantes.

Théoreme 1.1 : On suppose qu'il existe une constante oL > O telle que

%L
(1.21) o (v, o) = o [ \E(SI) , et que

(1.22) by (g o) > © : , pour tout vy €V .
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Alors la solution LL: du probl2me (1.3) vérifie 1'inégalité

) ] { (@-Mha-wy), ur)cul
(1.2 lw-ug by < CA{"'“& <"”“ v"“m‘tn)*mg o Tty

VR EXg,
4 AP |oLos, ) - a&t""ﬁ.;w‘) o AP ooy w) ~ biﬁ\m,uﬂ)‘“? I(%)"‘")L'l’ﬂ)'“w*i}

vou  Molhygy [Tl Tvhg “"*"RI Ml oy

ot 1a constante C ne dépend que de o\ , des matrices ., , 0% g .

Si on suppose de plus qu'il existe une constante ﬁ telle gue

R
(1.24) bﬁ("&,"&.) = Plv“‘-ln_"('an) p)

On a la majoration :

(1.25) “““”d":»‘a}(n) dl-dy oy < CS"‘“S (“ Nyt o "“\t@m*

Vp&Xe

g ) -am,ml g, v )y -8, e
"\-\T\u_l(_n_) Wex«l l‘\AJ’ E'CBQ-) wr X?\- I'LU" 1 .ﬂ.)

s
'+\veﬁqb

ot la constante C ne dépend que de o, ,@ , des matrices A, , ogl =z .

Démonstration : les hypothéses (1.21) et (1.22) impliquent que le

probléme (1.17) a une solution unique kL’:;L & Xﬁ, . Soit maintenant un €lé-
ment quelconque Vg € Xﬁ_ et soit w = u..&_‘v'&_ . On a, d'aprés les éga-
lités (1.3) et (1.17) :

(1.26)  0g (wyw) + bebw,w) = (§w) ~(§,w) e o) NGRS (A

+ %_L(_E‘;."—BXQ ~'\F‘?‘)}“"5&A +0a Uy ,w—)_ QR@&,W) + b(-\rﬂ)w)_ bﬁf‘rh)w) .

En utilisant les hypothéses (1,21) et (1,22), on peut donc écrire, pour tout
‘\)'%_E X{\

f,a(@-pieva), ) do

lwlgqy < CQlu-va l\mn)af sup

we Xg_ | wlgr(a) v
4 AP \Q@R,W)“%@TR)WN [b@‘h -ur) b&wﬁW)‘_‘,M{D[GIW)Lt(:L) ujw)kl)
we Xy, \WILL(—Q-) WQ{&, ‘W‘L"(ﬂ-) s €Xg | ‘llf'(ﬂ-)

e
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on en déduit aisément, grice 2 1l'inégalité triangulaire, 1'inégalité (1, 247,
A partir de 1'égalité (1. 26) et des hypotheses (1.21) et (1.24), on peut &crire,

pour tout ‘\J'R < X‘Q\.o

v - | avg ,w, P ('U' ,w)\
‘W\ﬁﬂ) 1wl < C(\l&' ““H‘(ID*I *han) +Ml e | ﬂz(;)
| bra, 20)- ba("‘& )l “ |(2W)u_(n)—(gw)d)

D'aprés 1'inégalité triangulaire, on & :

- oy o 1 gy ¥ gt by )

Les deux dernidres inégalités entrainent la majoration (1.25).

A partir de 1'inégalité (1,23), il est pOSSlble d'établir un résultat
général de convergence de la solution approchée U’R. E’)<R, vers la solutien

exacte L lorsque R tend vers zéro. Pour cela, on intreduit, comme au Chapitre I,

1l'espace

(1,27) W = ﬁ'Ux_& ‘Hi(.—n-) ) (?J—M)u,\ad =0 } .

Théoreme 1.2 : On suppose que les hypothéses (1,21) et (1,22) sont

catisfaites, pour une constante & > © , indépendante de *L, et que la solu-

tion W du probleme (I,1,1), (I.1.2) appartient & 1'espace E{A(S1) . Dn_suppose
d'autre part qu'il existe un sous-espace {V-QE_VJ , dense dans W/ , et une

agp_lication fL“’ . )Y-—a. XP\, tels que :

1.28) Yve¥ , %}::O o g v “{H‘L(IL) = ©
(1.29) ¥ vel ) P AU gaﬂ-\v'm“v\w\&‘“ =0,

1300 ¥ v e, Lm e ‘“'(’Lv»"’“z“">-“4’“k")w)\.__o
h—0 WE—X&' \W\‘L"Lﬂ)

(1.3 ¥v e¥ R AR lbé\mv)"\v)—bvk'-&“‘;w)\:o
f-—>0 WEXg 115'\&}(S1)
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et que :

(1.32) B aup 'C%JW)L"CQ—) "@*”T)?b\ - 0 -
>0 weXe \W\ﬁj‘(-ﬂﬁ

Alors la solution Uz;v < ng du _problame (1,17) converge vers la solution
exacte UW. & %44ﬁ59 du problame (1,1,1), (I.1,2), c'est-a-dire

(1.33) Lo

>0
Démonstration : Soit % > O , arbitrairement petit., On choisit xrejy.
tel que :

\\-L-“U‘-'*‘L = O
S B Y

T
Ul — U < L
“ U ll Hﬁ(n) 2c
oii C est la constante qui apparait dans 1'inégalité (1.23).
On choisit ensuite £ H,(8) assez petit pour que :

\lvumvllw.(m < = >

S‘a_g_ \‘U_-ILK'“' l\w\ﬁu < _E__
PV S i
wWeXe, 1)

ap \“l?h“U‘Ua - dﬁ&ﬂ+ﬂ5‘é>\ 4 AR [b@ﬁﬂﬂ‘ua-b%9%35‘”)\é
weXe [wr [“_L(_Q_) eXe | wr ll:"(ﬂb

@) Bwlel o £ o
awreXp lw_‘ﬂ_"(.ﬂ-) h4c

A
ye 7

&

Si dans 1'inégalité (1,23) on choisit Vp = LoV , on a pour A< H,E)

»

(1.34) \W -We T )

=

\“_2. C—Q*)

ce qui entraine la convergence,
Remarque 1.1 : Les conditions de positivité (1.21) et (1.22) jouent le

rdle de conditions de stabilité et les hypoth2ses (1.28) a (1.32) jouent le

rdle de conditions de consistance,

Jop—

¢
i
i
!
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Considérons maintenant plus particuliérement les formes bilinéaires

o oy ) et be(.,.), et la forme linéaire —-—-—>(—g v)ﬁ données respective-

“+ ment par les formules (1.19), (1.20) et (1.18),

L'hypothese (1.21) est satisfaite si 1'on peut vérifier que,pour tout
o ’\T@_E'Vgh ;- ona

i " L
- {1.,35) ﬂ- %gk% Wy k ((P\-t-A )’\J‘ 'U')( b{m = A \V\“}C_Q_)

1
. pour cela, il suffit que pour tout K € €'F\_ et pour tout 9 e(_PK , on ait

N 2
(1.36) j’: ?_— We, (A A g, P.) (b{,KB > o | B\Lz(K)

De méme, les hypothéses (1.22) et (1.24) sont satisfaites si on peut

vérifier que pour tout v & Vﬁ, , on a respectivement les inégalités :

(1.37) {Z:A- ('OQ.)‘B ((M -{-M*)‘\T‘)’U')(,bglsd > O y
L
(1,38) ’—I,-Zi UWe, s (4 + 0%, V)(bt s) %\‘U” 1)

Enfin, pour évaluer les quantités :

o (e ) W-&) —a@\@:ﬁ ,’W‘.p\) = f-% %——@ﬁ EK Ei{(@! M) %\{;& 5 W, g\) ..(\r“ )-%':x iah.(i—) W&))-\-QA#AT}J% )w@)} )

b t\!‘ﬁ )‘w'.e\)-- .\39\_(")'& , W )=% SE(.—:B ~ Es (M"TR Jwﬁ—>) J

We },— AT — =
§, ﬂ)ﬁm@ We g %@a « (&, wa)) )
on est amené 3 majorer dans chaque élément fini K GQK les expressions :

(1.39) Em(”‘%&»“) ) E-\( (vf"%‘}%) ) EK(‘UFq) ) EK(SC‘) J t)c\ € BK

en fonction de \0‘ \"u.EU() , et 1'expression :

) P9 € Py
en fonction de \C_l leﬂ‘) , ou de \C‘IL”“(S)

(1.40) Eg (veq)
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I1.2 - Utilisation de formules de quadrature :

Majorations d'erreur

Nous reprenons ici les notations du paragraphe précédent ; rous donnons
des conditions suffisantes pour que les inégalités (1.37) et (1,38}, ou (1.40),
soient vérifiées, ainsi que des majorations des fonctionnelles d'erreurs (1.41)
‘et (1.42), Ces résultats permettent, en utilisant le Théoréme 1.1, de majorer
1'erreur | w -~ lf; l\L"(.CL) en fonction de Ho
On fait les hypothiéses suivantes :

Les formules de quadrature (1.5) et (1.6) vérifient les inégalités

N -~ A T b
b ~ 15
(2.1) Ei UUL\E a)l > < E.\Ltm() 5
L A ta i i LB
2.2 &, [ply) & 1% ”
pour tout 13_6 E , ol c ast une constante 3> O

Lemme 2.1 : Soit (%Zﬁ) une famille régulitre de triangulations de 0. . On

suppose que 1'opérateur A est positif, que les hypotheses (I1.1.3) et (2,1) sont

satisfaites, Alors les hvpothéses (1.21) et (1,22) sont vérifides, c'est-2-dire

que 1'on a :

2
(2.3) a-P\.(v)v) >/J oLl"U'\“:_(n) pour tout & VP\.. )

g_fl_' d est une constante > O indépendante de '?-\,, et :
(2.4) l:uk(\’j v) 2O pour tout £ Vﬁ,

Si on suppose de plus qu'il existe une constante C >0 telle que la matrice

Pﬂi-hﬂ* ~-cl soit semi définie positive et que 1'hvpothése (2.2) soit satis-

faite, alors 1'hypothése (1,24) est vérifice, c'est~a-dire que l'on a :

. -
(2.5) bﬂ_@"'\r) > = \V\L’"(.BD.) pour tout ‘\J‘GV?_L

ol % est une constante > O indépendante de *




_88.

Démonstration : L'opérateur A ctent positif, on a pour tout ‘U‘&Vﬁ_

(2.6) oplnw)= 17_ . w“((MP' )ﬂrv)(bw)><-oz ngKM\sz\

£
ot |- l désigne la norme euclidienne dens R, on a d'autre part :

N N :
L, bt = 2 & RElvel”

En utilisant 1'hypothés‘e {2.1) et le Lemme 0.7, on en déduit 1'inégalité :

N 2
(2.7) % wt,ml’\f(be,@\ = c M\%T “_:.() »C ﬂ—\vu}w

L'expression %%éTgEL est minorée d'apreés le Lemme 0.7, par une constante

indépendante de {., et en sormant les inégalités (2.7) pour tous les éléments
K e €?‘. , on obtient 1'inégalité (2.3).

D'aprés les hypothéses 1.1.3, on a, puisque les poids (*JE,S sont positifs,

pour 4t < L , et pour tout S . dLL -

L
(2.8) bglnv) = dq Z z "w.a,s((r'/\*M*)""JV)(bQ,s) 20, %{«re\/&

SCBQ. ?, =1

clest-a-dire 1'inégalité (2,4),
Supposons maintenant que la matrice M*—M*.—CI est semi définie

positive, On a alors :
L .
{Z_i “We 5 ((M'* M‘*) "";’U")(bz,s> = CZ o '\"Lb‘e s)\ .

D'autre part, on a, d'aprés le Lemme 0.8 :

L L L 2 2 |
2 “-’B,s“\"(btjs)\ :g¢ Sy J_S(Qq,)\ e)\ > Is)l’“‘\fm l'u-l

0

€=4

£©

En sommant cette inégalité pour toutes les faces S incluses dans L)L , et

en utilisant le Lemme 0.7, on obtient 1'inégalité (2.5),

Remarque 2,1 : Les inégalités (2.1) et (2.4) sont trivialement satis-

faites si les formules de quadrature (1.5) et (1.6) _sont exactes pour les
fonctions de la forme q =(E> , pour tout E c E .

Remarque 2.2 : Les poids des formules de quadrature étant strictement

positifs, les deux propositions suivantes sont équivalentes :
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(i) L'hypothése (2.1) (resp.(2.4)) est satisfaite,
(ii) L' ble de poi 6, W\ ¢ o B {ent
ii) L'ensemble de points { E,} tn resp. i_ 4 }Q- contien

un ensemble P-unisolvant (resp. E* -unlsolvant, ol f" désigne la

restriction de 1'espace P 2 1a face S ).

On rappelle ensuite quelques estimations maintenant classiques :
(C£. CIARLET et RAVIART [8] et CIARLET {5)) des fonctionnelles d'erreur intro-
duites en (1.39). On donne, pour &tre plus complet, la démonstration de 1'une-

d'entre elles :

Lemhe 2,2 : Soit (@Qune famille régulitre de triangulations de {L .

On suppose que les inclusions C f’ C P,& , <dans le cas des éléments
finis simpliciaux, (resp, Q& C E C Q,& , dans le cas des éléments

quadrilatéraux), sont satisfaites pour des entiers R etts, vérifiant 4 < &Sé

On_suppose d'autre part que la formule.de quadrature (1.5) est telle que :

A, A A
(2.9) E(%) =O pour tout ’5‘ & E¢+-j,_1 (resp, Qn_-t-a', )

pour un entier 'L tel que 1< g R

Alors il existe une constante C >0 indépendante de‘?Ltelle que l'on ait :

(2.10) \ Ex (""Pw) l s C 'Ln;( “'U"l])a_)u.a)p( “ E“?’(_)z}\& lw‘l_!‘(b()

(2.11) \EK (1)"%;\.0‘)1 < C '?\:t( “vl\—’[,)uo)\/( “ Eu’l.-i—i)z.)\/“ l'\-U'i L’(K))d.ét.-c'n__

pour tout & WJL’W(_O_) y tout P ow € EK s tout K(‘:@R

n
(212 | Eyvy ] g Rl o Neloyyy « arlagy saecem,
pour tout A & \NJUM/M(:Q) , fout p,w € EK , tout KE"QK

Démonstration : Nous allons démontrer 1'inégalité (2.10),
D p—
Puisque l'on a L 4 , 1'inclusion \I\]’L’m(.ﬂ.) . C (.Q..) est satis-

faite et on peut alors écrire :

@19 [Ebrpw] =[B67 6 30)] € e 15810, 2 193] gy
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La forme linéaire & —> é\La’\?J'SK) est continue sur W’L}M(f(\)
d'apres (2.9), elle est identiquement nulle pour les polyndmes de E;L_._\_ dans
le cas simplicial (resp. les polyndmes de n-4 dans le cas quadrilatéral) ;
on en déduit, d'aprés le Lemme 0.3, les inégalités :

\é (&’Q‘JKB} Sa \{-\L\JL)M)R \'\1‘3" JK \L,L(_ﬁ) 5
resp. l.é(ﬁ-\ﬁa-\&l\ € T Ea’-—-‘m,w)ﬁ \{G— Jw \L"@()

En appliquant la formule de Leibniz, on a :

(=
l%$lalw}ﬁ 's %:-O C“:\-\G_\m)w)a\?\n-m)w)\? )

°©

- S . y
ve 2 G upltha )

n,
ot les C, ,O0&m<r , sont les coefficients de la formule du binome.

Fa
D'autre part, puisque P appartient 2 1'espace de dimension finie E s On a :
-~ P A
Bla, e, < € Bl
A A A A
[E_‘lj‘l‘\.}(}o)\’( = C [E] ,‘..,\JIJQ -
En combinant les six dernizres inégalités, il vient :
(2.14) \@(‘?‘?"33'&)\ < E(i 133+ o 18l A)\{‘,J \
’ = =0 ™K -m,2, K w Lz(a))

dans le cas simplicial, et

TR NS 9 PR b S U & 3 Y [ AT

dans le cas quadrilatéral.

Appliquant les Lemmes 0.8 et 0,9 respectivement aux inégalités (2.14) et (2,15),

on obtient, dans les cas gimpliciaux et quadrilatéraux :

\EK@'-PW)\ m '?\- ('Z .\“)M)K l P.‘q_-m}z, K)‘ W\LL(K) )

d'ob 1'on réduit l'inégallté (2.10), d'aprzs le Lemme 0.7, Les inégalités (2.11)
et (2.12) se démontrent en raisonnant de fagon similaire ([5]).
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Du Lemme 2,2, on déduit immédiatement la

Proposition 2,1 : On suppose que les hypotheéses du Lemme 2.2 sont satis-

faites pour des entiers 9&,5 etn tels que 4 <€ &k < 3 , 1< & &+—i+d, ,

que les coefficients des matrices A ) 4 24 € , appartiennent 2 W E?l)
60

et que les coefficients de la matrice M, appartiennent 3 W 7 (LL) . Alors

il existe une constante (. —= C (_3.) J&)'L.) \lAll.-,_*‘;)M)_Q_) | Ao “-\.,uo,-ﬂ.- )

telle que : -
Lelle que .

3 2 ¢ 4
(2.16) | oc(vp,wy )~ ogtvp,wp)] g ek (Z H«rp\'uuw_)vg ‘wﬁ\lf(n) ) ::

Ke€e
pour tout Vg, wp € V’?\‘ -

8i dans la démonstration de 1'inégalité (2.10) du Lemme 2,2, on remplace
A o~
K et K respectivement par S etS s on obtient le résultat suivant :

Lemme 2,3 : Soit (@Q une famille réguliére de triangulations-de (L. .

P
On suppose gue les inclusions .E& (- Eg C Eﬁ , dans le cas des éléments
finis simpliciaux (resp. Qp C. Py Qﬁ’ » dans le cas des éléments

quadrilatéraux), sont satisfaites pour des entiers Kg_t_:_»& tels que 1\..{-'9&5--;;

On suppose d'autre part que la formule de quadrature (1.6) vérifie :

A,
(2.17) E(%):D pour tout f% =] E{{-@,-:L (resp. §GQ¢+?})

pour un entier { tel que 4 <¥ < B+4 .

Alors il existe une constante C >0 indépendante de b telle que l'on ait

L
(2.18) |Es Q"P“T)‘ < chy “""ue,m,s I E“{,z,s lw] ) J
P, oo
pour tout U EW (SJ , BE EK , wE 'EK pour toute face S

de dimension m-4de ¥ , et tout K & €R. “

Du Lemme 2.3, on déduit la Ct

Proposition 2,2 : On suppose que les hypothises du Lemme 2.3 sont satis-

faites pour des entiers &),g' et ¥ tels que 4 < &sé ; 1 fi < hed
et que les coefficients de la matrice ™| appartiennent 2 W ' (‘6_0.) . Alors

il existe une constante | AI—, C(Pgﬁ, ?.) | M“ Q_)M)"hﬂ.> telle que :
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" t L V&
2.19) | by, we )~ be0%, “’k)] cch (Szc_—.m_“"fk “a,a,s) lw, \llf(an) /

4
&y 2 |
(2.20) | g, wm)— bh@fhzwh)\ <ch S%DQ‘.\ ""—*‘“‘&,z,s,sll l“’_%\u_"(n) )
pour tout A\ Wy G:V% -
Démonstration de-la proposition 2,2 : On a 1'épalité :

b@‘.g\)ufk)—bp‘_@@}wk) = '-1?: SZC.‘.‘.'BQ ES(M’\T'.?UW-?))

D'apr2s le Lemme 2,3, on a, puisque les coefficients de la matrice M appar-

tiennent 2 WP"’ UOCB.Q.) :

b .
(2.21) \ES ((M-\rh)w';‘_)>l £ C RK “’\J—Q\,“Q}zjs ( "\U“#L}L’-(.S> J

pour toute face S C BKO ?L 5 Kebﬁ_&

En sommant les inégalités telles que (2,21) pour toutes les faces S incluses
dans oL) , on obtient 1'inégalité (2.19).

En utilisant le Lemme 0,10, 1'inégalité (2,21) devient :

_ 9.
(2.22) \ES((M%,WQ)[ < C%Ki “"’*»n&,z,s\w“[n_"w )

pour toute face s C }Km A0 , et tout ¥ EE@&. En sommant les iné-
galités telles que (2.22) pour toutes les faces S incluses dans ®fL ,» on
obtient 1'inégalité (2.20),

Enfin, nous avons besoin du résultat suivant ([5]) dont nous rappelons
la démonstration,

Lemme 2.4 : On suppose que les hypothéses du Lemme 2,2 sont satisfaites,
pour des entiers -E‘L)»g et 2 tels que 4 £ 7L <4 <1§4 . Alors il existe une
constante C o indépendante de 91, telle que, pour tout nombre q vérifiant les
inégalités Qq» 2 , L-mq < © on ait :

(2.23) IEKEV'P)} < C QK\"’"&,%K \E\LL(K) J

pour tout &W’L)q(n) ; B & ?"\( et ¢ e@a .

Démonstration : L'inégalité " —-’Lq< O entraine que l'inclusion
'\N’L’q(ﬂ-) - C.-o(gl-) est satisfaite., On a donc :
|Ecrn) < 1E@eT) e €Ul 2 123l 90y
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) g A
La forme linéaire A —> £ ('G‘ﬁ 3—_\< ) est continue sur W ,q( K) H
d'aprés 1'hypothese (2.9), elle est identiquement nulle pour les polyndmes de

Bna (resp. Qny).
Appliquant le Lemme 0,3, il vient :

\é Q‘?'ﬁ IK)\ < < l'ﬁ'\,,_)q)Q \ f_:‘ IK \ Lq)[R) » dans le cas simplicial

ol PN Al A
\E(vg J-“Ol < e [& ’Lq)Q | 2 JK\\_‘*)(R) , dans le cas quadrilatéral
Ces deux inégalités, et les Lemmes 0,8 et 0,5 entrainent @

2 A A "‘ I,

d'ol 1'on dé&duit 1'inégalité (2.23), grace au Lemme O0.7.
Du Lemme 2.4, on déduit la

Proposition 2,3 : On suppose que les hypothéses du Lemme 2.4 sont satisg-

faites, Alors, il existe une constante C >O indépendante de B telle que, pour

tout entier’L tel que 4 < <% et tout nombre q vérifiant les inégalités
q

C\'?yl.) m-~-1q <O on ait :
n
(2.24) l@;w)ﬂ}@(ﬁ ,Wa)& ‘ < ch I’?\n,q)_q_\“’"& ‘n}(.o.)

pour_tout g,e WJL'U\ (.‘ﬂ.) , Wy € Vk .

Dans la suite, on suppose, pour simplifier, que la dimension d'espace
est inférieure 2 3 (lorsque M 24 , on est amené i raisonner comme dans la
Remarque I,3,3), Le Théor2me 1.1 et les Propositions 2,1, 2.2 et 2.3 entrainent
le résultat suivant,

Théoréme 2.1 : Soit (‘@_@une famiLle régulidre de triangulations de (L .
On suppose que les inclusions Ek lall R . Eﬁ , dans le cas simplicial,
et Q& _ B C Qj. » dans le cas quadrilatéral sont satisfaites pour

des entiers % et4 tels que 4 <£®&<j . On suppose d'autre part que la for-

mule de quadrature (1,5) vérifie 1'hypothdse (2,1) et l'égali;:é (2.9), pour
1< 2 B , et que la formule de quadrature (1,6) vérifie 1'égalité (2,17),

pour 4 < L < B4 ., On _suppose enfin que le second membreg appartient a
W"”"(Sl) et que la solutionm W du problame (I,1.1), (I,1,2) appartient 2

“-l’uw-(ﬂ) ﬂ ‘Hhi(__ﬂ_) pour un nombre ‘1 tel que q > & R n-1q < O .

Soit uj;\. & ng la solution du probléme approché (1.17), Alors on a :

e-
(2.25) |w 'ut\ﬂ__"(.ﬁ) < C.(%.,L (Jﬂl,,_,%_n_ +uw U:,_.‘.i),_).g_) +) t“\-l,“{n}z_)n).
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§i on suppose de plus que la matrice M-\-M*est strictement définie positive,

t que la formule de quadrature (1,6) vérifie 1'hypothése (2,4), on a :

o

|

' 2 £ :
(2.26) |- u?é |n_z_(_m + - wy \LL(m) < ch(IS\,,,A)Q-irl\ul\,w})_q_}% llw\l%z,_ﬁ).

Démonstration : L'hypothése (2.1) &tant satisfaite, on a, d'apris le

Lemme 2.1, les inégalités suivantes, pour tout Vg € Vg,
2

bp\_[—\rﬂ')'\r&_) > O )

ot 1la constante &}Q est indépendante de f_. En choisissant pour VLIa fonc-
tion \é‘.—interpolée de W- W , il vient dans 1'inégalité (1.23) du
Théoréme 1.1 : ' ' |

| ' (®-M) - g ) da
(2.27) lw-ut\“}(n) < C. “u-».ﬁu,“i)tln 4 Aup \_Siﬂg lﬁu') W&) l*

W Mg
\ g \Q_&.&u W)= O (Ag s ,w'u)‘* lb(h&u,w,‘y-hﬁ(nﬂu,w&)[_h ](s;ﬂh_)—u,wﬁ'}&l
weeXe \Wh\u}(g_) wieXy iy \LL(Q_) WiaeXe \Wdl}( 0)

En utilisant les Lemmes 0,10 et 0,11 comme dans le Théoréme I,3.2, on a puisque
ek

1
(2.28) lluv-iawll¢)1)ﬂ < ch I""\n.m,zl.n.

(2.20) ang l__sjn_(@-M)(m—mu),wQu\ < & "

Wy € Xe ‘ g, kﬂ_"(ﬂ)

JL-M.)!..}.Q.

Le Corollaire 2,1 et le Lemme 0.10 entrainent que :

R g
(2.30) 2wp \Q(’%w’m)—%"&«'u)w&)‘ﬁ c,?»i(z “"-&.“-“1{-1 2 K) s£C % ” LL-“.-H_. A
%e)(“' l'ur& ‘“_"(,Q_) Keﬁg_ 2 2

D'aprés le Corollaire 2.2 et les Lemmes 0,6 et 0,11, on & :

b (%“')“T%-)“bk(’LRLL;W)\ t- « ka'i .
(2.31) ':;:gxﬁ, l'w_*v‘a}(n) < ol k(%ﬂlkwuu,s) <C “““{*%n

L'inégalité (2.25) est alors une conséquence des cing derni2res relations et
de 1la Proposition 2,3,



..95..

Si la matrice ™ -i-M‘)é est strictement définie positive, et si 1'hypo-
these (2,4) est satisfaite, on &, pour tout V3 € V‘L

be (w,vw) > B \""kﬁz

) o () J

et on peut appliquer 1'inégalité (1.25) du Théordime 1,1,

On doit encore utiliser les majorations précédentes, sauf (2,31) qui est

remplacée par :

| : 4,
(2.32) m&‘b(%“*”‘l’gf I"*‘Q’*u’w&)‘s c,ﬁt(szmll "—9..““;-1 s) Lsca'a“”‘“m:n’
% Rt (an) “ T -

On en déduit immédiatement 1'inégalité (2.26).

posons T = § v e H(Q); (B-M)v =0 sur 30}

Comme dans le Théoréme I,3.1, 1l'inclusion }T C \’\/ est satisfaite, etqr
est dense.dans W

Les inégalités (2,28) 2 (2,31) montrent que les hypothzses de convergence
(1.28) & (1.32) du Théorme 1.2 sont satisfaites des que f=n = (=1 )

ce qui s'exprime par le

Corollaire 2,1 : On suppose que les hypothéses du Théoréme 2.1 sont

satisfaites avec M= L =0 =4 et gue la solution\t du probléme I.1,1,
I,1.2 appartient a “__\1.(9_) . Soit u.i la solution du probléme (1.7). On a :

: ¥
(2.23) %::0 lw —up \LL(IL) - O .

Remarque 2.3 : On se place dans le cas des éléments simplicilaux décrits
~,

au Chapitre 0, avec P = E& , et on suppose que la solution exacte W appar-

tient 3 W &'FL(.Q) . Si on veut que les erreurs d'approximation et les erreurs
dues aux formules de quadrature soient du méme ordre, on doit se sefvir de for-
mules exactes pour les polyndmes de Eu,,_ag_ sur chaque n-simplexe, exactes pour
les polyndmes de E-‘LB. sur chaque (’\‘\-‘1) face incluse dans la frontidre oL, et
contenant suffisamment de points pour que 1‘hypothiése (2,1) soit satisfaite.

L'erreur est alors en O(x&) .

Remarque 2,4 : Un critdre pratique pour le choix des formules de quadra-

ture est le suivant E’+7, Chapitre 8] :
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Les formules de quadrature utilisées sur chaque élément K&ﬁﬁ
et sur chaque face S c a0 sont exactes pour les

(2.34) fonctions de BK (i.,e. pour les fonctions de forme), ce qui peut

encore s'écrire :

EK Ly_) = ES(F.) = O )V pE E\( ypour tout S C.?.Qﬂ'é\{)Keﬁﬂ_

Fa
Sur l'élément de référence K on a donc :
A 'y A A
(2.35) E(er) = E($%) =0 , ¥peb .

Si 1'hypothese 2,34 est vérifiée, il est possible de montrer qu'un
critére pratique de convergence, le Patch Test (pour la définition du Patch Test,
voir {14], {46], et pour son utilisation dans le cas de problémes elliptiques,
voir {4), c19], [29]) est satisfait et que la convergence au sens du Corollaire
2.1 est assurée.

Définition 2.1 : On ch.t que le Patch Test est satisfait si, pour toutes
matrices Ay, ogtvem , et M constantes, pour tout ‘S S LE ) tout
VE(E) et tout ‘urﬂe\/%‘ , on a :

(2.36) o (v, vy ) ~ g (v, Wy ) = 0O )
(2.37) b(v, wy ) — Pplv,we) = o >
(2,38) (§,we ) - Q)“’—R)k = 0 .

Cette définition apparemment globale est en fait locale ; il suffit en effet de
remplacer W par les fonctions de base de Vg\- définies au Chapitre O, et dont

le support est local, On a le résultat suivant : .

Théoréme 2,2 : Soit (‘@ \une famllle régulidre de triangulations de L ,
On_suppose que les inclusions ?& C ? C P , dans le cas simplicial,
at Q& C E C Q1 , dans le cas quadrxlatéral sont satisfaites pour

des entiers R e_t;_a. tels que 4 <& S'S . On suppose d'autre part que les for-

mules de quadrature (1,11) et (1.,12) sont exactes pour les fonctions de Py

(donc que 1a relation (2,35) est vérifide) et que

Fa

(2.39) JK S e E 4

i~
h
n
3

pour tout P € E“ , tout K € @R
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Alors les conclusions des Lemmes 2,2, 2.3 et 2.4 et des Propositions 2,1, 2,2

et 2,3 sont valables pour T = L= 4 , et le Patch Test est vérifié,

De plus, si 1'hypothdse (2.1) est satisfaite, si u.gt;_ﬂ appartiennent respec-
4
tivement 2 [}-\L(.Q)g_i_:_ W ’q(.ﬂ.), avec q >~ , on a la majoration

(2.40) | w- xf;b \ﬂf(_().) < C («?\. l Ha,)q)_n_ + R u,\lz),_)_n_>

Démonstration : Reprenons la démonstration du Lemme 2.2, On a pour tout

pyow €8, ve WYP(W) -

\EK @'\mr)\ ‘E("‘ R Jx)l “,LM & | & T | rR) |
Iezkt«rg‘.,w)\q'é(a%ﬁ 39| < c.}l«"fj 2l e ) ®ad gy
e brp 20 )2 [EGT T -5 T
)) | oxe ) < el u“v""z "’33:%; T« ll_"(R) )
pour 1 ¢ LE™ . N
Les formes linéaires S S— E(u,‘w‘:]- ) et ts —_5 E(&%C .TK)

sont continues sur W (_\r( ) ; d'autre part, d'aprés les relations (2,35)
N
et (2.37), ces applications sont identiquement nulles pour tout & € 2,

D'aprés le Lemme 0.3, on en déduit les inégalités : !

IEK({’\'?"?"IKM ?‘1%’\2 |53

/

|Ec (#8430 <c 1@% g 3 gy )

B 820 <0 B9 1ue R 132 3 g -

On applique ensuite la formule de Leibnitz, et en terminant la démonstration

comme dans le Lemme 2.2, on obtient les relations suivantes :

A St :
(2.41) \EK(""PW)‘ % C’%'K (,g::o \vl"mlc&o)l_(‘R\d_“)g"“)lw‘u*&() )

1
(2.42) \EKQ\T%{.w)] < cRKt\Z_ L
e =0

08, K \E\z—m,zjlﬂ)l IL(K) /

2.9 B2 3] & <R (3 ol a2l )]

Mm=0

1%(x) 7 ‘
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pour 420 £ , et pour tout P ,wW eEK ) T & Wd,u(K)) K 6@&_ i
On montre de la méme fagon 1'inégalité suivante :
1
(2,44) IES(?V'W) \ < C %’K (Z%:o ‘v\'m,uo,s lzxi_m)%s) \W‘LL(S) P
E B 4.,0‘

pour tout P € X , W © Ly ) + e W (s) , pour toute face S de
dimension m-4 de K et tout K& €9D

En utilisant les inépalités (2.41) 2 (2,44) et le Lerme 2.4, pour =1
on obtient les inégalités suivantes dans le cas ou les matrices A(,, ogLem

et M sont constantes

1

' 2 &/
oty wi) - o i) < C*‘-(Z o, *l"r"‘lz)z,x) z\w*"\a_‘(n))

Keﬁ{' i_,’. K

\b(\f&,w&)._%&(\rwwﬁ)] £C ?3" (SZC.BCL l vﬁ‘:;z)s )i l W&IL"(.CL) )

\(ﬁj‘*’k)@@;‘%)d < ch lﬂiﬂ,ﬂ-‘wﬂ-ﬂn} )

De ces trois dernitres inégalités, on déduit que le Patch-Test est vérifié.
Enfin si 1'hypothise (2.1) est satisfaite, on peut appliquer le Théorzme 2,1,
pour ‘L= R=4 et on obtient la majoration (2.40),
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II.3 - Un résultat de "super-convergence'

.On considére ici le cas ol le domaine Ei est un parallélotope & cdtés
paralléles aux axes. Soit ﬁﬁdune triangulation de {L. en parallélotopes 2
cdtés paralléles aux axes, de diamétres inférieurs a % . on suppose toujours,
dans ce paragraphe que la familie de triangulations (f%‘) , est réguliére, Soit
alors Fﬂ< la seule transformation affine, de jacobien J , qui envoie 1'hyper-
cube j\z = E—i,ﬂ]% sur le parallélotope K .

L'espace E\( est défini par :

A -1 o
.1 B =13 g=¢E-F 5 erE_-.Q,L}

et on appelle Vﬁ’l'eSpace des fonctions continues dont la restriction a chaque

|
|
élément K appartient 2 K) (On peut choisir comme degrés de liberté les valeurs -
I
aux sommets des &léments), |

|

Nous allons considérer le probldme I1.2.7 dans le cas particulier obt Vy

est construit comme ci-dessus, c'est-a-dire i

Trouver Wy € Vﬁ tel que pour tout vy € \/h

(3.2) (AM..R )v%‘)!}(_fl) - fi-' i&a-m) U—R,)Vﬁ,) da = (X)U-ﬁ.)l_l.(n)

D'aprés les résultats du Chapitre I (Théorzme I1,3.2), on a :

Théortéme 3,1 : Soit (‘@&) une famille réguliére de trianpulations de (L
et U, € VP\_ les solutions des problémes discrets associés, Si la solution WL
du probléme (1.1.1), (I,1,2) appartient 2 [H!"(_Q.) , On a :

(3.3) \'““““?v\u}(n) < ch “UL”HLC—Q-) ;

ot C est une constante > O indépendante de fo .

Le but de ce paragraphe est de montrer que ce résultat peut 8tre amélioré
. L
et que 1'on a en fait une erreur en 0(9\.) dans le cas général, et mBme en ;
3
O(P\,/’-) lorsque la matrice ™M +M¥ est définie positive,

Dans la suite, on suppose pour simplifier que mg4(les résultats obtenus s'éten-
dent au cas d'une dimension quelconque ™ en utilisant le Lemme 0.3). On a les

inclusions :
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(3.4) HY2) € ¢ Ga)

(3.5) W) c @) .

La démonstration donnée ici généralise des résultats de DUPONT (12], obtenus
pour un probléme 2 une dimension avec des conditions aux limites périodiques.
On commence par démontrer une série de résultats techniques, Pour résoudre le
probléme posé par les conditions aux limites, on définit comme dans (_-26] le
sous-espace \/_‘: de V& des fonctions de VJFL nulles aux noeuds appartenant a PLL.

™M 'S
Soit i\l)?};\:d, la base de V?» constituée par les fonctions égales a 1 en un

noeud O, intérieur 3Ll et égales 2 zéro aux noeuds 0y 1< LM, Q-q&'i . Une
fonction Vi de V& peut toujours &tre décomposée en :

b )
Vv, = Uy a4 U o b
(3.6) B R+ Va , Ve eV ,ueVy et

o
Vi = Vg aux noeuds appartenant 2 A9

i)
Ler;une 3,1 : ([46)]). Soit '\rz -~ E’l dj Wﬁ une fonction quelcon-
que de V,.oOna: -
™ L\ % -R . -
(3.7) (gi %5) ) <c b \”_ﬁ\t}(n} )

ot C est une constante > O indépendante de o

Pémonstration : Soit R= 2" le nombre de noeuds d'un &lément K . La res-

triction de ‘U*;b a 1'élément K peut s'écrire :
4w
o
vi o= L 4Y
4731
5 o
Posant Vs = vk QFK , on a

Y
lvﬁ\ﬂ.‘(\&) = Jk "‘??ﬂ;f@() -

Sur 1'élément de référence K , on peut écrire :
2 @) < TF) ,
4734 “-L(R)

-, ”~,
ot 1a constante C ne dépend que de K .
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En combinant les_deux derniéres relations avec le Lemme 0,6, 11 vient :

' -4
Z & ) < C ’R \v \
4= ‘31. ( ¥ * ““(-K)
En sommant 1'1négalit'é ﬁrécédente pour tous les éléments K de ﬁk’ on obtient
la majoration (3.7).

Lemme 3.2 : Soit 4 une fonction quelconque de V, , écrite comme en (3.6)

sous la forme '\J"k-:'\ré +«rt . On a :

(3.8) - I‘%\Lz(g_) \"’&‘n’-r_o_\ 2
(3.9~ I‘\r& Io)#K' £ C ’?\.m,i_ l""ﬁ,]o}z_)w(van )

(3'10). \'\J‘i\o}i)m_ < Ch “Tﬁ\o,z,an )

o C est une constante >0 indépendante de B .

Démonstration : Pour tout &lément K n'aya:it aucune face incluse dans U

on a :

(3.11) Aog ]n_,_(K) = \«rMLL(K)

Pour tout é&lément K ayant au moins une face incluse dans 3O , On montre en
) P
utilisant 1'élément de référence K : . !

T ~ * L
(3.12) \’U‘#‘\“..L(K) = JK l'\J‘%’ |“}(a) s C \T \'\J‘& \‘L( ” c‘lv&‘n-ftk)-’

ot C est une constante > O indépendante de Nl

En sommant les relations (3.11) et (3.12) sur tous les é&léments K de ‘@,R , on
obtient 1'inégalité (3.8),
Pour tout &lément K ayant une face S incluse dans 9L} , on a :

A ol
Gan Vv loaw = WL, 2 < AN TPPIS AR T
J; désigne le jacobien de la restriction de FK'a la face g , telle que
FK(g) . La relation (3.13) et le Lemme 0.7 entrainent 1'inégalité (3.9).
En sommant sur tous les éléments K de Q’?L ayant au moins une face incluse dans ;
la frontiére 9LL {(cet ensemble d'&léments constitue le support de la fonction“fb )y

il vient :

vh — 1 -
= v C J

l ?"L’ﬂrn- z@. \ Rlo,i,b( < ch Szc'a ["r?vlo L, s schl ﬂ.\ojl,m
c'est-a-dire 1'inégalité (3,10).
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Les propriétés de symétrie des fonctions de base LH} par rapport au

point o, permettent de montrer le résultat suivant

Lemme 3.3 : Soit vr une fonction de “—l's(.(l) et 'l“_-u- sa_fonction

V&, -interpolée, On suppose que tous les parallélotoges de la triangulation €&
gont égaux. Soit \VQ une fonction de la base de V dgéfinie plus haut, et soit

g)4 le support de Wa . On a

-+l '
(3.14) \(Ab@c) %CS»U-_)],?\:\T) J W&)U_L(n) \ < C ?’L u A‘;Hdlo‘)n.(‘vlﬁ)’-,s)é '\‘\ﬂ;},_)sd'))

pour 1<C€n

Démonstration : On pose (Ab(?c) 3— ﬁ"' W) W%)n_ (_Q_)

On peut écrire X Xé +Y » avec
Vi = (e - i) B ), ¥5)

La matrice AL étant lipschitzienne en 2, on a :

1*(x)

Y; ¢ chllAillywa lv—’t&v\ililmé | ¥ ’“—‘(943
D'aprés le Lemme 0,12, on a :
\’\7-’1—9.,"’"‘-1.,1,@5 < ch (""'lz,z/@é + \v\'ﬁz’—;ﬁg')
Le support -‘D,é de la fonction ’q)a est constitué des W= 2™ parallélotopes
ayant O-a‘ comme sommet commun, d'ol :
]\V \ < C '?Ln!' -
sl () F

Les trois derniéres inégalités entrainent :

oL
Gas | y;) < e AR A;llilmjn(lv\z)z,mé+\v\3,1,$é))-téiﬂ“\

Soit F la transformation affine, de jacobien J— s, qui envoie 1l'élément Q sur
le parallélotope S)a a:

->_<_’ = J4 ( o U - gy )
i= gk (AP (F-0), @ )pagy
ol AIL dénote le pas de dxscrétisatlon dans la direction X :

On a

b.:r_.;->_(_' . 1
\Ta_l < cllAbllo)m_,.Q\\V”a,z,R 2
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et d'aprés la définition de la fonction W@ y on a aussi :
Ax. x»i
J3

En appliquant le Lemme 0.3, il vient donc :

= O pour tout T G(E,_)E -

A ;7‘ . 3 '
—:—LJT-} < C “ Au“o)m}ﬂ_\v\@)ﬂ;{ /

et d'aprés le Lemme 0.7 :

— g
Xl < < %i‘;,mp“’“w,n\"’l%,am

c'est-a-dire en utilisant le Lemme 0.7

— | My 2
(3.16) \Xﬂ < ¢ 8" “A'u“o,w,n\"f\s,:./m;h .

Les inégalités (3.15) et (3.16) entratnent la majoration (3,14),

Plus généralement, on considire le cas ot les parallélotopes de gﬁ_ ne
sont plus nécessairement égaux, On pose :

AK-'I—L = longueur des ar@tes de K dans la direction X¢

(3.17)  A: = anax HAK(::,;)_ &K:@e;)b K)K)E ek) KNK= face de dimension*n-'}}

pour A <L sm |

(3.18) r-) -':m\.m{ALaj '.Ls;,.-s—n.} .

Lemme 3.4 : Soit -U~une fonction de HBCQ) et ‘v sa fonction .

Vﬁ:interpolée, On suppose que les parallélotopes de la triangulation eﬂ ne
<
sont pas tous égaux; Soient Wé une fonction de la base de V& définie plus

haut, et ¥; le support de \l-),3 . Ona:

3
(3.19) ‘(A;,@c) 2l —ngv), Wy )n_‘(n) \ < cC ?jt E (%l \\A'.,\L'm/n-l- A\l A.',IL-,,%QBIV\% "{

2,
+ £ A, llo,m)nl"‘alz,&)é } )

pour 4 ¢ L -
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Démonstration : On reprend les notations du Lemme précédent. La guantité

e

yﬁ se majore toujours par 1'inégalité (3,15), Pour majorer X‘& , on procitde de

1a fagon suivante, On a :

\_i.f'___'&_ < G “ Aillo/m)_g_ ll:&'llaz,_) Q s pour tout ‘\?'G ‘HB(R))
% \ “ \a
—-—j‘——i < C \ ooa-ﬂ- lv'\ , pour tout V G(E,J -
3 :

B A
En appliquant le Lemme 0.4, on obtient, pour tout veu (K)

25

< < | P\;,“o/m,n, (fi“-é\'\?‘l,",v“ +(¢+ \l 31\() .

Les Lemmes 0.7 et 0.8 entrainent alors :

(3.20) \-)?3\ c o RE \\AL\\o,m,n(AL\V\z,z,g)é "*'%3\"’\5,:_)&)5

Les inégalités (3.15) et (3.20) entrainent la majoration (3.19).

Remarque 3.1 : Le Lemme 3.4 généralise le Lemme 3.3, et permet de faire
1a liaison entre les résultats contenus dans le Lemme 3.3, et les résultats
obtenus en majorant brutalement le premier wembre de (3.19) en utilisant le

Lemme 0,11, car on a dans ce dernier cas :

B oh4
(3.21) \(A;cx) %.A«r-m%,'\r)} w%)\ﬁ*(ﬂ)l < cht \\A;\\%%Q(l«r\z’%pﬁ +l«r\a.;., S)D

Lemme 3.5 : Soit A une fonction quelconque de Ha(ﬂ)ﬂwz'm(_q
v Ba V, -1nterpolée. On suppose que les parallélotopes de la triangula~

tion Q&

(3.22) HA;,@&)%#«!‘—LW),VQ&&)\ < c(@f»fA'.,)\«rl,),_)g+?3l«r\,,),ﬂn)\%h;m)+

ne sont pas_nécessairement égaux, On a alors, pour tout 'Uie\'

4 C %.l\'\r\z,oo).ﬁl-“’"ﬂ\uf(‘an) .7

pour 4 <U&wn , ot C est une constante » © indépendante de b .

Démonstration : Soit Vg une fonction quelconque de Vq‘_ décomposée

comme en (3.6) en

' 5L o ]
(3,23) Vi = Vg o+ Vg ; RoeVy

V{ = i cké\vé .

4=t
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On pose :

(A & 2 (v Lp V), kp,&%j(ﬂ) ; 14 €™M

On a de fagon évidente :

\(A;ec) g;cc(«r-mgy‘))vﬁ) & )\ Z ik < (i o(;YL (i &i)‘!ﬁ. |

D'apreés les Lemmes 3.1 et 3, 2, on a :
M '}i T '
3 1
( o ) cc l \ <sch Tl
2, el S il
D'autre part, le Lemme 3,4 entraine : '
™ % I
L T 2 )
( azd. g‘f*) < ¢k E@“ Inily o Billacloq o )lvlysn +

+ g* \\‘A;“o)ba,_cﬂ"'\a,i,ﬂ }

Les matrices A; , 4<C g, étant lipschitziennes en X , on déduit des trois

derniéres relations que :

.20 DR Lm0 )y ] € (ErmdIwd gy 0+ Kol o vy -
On a la majoration : _
b
Les Lemmes 3.2 et 0.11 entrainent alors :
. b 1
(3.25) \(Abéf—) 2 lr-ng), W‘)ni(n)\ < Ch lv\,}wlﬂ_lv,b\u(am .

En combinant les relations (3.23), (3.24) et (3.25) on obtient 1'inégalité (3.22).
1,00
Lemme 3,6 : Soit V- une fonction gquelconque de B—\E’(ﬂ)ﬂw 7)), et
"LU)' sa fonction . V-—mterpolée On suppose que tous les parallélotopes de la

triangulation sont égaux., On a alors, pour tout VRGV&

(3.26) }(A;G&) %_ISU'— o V),V g\,)n_,( .0.)‘ <l (QVlz)t)§+\v\;)z}:D\valﬂﬂ)-‘r\ﬂg'u’;\_\"’a‘l}m)

pour 4 <vem ‘
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11 est maintenant possible de montrer l'estimation d'erreur suivante

Théoréme 3,2 : Soit ( \une famille répulitre de trianpgulations de O

-

en parallélotopes & cBtés paralléles aux axes, Soit e &Vﬂ, la solution du

problame (3.2). On suprose que la solution W du probleme (I,1.1), (I.1.2)
. . 3 1;°°(n .
appartient 3 W (W . On a alors :

a
(3.27) Iu"“ﬁ\n_‘(n) < C ((93-.&)) Wwliy o +5 lu"la)z)ﬁ_ + \Z?iluu\:,mjn_)

ot C est une constante > © indépendante de 'P'L, et © est défini comme en (3,18),

, £ 4 . s = s
5i on suppose de plus que lg matrice M +™M7 est strictement définie positive,

| | (2
(3,28) \u.-lxkln_;(n) +\\,L-U-ﬁl“}(m) £ ({R (Iu_lg,ua,n_-\-\m\;)z,n)-t- ﬁ\u»\zlz)_(]_).

Démonstration : Soit 1'expression xﬂ. définie par

X?L = (A {ug~op), e~V ) + %Sagm'@(“h-vt)) U-k"""ﬁ,) s
ol U.,;.Lest la solution du problzme (3.2) et ‘U’,?L est une fonction de Vk .

D'apres le Lemme I,1.1, on a :

.20 Xp > o lug- v%| +3 (M(wﬁ-v&) Lo~V )da -

(o)

Puisque u'ReSt la solution du probléme 3,2, on a :

.30 g, = (Alwmd, i iy + 3 B, ag)as
' AL

Dans 1'expression précédente, on choisit Ty = %4 (la fonction Vﬁ'—interpolée
de W.). Il vient en utilisant les Lemmes 3.5 et 0,10 {(hypoth&se inverse) :

’(Pn,@-) l(“—-"mu), W, - ’L&“'}Lz( )] (?H“a)\“*\: 0 ""?‘1\"’“\2 oon"*?‘l“la A.Q_)

. | ‘Lﬁ""-a}k\ﬂ_z(n) . )

pour 1L -

D'aprés le Lemme 0.12, on a :

(3.31) l(Ao(“-%“)/“%“’Lﬁw%:(n)l £ C {!f“(\uzh)z,n, +|U«\3)1,_Q_)-\ Mg ~2p W \‘LL(.CI) .
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Des deux derniéres inégalités, on déduit :
632 (Gt o (8ol y o + 08, el
. w =T W), Wp ~Rg ’L(Q) < C “+ U'z,z).n."' “’:_,oo,g.* Wy e

o) wy 2t

(oY)

Le Lemme 0,11 permet d'écrire :

.1 S &
{3.33) l Saﬂ((M-B)(w-n&tQ) U-gh"’l%.u-)d-bl < C'%J(Szc-'éﬂ.‘ u\z,t,s> ‘“ﬁ“"&“‘lu-z(an).

Les Lemmes 0,6 et 0.10 entrainent donc :
(3.34) H (M- BY( g ), g ) ou) < C’?..%(l m\%n’r\w\%;blw-"a“'\ﬂ@'
L

Des relations (3.29) a (3.34), on déduit 1'inégalité (3.27).
On considere maintenant le cas ol la matrice F4+P4* est strictement définie

positive, On a :

Les majorations (3.32) et (3.34) peuvent &tre remplacées respectivement par :
(3.36) \(P\(u. R B\ AR+ o)) + ¥l )\
. - Puu')) Wo-"p 0 L4a) < tolWe s 0 31,9 We —Te W L(_Q.)+

L
R el 0l “’*““"“‘ﬂan)} )

b4
(3.37) ‘ égn-a)(m-».&u), We-tp W)l < ¢ & (l u.\zj.z)g)_*\uf\;)z}ﬂ) l%-’%&ln}(}@ .

L'inégalité (3.28) est une conséquence des relations (3.30), (3.35), (3.36) et
(3.37).

Corollaire 3.1 : Lorsque tous les parallélotopes de la triangulation

sont égaux, on a la majoration :

(3.38) \u,-u,h\n}m) < C (%-‘LQQ,\,})R +\u»13),_,g_) +?:’9- t""\l)bo)-o-> .



-108-

51 la matrice M-!-M* est strictement définie positive, alors :

2 .
(3.39) \“"“R\n_’-(_q) +\ u-u_apv\u_,_(aﬂ) <ch (\W\I,m)_ﬂw "'\U“L,,z)n) -

Remarque 3,2 : Les conclusions du Corollaire 3.2 restent valables si

1'inégalité suivante est satisfaite :
E
(3.40) 4 <« i 5

c'est-a-dire si les parallélotopes sont "presque" égaux.

Nous allons examiner rapidement ce que deviennent les résultats précé-
dents lorsqu'on utilise les formules de quadrature (1.5) et (1.6) pour calcu-
ler les intégrales. Tout d'abord, si les coefficients des matrices Ac) oglem
et ¥| sont constants et si le second membre S-est un polyndme de G:Q , les
résultats durThéoréme 3.2 sont valables dés que les formules de quadrature sont
exactes pour les polyndmes de (Qi . En généralisant les résultats des paragra-
phes 1 et 2, on obtient :

Théoréme 3.3 : On suppose que les hypotheses du Théoréme 3,2 sont satis-

faites et que les formules de quadrature (1,5) et (1.6) vérifient

(3,41} E(%) = O pour_tout % e Qs )
(3.42) g’ L‘ﬁ) = O pour_tout '% (= ‘E..':‘. .

Alors si la solution W appartient a MB(Q)nWE’M(f).) et si ﬁ,appartient a
1
W ;‘1(_(1), pour q)'\% , 9241 , ena:

(3.43) | \..L-ll_'v‘“}(—n) < C (&’-(\lml\%l’wu\lﬂl%ﬂ) + ﬁlu.\,},_}n +{_>?’:.|u,\ llw,_o_) .

De plus, si la matrice M+M* est définie positive, alors :

(3.44) lbt'“eu\n_z(n_) "‘"l“"%\u}('an.) <C (ﬂl(“ w“u)_q_"'““'“z,m,n"' “-5‘“1;‘\,.0. ) M

+ JB\UL\,_){)_Q_ ) .

Remarque 3,3 : Les conclusions du Théoréme 3.3 peuvent &tre encore vala-

bles dans certains cas, sans que les hypothises (3,41) et (3.42) soient satis-

faites, comme on peut le constater sur 1'exemple suivant :
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Exemple 3,1 : On repren.d 1'exemple (I,1.2), (1.3.4) :

b3

(3.45) = &% 4 W = g pour > &30,’1[
A

(3.46) we) = w@ =©°

ol encore en posant %"_; =

oo (T8L)-1 D)0

Soit \/& 1'espace des fonctions ((F?\. ) \Pﬁ,) dont les composantes sont linéai-
res sur chaque intervalle ['JC—L)DC-L,\.:L] , avec X.i= Lh oglg 1 , et
telles que (?p"co) = ‘f’&@) = 0 . Soit la formule de quadrature suivante

gxl:fl

L < T

(3.48) e dx = E.'IL_' (ﬁ@c.‘.)-&-i(xcu}) , ©

/N

y
Cette formule de quadrature induit le produit scalaire discret

I-1

(3.49) (\,\,, t{’)& = z;) %Lf ((u.‘-?)(:n;) +(u-q>-)(xt,+1.)) -

On pose le probléme suivant : Trouver (LL&_) ‘U'p._) =3 VR.. tel que :

dw
A N R S A
d 4 d
+ (g —&")& + (3w Tqi‘)& =9 >
pour tout (({)R., \VK) e Vﬁ_’ , ou de fagon équivalente :

4
(3.51) SD (“' %L;L& Yo — %‘?R}d"' + (g -3 )('Pe.,)?b +(""k, Wﬁ_)&= O

Si on pose (u,;,)«r;) Sb) = (&“(x;)) V?\,@":)) g@c;)) , oxtsT
le probléme (3,50) s'écrit sous la forme du systime linéaire :

ATiad — Ti-4 W ‘ 41 < ¢ < -1
TS . ——————— e [ -_— I - =
XN L !
Wy =Nt gy . © , 1$u £T-4
af
U, — Wwio
i C) + au-u —_ & )
8

' _
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. . L&
L'erreur de troncature aux points ¢, , 4 £t = T-4 , est en 0(9\.) et on

a le résultat suivant

Proposition 3,1 : On suppose gue la solution W du probléme (3.4.5),
2
(3.4.6) appartient 2 HHCO/L) et que le second membre g appartient a2 W (.C)_)
Seoit (U.,k)'\)'g\) 12 solution du probléme (3,50), On a :

(1.52) |w u,k\&@ﬁ) +\—CK;"“V¥\/\LT'(0;L) < C (RZ'“LL“H“(OA)*?" | 81 H;@)@) -

. O - d .
Démonstration : Soitolc 1'opérateur ol . On considére
-4 0./ dx

= (db @'U;\ *-q’&,)) Wy~ (b’k)ﬁ-@)i) ”*‘(UJQC‘ ‘bk ) Wi~ (bk)-h. y

oo wi =(ow) b= ) € W -

On a :

2
(3.53) Xp 2 |wy-¢
R - ‘ ) L \ L‘l@,i)
D'autre part, si on pose : A=db +(t i} et U — Lu_) ’U') )

on & ¢

G5 N = (Al 90), 0= ) 1+ Eonm g 6 et
-+ (Q)R)w&“d’&) Q-@-l) — ((b?,-)wk’(be\_){ .

Le premier terme de 1'expression XQ" peut &tre majoré comme dans le Théordme 3.2,
et en remplagant Wy par LW (interpolé de W) on a :

(A o B), wy - d)R)L‘( 1)) el “'“ ' Wy~ P |

(3.55)

ey

D'autre part, on a :

s TA4d
(’51 LP&. (x LP'F")LL(O‘L) ; o{.aQ?x 3@'-@) S ﬁcﬁa d:x) , avec

I-1
(ﬁl\_ =_Z *5 (P?r s ol les (-P? , 4 é§ £ XI-4 | sont les fonctions linéaires
j=t

dans chaque intervelle et telles que L?,;(Df—éa = 56% , ost <L .
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Il est aisé de voir que :

T-4 Y -

(g \da‘\t> < <k \L?"‘\lf(o,:l.)

. et

|R3en-| " 5o o] < < &F (3l
. I..j_d,A

On en déduit alors :

(3.56) )(ﬁ) Uy - ‘f&)pb—(gf“‘.*f%)l}@}), €C R H\H‘@;)\ M cP"lﬁ“@?;l)

De méme, il est facile de montrer en remplagant 'l%}U' par e;k}”“"*’ )-FWU'
que ' ' '

(3.57) \Q‘-RW) W - ¢&>ﬂ_©)1)_.&.“w) w&“q)ﬂ)kl < C 1 “ w “ HJi@Ji) -

Les inégalités (3.53) 2 (3.57) entrainent la majoration (3,52),



CHAPITRE ITI

APPROXIMATION DE L'EQUATION DE TRANSPORT
EN GEOMETRIE BIDIMENSIONNELLE PLANE PAR
DES METHODES D'ELEMENTS FINIS CONTINUES ET DISCONTIRUES

Ce Chapitre est consacré a la résolution numérique de 1'équation de trans-

port en géométrie plane bidimensionnelle(?c—‘é)

f"’%&-ﬁ-)’%"g-q-fu -.—.._3_ poi.:r L”"‘a‘a)*(/‘\,”)enxQ
u(x;‘z/")))):o sur | (39.7(@)- - {LI,I@)/(J?) e x @ J'f‘“"*'m“a <O_}.

Comme dans (5], [26], [:27], [-37], on s'intéresse a la discrétisation suivant
les variables d'espace DC et %Y , les variables angulaires étant traitées comme
des paramétres (pour un traitement global, voir [34]).

Le plan du Chapitre est le suivant :

1) On rappelle un théordme d'existence de la solution, le probléme décrit
ci-dessus étant considéré comme un "systéme" de Friedrichs. Comme au Chapitre I,
on cherche une solution UHLdans un esbace de dimension finie \@L, par une métho-
de de Galerkin. Cette méthode nécessite 1'inversion d'un systéme linéaire de
taille considérable et ne permet pas de résoudre le problime en suivant la direc~
tion caractéristique, On définit alors une procédure permettant de suivre "au

mieux" cette direction caractéristique au cours de la résolution,

2) On définit les méthodes continues et on considére tout particuliére-
ment le cas ol les éléments finis sont des quadrilatéres convexes de diamétres
< PL les fonctions de forme étant construites 2 partir de polyndmes de Gﬂk
On montre que si certaines conditions de stabilité sont satisfaites, l'erreur

entre la solution exacte et la solution approchée, mesurée par une norme L
LY}
discréte est en ()(R, )-

3) On définit les méthodes discontinues [@i], et on considére particu-
lidrement le cas oi les éléments finis sont des quadrilatires convexes: La métho-
de est inconditionnellement stable, En utilisant un "Lemme de BRAMBLE et HILBERT
approché", on montre que si les quadrilatéres ont tous deux cdtés éclairés et

2
sont peu déformés, alors 1'erreur en norme L_ ect de 1l'ordre de ?u ~

4) On décrit quelques essais numériques,
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I11.1 - Position du probléme

On veut résoudre 1l'équation de transport en géométrie plane (J:,-tj_) ,

qui s'écrit sous la forme du probléme du ler ordre suivant :
(1.1) Aw E)&%-{-”%‘{; +Tu =% pour(x,tg)xjp,v) eQx® ,

(1.2) LLLx)'a-)/*) 3)) = O pour (Uf—,‘z)/-‘,”) (= @D-KQ)- J

2
ot {1 est un_domai.ne borné de iR , de frontiare AL . Q est le disque unité
/A:‘-i-))?‘ < 4 et ofl on a posé :

(1.3) G).O.xQ)ﬁ = {(x,-a)xs,a,p) c Mx® ) B-_,-/A"\,,_.\.D"Y\.a_ < D} ;

Ny et “\} désignant les composantes de la normale extérieure a J.LL .

La fonction W Lx, \-}”)\,D) représente un flux de neutrons au point
de coordonnées QX-, ‘3.) » dans la direction angulaire repérée par le vecteur
(f\,))) .+ La quantité U représente une section efficace et le terme K"’W" D)

prend en compte le scattering, la fission et les sources,

Les conditions aux limites (1.2) expriment que le flux de neutrons entrant 1

dans le systime est nul,

En pratique, pour effectuer les calculs, on découple souvent les variables
d'espace (’JC,\Q') et les variables angulaires U-l, ))D » en utilisant la méthode

des ordonnées discrites [1, Chapitre 5], ce qui consiste a choisir un ensemble de

directions angulaires QA'\‘\'\) ”.m_) , Lsm g M et on résout séparément les

équations aux dérivées partielles

(1.5) )k-m, ast.:fs .*.)).-m%u‘;;_'\_ “‘+ G by = 3% pour(ﬂ‘_,!ﬁ)e.ﬂ.)
(1.6 Uy (,8) = O pour (X,4) € T

2

(1.7) 3?9. = %_@L,t})ea_ﬂ_ ))A.m—nx_ +vmm% <,O} ,dgm <M

et

(1.8) U054 = u@c,tg)/*m, Vo )
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pans la suite de ce Chapitre, on s'intéresse & l'approximation numérique
de Y (X, ‘a,) , pour chaque valeur dem. fixée, en utilisant des méthodes
d'éléments finis. Pour simplifier 1'écriture, on supprime 1'indicem et le pro-

pléme continu s'écrit :

L
(1.9) Au= pWAVFE +Tw= pour (,4)eQLC R

(1.10) w(x,4) =0 pour (x,4) € KL

ol
(1.11)  9-5L = {(x,lé)eé_ﬂ_j BE/\"“:;*)’"\\} < O } .

Les conditions aux limites (1,10) peuvent encore s'écrire :
(1.12) (B-—-M)Ub = O sur  OSL )

od, conformément au Lemme I,1.4, le scalaire M est défini par :

M__B sur -0 )
M - B sur 9:8) s avec

—

(1.13) :}*Q = i@:,\g)egﬂ 3 BE/A‘Y\’L—A—V’\'\é >o} R

Le probleme (1.9), (1.11) correspond donc & un syst2me symétrique posi-
tif de FRIEDRICHS, qui se réduit 2 une seule équation et on peut citer le ré-
sultat d'existence d'une solution suivant [13, PP. 382—383].

Théordme 1,1 : On suppose que la frontidre ()] est de classe ct.

Alors pour tout § appartenant 2 HY ) , le problame (1.9), (1.10) a une solu-
tion forte unique W (au sens de la définition (I.1,2) appartenant & Ha'(.Q.) ).

Remarque 1.1 : Le Théoreéme 1,1 peut s'étendre au cas oit la frontiére

est de classe C= par morceaux [38, p. 2411,

Remarque 1,2 : Le Théordme 1.1 est en fait un résultat de régularité
pour la solution du probleme (1,9}, (1.10). Dans le cas gé'néral, la solution
n'appartient pas & Hi(ﬂ) , méme si le second membreﬁ, est trés régulier, comme

le montre 1'exemple simple suivant :

soit {1 le carré ]0,1[x]0,1L (figure 1,1), On choisit 'x-:T-: 41 et on sup-
pose que}\ et sont strictement positifs,

e e e e
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La solution u,(:_(-,‘ﬁ) est donnée par :

v -oe(-3) s YEIPY
(1.14) U«.@-,‘-Q = ‘
L - ol %) m S
\% M
vx;-arﬂy

()~ o

Figure 1,1

Les formules de GREEN du Chapitre I (Lemmes 1,1 et 1.2) s'écrivent ici :

4
Lemme 1.1 : Pour tout W,V € RY(Q) , on a :

(1.15) 50_ (2*33'5_*"35;‘3 +<ru.) vdxdy =£L(..}ﬁa{_ v%%g _|_w)u,o\.xd.!3 +§a9.m,_+vmajw¢ ds

(1.16) LA “w, “JL?: (.Q.) ':"509& }_a%a-\-\)’%% 4-'»1"“..)\.\. d.:.rb} -:LTU}&:J%_ -l-'liin?k'n,, +V “‘3—) ulds .

Remarque 1,3 : En choisissant V=1 dans 1'égalité (1,15), on peut

écrire :

(1.17) & —..-.-S I v L ) dx -_-;Swu,&x +g M VM, U da
[t =f{ri g miey ity g,

ou bien de facon équivalente

(1.18) S ()‘"“x"“”'“-a)“—“ +§{l'u.&xd»a :_.-_S. (}A'ﬂx-{-\h\‘})u.ﬂ +S.3&-_y_d)} .
_ Q-

%S 2 0

Cette derni&re relation exprime la conservation des neutrons,
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Remarque 1.4 : La solution W au point M, de coordonnées (Io)ljo) ne

gépend que des valeurs de 9, S, et W le long de la caractéristique passant par
le point M (c'est-a-dire la droite 1 d'équation gu L&,, +1J(1-7c..)== O )

et en amont de ™M, , c'est-a-dire pour (5% )& tels que l'eon ait :

}4(1-1,) < O
Les deux remarques précédentes vont jouer un rdle fondamental lors de l'approxi-
mation numérique du probléme (1.9), (1.10), En effet, on essaiera de définir des
schémas numériques tels que la conservation des neutrons soit satisfaite de fagon
discriete et tels que la solution approchée l-lﬂ_puisse gétre calculée en suivant les

directions caractéristiques {i.e. en suivant les neutrons).

Pour approcher le probleme (1.9), (1.10), on considere une triangullation
€ de £) en éléments finis K triangulaires ou quadr:.latéraux, de diamétre £ R
Lorsque 1'élément K est un triangle, on suppose qu'il est 1 image par une trans-
formation affine inversible F d'un triangle de référence K {en général, on
choisit pour K le triangle rectangle isockle dont les cdtés de l'angle droit
sont de longueur égale 2 un), Lorsque 1'élément K est un quadrilatére convexe
non dégénéré, il est 1'image par une transformation FK appartenant 2 (Q.LB
carré de référence K [=4, +1:] x{=1, +‘L]

A chaque élément WK de gﬁ_ , on associe un espace de dimension finie

tel que :

-i
(1.19) BK ={ g:%oF\( .) ﬁ_ € E&l dans le cas triangulaire
(1.20) EK = i p=13e F‘:i' ) ? € Q&} dans le cas quadrilatéral.

On & 1'inclusion @

i
(1.21) P, € H () S
Posant \I\/?b = S PK , on a 1'inclusion
Keﬁh
(1.22) w, < LU _
FaN

Si les degrés de liberté des éléments K. sont choisis comme dans 1'exemple 0.1
dans le cas triangulaire et comme dans 1'exemple 0.2 dans le cas quadrilatéral,
et si on note V’k le sous-espace de W?L des fonctions continues aux noeuds de

la triangulation, on a alors :

(1.23) v, C H¢(Q\m Co(ﬁ}
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On note Xkle sous-espace de Vﬁ défini par .

(1.24) X?\_ = i‘\r& & Vﬁ_ 3 Ty = (®) aux noeuds appartenant 2 B_Q.}
On rappelle les notations suivantes :
R, = diamdtre de K
f\( = Bup idiamétre des cercles contenus dans K}
(1.25) - o, K;"““‘“‘ = angles de K , 8i K est un quadrilatére_,

Z, = distances entre les milieux des diagonales de K, si
: est un quadrilatére,

Dans toute la suite du Chapitre, on suppose que les hypothdses (0.68), dans
le cas triangulaire et (0.69) dans le cas quadrilatéral sont satisfaites,

c'est-3-dire qu'il existe une constante C indépendante de f telle que :
(1.26) ‘?\.K £ € Py pour tout WK € @,FL
et une constante X indépendante de P._, avee O < ¥ < 4 ~, telle que :

(1.27) m™ox "-M(eu K)l }( pour tout quadrilatare K E‘g

4eigy
? AN
Oy : +1 a
4 QL ' e'L,K
Ok
A )
K ' FK \
/
/ K
-1 2
3
By«
, a,
a, -1 &,

Figure 1.2 - Elément quadrilatéral
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71
'&3 Oy
F
% K —
K
Oy
N Gy
N P4
&, &, 3

Figure 1.3 - Elément triangulaire

- Comme au Chapitre I, il est possible d'approcher le probléme (1.9},
(1.10) en utilisant une méthode de type GALERKIN, Pour cela, soit Vﬁ (on peut
choisir par exemple ng = x& ) un sous-espace de dimension finie de Hi(ﬂ)

on cherche Vo & Vﬁ, tel que :
(1.28) Sﬂy&% A T vy __3; gmﬁvn%)%vﬁaﬂ _o

pour tout ’\J‘“’ GV'L .

On & le résultat suivant dont on rappelle ici la démonstration,

. Théoréme 1.2 : On_suppose que vr(_-x.,%) >d> O etque g appa?:tient
2 L_(D_) . Le probleme (1.28 a_une solution unique W, € Vﬁ. et on a :

(1.29) | uﬁ‘ﬁ{ng < C\%\g{g)
Démonstration : On pose
Y(’U‘,&) = S_Q_(fk 'B%rit +v3_é_v§ +T"’"¥u)'\3"ﬁd°¢&a. _i (/wn,_ +v1\.a,)-\r; ds .

D'apreés le Lemme 1,1, on a :

L L
VL“WA:SO'T'\T“' thr.&g. + %g l)wa+vm3]-\rﬁ_ 4 J
WL
ce qui entraine 1'existence d'une solution approchée unique Ll.ﬁ-pour le pro-

bleme (1.28). D'autre part, on & :

Y (“‘IL) = [ﬂ. g‘*&.d‘“-*‘} € }2'\ t(g_)\ \L&lL‘-L_Q_') )

d'od 1'on dédvit la majoration (1.29),
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Remarque 1.5 : On peut toujours se ramener au cas ot on a

V‘(x.,ta) >4 > O |, car en utilisant le changement de fonction

w= o (0 3)w)

1'équation (1.1) devient : :
PR VR et ) - o (ag )

Lorsque les cesp.eu:es_.EK ,» K eﬁ’& sont choisis comme en (1,19) ou (1,20), et
1'espace Vﬁ. est construit comme ci-dessus, les résultats du Chapitre I para-
graphe 3 permettent d'énoncer le

Théorzme 1.3 : On suppose que les hypothases (1.26) et (1.27), ainsi

que les inclusions

2 N

(1.30) P C Ek lorsque X est un triangle
~
K

st un carré

fay
(1.31) P C G\)R lorsque

sont satisfaites pour un entier %, > 4 . Soit u_& [ Vﬁ_ la solution dy

probléme (1.28). Alors si 1a solution W du problime (1.9), (1.10) appartient a
Rad ~

H7(), ona :

(1.32) Iu_-—u.?u\ < QR_&'I u.\ .

L (o) ke Q
De médme, les résultats obtenus au Chapitre II paragraphe 3 s "énoncent, dans 1le
cas de 1'équation de transport,

Théordme 1,4 : On Suppose que le domaine {1 est un rectangle triangulé
. A
en rectangles égaux, que 1'hypothase (1.26) est satisfaite, et que P = Q'L .

Soit Wy € VIL la golution du problame (1.28), Alors si 1a golution . du pro-
bleme (1.,9), (1.10) appartient 2 H3(ﬂ) , On a :

1
(1.33) — .y .
| * R’l L!-'(-Q—) * I * R"‘:(aﬂ) s < R. “ u‘" 3,8, 4L

Remarque 1.6 : Lorsque les inclusions (1.30) et (1.31) sont satisfaites,

on peut remplacer Vi par 1 dans 1'égalité (1.28). Appliquant le Lemnme 1.1, on

obtient la relation de conservation des neutrons,

(1.34) Mo 4+ UV, )\L da 4+ v o = = Mo+ UM )LL da +g e -
Smn.(’» 8 )y il%‘b} Sa_ng.u LY Q_@‘“&

Remarque 1.7 : Les 'Théorémes 1.3 et 1.4 et 1la Remarque 1,2 montrent que

dans certains cas pratiques, il peut atre inutile d'utiliser des polyndmes de
degré > 2. ., on trouve d'ailleurs une remarque semblable dang [43, page 10].

L i s i £ ot e



S

it

-120-

1a résolution numérique du probléme (1,28) nécessite 1'inversion d'un
gysteme 1inéaire dont le nombre d'inconnues eat égal au nombre de noeuds de la

triangulation. La matrice du systéme n'est pas en général bloc triangulaire et
on ne peut pas résoudre en suivant la direction caractéristique. Au contraire
jans les deux paragraphes suivants, nous allons approcher le probléme (1.9),
(1.10) en s'imposant le principe suivant :

goit ﬁﬁ. une triangulation de ﬁ_ en éléments K , On pose :

(1.35) 9-X QMAPQ*.K): {(-x,%)e'}\( )j"'“'&,\(*v“‘a,x <0 (wp.)o)}

ol ’T\-:L/K et '“‘3,0( sont les composantes de la normale extérieure a Ik .

On calcule la solution approchée \Up sur un élément K que si

(1.36) on connait déja la valeur de\lg sur la portion éclairée 9-K de
1a frontiedredW :

Le principe (1.36) peut permettre de résoudre le probieme (1.9), (1.10) en
suivant approximativement la direction caractéristique, On rappelle maintenant
la démonstration d'un Lemme [31, pp. 15—19] qui montre qu'il est possible de
calculer la gsolution approchée sur tout le domaine LL , en s'imposant le prin-
cipe (1.36). ,

Lemme 1.2 : On peut classer les éléments K de f’f\. dans un ordre
\44,\,(,” ce ey Yy tel gque pour tout 1 )4_95 < N , chaque cdté de K,&

contenu dans Q_KQ’( est solt un sous-ensemble de 3_C) soit un sous-ensemble

de J,¥K_ pour un indice L€y -

Démonstration : On introduit tout d'abord quelques notations. On dira

que 1'élément |K est frontalier g'il a au moins un cBté inclus dans 2L, et
que 1'élément K est semi frontalier s'il n'est pas frontalier et si au moins
un de ses sommets appartient & 3_0. . On numérote dans le sens des aiguilles
d'une montre les éléments frontallers Kd’) K", . ,K,L correspondants & 9_C1

Figure 1.4
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Lorsque deux &léments frontaliers successifs K et KH n'ont pas de cdté
commun, il existe au moins un élément semi frontalier entre K" et KLM On
dit qu'un coté de K. (resp. K ) est attaché a K ok (resp. K ) 8l ce cdté
est soit commun 2 K' et K byt , ou bien s'il est un sous-ensen;ble de 1'union
des cdtés des éléments semi frontaliers situés entre K et Kt (figure 1.4).

Nous allons montrer malntenant qu'il existe au moins un élément fron-
talier K tel que 1'on ait  3-K C 2.CL . rour cela, supposons que

¢ 9.} pour tout i=4,...n et montrons que l'on aboutit A une

contradiction,

On consididre le premier élément frontalier K4' et on utilise les nota-

tions de la figure 1,5

' Figure 1.5

Dans le cas triangulaire (resp. quadrilatéral), le coté Lo, 0, ]
(resp. (o, ayf ) de K* est un sous-ensemble de ¢ K* . sinon K* ne serait
pas le premier &lément frontalier de 9-{l , Ensuite, le cdté (oo, de W*
qui est attaché a K" est inclus dans '3.‘(4 . Sinon, on aurait

Akt = [Q-a,,a-g] C )—Q, ce qui a2 été exclu plﬁs haut, On en déduit que
le cb6té de K" qui est attaché 2 K* appartient 2 Jd4 KL + Plus généralem'ent,
on a la propriété suivante, pour tout L= 4, - -.— y -1 : le cbté de K" qui
est attaché 2 \"\L" est un sous-ensemble de ?).K et le coté de K" qui est
attaché a K" est  un sous-ensemble de K" 1. On consid2re maintenant le

dernier élément frontalier K et on utilise les notations de la figure 1.6,
St 3

Figure 1.6
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pans le cas triangulaire (resp. quadrilatéral) le cBté [917 ;} (resp. Eld H] )
de K® est un sous—ensemble de 'Bf-K . De plus le cbdté [u*)ng est aussi un
gous—enlemble de O+ K . Sinon !( ne serait pas le dernier élément frontalier
de 9.C1 . on obtient donc 2-X ezfoﬁqadij C_ 3L , ce qui a été
exclu plus haut, Il existe donc un élément frontalier K tel que J_-K C_o.(L
Maintenant, soit K, un &lément frontalier de 2.{) tel que 9-K, C 2.2

on définit = - Il—(\|<1 - .
chaque face inciuse dans -1, est soit un sous-ensemble de 23-L1 , soit un
gous—ensemble de 3« W4 | D'aprds ce qui a &té démontré précédemment, il existe
un élément frontalier Ke correspondant 2 'B._Q,,_ et tel que o-K, C_ - Qi
etc. En réitérant ce procédé, on prend en compte tous les &léments de et on
obtient un classement de ces éléments dans 1l'ordre \<4JI<L) SRR P(N tel

que les conclusions du Lemme 1,2 soient satisfaites,

2-Q
Q)‘*P')
—_—
Figure 1,7 -~ Un exemple de numérotation
Remarque 1.7 : La numérotation des éléments 1, - --- N n'est pas néces-

sairement unique, comme le montre la figure 1.6. Ceci est d'ailleurs le cas dés
L
qu'il existe au moins deux éléments frontaliers Ki et K relatifs a o-{L et

tels quei :

2% C 0L et AKEC 20




-123-

111,2 - Méthodes d'éléments finis continues

On définit les méthodes continues dans le cas général ([27], [30], (z2])
et on considdre ensuite particulidrement le cas ol les éléments finis sont des -
quadrilatéres convexes, Si les &léments finis sont des rectangles et si 1l'espace

Py des fonctions de forme est l'espace P, (resp. Q4 ) on retrouve le schéma
DSN [22] (resp. SNG [21]). On envisage ici la généralisation au cas ol les qua-
drilat2res sont quelconques et (ou) l'espace EK est construit & partir des poly-
némes de (D& , et on montre que si certaines conditions de stabilité sont gatis-
faites, 1'erreur entre la solution exacte (supposée suffisamment régulizre) et

%g+t.

la solution approchée, mesuré&e par une norme discra2te, est de l'ordre de

Soit Qi'une triangulation de {L en é&léments finis K et soit.PK un espace de
dimension finie défini sur K ‘pour K G'QR_ . On pose

My = nombre de noeuds de K non situés sur 3K
My
On se donne un ensemble %‘Ui}k N de fﬂK fonctions tests linéairement indé-

pendantes,
Définition 2.1 : Méthodes continues : On cherche Wy & EK , tel que

2.0 § (pug-§) vy dxdy =0 , pour 1€4 € My
K
(2.2) We donné aux noeuds situés sur K

En pratique, on est amené & calculer les intégrales intervenant dans

1'égalité (2.1) de fagon approchée en utilisant la formule de quadrature :
Nk
(2.3) SK G dxduy A %-—4. Wik (byx) y

ol les points b{:K appartiennent 3 K et les poids w?,K sont positifs,
1<% < Nk
L'équation (2.1) s'éecrit alors :

N
I A [CT LIS R

L
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Lemme 2,1 : Une condition suffisante pour que le schéma (2.4) satisfasse

de facon discrdte une propriété de conservation des particules est que les trois

—

hypothises suivantes soient a la fois vérifiées :

amantlrate

(i) La fonction constante est une combinalson linéaire des fonctiong

Ay

3, 153 < My .

(ii) L'intégrale SK UAB%J}* .\.v}s‘%h) d.—x.é"%_ est calculée de

facon exacte, pour tout Vi € EK .

(1ii) Pour tout Vp € EK et pour toute face incluse dans 3K,

1'intégrale de Vi le long de cette face est entiérement déterminée

par les valeurs de 'U“?L aux noeuds situés sur cette face,

Détermination : b‘aprés 1'hypothése (i), on peut remplacer ’U'-é par la
constante un dans 1'égalité (2.1), et on a : '

N«
(2.5) ;2__ wek (Mg~} )(bey) =0 :
=4

D'aprés 1'hypothese (ii), 11 vient :
Ny

.(2.6) SK (/b\ ‘a-%zx +V?'_a§_"5.&) dx&'& + ;.L wQ,KLTLL{_g‘)(btJK) =0 Y,

ou ncore : )
Ny
(2.7) S}M gf‘\"'\ac_ +V Ty Jhp db gﬂ_ wy (g ) b{,v() =

'NK
- _ - o b .
i_KQflm +)}“33)qudﬁ ~+ %%;l Eﬂ{ %( EK)

L'hypothtse (iil) et 1'égalité (2.7) expriment de fagon discréte la conservation

des neutrons.

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que le domaine.ﬁ. est trian-
gulé en quadrilatéres convexes K de diamtre <R (figure 2.1) tels que d'un
sommet appartenant & {)_ soient issus quatre cdtés, et on fait 1'hypothise
(de stabilité) suivante :

Tous les quadrilateres K € @"?\, ont deux et seulement
(2,.8)

deux faces éclairées.
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~ L
Soit FK € (Qi) 1a transformation qui envoie le carré de référence
R = [«1,+43 x[—‘l,-«-ﬂ sur le quadrilatére K (figure 2,2), on a, en posant

o) = FK(-SJV) :

= 4045 )(y)my + g @-8)B47) %+ UE-S)(p)n 4 Jasfa-y)=y

(2.9
4

A1) + £ (4-5)24) 9 + (-3 +4(403)(8)3y

ot les (DC;,‘J&AL) sont les coordonnées des sommets Q. ):LéC £4 du quadri-

latzre K

Y f\‘

)

Figure 2,1 - Triangulation satisfaisant

1'hypothése (2,8)

2 o
o A
8 2 ai
-~
o .
r "~ 7
(La Q_s
A
~ A
% aq a,
Figure 2.2

wY

a
a 4
Qg 5
K
O ag
O
Qs g Ay
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On considére dans ce paragraphe deux éléments finis quadrilatéraux

décrits au Chapitye O :

Le quadrilat2re de type £, caractérisé par le triplet (K/ ZKJ‘D‘K.) oit,

o~

' 2 | .
(2.10) ZK = ¥, (Ek) ) L:Jﬁétant défini en (0,55),
® -1
@10 Be = le=2fc ;5 ¥2eq } -

) ? .
Le quadrilatére non conforme, caractérisé par le triplet (K) ZK) EK) oli,

. ' 3
(2.12) 7 = {Q;}Es )

K

) N -4
R A e L A

et on a la relation : . |
(2.14) plag) + p(oq) = plas) + plag) = Lpla) -

' % )
Comme au Chapitre O, on définit l'espace V?\, (resp.\/h) des fonctions dont la
/
restriction 2 chaque élément K appartient 2 EK (resp. EK ) et qui sont conti-

pnues aux noeuds de la triangulation, On a l'inclusion :
& - A
Ve C C (Q)ﬂ H (.O.> )
& e
mais en général, on n'a pas 1'inclusion \J/&, . C (_Q_) .

On pose :

% 2
(2.15) x& (w? -_ X&) - gp’aGV& Rm‘,_ Vﬁ’)jv&=o aux noeuds situés sur)..Q.}

Lorsque 1'élément fini utilisé dans la méthode continue (2.1), (2.2) est
le quadrilatére de type £, la relation (2.2) et l'hypothase (2,8) impliquent
que l'on connaisse déja 2% +1 valeurs de la solution approchée “’%. Il reste
donc un nombre d'inconnues é&gal a @+1)L—L’(z—i = ?: = Qe f&"i .

On peut choisir 1'espace Eﬁni comme 1'espace des fonctions tests,

Lorsqu'on utilise le quadrilatére non conforme, deux valeurs de la solu-
tion approchée sont déja connues (figure 2,4), et compte tenu de iz relation
(2.14), il reste une seule inconnue 2 déterminer. On choisit (pour satisfaire
1'hypothése (i) du Lemme 2,1} la fonction test égale 2 un,
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/’Q";V)

Quadrilat2re de type k (k=3), 9 inconnues

Figure 2.3
Quadrilatére non conforme, 1 inconnue

La formule de quadrature (2,3) peut &tre construite de la fagon suivante,
On se donne sur le segment [—1,1. 4] 1a formule de quadrature :
+ 4. ) & ’
(2.16) (7 1@ as ~ 2. V3@ )
v=4
od les q; ,4¢i sk , sont les abscisses de GAUSS LEGENDRE [17] et lesW,
sont les poids (positifs) tels que la formule (2.16) soit exacte pour les poly-
. A
ndmes de E-L&-i . Sur le carré K , on peut écrire la formule de quadrature

suivante, exacte pour les polyndmes de QL&-L

’ +1 44 &‘ -~ .
(2.17) g Si $6,7)483 ~ bzi Wl §G0%)

o~ "=

et sur 1'élément fini K s il vient :
. 'Y . _
¥
(2.18) SK e,y Y docdy, w %_-_ Wiy &(%‘:ﬁ) )
JA=

A A K. &~ :
wig o= Jelgo9) W, 9oy = K [%C*&) » & ’(‘30%) .

On peut maintenant définir les méthodes continues suivantes :
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,
schéma 1 (Schéma DSN généraligé) : Trouver We € X& tel que :
P ——— T i s S T———r———

(2.19) aure. K (Awk-g—>((7\4) - O , pour tout K € ﬁﬂ‘ J

olt (‘pk désigne 1'image par F, du point de coordonnées %= N = O, ou de

facon équivalente :

(2.20) LALL@L-—g)(GK> = © » pour tout K & ﬁ%,

h .
Schéma 2 : Trouver U, & x-ﬁ, tel que, pour tout K € @ﬂ_

(2,21) g (Au\.&—g) Vo d::ccl'a_ = O -, pour_tout Vg € Ei-i .
K

%

Schéma 3 (Schéma S.N.G. généralisé): Trouver uae XP\, tel gue, pour tout KE@_R'
. & K ¥ k-3
(2.22) 625,1 Wed (@‘*a-@)"”%)(‘kaé) =0 » pour tout vy & I
&= - : '

ot de facon équivalente

(2.23) (Pswk—g)tg‘f;) = 0 , 42¢,4¢ %

Remarque 2,1 : L'équation (2,22) se déduit de 1'équation (2,21) en uti-
sant la formule de guadrature (2,18),

On peut écrire de fagon explicite le Schéma 1 et le Schéma 3 pour R=4

en utilisant les formules suivantes :

A ) a7

.26) I W o £ ag[? _ 3_3; 33 ,
A -

(2.25) J‘K 3_‘)1{3 - - B_v’u; +’a;- ’aag )

on  G(3,9) = vixy) ,avee (1,4 ) = Fr(3,9) .
Le Schéma 1 peut encore s'écrire, sur chaque quadrilatére WK de sommets
ol =fxi,40) ,4£0 €, avee Wy (0L )= uy , 5=st=<9
(2.26) Lug—%)()ﬂwm ~9 -4y ) - M xa 4%y -wg»xq» -+
+(os - g ) AR T T Y3ty )+ V(- "'x$'+x‘*)) +
# (Gam9) (- 24) 43, -9 1)) (vleg)us ~§ed)= 0,

(2.27) AL+ u"'s = U——s +u--_-'( = ?‘U"ﬂ
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En particulier, lorsque le quadrilatére { est un rectangle dont les cdtés O, Q.
et a,a; (resp. o, @, et ®,0, ) sont parall2les 2 l'axe des'y (resp, desx)

et sont de longueur égale a A'ﬁ' (resp, QO»c ), il vient :

(2.28) P ‘_’“..?K‘:.E_"_ “+ V "'_5.5‘.‘.&1 + T(ag) vg = 33) ,
* ‘%
Wg -Ug = Up by = 2.\1.3 )

ce qui n'est pas autre chose que le schéma D.S.N. ([21]).

Le Schéma 3, pour % =4 , peut s'écrire, avec Uy (a)) =u 1<isy
(2,29 (ug -u,) (/:..(tg,__gu) -~V (m_xq))-+Lu,_-ug)(.;)t(=;t-‘33) .+.y(_x¢'_%)) +
(=2 )2 m) (85 -9) (ma-x) 5as) sttty ﬁ(%>>=°

.Lemme 2,2 : Les schémas 1, 2 et 3 satisfont les hypothéses du. kéme 2,1 ;

la conservation des neutrons est donc vérifise de facon discrite,

Démonstration : On considére d'abord le schéma 1, Les relatioﬁs (2.24)

et (2,25) entrainent que l'expression JK (}\ -5 .‘.'})3"&) est un polyndme
de (J, pour les variables 3 et ¥ . On en déduit que I'hypothése (11i) est satis-

faite, c'est-a-dire :
; ? ar 3
WKQ& %ﬂ. " v%*.g&)((,x) -_-_,-S;{ &.\ T LV %&) dchy

)
pour tout "V, € EK

' p
D'autre part, le long d'une face quelconque de K , toute fonction Ty de EK est

un polyndme de Ed. et l'intégrale de Yy le long de cette face ne dépend que de
-1a valeur de Vi au milieu de cette face, et 1'hypothese (iii) est satisfaite.
Pour le schéma 2, les hypoth2ses (i) et (ii) sont évidemment satisfaites, D'autre
part, la restriction d'une fonction Vj de F&L a une face quelconque de 1'é&lément
i{ est un polyndme de degré £ . enti2rement déterminé par ses valeurs aux

noeuds situés sur cette face, et lﬂ'hypothése (iii) est ainsi satisfaite,

Lorsque Vy & E?: , l'expression Uy ('/*'é—;_;’La*.v? ) est un polyndme de

Q%. dans les variables % et Y . la formule de quadrature (2,17) étant exacte
pour les polynbmes de Ql&-i , on en déduit que l'hypothése (ii) est satis-
fajite pour le schéma 3, c¢'est-A-dire :

Y
®
zéi Wig ({.'é%%*vmxbw) _ (/\'th*'v}:.%’é\)dx_&% )
Ly

pour tout K € E . L'hypothese (iii) est vérifiée comme dans le cas du

schéma 2,
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pour donnexr des résultats d'existence et de stabilité des solutions des schémas

1, 2 et 3, nous avons besoin de définir les normes et semi normes discrites sul-
L

vantes °

On définit | - ‘*LK a et | - \% R par
22 )

& w WL
e = 2w EEE)

u,i-..'l

2 L
Y ﬁzéi& | \&,K,& )

et on note ( * ')’&,K,& et ( sy -)&)&- les produits scalaires corres-

pondants. On omettra 1'indice & toutes les fois qu'il n'y aura pas ambigulté,
soit S une face quelcongue incluse dans la frontidre L1, On considere

sur 5 la formule de quadrature, exacte pour les polyndmes de Pn,__,_ , utili-

sant les points de GAUSS-LEGENDRE B, , et les poids W correspondants a¢ieR
%
g n v 2 Wi iB)
v

on définit < - >{>\ S & et < . '>? B par
F o] iy

LB % i

< "T>%.,S,?:_ = ;2_.,-_:1 W Q\r(BL)) )
1 L

L VO = 2 <V, su

SCHL
et on note < - > et < - - > les produits scalaires
S 2,5 % 2 &’\,&.

correspondants,

On congidére les hypothéses suivantes :

Hypotheses Hl : Pour tout élément W € €-P|, , on & 1'inégalité
%
(2.30)  Z, €chy .

Hypothese H, : soient A, , 1< L ‘1) les sommets- d'un élément quelconque
K de ﬁ-& , on a les inégalités :

(2.31) l}‘(‘h""ﬁt*%;“‘éq) —V(mg_»'LL+13-nc.,)\ <
< Gy \'}‘(‘34-"'1\!4*‘31."’33) N1 € - +at.,_..15)\ ,

-

(2.32) \/‘*L"hu'ﬁ-ﬁ'ﬁs ~Yy) =V (xq-o s .ﬂx,‘)‘ <
< G Q"—K ‘/"(‘34-‘&; +‘éq-‘i'§)wv(°"4‘1&+m‘i‘—15)} )
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pour tout K € gg‘_‘ , la constante Co étant indépendante de ‘@a_

Remarque 2.2 : Soit A_un réel tel que o < h, < %
. 1]

H, implique que si on a N < R, s les deux angles formés par la direction carac-
2 —_— —
téristique 9»\ ,V) et deux cdtés opposés Ay K,_ et A, Ks (ou ALAy et AJA,

sont soit de m@me signe, ou bien sont tougs les deux égaux 2 zéro, Cette hypo-

. L'hypothése

thiése n'est pas équivalente & 1'hypoth2se (2,8) et permet de prendre en compte

le cas ol un élément a deux cBtés paralldles & la caractéristique.

Lemme 2,3 : On suppose que !'hypothese H, est satisfaite et que f est

suffisamment petit, les sommets Q. -_-(ac.:,%(;) ;42 gy d'un élément quelconque

K de ﬁ‘tmvent toujours &tre numérotés de telle sorte que les cotés éclairés
soient a,d, et G,Q, (figure 2.3).

Pour tout vy € X;L s on peut alqrs. écxire, en posant v ="V @L;)) 540 e ®
(2.33) L oanme K ( (}A 2.’_‘)1.’3 + VY 33‘%?\.) '\J".g) (_\(’K) = :

A-3Ch :
208 (bt eax) W

‘\ -2Ca R.K

+ —— (/* ('}L-‘é».\) ~ V(.- ;r.,,_)) -u-; +

o I c-- “.K

A+ Co iy
A = Co h

(/" M3 -4} - V(%“"*L)) Ve o+

4+c—o%-K

"'m(/‘(‘ﬁ«'h)-“v(*-‘t*’ca) vy )

ot C, est la constante intervenant dans 1'hypothése 2.2.

On_en déduit que le schéma 1 a une solution unigque U-?‘telle que :

4 .
(2.34) lu‘"‘"&:\. “+ < ljx'\-\,_ -\-v«\%] * U\,R>¥L’1 < C,\Sl b

1

7

ol I1a constante C est indépendante de % .

Démonstration : En utilisant les notations de la figure 2.4, on peut

N )
écrire pour tout Vy & Xj

(2.35) owne K (g[‘ ‘a%f' *Vé;_ggﬂ'&)(ﬁk) = éﬂ.%(fk L+t#‘ﬁ{.)_v(x.;\.1-;c;,))v;q +
+ '3[( ( }*(‘31"‘31_*%3 “éq)—v@-.a.-x,_.\.x_b_x“))(@.s_ 1)1-&‘73—"3151-) ,

oli on & noté Xg= Xa , YBs =94

ot sivntis per
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porsque 1 'expression /“(‘%4."3;.-\'“1; ‘3-1) —V(’Lt =P Xy -'x-*f) est positive
(resp. négative), on majore le terme QTS_‘U“) par L Vg « v

(resp. (e -"‘"1-) par L“} +LV’+ ).

1'inégalité (2.33) se déduit de la relation (2,35) en utilisant 1'hypothese H
jnégalité (2.31) (resp. 2,32)),

Lorsque l'on a TQ‘-:‘&) > ®X > 0 (et on peut toujours se ramener 2 cette situa-

2’

tion d'apr2s la remarque 1,5), on peut écrire :

LN a
(2.36) SK Tv?t dxdy > C ?"K b-"(("K)) *

En combinant les inégalités (2.33) et (2.36) pour tous les €léments K de ¢
on obtient, en remplagant 'U“& par U—n.

L8 L
\\L&\.Q\_’L + <t/‘“"-*v‘“‘3\ u’!\.'>{14_ < C \(‘gluk)%,i‘ )

d'o 1'on déduit l'existence de la solution “g_et la majoration (2,34),
~ Remarque 2.3 : L'hypothése Hl n'est pas en général suffisante pour garan-
tir la stabilité du schéma 1, comme le montre 1'exemple décrit sur la figure 2.4

QL " o"‘*L
“’L < = (JK_ ls
o & -

M
Figure 2.4

La direction caractéristique est parallile au cdté 0, Q, et le quadrilatére
est treés voisin d'un rectangle. On a 1'égalité )A &.,-"33,\ -—)}El:.-ia.) = 0
On en déduit que

oo (1 R RNed > et Va4l
+ i,: (f—‘(‘ﬁt’ '34-) ~ V(% "‘c“-)) v;- - '!f_(/‘@'s"h) - V(-"‘.s"“-h)) "I‘: :

4
Le terme L’U'q --U“g) nous empéche alors d'affirmer que le schéma 1 est stable,
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On va considérer le schéma 2 dans le cas ol le domaine {] est le carré
YO, 4]L , triangulé en rectangles K{m 3 cdtés paralliles aux axes, de sommets
Aq_,m, ’ pl{.‘.d_)m s At,'mu. s Agﬂ_)mﬂ , ol Atm est le point de coor-
données ¢y = ¢ 8 ‘a,,“:—m.ﬂzé_ , osgt<gl , ogm=s ™M , avec
LAx = MA!& =1
Soit K un élément quelconque de ﬁ&. A toute fonctionV de LL(K) s On
assocle sa projection T\-K V-  définie par :

(2.37) S L'U" — Trt 'U') W d'ac.dla = 0O ) ¥ur = Qp‘_ .
K

ﬁg.‘_,

1 _n_l
A toute fonctionv de L (I‘EJQLC-FI) , on associe sa projection 1l VU défi-

nie par :
Xees &
e .
% 1 SN
On définit de méme Tr.,(} o, A partir de Vv & \_ (‘é-m)‘ﬁ«n}t) . Soit mainte-

nant une fonction 11’(1,%.) continue sur Kg’m s on peut définir les projec-

tions (‘Tf: '\J') (‘3) et QT; ‘U‘) ('L) & Y} et X fixés, respectivement, et
on a ;

R % & k
(2.39) TTxTTv- = Tr T, v =17 - .
‘é % . KB-m.
8 k3
Enfin, 4 toute fonction V-de L (.Q.) , (resp, de L @;l.) ), on associe sa pro-
jection TT;_{’U‘ (resp. TT&'U‘ ), fonction dont la restriction A chaque é&lémentK

. B *®
(resp. intervalle 3, e, [ ) est égale 2 TFK v (resp. TV v ).

2
Lemme 2.4 : On suppose que le domaine {1 est le carré L]O, 1[) , trian~

gulé comme ci-dessus, Le schéma 2 admet une solution unigue U-&telle que

c|g)

Bea) S )

(2.40) \-IT&_"L\L&‘ \L"(ﬂ) -+ \ (/A'\'\x -\—v'r\.é\AJL(TT&-t\L%)

ol 15 constante . ne dépend pas de S

Démonstration : Dans 1'égalité (2.21), on peut remplacer Uy par _‘Tﬁ 1&&_

soit :

SK (P‘kag) Tr‘ﬁ-i W dacc\-le ) , pour tout Ke*@@e‘_-

Pour toute fonction '\?‘&_de Qﬁ, Qf;l_g. est un polyndme de degré $'V’&-4- en 2C
et de degré £ L. en ‘é . Il vient donc :




O e
.

6 AR 02 TR 8B i AL ool T, o T e

“134-

sl 2o sty = 2T oy =ty )
4 12}

d'ol :
| W)y = {157 2 )M ) ety

4
D'autre part, on montrera aisément que pour toute fonction v &€ C (\() )

on 8 . &
k- -4
-3— JL’U‘ = Tr ar -
2 Y W

Deg deux derni2res égalités, on déduit, pour tout Ve & Qg,_
R-1 Rt
2 ; o
S« 2 (T, , V) dedy = SK 2 (TTh g ). Try vy, ddy

On a donc :

51

(2.41) SK (A‘*ﬁ)w&_i‘*adx&g _;/LSK %L@-a-tuk)ﬁ'[a uﬂ’)gxa& +

o] )W sy eofim i chrw

En sommant les &galités telles que (2,41) pour tous les rectangles du domaine {1

et en utilisant 1'inégalité de SCHWARZ, on obtient 1'inégalité (2.40),

On considire ensuite le schéma 3 dans le cas ol le domaine (). est trian-

gulé en quadrilatires convexes quelconques satisfaisant 1'hypothése (2.8).

Lemme 2.5 : On suppose que les hypothéses Bl et Hz sont satisfaites,

Alors le schéma 3 a une solution unique u."telle que

. 4/
P4 2

ot la constante C ne dépend pas de o

Démonstration : On multiplie l‘égalité (2.23) par l'\'“.('%"r‘&)w et on

somme pour tous les indices L et -& ,@ <R . I1 vient :
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-&.
(2.43) 03 (Au,o‘ g) u.%‘(% )

< a =4
pour tout K_ € @a‘

Soit F la transformation définie en (2,9), On définit :

Re(5,7) = waloy) ,  avee &x,9)= F(,9)

" En utilisant les relations (2, 24) et (2, 25)‘ oh peut'écrire :

LS K " ' |
X -::{:i.tr":‘i u_'l'a’af's&( g) %1 ( (.%E&% % éﬂ)) (%u)%a)

On a : _
o _ ‘
B IR A I JC PR M R -4

Le polyndme ’u:%_ 3_16%5 est de degré"si.%j-d. pour la Avariable. 2,

Les 3. ,1<c £ %, étant les abscisses de GAUSS LEGENDRE, et
les W d.gc < &, étant les poids associéa, 1l vient :

+4
Wi W (U— %ﬁ, 3;;>(%b)%ﬁ dl.? @1"‘%1'%}"%")%1@1‘5}&" '%Sa&)(s)%z)ds*

ﬁ?-i
|I

+ 4 (9092091 -94) Z— wo W (“k $’>(%"’%'3)

D'autre pgrt,_ on a :
- : _ : & I ‘
3 (a9 —95-94) 22 Wy S (&4 %33& )(3, 1}5)&3 =
=1 -4
= :}1‘(‘31"34) Z \?’3 Uy, (4, 'H) +1C', (“33 "‘31.)24_‘"@ “%(‘4;3:&) -
4=4 | 4=

, % N 'A,_- K3
- %(‘éi“‘éz*h“aq):&z& " (\Lk@"%) + uﬁ(ﬂ"l’%&\) )
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En combinant les deux dernidres égalités, il vient :

i W’J (“&%SL&*‘) .i)& 9, a =

A-
£ . o | . £ ~ AL |
= ﬂqh«—‘éq) a-—-iwa. %‘@,%.ﬂ “+ “&"-\3‘);4,% U, (_1)%) +

£

o~ A »t_

+44a-gr+d; -4 u)(ib i_iw;.wa-@-&%%) 5Y9:,99) -'&Zfﬁ (66,9;) + Ol ‘éﬂ) :
74 . -
Si on développe de fagon analogue l'expression %'4\?:“\1\;%(“%'%&'% (%C,%{,)
puis 1'expression Z_ va(u.“}u-n_) L%%) .., on obtient :

Gi=4

)“(‘awt %) v("‘v*‘l"x‘)

E‘IF"L i=1 \AL b+1.‘

. s(zC 95 Safalas -3y )as,38) +

/)

&
¥
.00 ) w3 Aoy (4F) %_Z < ““>R Aohius, b

% L
+ ( é g (ua (4;‘34)+ u-ﬂ (—"-»‘31 )) +z (U‘%.(%wi) "“a?u (%i)"’-D

o b = 4§ (/"‘(‘34-"“8:. €Y, "'3'1) —~W{x -y -g-x%_—ac.,)) .

La relation (2,44) et les hypotheses H1 et H2 entrainent qu'il existe des

constantes 4408 4 , indépendantes du quadrilatére K , telles que :

v)

4
(2.45) Z b Ba)ug (98) > 2 5 2 “"*—%—"g'v&”“'n)(i+°¢“«)<“«;f}a T

=t L=t il ‘

2
+ e fug )

R K
ol C est une constante > ©  indépendante de R, et obona:

L}’\(‘%Gi—‘éxﬁ) —-’V(oft.u.—xd)) . € o , 1sU £Y4
De 1'inégalité précédente, on déduit 1'existence d'une solution unique Mg pour
le schéma 3, En combinant les relations (2.43) et (2,45) pour tous les quadri-
latéres K €€ p , on obtient 1'inégalité (2.42).
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A partir des Lemmes 2,3, 2,4 et 2,5 on démontre les majorations générales

de l'erreur suivantes,

Théor&me 2,1 : Soit (‘ﬁﬁ) une famille régulidre de triangulations, On
suppose gue l'hmothése H, est satisfaite et que h est suffisamment petit
goit Uy & Xﬁ. la solution du schéma 1. Alors, si la solution w du probléme
(1.1), (1.2) appartient 2 1'espace C (_.ﬂ.) , on a :

(2.46) Imnug_lﬂli + < \B\'yz-(u..uk)>&‘i <

| %
< C»\;:;Z?(XR(M(&-“&)‘R” + < |B| @-V43>g)1>

ot C est ﬁng constante > O  indépendante de .

J

} )
Démonstration : Pour tout ’U'.g\' c X%‘ , on définit l'expression E-?., par

’ ,
Ee = (Aa-7a), “—f»“’“ﬁ)&,a. y
En utilisant le Lemmue 2,3, on peut écrire :
) ] 4, L
- B|% -0y
B o> o Me-vnly, + < 1B Cp-o)>, |
D'autre part, on a d'apr2s la définition du schéma 1

B, = (A@*“"&)) R P . |

En utilisant l'inégalité de CAUCHY SCHWARZ, puis l'inégalité triangulaire,

on déduit des deux dernidres relations 1'inégalité (2.46). l
Pour montrer la majoration suivsnte,'on a besoin du résultat technique

~suivant _ ‘ - ;

Lemme 2,6 : Soit K un rectanj].e quelconque de @a A toute fonction

-4
p € %( » On associe sa projection TI'K pE E . On a alors :

.n_&-d- K - . :
(2,47) P = K E aux points %W} y 1< u,fs%\ )

- K
ol les points q;; sont définis en (2.18),

°3
Démonstration : D'aprds la définition de la projection sur 1'espace

R4
EK s ON a :

5. Eqd"‘-“bﬁ 5(—“-1( )9 dx.th& , pour tout C‘C.E i

Les fonctions Pq et —E>c' sont respectivement des polyndmes de Q&&-d
et Q:_sa_..:-_ . On a donc :
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@zﬂ)ﬁ,\(,‘h = SK?“I Soc iy —:SK(TF&‘iE)q dedy = t-}-\/q)&)%& _

K .
Les points %% , 14 C,4 ¢ £, définis en (2,18) forment un ensemble
Q&_d--unisolvant. On en déduit 1'égalité (2.47),

f-4 '
IR
soit l'espace Y. ziWEL’-(I)-) 3 '\—U‘\KE EK )J"[Keﬁﬁ, } .

%.
on & ¢
| Théoréme 2.2 : On se pla;:e dans le cadre des hypothises du Lemme 2.4 ;
goit Wy € X%: la solution du schéma 2, Alors si la solution W du pro-

4
bleme (1.1), (1.2) appartient & l'espace = (.O.) , ona :

A
(2.48) \“—"uﬂ\e\& + < ‘B\'/L(Lt-u'@ﬁ>% f <
) d

. - < %
S :%&(WGYQ!EA@ Tﬁ)’r)'ﬂml +lw-vy lR &+<\B| "(u-«m)%}ﬁ) ,

ot C est une constante > 0 indépendante de & .

Démonstration : Pour tout VUV, € XR, , on définit 1'expression Eﬁpar

B = (A (en-va), T, ,( uﬁ“v"‘)) L)

D'aprés le Lemme 2,4, on a :
L 2
Be > ¢ T (“&-‘T&)] o+ BT o, ) -
D'autre part, la définition du schéma 2 entraine que :

o = (M) To o)y -

Des deux dernidres relations, on déduit 1'inégalité :

(2.49) ITTQ_L(uK.v\Q\E(m +‘]B\%

f-1
r (UL&_ -VF») Lz (_a Q)

PR S )(AM"\’_‘R—)) W) l}(ﬂ)l
WeYﬂ lw‘L"(ﬂ)
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En utilisant le Lemme 2.6, il vient :

(2.50) \T\}L_,_ (“&—“"R)XL;(Q) = ma--i ( WUe - v‘%) \{\ % = I&&“’;‘w\-‘

De mémé, on peut montrer que :

£,

(2.51) hTM(“&“rf‘) \Ltﬂa-n.) = <W&+(“““""")>ﬂ,& = <O e

En combinant les trois derni2res relations avec l‘inégalité triangulaire, on
obtient la majoration (2 48). .

En raisonnant comme dans le '.L'héoréme 2, 1 et en utilisant 1e Lemme 2.5
et la définition du schéma 3, on obtient le - ' ' -

Ihéoréme 2,3 : Soit (@ B’) une fam:llle réguliére de triangulations de Q.

On sumzose que les hypothésges Hl et H sont satisfaites, et que R est guffisam-

2
ment petit ; soit W € Xg' la solution du schéma 3, Alors si. la solu-

tion W du problime (1.1), (1. 2) appartient a 1'espace C (.Q.) s on 8 :

(2.52) lu—uLl?\)B\ +<\&l19'(u—bta.')>&a <

w;( (lﬁ‘x(t-\—vxa\,)lﬁ + <18l L@L*«mh &) i
wry=

ot C est une constante > © indépendante de H .

Pour majorer les membres de droite des inégalitéé (2.46), (2.48) et (2.52), on
construit d'abord des fonctions g € XZ’ et th&u._ € X)g., qui inter-

polent 1la fonction WL en certains points et on estime les expressions

N Aty w), )’- l
ACo 10 L sl N

Si 1'interpolée 7o W (resp. “Lg W ) est définie comme au Chapitre O,
exemple (0.2) (resp. exemple (0.3)) et si on utilise brutalement le Lemme 0,11,
on obtient les majorations :

E
(2.53) JA(‘L-’%“’)'R&_ < ¢ k7 ‘“’\&u,r_,n. 7

(2.54) l’*(“-’L’&‘*')IRJL ¢ ¢ hlul )
/ i

(2.55) MMKA@L-%@;W)l}(Sﬂl < C?‘-&l‘btaﬂz a
wER bwliteq) 77
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B
On ve montrer que 1'on peut obtenir en fait des maJorations en O@\, ) O@)

et O@\, )respectivement

péfinition 2.2 : A toute fonctionr définie et continue sur un &lément K

de €& , de sommets Q@ , 1460y (figure 2.2), on associe sa fonction
E -interpolée ’LK'U' de la fagon suivante :

A ~1 ~
256 Wev = AR, Fave R,

A : .
ot la transformation FK est définie en (2,9), et ol X est 1'unique poly-
ndme de E,l gsatisfaisant (Chapitre 0, exemple (0.3))

(2.57 Aw(a)) = & ('G(&‘;,_q) + F(a&) , 5o .

Soit v une fonction de o (»Q-) . S5a fonction Xk-intergolée ’L%."' est
1'unique élément de x%’ dont la restriction 4 chaque élément WK E"gﬁ‘ est
égale 2 ’L .

Sur le segment [—’L +1) on considére la formule de quadrature :

(2.58) 51 M OESIY };4 B 40 )

ot les %.:, 4¢L g Rt ) = -4 ) ?—“’H-'l = 1 , sont les

~ :
abscisses de GAUSS LOBATTO [17) et 1les w’g sont les poids tels que la formule
de quadrature (2.58) soit exacte pour les polyndmes de Ez& 4 - Soit 9% le
point du carré de référence de coordonnées (Q,”?.,&) 5 £4,4 <€ fad .

- ®
péfinition 2.3 : A toute fonction v ¢ C CK) , on associe sa fonc-

[y
tion EK -interpolée %, de la fagon suivante :

A A -3 e
2.5 v = AveF , V= ve Ry

o)

P~ e . -
ol RAT est 1'unique polyndme de Q& égal & VU aux points Jﬁ' ) 1Ly4 € Rad .

o, = &
Soit V une fonction de C (.Q_) ; sa fonction xﬁ_-interpolée V" est l'uni-

que fonction de ){i dont la restriction i chaque élément K © Qﬁ. est égale
a LV .

% P /
Lemme 2,7 : Soient Vv & H (-Q-) et Lpv & X?‘, son interpolée.

On_suppose gue (@k) est une famille régulitre de triangulations, Alors pour
tout KC-%_R_ , ona !

J 7 , *
(2.60) l%xbr_nkv)‘ak 1-\-\%&@'-—%\17‘)\&\( 1.4 C(ZKK‘U‘\,{;,K +P‘1<|V‘§,2,K> /
AN ' 7

od C est une constante > © indépendante de k.
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Démonstration : Soit W un élément de gg__ .0na:

(2.61) o K (%L@-w’z,;\‘v)) (eK) (3_‘& 3 (v-- R ‘ﬁ‘) 5 %7 L'\?'_J?,)'{‘r>) (0,0)

' A D A
L'application lindaire V' —> 33 Q‘J'-' A)"‘J') est continue de H (K)
dans R et est identiquement nulle pour tout F € P,

D'apr2s le Lemme 0,3, on en déduit que :

‘a A A)A -
li‘st" Heo) <« ¥l %
En utilisant le Lemme 0,9, inégalité (0.75), il vient :
: A A, A . >
o [ 9)(o0)| & ¢ in (089)  (Radvlyg +¥i b )
2% | YL JIPA) u K~ OK Vi,
L'inégalité précédente est aussi valable lorsqu'on remplace % par %—7 .

D'autre part, on peut montrer que :

(2.63) R% (0,0)

+.\%%(0)0)l < c¢hye -

En combinant les relations (2.61), (2.62) et (2,63), on a :

(2.64) \ 2 hr_mkv)\h ‘A C (ZK\V\;)L,K- + %:( [~ 3,1, K )

L'inégalité précédente est aussi valable avec %_a'c remplacé par %—‘é , dlot
1'on déduit 1'inégalité (2.60).
Lorsque les &léments K €=€¢\_ sont des rectangles, on a :

TR
Lemme 2,8 : Soit \r une fonction quelconque de H (_O.) , ot & est un
‘entier 24, et soit RV sa fonction Xst-interpolée. On suppose que les

hypothiéses du Lemme 2,4 gont satigfaites. Alors pour tout K & Q{,\_ , Oon a @

3
(2.6.5) (’31’(’\,‘_%”)) ) (r)¥ +}3l& L‘\!‘ "L_R‘U")) ) L(K) \ <
< ¢ ?"K \v\a»,z)t,K lw\t@() J
pour tout W € EK- , ot C est une constante > O indépendante de n -

Démonstration : Soit Y un rectangle de eﬁ., on a :

2.66) (260 np), W)B_LK) _ %yj (2,6-1%)) & 43dy -
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L'application linéaire s S" @L @"_rt-\?))n:‘r c\.csdy est continue
Rt A o
de H K) dans R de norme < € I 'u-l]& L1, R\ W | ’-(\2) , et elle
est identiquement nulle pour tout T e Q& U Eg_ﬂ_ . En effet, si
o € Q& , on a AT = ; 81 on & o= ye“" , alors AT ne dépend

3&*“-

A - A A
que de Y ; enfin si V = , alors U =LV  est polyndme de degré ol

n $ qui s'annule aux abscisses de GAUSS-LOBATTO, soit :

Gt )(3-8) - (S Rgen) -

La dérivée l2re en 3 de ce polyndme est un polyndme de degré £ qui s'annule
aux abscisses de GAUSS LEGENDRE ([171) : '

(2.67) %3@'-—;—'\? = @f¢-)('5—%¢)"""(3-.°&&)

~ ) : o
Puisque W est un polyndme de O 4 , 1'intégrale e&r »'L-\J'))w- as &7

est calculée de fagon exacte en utilisant la formule de quadrature (2.17) ; la
relation (2,67) entraine que cette intégrale est nulle, '
Appliquant le Lemme 0,5, il vient :

\S\? (‘%S@-"t“?'))ﬂ?" 4% dy cle \&u. 2, R 'W-‘L_(_K)

1L'élément W é&tant un rectangle, on a d'aprés le Leumme 0.8 :

- 4l
z
Vl’hz, R < c@d " A v\e""!"" K 7

D'autre part, on a :
) < c® EP P v
Y K ) =

En combinant la relation (2,66) avec les cing dernitres inégalités, on obtient

la majoration :
%t
<ch

1
(1— QJ'-’LQJU’) 'ur) Ar
L nr
Cette inégalii:é est aussi valable lorsque %_1 est remplacé par
1'on déduit 1'inégalité (2,65).

-%-‘} , d'od
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Lemme 2.9 : Seit-V une fonction guelcongue de H (.Q..), pour_un
entier '?'-L>1 et soit ‘?.‘;\\J‘ sa fonection Xii-interpolée, définie en (2.59)., On

suppose que @,’&) est une famille régulidre de triangulations, Alors pour tout
K€ @g_ , Oona:

’h

(2.68) \l&«r-w){ &r-w)\ ’ P

/.

"'C’%K \vkﬁu z,K J

ot C est une constante > O indépendante de -PL, pour tout ¥ € @.&_

Démonstration : Soit K un quadrilatére quelconque de @gL a:

269 3, 8:) @ en))(a5,) = -3 -n 2 @_‘.m))c«s.:a-) )

pour 4« C,g s % . -
L'application linéaire 'G' —_— @—i(‘&-—%%)Jﬁ.ca') est continue deH (R*

dans R et est identiquement nulle pour tout U & Q& U Bose
En effet, comme dans la démonstration du Lemme 2,8, on a :

A A, A -
=LV = O pour tout v & Qg )
et R ne dépend que de la variable 7 gl U= 7?‘“""' .
A 1, '
Si W= 39& » alors 1'égalité (2.67) est valable, ce qui entratne que :

@,—3 - 't"?))(ﬁ.:a' )

Appliquant le Lemme 0.5, il vient :

A A - b > 3
10 |36 A9))Es)] < (@, 1 = [%%7]{1:,?> ’
P

On a une inégalité analogue pour le terme % (ﬂ.r- “L‘D’) . D'autre part, d'aprés

leLemmeOQ on a :

(2.71) L) L £ C (T s, \7)) ?%L

Bar 2, K
/ -4< )7 < 44

(2..72) Y:g‘;y]% . o S ?é’pr({ilk(‘sm))ﬂ (% zylvl,,, LK+Q\Q+11‘\5'1Q+22,K)

Enfin, le Lemme 0.7 permet d'écrire :

(2.7 MJK@/7> < C .

«3 JwG.y)

|—&+z, 2, K
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En combinant les relations (2,69) a (‘2.73), pour les différentes valeurs de L

ety , 4404 £ % , on obtient 1'inégalité (2.68) pour le terme

‘\%"x@“"‘-k"‘)\ ., La démonstration est identique pour majorer le

K, R
terme \%é@r-’l.wr)‘?l e .
Y

A partir des Lemmes 2,6 & 2.8 et des Théoremes 2.1 & 2.3 on démontre les

majorations d'erreur suivantes :

Théoréme 2.4 @ Soit. @g\_) une famillé réguliére de trisngulations, On

suppose que les hypothéses H1 et H2 sont satisfaites et que ‘est suffisdmment

petit ; soit Wg © Xi la solution du schéma 1, Alors si la solution LL_(E

probléme (1.1), (1,2) appartient 2 Hz'(ﬂ_) , on a :

e w-velg +<lb\1"—(u—u9;)>¢\,i < CR|| ”‘“H’(D-) )

ot C est une constante > © indépeudante de o

Démonstration : En raisonnant comme dans le Lemme (0,11), on a :

) L
lu"—a'e“u"?wK;:L € © RK \ UL"‘)"JK /

En sommant sur tous les &léments Y de @q_ ,» on cbtient ;
) T |
(2.75)  lw-"Gu] € chilul,,gq -
B, 1 re

Soit S un caté quelconque d'un élément K & € % » d'extrémités Al et Aé et

de milieu Aci . D'aprés la définition 2,2, on a :
2 e . - -
Cwethug s, = 1R L hig) -4 (509 e ub)|
On en déduit, en raisonnant comme dans le Lemme 0,11 :

) .
<h -Agudg o € c fy lwly e s

En sommant sur toutes les faces S incluses dans 9L et en utilisant le

Lemme 0.6, on a :

. L R v B L X 9,
(2.76) <A -pu S, < CK(Z Z D ud ) < ¢ \utl '
P\‘)i Keek SCCJQ.ﬂ')K) :')ZVS 3) l)n

En combinant les inégalités (2.75) et (2,76) avec le Lemme 2,7 et le Théoréme 2,1,
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on obtient la majoration :

t N
-ty fg, + <teta-u)>gq € (2l o + ¥ lelyoa)

ot Z = "I'I'\-O%i?.K 3 K(—‘:ﬁg,}l

En utilisant l'hypoth2se H,, on en déduit 1'inégalité (2,74),

1
Théoréme 2.5 : Soit @&)une famille régulidre de triangulations du rec-

tangle (} en rectangles K ; soit Wg €& X% 1a solution du schéma 2.

Alors si la solution \\ du problzme (1,1), (1.2) appartient 2 H&*'L(.ﬂ.) , ona:

‘ &
(2.77) \\k—“ﬁ,\%’a_ e <1 B\%'Q,l-‘*v..)>ﬂ’& <c R qu&_ﬂ) 1o )

ot C est une constante >_O - indépendante de ‘k -

pémonstration : D'apr2s le Lemme 0,11, on a :

‘ o %ﬁu-d.
lw-tau ] ) € © Tk !u'lﬁ-l-i) z, K
D'autre part, on peut montrer que . /]
Rt
?‘K

lu—’[q\}k\&)“)& s C ‘ u.‘ a*_d_) ’-,‘K p)

' . Rt o
< W=y >?l,s)'k < C | P"K l l«\_\ &-\-‘L) 2,

En sommant sur tous les &léments K de Q{L et en utilisant le Lemme 0.6, ont

obtient : : .

lwongu | o A W)
R+l
(2.78) lu _'L{,vu,l&}& < o 7| “‘l&ﬂ)r.,-ﬂ. >
_ Bt
(279 g & ¢ R Wall g
| ’ &

En combinant les trois dernidres inégalités avec le Lemme 2,8 et le Théorzme 2.2,

on obtient la majoration (2.77),

Théoréme 2,6 : Soit (ﬁﬁ&)une famille réguliére de griangulaﬁions en_qua-

drilatéres quelconques K . On suppose que les hypothéses H, _e_j;-i H2 sont satis-

faites et que fi est suffisamment petit ; soit wg € X:’ la_solution du schéma 3.
Alors la solution W du probléme (1,1), (1,2) appartient 2 HKA(.Q) , On & :

(2.80) - Y vt
lu. U“f\,lﬁ’& + < |5|"(Uu~u-q)>&;k SCQx l\u—\lh,_)ljn 2

ol C est une constante > (O indépendante de R .
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Démonstration : En utilisant le Théoréme 2,3, le Lemme 2,9 et les iné-
galités (2.78) et (2,79), on obtient :

‘/L £-1 kil
- < 18] (“"'u'“)>ﬁ)9l- < 0(2& \\L\&HL.Q%-?L lw\&""/")n) 4

lw-w
wy o "

s

ot Z = m""‘izK}Keek-}

L'inégalité précédente et 1'hypothése H, entrainent la ma joration (2.80).
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II1,3 - Méthodes d'éléments finis discontinues

Dans ce paragraphe, on définit les méthodes discontinues, comme dans
@7], {31] et BZ]. On congidére particulidrement le cas ol les éléments finis
sont des quadrilat2res convexes (pour le cas des é&léments triangulairés, on
renvoie 2 [31] Lorsque 1'espace .E des fonctions de forme est construit a
partir des. polyndmes de Q& , on démontre dans [31] que l'erreur est en QR.R)
lorsque les quadrilat2res sont quelconques, et est en ok M") lorsque les
quadrilat2res sont des rectangles. L'utilisation d'un lemme de "BRAMBLE et
HILBERT approché" (Lemme 0.5) permet d'établir le lien entre ces deux résultats,
et on démontre que, dans le cas des quadrilatdres quelconques, l'erreur est en
O(R,E‘L -l-?l. ) , ol 1=‘W\M[ZK }zKE:QL) ,ZKétant
la distance entre les milieux des diagonales de 1'élément K (relation 0.66).

On suppose l'ouirert_O_ polyédrique ; soit Qgﬂ‘ une triangulation de {1 en

éléments finis K et soit EK un espace de dimension finie défini sur ¥ , pour
K€ 6;\_ .

Définition 3.1 : Mé&thodes discontinues, On cherche W €& WR— Tl" -EK
tel que, pour tout T, € pr KE@

(3.1) S LA\L&'KF)VR c\-:_.oba, —-y SfA‘V\,g_’tV'Y\.a_)LUL&—th)‘\J’LELA = Q >
K K

O sur .c)..Knﬁ_Q.
(3.2) Yy =

trace extérieure de Uy sur K _(B,Kna_ﬂ_) .

On rappelle (voir Chapitre I paragraphe 4) que 31 S5 désigne une face d'un &1é-
ment K non incluse dans 9SL , la trace extérieure sur_s d'une fonction '\TgSWg_
est la valeur de Vy le long de S , a 1'extérieur de K

Remarque 3.1 : La méthode discontinue définie ci-dessus est un cas par-
ticulier des méthodes décrites au Chapitre I, paragraphe 4, En effet, le
Lemme 1.2 implique que 1'hypothase (I.4,18) est satigfaite, Une conséquence du
Lemme I.4.2 est alors que la méthode discontinue, exposée au Chapitre I dans le
cas des systimes de FRIEDRICHS, se réduit, dans le cas du problime (1.1), (1.2)
4 la méthode décrite ci-dessus,
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v
P Théordme 3,1 [31] : On suppose gue %e L.(.Q.) . Alors le probleme

(3.1), (3.2) a une solution unique &Rewk .

Démonstration : La méthode d'é&léments finis (3.1), (3,2) est équivalente

a un systéme linéaire dont le nombre d'équations est égal 3 la dimension de WR_
11 est donc suffisant de montrer 1'unicité de la solution UA.B_. On suppose donc
que 'E-:O et on va montrer que nécessairement on a My = O , Soit

K, Ky, ---- K une numérotation des &léments K & Qk satisfaisant les

conditions du Lemme 1.2, Si Uy =0 sur K4_U kLU" .- U Kioa , alors
kg =0 sur 9.K; et l'équation (3.1) devient pour 1'élément K. :

""5 KLB“?L)V?\, d4 +5 (A“-{{)'U'h, ‘h‘-‘b} = 0O , pour tout VR.GEK;,
&Ky i |
Choisissant Vg = W et appliquant la formule de GREEN
¢
B . "
(3.3) S }"é%- +~V ﬁ) U dc:céaé, - :lig (/M\: +V"\\}) Uy oo )
K 2K,
J on obtient :
L L L _ ]
l (3.4) f Bug d» -S Bu, d +S vuy dedy =0
UK -y Ke

D'aprés la définition de -3+K¢ (resp. B_K{, ), on a 1'inégalité B>o sur
9, K¢ (resp. B <O surd-K{ ). D'autre part, ona T2 & > O (Remar -
que 1,5), On en déduit quelly est nulle sur K; . En raisonnant par récurrence,

on montre que \\g est nulle sur Q.

Lemne 3.1 : On suppose que 1'inclusion Eo C EK est satisfaite

pour tout K &g& , Alors la propriété de conservation des neutrons est satis-

faite au sens suivant : soit Wp € WR la solution du probléme (3.1), alors

| I;’ Sbmﬁf”‘u"‘“w)%“ +SD_““L&*“*'3 =L)_‘3"°°*H' '

Démonstration : Puisque l'inclusion Eo C P-K est satisfaite, on

] peut remplacer 'U’a’par 1 dans 1'égalité 3,1 ; il vient :

l SK Au, dadw — S?-\&(f M 4V '\\.3)( ‘L&'t?\,) da .;SK g A JA} .

On en déduit que :

l (3.6) S}*K Bu_?bdvﬁ _|.L-KB\‘:RJ\A SKVU‘L&I% =§K ‘S,J\acbﬁ_ .
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Cette relation exprime la conservation des neutrons élément par &lément., En

sommant les relations telles que (3,6) pour tous les éléments K E ‘%9\_ et en
utilisant 1'égalites :

W= 0 sur 3.0

on obtient 1'6galité (3,5)

On montre maintenant une majoration générale de l'erreur We=lWp -

Lemme 3.2 [31] : Pour tout K & @R- s Lout Vv, € ‘EK et pour toute
fonction C\ c Ll(a_ K) s on a la relation :

o : . e | ’ 4
%LKB(H-“&)J{ + j,:L_KB("&-ﬁ) % -

(3.7) -% SD“KB((\L&_VK) g - (-;))’* da "l'SKT(“ﬂ“’;)z‘l‘Lh& =

-]

* .
ob A" est 1'adjoint formel de 1'opérateur A s c'lest-a-dire

Pﬁ‘ = _:}L %i_ *_)Jgé + T

Démonstration : Soient Vi G:EK et 9 € LL()_K) . On pose :

(3.8) W = u‘?-.“vt < EK ) \S - {:?‘-_(1 -

On considére 1'expression :

Y& = —SB_KBLW—\S)WM + SK(Aw)w*&xdaa .

En utilisant la formule de GREEN, il vient :

o = 4§ Butas _.SB_KB(wﬁs)mu o rurteedy

Puisque :

Luru-‘l).'w— = 4w +(w-~j)1>

On obtient :

.
3.9 Y, = '-12-_.L+KB wbtda 4 &g}_KB\S dt }“L

+SK‘Tw—9‘ o\-xo\l&_ .

Bl v )y -ty ) oo +S Bl -q)g-vi)da +Sk@-"a) Kqvy )by -
| 2K |
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D'autre part, en utilisant 1'égalité (3.1), on a :

Y, = Sa_K Blvy ~q) wds +SK Al w-vy) w dxdy

On a la formule de GREEN suivante (Lemme I1.1.2) :

SK Al =g ) wdecdyy = SK (w~-vg) A¥ wrdx h} +SaKB(u..u-)wd.a .

On en déduit que :

(3.10) Yy =L KB(\L—\T&)W& +Sa_ Bluw-q)wds +SKL\L-VQ Nurdx dyy
+ K :

En combinant les relations (3.8), (3.9) et (3.10), on obtient la majoration (3.7).

Pour obtenir des majorations d'erreur plus e#plicites, il faut définir
plus précisément les espaces de dimension finie BK . Soit K un quadrilatére
convexe quelconque de é)& et soit FK E(Q.Q la transformation (d&finie en (2.9))
qui envoie le carré de référence K L‘.L +L3 sur la quadrilatére K .

mSur chaque quadrilatére K , on choisit, comme en (2,11) :

Y o
Gan B = B = § p=peof ; ¥pe Qe 1 -

On considdre d'abord le cas des quadrilatéres quelconques, dans le cas général,

Sur l'élément de référence K , on définit 1'opérateur Tl_ c <£ {L(K) Q&E
*C

qui 2 tout Vv € L K) associe -\T'U' € Q& par :

(3.12) S UT'\J')'\M' 'LS'JU? = SR"G'\?J' d.'}cll) , pour tout ‘\I\I &Qk .

Pour tout K € Q’L , on définit Tr c (f. {L’*(K) P } par :
/\ A %
(3.13) '\T v = Wi pour tout A € L(K) )

ot UV =Ve FK (On peut remarquer que lorsque 1'élément K est un rectangle,

on retrouve exactement l'opérateur de projection défini en (2.37).)

Ensuite, pour tout V € 13 (.Q..) , on définit Trg\_'\r comme l'unique fonction de W&
dont la restriction & chaque Keﬁg est égale 2 'TTK v

Soit Kﬂ_)KL, KTL une numérotation donnée des éléments K de gg‘_ satisfaisant

les conditions du Lemme 1.2, Pour tout L=4 ... 11 , on pose !

Q; = U ---—UK;,

et on acfinit 3.CL; et 9,LL; comme en (1,11) et (1.13).
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Théordme 3.2 [31] : soit @,‘Q une famille régulidre de triangulations
t_i_g_Q en éléments quadrilatéraux K . On suppose que la solution \L du probléme
4 -
(1.1), (1.2) appartient 2 Hh (.Q) . Alors on a pour tout L=1 -..., T

. &
(3.14) \LL-‘-L&.\L:.(QC) <ck W\\&+¢ r, ;)

R
(3.15) (S_A*Q_B(\L-ua)liﬂ)% s C%"“\LI\M.LILJ_Q_‘; )
4

| L ¢l Y
(3.16) (~ 'gza. Sa_K,iB(th&')l) < el lL“EH_,,_)g,_Q_L ).

o8 C est une constante > O indépendante de P

Démonstration : Pour tout K € °€¢L s on pose :

0 sur .X (\3_0_

3.17) =
( LS trace extérieure de T‘_Ru, sur 2-K -QfKnB-Q)

Dans 1'égalité (3.7), on remplace W par Tiw , 9 par Qg et on estime les

termes du membre de droite correspondant, En raisonnant comme dans ]:6], on a

le résultat suivant, analogue a ceux du Lemme 0,11 :

B+

Gas N -Thull, « € ¢ B ful

%2, K Bed,2 K )

Rty
a9 Nw-Thale, o <o by Tlhully,,, )

od S est une face quelconque de K
D'aprés le Lemme 0,10 on a :

-1 g
\ ‘L&—T"v»“'"«x,z,x < O ““&‘Tr*"’““%%\& )

1
| Ue —'Tr?\,u—ng!.,s < C 'P"Kliu Yo — ﬁ—“"“")’yK P

soit S est une face quelconque de K

De ces quatre inégalités, on déduit gque :

il
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f (0 T) Ay Tty € clluThollgg y Nug Tl

N .
< Rl “‘“&-vl,t,K | wg—Trew 9%, K )

N
Sa\. %(““TT&U')(-“%'T[?LU‘D“ £ Q.?\.K“U\.u ALK \uk:lnvul\“x )

S'B-K B(_u. cl&)(““%, -—‘n‘ku.)t:l.b < C—‘?\. llm\\% 13 @ “l.L“‘ _Trku,“o)i K )

ol ‘9‘(\ est 1'union des éléments de ‘ﬁ"\. qui ont un cdté inclus dans A_K et od

"?\-5) —_-'.M{?LK ')K C$K} -

w

La relation (3.7) combinée avec ces trois dernizres inégalités devient :

. . '
(3.20) %.Sa KB (g~ Tl o — 1’:5 B(uﬂ_mw)4tk-ﬁ&))&b +l||LLf.wTraul]qz,\<S
+ X

z %
—iii-KB (t{x—qu ds 4+ C + " u’“&_-\-d.)l) 9\(" lkﬂ' ‘_[Tﬁ'u‘“o,a.)\{ -

En sommant sur tous les &léments K C 9—,‘_, , et en utilisant (3.2) et (3,17},
il vient :

b . L
LN
(3.21) %S} Q‘Btuﬂ_“mbm) d _iLZ_ SQ‘KE((%JR\L)—&R-%D) do +
ily 9=t 1

+ *\\“&-T%»“““o,a_,n_;, < C*Q" ! 'LL“ “‘*& Tr&“‘“o?.&l '

) l

Des inégalités (3.18) et (3,21), on déduit :

Ilw-u&\\o)z)_n_. <\ \LﬂTTﬁu\\o e, 5 *Hug=Thullg, o <c..R l“'“-&nz Q)
c'est-a-dire 1'inégalité (3,14),

De la relation (3,21), on tire :

k
UDJ‘QLBL\L&J\T&#&){ M)% < ch |l \L“_&H,ZJQL

et d'apras 1'inégalité (3.19), on a :

)

%% R+
(Spm; BOx T )® < e gy q; -

Ces deux derniéres relations entrainent 1'inégalité (3.15).
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Enfin, on peut écrire :

“ﬁ:‘t& ==QL“b—1[ku.‘4st‘qh))‘+(nk“v'kb)"FQL”-qR) )

L'inégalité (3.21) implique que :

¢ el 3
(.. 421 ks By Tyw) -(tv%m ) <ch \\&\\QWL’Q_. .

Les deux dernires relations et 1’1néga11té (3 19) entrainent la majoration (3.16).

Remarque 3,2 : La majoration (3,16) montre que lorsque 1a soluti.c;:lbb du

+4
probleme (1.1), (1.2) est assez régulidre (c'est-2- dire appartient 2 H (-Q-)
pour un entier &} 1L ), les sauts u&_tﬁ_ de la solut:ion approchée le long

des cotés des éléments ¥. tendent vers ‘zéro lorsque f_tend vers zéro,
Dans [31], on montre que lorsque les éléments K € %ﬁ . sont des rectangles,

on a la majoration :

(3.22) \ u"u“"'“L}(Sl) = 0@-&-‘4) .

On va montrer maintenant que cette wmajoration ast en fait vélable des que les
hypothases (2.8) (i.e. chaque quadrilatire K € ‘g,“' a deux faces éclairées)
et (2.30) (i.e. pour tout &lément K € Q‘ﬁ_ » on a l'inégalité Z, < R‘K

Sur 1'intervalle [_1_,+13 »- on considére la formule de quadrature
+4 d+4

(3.23 S__t P(E) A5 ;4_ oY j0)

od les 1y , 4 £ Lg Rt ) tp= 4 sont les abscisses de

A ‘
GAUSS RADAU ([17],[39]) et les (3}  sont les poids tels que la formule de
gquadrature (3 23) soit exacte pour les polyndmes de E,_& » Sur le carré de

référence = [_1 +1.] » on considdre les points )L'-’ﬁ . de coordonnées
we, ), A g u,@ < Bat .
7 1 T
a" * a =£'&+1 R4l
) Ay

-1 +4

LW

Figure 3.1
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On va supposer que les deux faces éclairées du quadrilat2re K de
gommets 0~.4.)0\1} (13' et O, sontAles chtés O Oy et O, 0y . Etant donné
une fonction %ECY{()) on définit R+ comme 1'unique polyndme de QR qui inter-
pole'fr aux points fl\.‘,,‘(,s , Ensuite, pour tout Vv € C,u( K) ,-on définit RKV'EPK

s ~
(3.24) RKV = R{} ) ol ’(} = "U'QF

o
Enfin, pour tout VvV & C (-Q-) , on définit P\,h‘\)' &WPL comme 1'unique

fonction de \\/ﬂ'telle que :

{3.25) ?\%"\’-\K = RK’\J— ) pour tout | XY e g?\’ .

En raisonnant comme dans [61, on peut montrer le résultat suivant,

analogue au Lemme 0,11 :

Lemme 3.3 : Soit Leaﬁ)une famille régulidre de triangulations de {1 .

On.a :
L4+l N
G.26) - RKV“")’VK = C%K u'\r“&—n.)'y\r( pour_tout '\J'GH%- (K>)
R4y Rt
3.27) | ’U'--R\O"no)z’s < C %K “vlﬁ.fd,wj K pour_tout areW (K))

pour toute face O incluse dans 'Q+K .
Pour tout v € Co(.ﬁ_> , on définit la semi norme “v“i{m par :
7/

(3.28) | '\r“%}o = &Qg&' ( oo { \“(’LEMD\,W("L&,{\\, 4404 < &-HL}))
.4

ol IL% = FK (’?‘”’D ) A< 1:/.5 £ B4t , pour tout K € eﬂ,

on peut alors montrer le

Théoréme 3,3 : Soit (ﬁﬁ)une famille régulizre de triangulations de L
en 6léments quadrilatéraux, On suppose que 1'hypothése {2.8) est satisfaite,

et que EK est choisi comme en (3.11), pour tout K € €L . On _suppose
d'autre part que la solution W du probleéme (1.1), (1,2) appartient 2

Al ﬂ Ry, 00
H (.Q. W (.Q-) . Alors il existe une constante C > O indépen-
dante de %_ telle gque pour tout L= 4.) -k , on ait :
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| %
(3.29)  Nlw—ugll = ( “u“ . ’?»“\l“‘“h!,t,ﬂ_';) )

0L

?

% k-1
e ([ elaaud w) e (28, o o0 T e, o)

PR e )

&_i &.-m.‘
(3.31) Illal (\L._u&)l\ < (z%_ "'-nu.\\i,%t a+h g, m_+ll “m,w, )

pémonstration : Pour tout K& ﬁﬁ' s On pose :

(o] sur E-Kn'é__ﬂ

(3.32) = ' -
W trace extérieure de P\R‘u, sur 9-X .(B_KnB_Q-)

On utilise la relation (3.7) avec v} = Row q=9y - Le membre de
droite correspondant peut s'écrire : :

(3.33) E () u.&_P\kub) = )\X (w,ug Ryn) +9Y, (u.}u&—\!k_u_) +J.v(u_P\i‘u)u&- Ryw) dedy

oll :

(3.34) XK(LL}'W') S Lu_ RﬁU-)"UJ"Y\ da +g Q”L c‘i W“LJA -
K K

-f (e-Ra) B ey

et ol \/K(u, 'ur) est défini de fagon analogue.
On utilise maintenant le résultat essentiel suivant démontré plus loin,

Lemme 3.4 : On suppose que les hypothéses du Théoréme 3,3 sont satis-

faites. Alors il existe une constante ( SO indépendante de R telle que

pour tout W € ‘E&

k-t R+l
(3.35) ‘Xk(u,w—“ +]YK(u,w)l s C (Z.K%K llullw),’K +‘?1K i u'“&#’z’K) I\W'“ LL(K) .

En utilisant les relations (3,26), (3.33) et (3,35), on obtient, pour tout K&‘{%q_

' R-1 R
(3.36) By lwug-Rew) ¢ <z, Ry Wl 7,K+kk ““L“m,*,K)“ Wy - P‘"““L’“(K) :
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En combinant la relation (3.7), avec Vi= Ry , §= 9% et 1'inégalité (3.36),

on & :

X
£ Blog-Rew) s+ "*“‘*ﬁ"?‘*\-“‘“i}(@ s

_+K
Rt bt
2
< hﬂﬂ-_s B(b&_qﬁ) ds C(ZKRK “u"n'fa.-ﬂl K+ QLK el Batl k) “M‘“P‘Ruuuﬂ(
LK + t \ )
En sommant sur tous les €léments K% ) 4 £ '} < L , 11 vient :

| " L
(3.37) g:[r)&l? (upgRpu) 2| ‘L'“—R"‘“nt(m) <

1

l k-1 | el

' < c,(Z Lol +£ tuh )Illk —Rew -
KR’K ‘&-fi)"f'o";, K 'F-i";l,-g-u % R“" “‘:‘Cﬂ_‘b

Les estimations (3.29) et (3.30) découlent directement de 1'inégalité (3.3:7)

et du Lemme 3,3, La fonction LU\-{:\_ —_ 'P\gbu.) est un polyndme de %B\ sur chaque

face _S incluse dans :')-l-QL . L'intégrale Sa Q B(%—R&\L E V) est
43

donc calculée exactement en utilisant sur chaque face S C B+Q.{, une for-

mule de quadrature construite 2 partir des abscisses de GAUSS~-RADAU, En ces
_points, on a Ww = Rku_. . D'autre part les poids associés 2 la formule sont
jminorés par le produit de la longueur du cdté S par une constante indépendante
de R.. On en déduit alors 1'inégalité (3,31),

Corollaire 3,1 : On suppose que les hypothéses du Théoréme 3,3 sont

satisfaites, et que 1'inégalité (2.30) est vérifiée, pour tout K € ﬁa_ . Alors

on a :

Pt
| U‘-""u'\\,\ L':(,Q-‘,B < C N “ U'*—“ Bt Y 0o P,

fti

- %
LS’B-*Q-LB(\L—\L;\)&&A) fe o b (g, g+ &M’M)g_h)

et (u-u)lly o < © % (Ll an +Mtlg 0 0) -

N Démonstration du Lemme 3.4 : En utilisant la correspondance biunivoque

A
WV - ’\l’cz'\roFK , On & :

Gaw N, luw) = Ko (B8 4 Xg (8,9) )

C ﬁ;g )?

e
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avec :
vy

(3,39 Xgqla,B) = SL\L RO la,y) dasdway + S( )wtw)tb...—&?

_S%XM : ?\U_) 3__ %1 &3&9 )
-1 .

4
X Taia | - m_:k_oxs
Gao Ky (@) =] G-RY DL, ) decde *a:. 91 43 _,_S -4 )3 - 4)
’ -
+1 4L
.:‘.S l (‘\L.. a)_}__é_‘a LG4y -
-l A 2y
A .
L'application lintaire " —3 X;\Ql%(u.,w) est continue de’ H{H (Q)

dans R , de norme inférieure ou égale a C-“Lk.“k t, Lﬁ ‘w\ (_R) .

A

Elle est :Ldentiquement nulle pour tout W €& QR d'apr2s la définition de
1'interpolée P\ﬁ_ '

Pour ﬁ,-—- S&M— , on a \.\.(4.7) 9\\.1.(:\.\)) ‘*(""19) ':I("i)?)

D'autre part, %&t est de degré < < R-1 par rapport 2 S } u__,.—P\u.. est un

polyndme en c:'» de degré %+4 qui s'annule aux abscisses de GAUSS-RADAU ; puisque

N N D R { CTSCYR S Y ) By

7
il vient :
A . +i,+
fiﬁ & -R8)3P 3 434y = %(t@,«.-‘tswaa,—m)g [ @&- ?«w)h_ W45y .
B n a4t -+t
On en déduit que pour W = <$ , on a :
/X\A (.a‘ -G)-') ~ 3&-*\‘1 .
(3.41) WiV ~ .
By c 3 SRt \W\L’:(@

A 4 ~
Pour W = 17&+ ) LG, -—?\\/.Q est un polyndme de degré R+4 par rapport 2 )
ne dépendant pas de la variable (} . On a donc :

| i




-158-

5\({%3( G) =4 (40900 9-) % ST:(CLU, v) = (e, ) Wla,p) R (47) ) i)y -

-, 0u encore :

2 fet
_ on en déduit que pour W = *) , ona :

“a&*iu.

N ~ A
Xgs (o \s € Zx_
Ry

7&"’4‘ E(K)\ lf(@ /

- pes inégalités (3.41) et (3.42) on tire :

S .
sc—ﬁ[u]“m\ \(K) )

PN
pour tout W & Q& et tout W € Q{ UE&H_

En appliquant le Lemme 0,5, il vient :

oA I .
(3.43) M < C((i-i-z-éﬁ()([a’]bytﬁ [3337’& J ﬁ[&]h‘:‘ﬁ)‘wlﬁ(ﬂ)-

D'aprds le Lemme 0.9, on a :

(3.44) [tqﬁﬁ,v? < W§ (s, ) ‘& l&z\c )

p <44

T A
f(3.45) %—‘é‘p ot <C ““% (Jdsv) ( l“‘la 42, m*%'t l“\&uw) '
i LA

“A¢ s p<+4.

En combinant les relations (3.43), (3.44) et (3.45) avec le Lemme 0.7, on
| obtient 1'inégalité

Fas " a-—t &-'L ?‘ a.‘.',_ )

\XRJ,}(G—,W)‘ < C{U’k Z“ +'?\.K LK>\\L\9-+L)2,K+L ' 4-?'-“ Zy \\q-&*.!)l K \W\E[K) .
D'autre part, on a nécessairement 1'inégalité 2, < hx
 On en déduit :

~ . B4 oyt |
| (3,46) \Xﬁ,g(w,vr)\ < C(%K Zul"“\h%x +R« \u'\?wl.,t,K) lw] lf(v) ] |
§ ' \ |




-159-

On peut montrer de la méme manidre que 1'inégalité (3,46) est encore
A
valable si on remplace ]XRJE(Q)Q’), par IS(\R)? (&, Q‘)\ I On en dé_dgit

que 1'inégalité (3,46) est valable lorsque le membre de gauche est remplacé par
. lxK(u_,w-) . Le terme |YK (u,ur)l se majore de la méme fagon et on a

ainsi le Lemme 3.4,
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II1.4 - Résultats numériques

Dans ce paragraphe, on utilise certains des schémas numériques décrits

aux paragraphes 2 et 3 pour résoudre quelques problémes simples.

On résout d'abord le probléme (1.1), (1.2), 1ofsque le domaine est trian-
gulé en quadrilat2res quelconques, en utilisant les schémas (2.19), (2.22) avec
B=4 et (3.1) avec k=4 . On donne dans les trois cas les valeurs de 1l'erreur

quadratique pour différentes triangulations.

On résout ensuite le probleme (1,1), (1.2) pour deux seconds membres
différents, en utilisant le schéma (2.22) pour & =2 , avec des élénments finis
rectangulaires. On montre l'influence de la régularité de la solution sur 1a

précision du schéma,

Les essais numériques ont &té programmés et mis au point par J. GERIN-ROZE,

3
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Probléme 1 : Soit (L = ] o, 1£r_ X]O,’-‘iL . On veut résoudre le
probléme :

(1) A AV AW =S €L
avec :
T =41 sur n. D
CopeV = 053 a g
(4.2) S -: _Yi;f_}_ o+ T’GJ\%Q\. L:UQ') -

d.-sc—"‘té"
Les conditions aux limites (1,10) s'écrivent :
4.3 woy) = Wxo) = ©

Le second membre S ‘a &té .choisi de telle sorte que l'on connait la solutionuL

du probléme :
G0 Wy) = aglh(=y) -

Pour tester les schémas déerits aux paragraphes 2 et 3, on a choisi les diffé-
rents "maillages tordus" (triangulations de L) en quadrilat2res convexes quel-
conques) dessinés sur la fig, 4.1. Sur cette figure, le maillage (10 x 10) se
déduit du maillage (5 x 5) en tracant les médianes de chaque quadrilatdre ; on
répate cette méme procédure pour obtenir les maillages (20 x 20) et (40 x 40),
On résout numériquement le probléme (4,1) en utilisant le schéma (2,19) (méthode
continue, généralisation du schéma D.S.N. [22]) le schéma (2.22) avec =4
méthode continue, généralisation du schéma S,N.G. [21:[) et le schéma (3,1) avec
&-4 (méthode discontinue). -

La direction caractéristique é&tant paralléle 2 _].é premiére bissectrice, tous
les quadrilat2res ont deux (et seulement deux) faces &clairées et la condition
de stabilité (2.31), (2.32) est satisfaite,

Pour ces trols schémas, on définit l'erreur entre la solution approchée u-& et

la solution exacte WL par :

. t ‘I/L
(4.5) Ennaun 2(:%9,&%\( (wtgk)_u&(%» ) )

ol (’& désigne barycentre du quadrilat2re K , Dans le tableau I, on donne les

valeurs de 1l'erreur définie ci-dessus, pour les trois schémas étudiés et pour

les différents maillages.
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TABLEAU 1

ECTeUr | yeinode continue | Méthode continue | Méthode discontinue
. . . . s : . ) . .: . . ‘ . .1 .
Maillage 'théma 2.19 | ~ Schéme 2.22. Sghépa,3 
(5x5). | o100 |- "-1.0‘."00444;:;: | -+ -o.000172
(lox10 | o029, | oo0172 |-  0,000057
(20.x 20> | - - 0.00055 |~ o.w00s0 |- d.000015
(40 x 40) |  o0.,00013 [ o0.000010 - | . - 0.000004.

Les résultats contenus dans le tableau I montrent que pour les trois
schémas, l'erreur est de 1l'ordre de ﬂs', ce qui était prévisible, d'aprés les
Théorames 2.4, 2.6 et 3,3, les quadfilatéres'étant en fait peu déformés (hypo-
these 2,30),

Les résultats montrent que pour un maillage donné (2 h f£ixé) ia méthode
discontinue eét_plus.précise que la méthode continue, Pour un maillage donné,
le nombre de degrés de liberté est quatre fois plus grand pour la méthode dis-
continue queApour la méthodgrcontinue. Si on compare ces deux méthodes 2 nombre
égal de degrés de Iiberté‘(sur le tabléau I, on considére le maillage 10 x 10
pour la méthodé‘discontinuefet le maillage 20 x 20 pour la méthode continue),
on constate que la méthode discontinue est encore la plus précise, On peut
d'ailleurs trouver uﬁe femafque semblable dans [@il. Enfin, illfaut souligner
le fait que la méthode discoﬁtinue est inconditionnellement stable, et permet

ainsi une bonne approximation de flux présentant de forts gradients,
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Probléme 2 : Soit £) =.-_30;1-E X] °;1L . On veut résoudre

(4.6) f%%,*v%% A= S » pour Q‘-»"&)eﬂ J
avec
T=4.

p=Y o= o, 5+F

(4.7) S=4 (Probléme 2,8)
4.8) S= T (py+v) e T 4 e B (probleme 20)

Les conditions aux limites s'écrivent :
(4.9) w4 ) = wéy o) =o

La solution du Probléme (2.,a) est donnée par (Exemple 1.14)

A — exp(~2) s X >Y
(4,100 Yol y) =

14 - Q»‘#P(“ ?) si LY

La solution du Probléme (2.b) est donnée par :

Gan Uy ) = e —‘I—-;’;:-—‘é— .

Le domaine .() est "triangulé" en carrés égaux (figure 4,2), On utilise le sché-
ma (2.22) (méthode continue), avec & =9 . La condition de stabilité (2,31),
(2.32) est satisfaite, On veut vérifier si la précision du schéma (2.22) croit -
avec le degré des polyndmes utilisés. |

On a effectué des calculs pour des maillages composés respectivement de 4, 16,
614 et 256 carrés, les cdtés de ces carrés ayant une longueur égale a -%- R % R % »
1€ ° Pour les deux problémes (2,a) et (2,b), 1l'erreur entre la solution exacte
et la solution approchée est évaluée dans la norme discrate ] ~| R, B définie
2u § 2 et utilisant les abscisses de GAUSS-LEGENDRE, Dans le Tableau II, on '
donne les valeurs de cette erreur pour les deux problémes et pour les différents

maillages.
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4& A
a4
] PO
& .
»
+1 X
Figure 4,2 Maillage 4.4
L : degrés de liberté sur un &lément

TABLEAU II

Erreur | . vieme 2,2 | Problime 2,b
Maillage :
-1 -2
(2 x 2) 0.394 10 0,305 10
' -1 -3
(4 x 4} 0.133 10 0.391 10
-2 -4
(8 x 8) 0.465 10 0.491 10
: -2 -5
(16 x 16) 0.164 10 0.614 10
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o b R

Dans le cas du probléme 2.b on constate que l'erreur est en C)(QE)
conformément aux conclusions du Théorime 2. 6 Par contre, dans le cas du pro-
E bleme 2.8, I‘erreur est en C)(ﬁtf) , Ceci provient du fait que la solution
. exacte du probleme 2.a n'appartient pas 2 1l'espace q(fl) : .1a fonction !

. (2 \%) est C dans les deux parties du domaine {1 séparées par la
l2re bissectrice, elle est continue sur‘fl mais ses dérivées premiéres pré-
gentent des discontinuités le long de la droite }{=> , La perte de précision
provient des carrés qui sont traversés par la lere bissectrice, . ' :

1.'intérét de ce probléme 2.a est done de'ﬁontrgr sur un exemple simple
que lorsque la solution présente certaines singularités, il est inutile d'uti-
liser des schémas trop sophistiqués, construits avec des polyndmes de degré

(On peut d'ailleurs trouver la méme remarque dans [43)).




CHAPITRE IV

APPROXIMATION DE L'EQUATION DE TRANSPORT
EN GEOMETRIE SPHERIQUE MONODIMENSIONNELLE PAR
DES METHODES D'ELEMENTS FINIS CONTINUES

Ce Chapitre est consacré 3 la résolution numérique de l'équation de

transport en géométrie monodimensionnelle sphérique (h/y3
/".) Q- U-) +a.3_((4 /A)\.\,) .w":(, uo = JLS s pour(?)ejo ?{!}1 +4-[_
WG‘,/*) = O pour /.\ <O .

Le plan du Chapitre est le suivaant :

1) On rappelle quelques propriétés du probléme, tras utiles par la suite
pour définir les schémas numériques que l'on peut résoudre maille par maille en
suivant la direction caractéristique, et satisfaisant certaines propriétés de 1

conservation,

2) On définit une méthode continue, permettant la résolution du probleme
en suivant les caractéristiques. On donne des conditions suffisantes pour satis-
faire les propriétés de conservation, définissant ainsi toute une famille de
schémas numériques, On considére plus particuli2rement deux de ces schémas, 1'un

d'entre eux n'étant pas autre chose que le schéma classique D,S.N. [?2].

3) On montre la stabilité des deux schémas décrits au paragraphe 2, pour
différentes normes avec poids, analogues discrets de la norme :
Rty L %
J g “:E‘TTX ot J*‘f;“ . On donne ensuite des résultats de majorations
4.(4'/")
d'erreur dans ces dlfférentes normes, En particulier, pour XC~ l P _.CJ, on a

une erreur en O( -Pu |L.oa ) et pour ¥=4=0, une erreur en \l-oﬁ\ )

4) Essais numériques,
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I1V.l - Position du probléme

On considare l'équat"ion‘ de transpor_t' en gébmétrie monodimensionnelle
qui s'écrit sous la forme du probl2me du premier ordre suivant ([11, 22, 23],

aal>.
D Mz g « 13l et =S

pour ("y*) e () = JD,R[. x]-4,+4.[_ )
(1.2) u,(&,/;) = O , pour / <o

La fonction \L(’b,}'-) représente un flux de neutrona situés a la dis-
tance L de 1'origine et. ayant une vitesse‘\? telle que ’L ¥ = ’L\#\}\ )
ol -’? désigne le rayon vecteur, La. quantité " rep:ésente- une section efficace
et la fonction S prend en compte les termes de fission et les sources, La con-
dition aux limites (1.2) signifie qu'aucun neutron ne pénétre dans la sphare
de rayon R ,

L'équation (1,1) peut aussi.s'écrire :

L ) .
(1.3 W= A L o(Aa-pd L e =S
H = /A. erl +- L /‘) 3}-‘ “+-

L'équation (1,3) rendre dans le cadre des Systémeé symétriques de FRIEDRICHS (13]

étudiés aux Chapitres I et II et les conditions aux limites admisgsibles ne sont

pas autre chose que les conditions (1.2). En effet, pour ‘L = O ou pourj.\.-:‘.‘:d.
ona B=0; d'aprés le Lemme I.1.4, on a donc M=0 et il n'y a donc pas de
conditions aux limites 2 imposer pour % =0 ou pour =td , Pour =R , on a

2 : 2
B~ )L R ; d'aprés le Lemme I,1.4, ona ™M =‘/A\ R, , et on en déduit
les conditions aux limites (1.2),

Remarque 1.1 : On pose M, = S:l. /&L m(n)f&) cbx.dy;\. s pour

L= 0,4, L, ... . En intégrant formellement 1'équation (1,1) par rapport 2
1a variable}k , 11 vient :

T

. - * . ] JL.S S d .
(1.4) M,U' My )+ TR s

Cette relation montre que le mécanisme de transfert directionnel exprimé par le

——— SO,

Err S

...:::gglﬁ._ s



e

o

_169_

terme %%k()h(djyt)ug) n'a pas d'influence sur le nombre total de particules,

(Propriété de conmservation 1).

Remarque 1.2 : Si on integre en L la relation (1.4) entre a et b, il

vient :
+4

3 b T b L
1.5 b ) ~ o m,(a) +S T ) dou -—.S S S ddp

o o. -4
ce qui exprime la relation de conservation suivante (Propriété 2) :

Flux sortant + Captures = Flux entrant + Sources,

1 8
Remarque 1.3 : L'équation (1,3) divisée par”L et les conditions aux

limites (1.2) peuvent encore s'écrire :

(1.6) % 4 cw = S5

auh /
(1.7) ubp) = o )
oil  désigne la dérivée le long des courbes caractéristiques d'équation

7:3'(47&") =l (figure 1,1).

La solution W en un point 4, d'une courbe caractéristique ne dépend donc que
des valeurs de W (et des constantes physiques ¥~ et S ) aux points de cette
caractéristique, en amont de 4, (figure 1) (Propriété 3).

X
+4

?
eV

Ag

-4

Figure 1.1
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Les trois Remarques précédentes vont jouer un role fondamental lors de
1'approximation numérique du problzme (1,1), (1.2). On essaiera, comme au
Chapitre III, de définir des schémas numériques au moyen de méthodes d'éléments
finis continues([27], 281, [a2]) _ e permettant
de satisfaire, de fagon . discrite les propriétés de conservation 1l et 2 et de’
résoudre numériquement. le probléme en suivant les directions caractéristiques
(Propriété 3). -A'var.:t: de passer 2 la définit:ibn des schémas numériques, on peut

faire la remarque sulvante trés utile par la suite.

Remarque 1,4 : Pour des raisons de symétrie, on a l'égalité (25 .
(1.8) - }‘) wle, '/*) s pour -..4- léju- £+t -

On consid2re les découpages suivants des intervalles [...4 +:|.] et {0,R] , pour
des entiers T et J - S '

(1.9 -1.'—_-./"-3— </A_¢+i<.-..</¢,=o </u4_< - </“:J'_a_</‘a'="'4'
(1.10) O =N, &y &---- <y =R

Dans la suite, on suppose toujours, comme c'est le cas en pratique ({221, [&4]),

que
(1.1 /A_é_‘.i ;—./.Aa-_‘_ , pour tout {3-;':!.).--)3'

—_ & :
Le domaine ) = [0) Rj X [.. 1} +1__‘] est*triangulé en rectangles

(1.12) K.;,&' = [’L‘;){Qi} x.[/“{)/“é-!'d-] , o<£Li < :t‘_d)' N 1 sa- < J-4 .

;, 0t X , _Jgy £J-1 , le point de coordonnses

)/u,&> . Pour Lo I'_d.) ":"5’3- £ J-2 K on pose

On note A "3

(1.13) 3-'K..‘é = i(-’!-)/‘*)e}\{‘;?; 5 /.Ln}m&+&l4—jkt)mf<o} )y
(L18) Ky = Ay, _(3_»«:;,5) )

ol M, et .“'/‘ désignent les composantes de la normale extérieure 3 la frontidre
BK.‘,,‘; du rectangle Kgé . Les cﬁtésdeK;é inclus dans 3- K i (resp, . KC‘:

)

sont les cdtés éclairés (resp, non éclairés) du rectangle K {4 » par lesquels les

courbes caractéristiques rentrent dans (resp. sortent du) le rectangle K .

e
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Pour satisfaire de facon discrate la propriété 3, on impose, comme au
Chapitre III, le principe suivant ([27], (3d), [&21) :

On ne peut faire le calcul du flux approché sur 1'élément K.:é
(1.15) que si 1'on connait déja la valeur du flux sur la portion
&clairée 'a-K;a- de la frontidre de K¢y '
Puisque les éléments K"'é , 0% v g T-2a ;) —J= 55311 sont -

rectangulaires, on a le résultat suivant :

Lemme 1,1 : On peut faire les calculs en suivant le principe (1.15) en

considérant successivement les éléments 'K,;,é pour les valeurs décroissantes

de v , T-4 > Lx o0 et _croissantes de a , —J« 4 € -4 puis

pour les valeur croissantes de o , © = c e T-4 et les valeurs crois-
santes de 4 , © €4 < J-4 comme sur la figure 1.2,

Démonstration : Pour —{(J-4) €4 < -4 , ona:

(1.16) Ky = & ’-(A;,,A_)é Ptm,gm.) U e (A ACHA) )

pour oo £ IT-14 .

Pour ‘3 =—J, ona:
(1-17) }-Kl:é = C.Sk!/« (AL‘,!.;L’.A_ A\h“b'ﬁ{’ﬂ-}

D'autre part, d'aprés les conditions aux limites (1,2), on connait la solution
le long des cdtés (AIJG. AI, 544) s - J é'é €1 . On en déduit le chemi-

nement donné par le Lemme 1,1 pour les valeurs de{} comprises entre -J et -4

Pour O£y £ J-4+ , ona:

(1.18)  2-Kiy = M(A%A¢4+4)de£(hgshcﬁ,é) , tstsT1,
et

(1.19) 3 Kej = 8K (Ané A‘ié) .

On en déduit le cheminement donné par le Lemme 1,1 pour les valeurs de 1,

comprises entre O et J-4 .




~172-

)
+ 4
26 27 28 29 30
21 22 23 24 25
16 17 18 19 20 3
R
15 14 13 12 11 i
10 9 8 7 6 !
5 4 3 2 1 :
1 !

Figure 1.2

Exemple de cheminement 5

Remarque 1.5 : Dans le cas de la méthode continue, on a en fait besoin
des valeurs du flux pour M = -1 , 04&2¢® et pour =0 )/-L>O , pour
définir la solution approchée, bien que les courbes caractéristiques soient

tangentes 2 la frontizre 5! le long de ces portions de frontidres,
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1V.2 - Méthodes continues pour résoudre le

Probléme (1.1), (1.2) : Définitions

Dans ce paragraphe, on définit des méthodes d'éléments finis continues

)
|
|
|
!
i
!

pour résoudre le probleéme (1,1), (1.2), utilisant le maillage décrite au para-
graphe 1, On fait 1'hypothise que la restriction du flux approché 2 chaque
rectangle de la triangulation est un polyndme de Pl' On donne des conditions
suffisantes pour que les schémas numériques obtenus satisfassent de fagon dis-
créte les propriétés de conservation données au paragraphe 1, On décrit enfin

de fagon plus précise deux exemples de schémas, dus respectivement & REED et

LATHROP [&4], et RAVIART (communication personnelle) satisfaisant les propriétés
évoquées ci-dessus, La stabilité et la convergence de ces schémas seront étudiées

| au paragraphe 3.

s Tt -
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| |

A «::haque intervalle [__’t;;_,)ft'l_',.‘..,__j 040 €T-a , et Du,a )/""f*“j y i)

-JF €4 < J-1 , on associe respectivement des- coefficients BL‘.-;’: et ]}
oli*i , compris entre O et 1, A choisir ultérieurement, et tels que : 5
(2.2) oLi,‘_% = 4 - ,{_5_% , ©o% 3£ J-1 5]
On pose : !
(2.3) )L‘:‘.% E— ec*.;i’l.g....,_ + @ﬂ ecd_.{) -’L"‘ ) OstL 5 I—‘.L ) I
Soient AL)J&*t (resp, Pt;;‘dz_)é et A"'-ﬂ;;}ﬁ) les points de coordonnées i
()L“')/A"S"‘Ai)) ?é-bél_' l 2 ._3-555_-3"-_1 A(x‘esp... Q\.;A_,,i )/A'é')-', j}
oL L & I-—i} -J g3 < +J et (-’t.ci_%)'/lf;“i))péus]:—i P P J‘...i). i

Sur chaque élément K.j'a , le flux W est choisi de la forme €L+\>‘L'+('j’«
et est déterminé par ses valeurs aux pointg Aiﬁi*i 3 Agﬂ)?_% ) A.;% )3' ) B :.)1;“" ) g

les relations suivantes étant satisfaites (figure 2.1)
2.5) Oupg w(Aipn3e)+ @-00ug) Wlhi,5ug) = wlRoy 5uy )

(2.6) "ké”i w(hq&)gw).{.@_%,ﬁz)u,(A;ﬁbaj) - U‘“‘*ﬁ)“j*ﬁ) .

. At i
A\.ﬂﬂ. ).ﬂ AL-\-“-,‘S*"L
: | Ai+i wh
, .. . - 74 .
A vy9+t - : Al 444
K\.’} !
|
ALs : ALst 4 )
/'h . A'.’*'t)'a vd-t,a

Figure 2,1
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Soit \Q‘ 1'espace des fbnctions 1HL dont la restriction & chaque rectangle K;é
est un polyndme de Py, ‘et continues aux points A"»i“'*i , OV €T, -Tsq T4,

On a : dimension de Vﬁ= LTT +xJ + T . Par la suite, on note, pour Vg€V *

v‘-*‘i;&‘-‘-“"ﬁ,@ut,é) , 0ogveT4 , -Tejcd
T8 = '\?‘%‘(A;)_%%) , © «l< T L, =J= 4 < J'-i)
T;;,b{%:v‘ﬁ_(m*bﬁﬁ) ; o¢leT-a , -T<j Tt .

On pose le probléme suivant : Trouver u.&.e:\kt telle'gue :

(2.7) S (Hu. ’5'5)&:\_ — O 0l eT-1, Tz < J-1

- = p = 0, 0sisl-1,Jefelu,

K.;a'

(2.8) | u?"(AT')é“‘i) = O h) - J < 4 £ -1 -

Pour calculer les intégrales intervenant dans la formulation (2.7), on utilise

une formule de quadrature construite de la facon suivante :

/'

Load
(2.10) S 1) do v Wiy S(("‘"""i) P

G

S+t
(2,9 5% %.()a)t* N %(fé*«‘z) )

ce qui induit sur K;é la formule :

‘ 4 W . n .
(2.11) 5\.(‘-_3' '\J‘[’L)/x) ti)k nJo ¥} L&D*Mi "7( "*347\1""3) )

ol les ’LL+1 ) o.-sCsI-d-,et f%“’i ) ._J's-j £ J-41 gsont
définis respectivement en (2,3) et (2.4), et ol les quantités WL""i et Wy, 4

sont des poids positifs et pour des raisons de symétrie ([i@]) on s'impose les

relations :

(2.12) wéﬂi = W4
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Les relations (2,7) deviennent alors :
(2.13) (H w ’LLS)(JL‘ . =0 ogle T4, T < T-4
: no ) aleg Mg )= 0, o le Tt , T f e Tt

Les paramdtres wé*i ) /1,3 +4 Wi"'t et l““’di. inte.rvenant dans les formules

(2.9) et (2,10) sont déterminés de telle sorte que les propriétés de conserva-
tion solient satisfaites de fagon discrite, On pose : '
J-1

(2.14) o, , (1) = E w; o (% e ) -
. 2,% = ﬁ‘”i,/"a'“i L /)*14-%
q:-J .
Lemme 2,1 Une condition suffisanta pour gue 1a grogriété de conser-
vation 1 soit vérifiée de facon discréte est que les relations suivantes gsolent

gagisfaites, définissant les scalaires Pﬁ

(.15)_“’.3:3_ LML B _g.t' WL . _z_ _a-
M R e in)= S rp )= b

ouxr _3‘.\-4,_(1;5 J~-4

2
(2.16) 1 +1./AJ P -?)/ka._ '1+?-}&_,a.+i)\_3*1i _3}1__3_‘_1’: =0 .

Démonstration : En sommant les relations (2,13) pour ~J « 3’ <J-4 ona:

(2.17) ('3 L’L ., ,ﬁ))(’l.b,‘_?) Z 3“”1 (’tf 2 (L/*)‘-\—g_)) G Y )/k3+4. +

- 5
+ T ’L‘E.mi 'm-o,a,(%g) = Ty Z Parg 5(4~+4£) /‘a'ri)

Pour satisfaire la propriété 1, on doit écrire :
J'..

(2,18) a*tb(@f}%(“ﬁ))>(1~+¢ /x#&) oge g -4 .

On obtient alors la relation suivante, analogue discret de 1'égalité (1.4)

J-1
@19 (B0 ) riny) + Ty T i) = Ty g__;"éﬁ. Slrivg, pjes) -

[erI—
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" Pour A = 'LM . la fonction %( /A) est continue par rapport & 1a vanable)&
' sur ['.L +<l] , et linéaire sur chaque intervalle [/Aa y\,“d_] 5 - 3’<3 J-4 .
Posons U..-R (“-b*.ijk‘a) - 3 ; - J' = g . .

‘' On & alors :

“wling) pieg) = Aoy gea t 0%y Juy - Tefe T1

La relation (2,18) s'écrit alors :

2.20) _Z__J i {- ’yw(waum@-moua) vl 75) ;;j‘;:} o

Une condition suff:.sante pour que la propriété 1 goit satisfaite est que la
' | relation (2,20) soit satisfaite quel que soit Wy , -J<4 ¢ J
| - On en déduit les éEgalités suivantes : -

. . .‘._:L'.

__.Z‘_i 2(4 - g )+ 1 Z 4 o S\ L
- pour -J«-*.L «.:udi < J-4

LR

tpg ey eyl e = o
. |

i'}*-zreil + ’-Li-".dwa";t))“-mii ()‘-:r-yﬂ."}‘-:r) =

‘A - g |
En remplagant olé +.1£ par sa valeur M , on obtient les reslations
- (2,15) et (2.16), | ot = )

| Remarque 2,1 : Les relationa de symétrie (1 11), (2.2) et (2,12) impli-
. quent qu'il est suffisant de satisfaire les égalités (2,15) et (2 16) pour les
valeurs positives de g ' '

Remarque 2.2 : A partir des relations (2.15), on peut &crire les égalités

(2.21) Fé.u,*—'Pé = —.!./La"+4_ wé""d;. ) ] ‘.Sa‘ < J-4 >

ipour 0.._'3& J-4 , 0<% \I"i .

; (2.22) wﬁ*"'{_ 2. (@ /& U-g‘_("—w)) (’LML, 14-4,-_) F‘aﬂ.u&(n"’* )A’%“) F‘é uﬁ(""'*hy'kg)

%
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st le poids QJ&,,A, de la formule de quadrature (2, 9)' différé peu de la longueur

1
Pkt /“4. de 1 inte:;'valle Da,a ,/A,a,.,.,_] , alors 1e t:erme ?‘6‘ apparait comme une
approximation de d. /)‘1 . S ,

. Remarque 2 3 : La relation (2 16 perme.r. de déteminer la valeur)*;r_

Pour déterminer les valeurs de /"3“3: ,.© <1, J.'-_ 2 et des poids W

3""4‘ )
O 8—@ s:l"- ‘f :, on dispose d'un’ systéme de J'—d. équatlons (les. relations (2.15)).

Pour calculer les /*.A.,.t et: \01+i R i.l est nécessaire de s‘imposer J rela-

tions supplémenta:tres. : -:

Lemme 2 2 i On suppose que’ les relat:.ons (2 15) et (2 16) sont satis-
faites, Une condition suffisggt:e pour que la progriété de conservation 2 soit

vérifiée de fa;on discréte est que les relatwns suivantes soient gsatisfaites :

Y 9 ‘ . o

(2.23) = i = = LWL#&{L;,*.& ) oSt s. T-1 |
s 3 S ‘ -3 .

(2.24) T ) = .3 w;,_*,tlt.;,‘_t ) oOg v £T-4 .

Démonstration : En sommant les égalités telles que (2,19), pour tous

les indices i compris entre M et N , pour «s™Mg&M< T-1 , ona:

L-—

(2.25) 2 wu,t( (a, ‘T\‘L.l)?‘_)>(k.,_+4_) + U“Z wwa_ ’?-t.-l-t ’ma.g\_(’i-pni)_

Ww'-‘- “%M- ’Lw-i S(’Lw ))l.a+1£)

Une relation de conservation, anélogueidiscre_t de la.relation (1.5) peut
s'écrire, pour tous les entiers M et N tels que O M<K N< T-4

N
2. L . € .
(2.26) et md.,?\_,()"ﬁ-i-i) —lpq T, k(im) + T_zmwi,*.i"'cti"‘“'o,?\("‘-a*.i):
L=
N g4
= Z g;_.a'wu-\-i— m&q—t )t-uq-t S (n-‘,-pi)/'ka-g-'i)

En comparant les deux derniéres égalités, on obtient :

L A " N N oL |
(2.27) _ )LN+'L"“¢,\L( "’NM) ~Tu m-xla,("'m)_ '-‘-'-EMWH-% @;&L ’r_‘\‘d}))(kmi} .

e

g mrt RIS
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Puisque la fonction 'u._k appartignt h 1'espace V, ,  les fonctions m‘_'t,k,("‘))'

L > 0 , sont continues, linéaires sur r._:haq‘ue intervalle ["'—..;,‘*.Li.ﬁj et sont

7 déterminées de fagon'ﬁniqug par leurs valeurs ‘: el =’ﬁ1é,eL '("LC) - aux i
. abscisses Ly ) ©<v € T | En choisissant ‘N =M dans 1'égalité (2,27),. |
. et en remplagant successivement la fonction ’Y\‘\,';,R(JL) 'par 1 et _par.q, , on :
- en déduit les conditions (2,23) et (2.24). En éliminant Wisy  entre les

relations (2.23) et (2.,24), il vient :

Prdgosition 2,1 : 0n a, E‘o"uri-o.-s L'.Q T-1

gy = AP vling +4 (Riet="0) | p R Rt :
a0 T R "V L :

‘Remarque 2.4 : Les relations (2.23) et .(_2;24)_ ne sont pas autre chose

que les conditions de conservation dérivées en utilisant des techniques de l
différences finies par REED et LATHROP [44]. - ' _ ' 1
Des Lemmes 2,1 et 2,2 et de la Remarque 2,2, on déduit le i

. Lemme 2,3 : On suppose que les relations (2.15), (2.16), (2.23) et (2.24)
sont satisfaites, Alors les équations (2.13) peuvent s'écrire : ’

. . !: . L . .- . . N . . . M '
(2.28) wa*di/o\i_‘_%—(’bb.‘,tu.-ai_%i‘_'_di —TLL. \lvii*ii)-{- W"H_ji 'L"“'"‘L'(Pﬁ*d- “—,ﬂ_b 4+t —Pa uw&‘,,&)q.

+ g Wity (Tl diy - Sig ) =0

pour osi<T-4 , ~JF < < JT-a , o Les quantités Bi» Wity
: et vy (resp. i Bt Wing )} satisfont les relations (2.15), (2.16), (2.21)
(resp. (2.23) et (2.24)).
Démonstration : Multiplions 1'égalité (2.13) par Wivg Wdag . 0Ona:
' 3

.o . . L - -
(2.29) Wiy w oy QAP‘ " %n’@ ML) ey %}((47&)%;) + ’Lw{@ U}a—S) (*—;,q;, M_):o

La fonction Yg étant linéaire en L sur [’f-;}’l,,;...i] , on peut écrire, d'apris
le Lemme 2.2 : ' '

. Nt
.30 Wiy %))Gt‘wb/wﬂ =L, 20wy fr, Keg)) e =

u

n -

L] : . < :
= i+ u-tl-t-i-,g-r‘ii - Ry u—ujﬁ«&‘fi . 1
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e

L'égalité (2,28) est alors une conséquence des relations (2.22), (2.29) et i
(2.30), - ' '

Puisque la dimension de 1l'espace V&_ est égale 2 L IJ +2J+ L, les 2IJ S
relations (2,28) et les J conditions aux limites

(2.31) u,-_ Jep =00 0 ._':1' < 5. < _-fL_ | , o |
ne suffisent pas 2 déterminer la solution Ue & Vg,_, SR ' g
Pour calculer la solutiorx u.ﬁ_ en suivant le cheminement décrit au paragraphe 1,

il faut d'abord déteminer les valeurs ' U'H‘u-"" , O £ . < L-1 . Pour i
cela, on considére l'équation (1 3) écrite de fagon formelle pour = ~4

On obtient 1'équation différentielle (suivant la caractéristique R g

' : .t ]
2,32) - 29 T+ -
( Gl Tl ¢ 5

“avec la condition aux limites

(2.33) QF(R) e o | ;
Soit JY;\_ 1'espace des foncti_ons continues sur [0 P\] » linéaires sur chaque }
intervalle ["\-‘,)JLWJL] . Les fonctiona \VR de ’5’,‘_ sont déterminées de fagon
unique par leur valeur V., aux points T , 0% ¢ 47 T . On définit

une solution. Yy & 76’;\‘ approchant la solution w du probl2me (2.32) de la fagon
suivante : Trouver (p & JV%;’ tel que : ‘

aw  §

(—&%*wn}({ﬁ_ _.’L S)M_'.—.D ) T-1% Cz>/0)

(2.35) _ ('?&L’L.:) = (?I = O )

les intégrales sur les segments [’Z.,,)JLH_{:S étant calcnlés en utilisant la
formule (2,10),

Grace aux relations (2 23) et (2 24) Ieg‘ équations (2.34) s'écrivent :

2 -
: (RS T = >y ) = 0
b+',',: u-e-t( (?w'ii Sm-%-- ‘ )

ou encore

% L ' : * N
(2.37) P = i Poes + T WO My + W‘:“':‘.JLC*E(T'(P‘*‘;_"'SL*&)= °
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(?{,.g.'i = ('FQL(’LLM’:} = 961-1,: (PC-HL *‘L’{' eii—‘i) Yo J

SL‘“‘%"" ‘SQLC+'§_)—4) P

pour J-4 » ¢ 2 © .

Les équations (2,28), pour ol € T-4 ~J <4 < -1 :
les équations (2.36), (2.37), pour © & U<€T-4 et les conditions aux
limites (2.31) permettent de déterminer la solution LL%_ dans le domaine iE

[_O,?\) X (-11 ©) , si on pose :

i

(2.38)  Wisq =T

C o4 oetlC £ I-4 . |
1.) {-Pb‘t"z— s P

On connait donc les valeurs de. LL@\_ le long de l'axe des L , pour O €L < =
et en particulier les Wi.¢4,0 o<y «£T~4 | Pour poursuivre les calculs

en suivant le cheminement décrit au paragraphe 1, il est nécessaire de connaltre
ies valeurs de Up aux points de coordonnées (0})-*3'_...& ) ) ©¢ «j £ J-4 -
Pour cela, on utilise la relation de symétrie (1,8), et on éerit :

Uoo, 4 - ; 0<4 & J-4 .
(2.39) 0)34-'.;-’ = U-o}‘_,a_di ) &
En résumé, pour calculer la solution approchée Uy © \/ﬂ_ , on prockde de la

fagon gsuivante :

: Schéma IV, La solution ‘U.g\_ < Vg‘_ » approchant la solution W du pro-
" bleme (1.1), (1.2) est déterminée par la fésolution des &quations :

L S 4
(2,400 Lo PL = n4a Plua + 2L W¢+¢i’1-£-_|-4§_q);+4i + Wi,.pt Liey (V'(Pwi - S(,.'AL) =0

. pour T-4 S ¢ 2 O )

(2.41) Yr = © )

2 : R . . . .
(2.43) ana-p.}“ /*.54,4,,_ (’l-c.u Wit jag ~T u»,gk%)‘ﬁ'wh‘itéﬁi(?aﬂu%w —?‘gu»-r?_,j)"'

R .
+ Whuy Wiy "-C-&-‘-’i (T "LL-\-t)'&""%_ - Si""t)i"'%.): ©
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pour OsLST—'d-)—JS'j,S- J-4
(2.46) " Yo deg = Uogop-p , O<4 T2,

. y y . . : [ : JL'. - .- . 2 . .
les quantltés p& 5 3*% et /‘a+t (resp, ced et .WW%_ ) sat.z.sfaisant

: les relat;ons (2 15), (2,16) et (2.21) (resp. (2.23) et (2.24)). Les calculs

" sont effectués rectangle par rectangle en suivant le cheminement décrit au ‘para-
graphe 1, '

- Comme on l'a vu & la Remarque 2.3, il est nécessaire de s'imposer J rela-
tions supplémentaires pour déterminer les /‘ﬁ'\" et W3+1 . '

Un premier choix pour ces relations consiste 2 écrire que le poids w§+t
de la formule de q_qadratu-re‘ (2.9) est égal A la longueur de I'intervalle[ awﬂ]

(2.45_) ' L»O,h_‘_,_;_' = /qﬁ““_/*ﬁ y D < 4& < J-1. -

On obtient alors les relations :

(2.46) 1+ f)‘é*-"}xd"‘% —*-%}Aé+4£ = 4 +’y*a'_1)lé_t _-7&1'_{ -:Pa > i<.-a J--’L )
1

On retrouve les relations dérivées par [44] et étudiées dans [20] Ces relations
doivent. permetl:re de déterminer les )*a -4 et f—"q 4, par récurrence, en par-
tant de 3 J-1 et en faisant décroftre l'indice 1. » grice aux formules :

(2.48)  p4-4 = % (fx.ls-ﬂ. + (/‘2-1 + 3@.—?-&')) ) )

3
(2,49) Paa = 12 +A/a,5/xé,ft -—A/xa‘_i -

Puigque FJ' =0 , on peut calculer /J\J i, et on vérifie que 1' on a
2 - . I1 faut maint:enant montrer qu i.l est possible de
P> Mo+ Paea q P
poursuivre les calculs jusqu 2 1'indice 4 = 4 ; c'est ce qui fait l'objet du

Lemme suivant, dont la démonstratlon, assez techmque, peut étre conaultée dans
[20, Annexe A, pages 126- 13@]

..
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Lemme 2.4 : On suppose que :
(2,50} /Aéﬂ -)*5 £ /u,& ._/u\,a*,i pour J-4%4 21

-~

Alors on peut déterminer % et /{ﬁ""@: 5, J-13%4 >0 , satisfaisant les

relations (2.29) et (2.30) et on a les inégalités :

(2.5 % (ﬁ,ﬁ/xgﬂ) < Mirg < P yoogs Jo4
r | X .

(2.52) d-}'\é < Fﬁ < 4 ) o) 53 < J-1 )

(2.53) Baer < B4 ) .., © €3 £ J-4 .

Remarque 2,5 : L'hypothése (2,31) n'est pas trés 'réstfictive, car dans
la pratique, on cholsit souvent les )'kﬁ équirépartis : '

(2.54) /"1:4-4, -/*»L = A/L = “3 ) ©€4 €T-1

Dans ce cas, on a le résultat suivant, démontré dans [20, pages 130—133].

Lemme 2.5 : On suppose que 1'égalité (2,35) est satisfaite, pour

O <£4¢JT-4 , Alors on a :

' &
. ) . A .
(2.55) o < /*ﬁ*«'t -'iﬁ!‘a‘y"aﬂ) < ¢ "1/%‘
On a donc le

Schéma IV,1 : La solution W, € Vﬂ. ,» approchant la solution W du

probléme (1,1), (1.2) est calculée en résolvant les &quations (2,40) 2 (2.44)
(Schéma IV), les quantités 153 ) w.a',\.%' -e—t}lé*i (xesp. )Lc’*'}. et W‘}"'i‘. )

gtant déterminées par les relations (2.45), (2.48) et (2,49)(zesp. (2.23) et
(2,24)),

Un second choix consiste & écrire que l'on a :

(2.56) ?’?1 ?i_-f)’\té , ©O % j < J .

On obtient alors les relations :

2 L + . . i 3 ] ]
@5 2y (- piosd + 2t lricpin 73 ) e i = 0
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pour © £ 3 £ J-4 , les Wit étant’ déterninés par les relations (2.15).

On peut montrer que dans ce cas (RAVIART, communication personnelle) la formule
de quadrature (2.9) est exacte, sur chaque aegment [/“‘3 ) /*1 +4_] 5 3 < J‘ -4
pour les polyndmes fb et L3 .

En étudiant la concavité de la fonction)‘-\ — —-—7&“ , on obtient le résultat

)k :

L_emme 2.6 : On suypose que" l'égalité (2 37) est satisfaite, pour

suivant :

05 4 &F1. Alors on a, pour O& 3 < T4 v

(2.58) © <)kg,+a,-_ - 4,; (/15“*7“5) < C My 9‘&*47*4),“
On a doﬁc le

Schéma IV,2 : La solution UWa € V& s approchant la_solution \L du pro-

bl2me (1.1), (1.2) est calculée en résolvant les éguations (2.40) 2 (2.44)

© (Schéma IV), _le_s quantités \?v@ ) Wit - et )\3*.& (resg.f’bwg et Wivg ) étant

déterminges par les relations (2.15), (2.56) et (2.57)(resp. (2,23) et (2.24)).

e e



-185-

IV.3 - Méthodes continues pour résoudre

le probleme (1.1),(1.2) : Stabilité. et convergence,

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité et la convergence des schémas IV.1
et IV,2 pour différentes normes avec poids || - i\ ¥,4, % , équivalents discrets
des normes || . “K 2 définies par :

, .

+1 R 3
: Y A ]
pour OS‘YQ.L , ©% oL A .

On obtient en particulier les résultats suivants .

| % B
M —wglly on ¢ o %2 Ui, o )

L Ay, Y2
“LL- ‘“"Lﬁ—ﬂl, o, e € ¢ & UL"’%Q"I) “W" 3,00, )

4,
““L"“P\—“ojo)k < C QA QLeakDL llw“—,_.,/oo)ﬂ_ )

J-1 O\ % Y %/
(E_J (olpbiag (%o, 4oy - “("»/*é*%.))) <c W legtl) Nl o

ot C est une constante > O indépendante de A .

On commence par étudier 1'équation différentielle (2,32), discrétisée
sous la forme (2,36), (2.37)., On considdre énsuite les relations (2,43), pour
o< L € L-4 )_Isés-i,puispour OSC.-S'I-‘l) oé’ésJ—-i.

Pour © < A < B _a </g< o (resp, O <M g+t ), on pose

Q;—,/-\'=-i(’d,/‘))eﬂj'\4_a.)<i( J ._i‘jg)</)\-1 )
)Lesp- ﬂ—:LVk '::.SL)L),/*))ESL 3 o <« 4 04/;.)4/& 1 .

) ©< M £+L , on pose (figure 3,1) :
+

= -Q'o/o UQ)‘L))& .

JPour o < &K

Qa
7




-186-

+4

»)‘ A

2

-1

N

—x R R //”“ R
L P ..¢ //

\

-1

Figure 3,1

On définit les normes discr2tes suivantes, pour toute fonction v continue sur

chaque rectangle :

'.II'-:L -4

-3 %
(.2 | “ux a8 (Z 2 A S riy 1S )‘;*'*::3 ""_5%1}*%) ‘

Lt‘)é-‘i—

T-4 St 1’{
(3.3) “ '\’““\(“ 'y (Z Z Wu-l-i- ‘-’oa-\-t n‘b-t‘t (’1- /""‘Hi) vﬂ-‘)_,i-\-"—) )

izo 4=°

.' e\ %
(3.4) ![ 'U'llk e ((" r},a}p‘_ (“v”‘(x& ) ) .

Pour toute fonction VW définie et continue sﬁr [O,RJ , on définit

- b=

N =Y y . &
(3.5) lv‘r/ﬁ_ = ( z T Wied 'Lc+45_ v;,..,i)

analogue discret de la norme avec poids

: [N 1’9.
(3.6) "\J“h, = (S ’Lled\IL)
(o]
On pose :
L 2
(3.7) Q""*“'i = E%:ui Ty +@~ 9‘:*&) vt
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Lemme 3,1 : Pour tout couple [\ Wi,s satisfaisant la relation (2,40),

pour Ot T-4, on a .

(3.8) (1 LGMQ \Vh Q—etﬁ‘k ijut)wi + TW‘_...’L .—‘:}» \-vb*_i <

H'i
< Wb.\-i- _‘j}— S£+t WL.{-‘L J
‘ QH{L ' L
ou \Vl:l-f-% = ei‘\-t \Pu-H- ""(\d--""eé-t.-‘;_)'\-\).‘,‘ ’ .

Démonstrat:i.on 3 On multiblie 1'égalité (2.40) par \Phi . Il vient, en
. . T

remplagant \V+,_L par sa valeur :

\P ( li- 9)’1' + 1 @' ‘9) JLu-l—i. Wu-\-d-) \'H,.H_(e )LL+4_ —2_6 ,LL‘EA- W et ) o+

t T & =
+“‘)L WC*‘-’» (e""v- "‘.(1"9)""614. ‘\"-6(4'9)\”\:‘_&_&;&!) +

+ Wug_’L,.l_ut (« \P'E“i - '5,;*_1 U.{-,{é)
Le coefficient de Py Wepa peut encore' s'écrire, d'aprés .(2.23) :
O -y +16(4-8) Wiy liedy = (20 ~a)(on; +l-8 o) )
et il est > O car :
(3.9) e;fé";_’&t_—-_’& s oA A el ,
i AL 9" I’ ’LH‘-"‘"'

On minore le fermé @-.'e-.»:_)(e:i’; + Q- 9) "'-’Eu ) \-P:,\PI,..\.-;.' par
—%(’-9"‘1)(9*_&; *a'e)*}bu)(wt ~+ "V:m.)_

On en déduit 1'inégalité :

N g L ] ! -
(%_ z.e)o..,»,g_\l);, ,.(w_d,-_)a.ni%ﬂ + W"*‘::’Li*%_(“.'“’mi—5c+g‘4’a+g)= o

En divisant par 0-;,,..:%' et en re'mp.lagdnt, O par B4 , On obtient (3,8).
N X . . . X
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Lemme 3.2 : On suppose que /Li,,-i= O , Os L<T.4, Ona:

C Y >k
T4 .o ;_;15 Y > ’
(3,100 (T Z22*5 7% _'Et'.;;. < ¥-4
b=t 2280, Jom oA Y < 3 )

ot C est une constante indépendante de An

Démonstration : On a 1; = A, et d'apr2s (3,9), il vient :

b = 26(,.,.%__ 1 (;7_ »JY R P I (JL-.J )K CutS (L. )Y
= ———-—-—-—-—-—.L-— .-._‘..'— - froced ]
L 7] b—— T —
3 ~ . . - 4_
.3-_ - z‘ec&_"_- IL;T'+' ‘ Tlea + 0L \lia Lo+l Lx
En développant éuivqnt les puissances de :{: s 11 vient :

po= 4 ()1 « Of)

L

Mais, d'apr2s un résultat classique sur les séries
I

R ('2—_ -—Lc@_T) - 6

T-300 i=4

ol € désigne la constante d'Euler

Si on a h/ =+ %— , on peut donc écrire :

T-1

2
3.11) TT ¢ < ¢ IY 2
vzl

'I: .
Ssi K-_—?-i , la série > Log P,  converge, d'ol

v=d
=

I-1
(3.12) TTee =<c
. L=A

Les inégalités (3,11) et (3,12) entratnent 1l'inégalité (3,10),

Des Lemmes 3,1 et 3,2, on déduit le

Lemme 3,3 : Le schéma (2.40), (2.41) est stable pour les normes |. l&&

avec ¥ > % , ¢'est-a-dire : soit (P&_GJYJ;L la solution du probl2me (2,40),
(2.41), on a les majorations : :
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(3.13) m v L R Yk IS !-r_
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L .
Clsll’?\. an X;% )

4acie IT-4 /
¢ Dn \SIH.

ot C est une constente > O indépendante de fAEN

Démonstration : On remplace ), par ¢ dans la relation (3.8), et on

multiplie par (Q_,;*_t)p" . Ona:

Uiqd ) L T ol . . y
)val. (.%— -1 e\,-\-‘i) g (?b - (.T‘i_j_') ( Z eu-l-ﬂi —%) 4"14'1 cPvt'i +

+ W, i+d (Qﬁ-_)d y ( T Wb+¢ - Sw—thg)

D'autre part, il est aisé de montrer, en utilisant les définitions de 0-.,.,,4: et

JL"‘““"’:‘. » qu'il existe deux constantes > O , c et C , indépendantes de Ax telles

‘que, pour 1¢v € I-4 >

: a N

(3.14) C % X ix < C c £ Mk C c £ Oivg < C .
2 Vi [N ~ 2 .,'L!' =
""'v\-‘l) L. _ el

Enfin, on a les inégalités :

. 2 M _
(3.15) 1 < Bl €% 5 ost £T-1 .
En sommant ‘sur tous les indices & , O£l < T-1 et en utilisant les iné-

galités (3,14) et (3.15) et le Lemme 3.2, on obtient la majoration (3.13),

Remarque 3,1 : La majoration (3.13) pour Y<-’3- constitue un résultat
de stabilité faible,

Définition 3,1 : Soit VU une fonction continue sur [0) RJ . Sa fonction

%interpolée ‘est 1'unique fonction AF & )X-& égale & V aux abscisses JLL}osC‘I .

3
Lemme 3.4 : Soit une fonction v & H (O}F\) y On a:

%
C A l"‘t,:,(h.‘,«.:a) ’

(3.16) | =) (ig)

% .
(bt + ot
“ (ﬂ; s \v\% 3,0, 2ien) lvl"'/ Y nine)) )

(3.17) ]%?_hr—'\'r") (’L(;,,Q
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pour ©O<C< I-4 ; ot C est une constante > © indépendante de Ar

-~
Démonstration : Soit | =[_ 1, +:L:| 1l'intervalle de référence et Fn;,e?i

la transformation qui envoie 1'intervalle ﬁ sur l'intervalle H; =[)f-c,’bc+ij ,
On a :

)L‘:""k = FHC (E-CM,-_) , avec
E.‘ 4 — L * - — i JLL“"’- -"L‘: *
l.-+z_ = eu{.di 1 = 3 -——-—{Lﬂ-‘_ti
A la fonetion V', on associe > = Ve FH.; . On a :

-~

(v-F)(ting) =F -F)(ting) -

~ 3
L'application linéaire H — (‘fr --"G')( E:;M_%_) est continue de H (—4,+1)

dans R » et est identiquement nulle pour tout T+ e P:?. . D'apris le
Lemme 0,3, on a donc :

| )(’U‘—‘t}')("-cui) = ]@' — '%:)(&c,...%)} < ol {}lz,z) "o

D'aprés le Lemme 0,8, on a :

%4

(3.18) || < ¢ Bv Nl

~ -2 3 ,
&)’-) H &)t)HL y pour 4

Des deux derni2res inégalités, on déduit la majoration (3.16), On a :
2 (v -7) (x; = 2 ([2@-F)\ (e, .
L -9 (i) = 2 (30-8)) )

- Progl 2
L'application lindaire U —s %-S@—. "u') ("c;,.,.di)' est continue de H(\'—D

dans R et on a, pour tout U & 2,_

36-%) () & c oty lol, -

. _ 3
D'apr2s le Lemme 0.4, on a donc, pour tout v & H (H) :

2, @- %) (keay)

3 (&cq R P +(1+&¢+1)|G-|§1)g> :

En combinant la derniére inégalité et 1l'inégalité (3.18), on obtient la majora-
tion (3.17).
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En utilisant les Lemmes 3,3 et 3,4, on montre les majorations d'erreur suivantes :

Théordme 3,1 : Soit < ¢ !r-l3 CO)R) la solution du probléme (2,32}
et (2,33). On_suppose que iy - = Az, Osv € T-1 .

On a alors :

r‘
8" 4<Yg2

4,
Aﬂ} ‘th’l-‘/l) .X:i

% _ B4
(3.19) om_i"ﬂ‘?c“‘{’(’t o))+ %‘\h’,i’\,é C'QLPI;V,@&)*M@:@RD‘ L\:L—"I , Le¥<t

oli C est une constante > (O indépendante de Axr .

Démonstration : La relation (2,40) peut s'écrire :

(——%‘q_()'}q)%') + 1 "RP‘_ -+ ’7.:‘L (U' (-P_& — S)) ()?- C,._%) = O -

b
soit & 1'interpolée de ¥ , la fonction ¥, —¢  vérifie 1'squation

(3.20) (—- %&Wv@) +L¢(‘{’ﬁ_5€) + (W(LP&_EF) - 5’)) ()L;A%) =0,

ot le second membre S) s'écrit :
) = 1 (- B L) 21 @-T) ee-¥)) = —3-7) +olt-7).

En utilisant le Lemme 3.4, on & : : '

IS}(’LH-"‘-) 5

z
(w{—"—oﬂ. lLPIzzH +AL iLPI-.;.zH ) .

On en déduit que :

(3.1 15’);& < ofas ZM‘%H’I“ +A'LZ('»,,1 l:,z,H>

Qe eniag

Le premier terme du membre de droite se majore par :

I-1

Y
3 N 2
(3.22) Ax Z &‘f’_"’_)ﬂfz lt?lz,z,l—u, < Chv !‘Pl: ,82,(0R) Z%: —:i-),, )

izo (Litton)
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C si 4 < Y=<srn

T-4 Y
(3.23). ) Dty o o JLogdn| si ¥Y=1
t=0 QL'-"*'L‘."‘ ‘a

-1

Le second terme du membre de droite de (3.21) sa majore par

y LR
An lq’l 3,2,(0,R)

En combinant le Lemme 3,3 (dans leqﬁel on remplace f, par 4%L-€F ) avec les
relations (3.20 3 (3.23), on obtient : '

An,")i4r$1-)

(3.24) “mox ’Lg‘l‘{’:, By +¥- ‘fa.lr “—(q’lz 192409 l‘f\“@@){
o4L<I-4

D'autre part, on a t"?’(:z';) == ‘-?@.C))

~ 8 '
‘({"“P lY}ﬂ_ < C A"‘ \“Plg}z}(o}&)
La majoration (3.19) est alors une conséquence immédiate de 1'inégalité (3,24).

Corollaire 3.1 : On a la majoration :

(3.25) {]‘{’s —LP('LL)\ 2 \‘Pmi “P(’Lwi)l} CM- I L?“a.z@

1AL$I
Le résultat suivant sera'utile par la suite. :

Lemme 3,5 : On suppose que les hypothéses du Théor2me 3,1 sont satisfaites.
On a alors :

(3.26) |9, —P@)] < ¢ A’:A Hq’ua,a,@v,&)

Démonstration, On a :

(3.27) €= P(c) =, - (o) = (q’i; ‘?('Lﬂ) -2 {4, - F(ny))
D'aprés 1l'inégalité (3. 24), on peut éerire : T

(3.28) I%i-‘ﬂmi)\ < < ACE Uly g (o)

L'inégalité (3.26) est alors une conséquence des relations (3.15), (3.25), (3.27)
et (3,28),

e b i s e

P

o

i s
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On considere maintenant les relations (2.43) pour O« ceT-1 }-Jé;‘,‘s-—’i .
Pour montrer la stabilité du schéma IV pour <O , on ne prend tout d'abord
en compte que les dérivées discrites de %%Fgf\i.) et %H@};ﬁ})lk.) et on

essaie de se ramener au cas de 1'équation différentielle étudiée précédemment.

Pour cela, on pose !
y e en oy i, "
AETIAS “’M}‘m(m‘*ww&—’““w‘wk)“vttm%_ +
On a, en utilisant les égalités (2.21) et (2.23) :
(3.29) T8t _ copn wpabibiiin g 28w get) Wiuy Wiag Wing 44
3.29) TR E = gt Py Rt Ulag g —oVogey) m T Ny Ty gy )
uﬂb‘l‘%)a"’t - )

+ Wiep R ((ﬁ“ Woeg 34t —Bj Sinoh )+ 444 P4 “é«Mﬁ) '

Puisque 1l'on & /*3%_ < O , le premier terme du membre de droite de la

relation (3,29) peut &tre minoré comme dans le Lemme 3,1, Pour le second terme,

on & les résultats suivants :

Lemme 3,6 : On suppose que /A'i'l'i —/U\g - ka ; _J_éé <-1 . On a alors

(3.30) (Fﬂ-t-d."’-}-t—d. =Py vy l-/*-ﬁ-«-'-‘i_ wﬁv}_véq-i) Vit 2

. . Nl 2
> by (€50 - 1)V G -244)v )

o Va4 = Ageg Ve -y ) vy, et

(3.31) b,é*%_ = 4544 By + (1~ ',13~+1i) Pava -

Démonstration : En remplagant 'U%*;: par sa valeur, et en utilisant la
relation (2.21), on & :

Xjug = (B Vi =P8 420k ping Vg ) Vot =

= b, ?.( ol vfgﬂ ._(4..&)-\5‘3 +Q-14) '\J‘é'\faﬂ) .
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D'aprés les relations (2,51) et (2,58), on a, pour les schémas 1V,1 et IV,2

(3.32) 4 < i = Pist = (P4 <4 , pour ©<3 €I,

: Mite = Py

D'apr2s 1'égalité (2.2), on a donc :

(3.33) O < &gy <% pour —J £4 -1 -

Les relations (2.11), (2,2) et (2,15), on peut montrer que :
(3.34) Bs = P-4 ;) Os3 e I .

Les relations (2.52) et (2.56) entrainent que pour les schémas IV.l1 et IV,2,
on a :

O< Pj <t , _@a)si40 < Tt , Po>i

On en déduit que

© < b«j.;.:li pour .,*J‘s{y.é-J'-a. -
L'e:r.préssion Xg' +4 peut donc 8tre minorée par :

X'j*-%; = bg‘.&.of_ (4 ‘*";H —(d-i)'\r%' “GL_ ‘*)("’1; +"’7;+4)) )

. . L 2
th{ > b%% (Q;&_g_) Vi — (% _1d) vy
clest-a-dire 1'inégalité (3,30),

En utilisant les Lemmes 3.1 et 3,6, on a donc :
- 1 a‘ -
Yoy, 44t 2 (wl/*l),i*%‘%u,: (3,:-296*1) Ui ey ~@Ouy -4 ) Ul g )+

. . .
+LW’L)L+'§; L (L“a"rt AVt 40 (3 - ""La‘*%.)%'fi rﬁ) )

Avant d'étudier la stabilité du schéma IV, on montre le résultat technique sui-
vant, analogue au Lemme 3.2 :

pn—

——
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Lemme. 2,/ W =4 ~JT<ag-1 .
Lemme. 3,7 : On suppose que [yiq ~By A/;. 5 4

On a :

-4

R DL A o BEPANS
g=—3‘+1 zvlﬁ...'li-i

oii . est une constante indépendante de Q/s\ -

Démonstration : On pose

l>‘1i= %Hz‘ié*i .
Ty ~ 4

: | Pour le schéma IV.1, on a, d'apras les relations (2.2), (2.55) et (3.32) :

Vs R L R Va2 ,\’é :

4
2
%‘ -1c Fﬂdz 4 _ 4 C
Ipg P geel VI(1-13)

D'autre part, en utilisant 1'inégalité

)‘é$

Log (i-t-loCl) < Y] )

on a
]
Loa X, < 8¢ A
| T Vota—1p |
En sommant sur les indices g , - J<£ 4 <-4 » il vient
-1 -4 )
> Log Ay < Z Logy A; < wt

4=-3 4=-7
On en déduit immédiatement le Lemme 3.7.

T T L BRIES LIy S e S "

Pour le schéma IV.2, on a d'apr2s les relations (2,2), (2.58) et (3.32) :

:.! )\3 < %-l—?_('/b}a\(/.\é+/-*a“+1)‘ .1_‘_9(,4/\\
) §-rebpu|(piepqned] T A-8cbp

} On en déduit immédiatement la relation (3.36).

Lenme 3.8 : On suppose que iy, ="t =M =1 ) Bars ~Ps = A/* -_-,-ﬂa.:
la

La restriction des schémas IV,1 et IV.2 au domaine .O.O o &st stable pour
7
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norme ll » pour b’>/ -:?-3— . Soit g &V‘L gatisfaisant la
i

relation (2, 43) Bour ~T <4 £~ . On a les majorations ; pour O &£4<£1:

A4£0gTe =T

' | AN Y i S = y 1,
(3.37)  “mox %Z (wlja\ u.-/x) 4)5*%. £ ‘ff:,g}i} 4:52 @“‘}*1(4-7") ):\'%M Wo 4+t +
==3 . ) o

4, - 2
__l_:;:_lo:%soi Z (W’L ) vad ('le-asz U.L.'_i)",} +Q| uf"”b}#’,k) <
_ — 7 T-1 - 2
Af:j 1 (“ sil “) ,b) + Z (w e *)LJ,%_ Wivg =T ) 5’2% )
4 :
<C

. ﬁ |
o (Mb“rm) i@""‘ by “*‘)")’ °L¥<%

ot C est une constante > O indépendante de Ax et A/J\

Démonstration : En combinant les relations (2.43), (3. 29) et (3.35),

et en multipliant par (0.;_.._%-)2' (Bﬁ“"f_) , 11 jrient :
-a f { Y 2 ' ¥ L :
(3.38) w\/xl b (%? (.;g__:.e)q W) - % ze..ai)nfﬂ Ui ) +
L Ll
A [ AR Awd 2 A0 A-d o
R L e )L

oit an a remplacé, pour la commodité de 1'&criture :
(w))u) b)ol} U.g,).)d_*_i .par (w)/\&)b)c}‘)u:’) et

(w)n.)q,)e,u..,i)(&_i' par (w,n.,q,)e)u.é)

amt - m e eeva s

R
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Pour traiter le ler terme du membre de gauche de (3.38), on prociéde comme dans
le Lemme 3.3 (on considéreras séparément la relation (3,38) pour 4 ¢ (< T-4
., et pour (=0
j On a, d'aprés les relations (2,52), (2.53) et (2.,56) :

: o '
-1
(339 TV P & < By -
: X s @é-@d-- ’
'] En sommant rl'inégalité (.3.38) sur les indices L , 0« LgT-1, et é)
-JT <4 &£-14 , et en utilisant le Lemme 3.3 et les inégalités
v {3.14), (3.15), (3.33) et (3.39), on obtient le Lemme 3,8.

Définition 3,2 : Soit v une fonction continue sur ). . Sa fonction

- Vﬁ—-intergolée est 1'udique fonction Ay v e.\/&__ » telle que : |

(3.40)  (pviiyy = Bing viue, )+ 0-00) "‘(’%’y‘d) ) ?
~J <4 €47 ,0< (L «T-4,
(3.6 (pv)i deg = Lt v-(’t.;j/u.a-n) +(f1-at5+t)ﬂ:uc,/*g) )
~-JT<4s3-1 , ogt &L .

En raisonnant comme dans [6] et dans le Lemme 3.4, on montre le résultat suivant :

Lemme 3.9 : Soit une fonction v €& Hl(_ﬂ.) , ona:

QU_""L*»V) (."'c-t-*,-_.)f{-\—g) < ch lv\l)t,\(;é ; o= L <I-1 ~J<4eJ-1,
b‘—"m‘\r)("-wi )}"1}1.) < b lv|,),/K¢é , Og VET-4,-Tg4cT1,
hy-’('ﬁ.v)(,!'i:))la‘d»i) < c’?"\v\g’z) sz ) o< L S.-I-'L) "Jélssgwio

Lemme 3,10 : Soit une fonction WV € HSC_Q.) ,» OD & :

, . —d '
(3.42) \_‘%L(v-_ﬂ_hv) (’(—L*_di)/kg‘*di)) < C '?L(Ql;,-t’tc,ﬂ) ‘v\’z’v‘(iﬁ 4 \'U-\B,t,K;,é> )

;: 4
s \)’é 4‘)‘%-\“’-\ ll’\l"z K +M3,1) A
Nt Sastcl rag Pivg)] < R et 10

LR PR | Schéma 1.2 .

bt
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pour O<%£ L < IT-4 J —Jéz&sa’—ﬂ ol C est une constante > O indépendanté

de D et ﬂ/x, et @\.m‘\'\'\-MLAh— Ay\\)

Démonstration : Soit K [..:1. -g-i] le carré de référence, et
Hd
'Fbé (=} (E,‘_) la transformation qui envoie 1'é&lément K"é sur K On a :

(iey YA Ls! ) = By ( Eleg) et )

(3.44) Eivt = L Ot =1 = 4 s
| z ¢ Ligt +700
| | By )}*@7‘{.‘.4.\—& Schéma I¥.4 .
|ejegl=2d5eq -1] < c{
A}L I}J%ylg-u.l Schéma T . L.

A la fonction v, on associe Fave F"‘?.f ., On a :
. ' - A A ' | .
(3.45) %(V—mav) ("—La—}_))"ﬁﬂi) = %ﬁ_ —a’a'g b_r"‘tv) (%La{) e‘éi-‘-}_) }

P > (- "_“\r) (Riet ) Pavh) = L 2 ($_A%) (E“*i") e.‘s‘”i) ’

24 (e, 2) = Ocey B, 20) +am 00y ) Hos2s)
ARG (24, ejua) = djet 0021, 2) + @odgey ) F(x4,-1) -

. L : A A .
L'application linéaire v > %(‘U‘--’L'\r)( &;‘_41 )e.ﬁ.,.:}_) est continue

de HB(R) dans B , et on a, pour T € P,

|35 8-49) (eug, 40 )

S C E‘\.{-‘iz-_ “ v“z)z_)& J

en effet, si V = ";\7 ,» alors 2 -_-(2. O 1 -:L)/ +Q-o\£+% _.'1)§ » €E
%—3 (1‘?--—3"\?') ( G"-'*"l'/eﬁ*%-) = O s sl Ar = y" , alors AT ne dépend
que de v et %’(‘G-Q'ﬁ') =0 .
. L P ) P
i A =% AN =4 t ARG . : = -
i ) e %Q\r ’L‘U") (&_L%_)e#&) =2 &"*di.
En appliquant le Lemme 0.4, il vient :

it

RISy
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(3.46) g-s@\'— ﬁ’\?‘) (&(_*t) e‘i*i)\ <_ C (E"."*‘;:l'\?lt,l,ﬁ +@. +E;A_%) \G\a,.zjﬁ )_

En combipant les relations (3.44), (3.45), et (3,46) avec le Lemme 0.8, on obtient
la majoration (3.42), S

La majoration (3,43) se démontre de la méme fagon.

En utilisant les Lemmes 3.5 & 3,10 et le Théoréme 3.1, on montre les majorations

d'erreur suivantes :

Théordme 3.2 : Soit W & HBC.O.) (Y W**{€L) 1e solution du problime

(1.1), (1.2). On suppose que iy ~=li = B = % , ogls .'_[ -1

. N — : A
)*»a-g—a—/"q =ﬁ/‘*-—d\j— )y =J<€4 g J-4a etquec << E2=<C.

A

On a alors :

440 £T-14

-1 ] _ | LA
(3.47) "o {;_ (ff”lj,“@jf*t) 4)&{‘3, (u«;éﬂ}_ —“k-("-by*g'-tﬂr-))}"l'

e 15 ), ) (g g -utaig )} +

“Jd .zz& <O t=o

| 2
o+ Z L‘”\/‘\ (*)k) )ngﬁ"' (ue, ﬁ*‘"u(ofﬁ*i)) .,{ku, ug ¥, h.\

4=-3

i 1 =
< c E‘QU@»,&)(ml,z,u/w“w“s,gn)

8
oli_les_valeurs de E(:.L) (_}(),a} -R,) sont données dans le tableau 3.1 et ol

= rioeox (ﬂ’r-, Aj“) .

Tableau 3,1

Valeurs de éi)(x) A)ﬂ,) ~ Schéma 1v.2

o<’X<3$ £y« Y¥=12 1< ¥er
% Y. ¥
O <4<t S " | Log | i
+3Y, e Y
A=A ,3 \L;%%.\ ?3+X\'Loca¥u] %" (Lo%ﬂ,') ‘R.H \Lo%ebl

L)' :
E:_( \’,‘.L,h)-: E‘L (Y) 1;9-) ) E (U,A;{’L \Lu%?\.1 é" (‘K 2, 9\,) oga<d.
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Démonstration : On procdde de la méme fagon que dans le Théoreme 3.1,
En utilisant les relations (2,22) et (2.30), 1'égalité (2,43) peut s'écrire,
pour 0< L g T-4 ,; =3 £ 4=3~1

. _
A- TU : :
u, SR T WU -S). . = D e
(3.48) ()A-'aﬂ 'y -\».—%—_ o -+ Y Jivg, 4w

Si dans la relation (3,37) on remplace u‘ﬁ, par LL@\_ ’Lﬂ,u_ le terme S est

alors remplacé par S , avec
1 ' -
— g h&lu- w v-u_'—nu)):, .
g)‘ (\L ) + ry .a)*( "-ﬂ,)-!‘ (! at) (7‘)
En utilisant les Lemmes 3.9 et 3,10, on a pour le schéma IV.2 :

(3.49) \S)f*t»ﬁﬁ‘_ < o k(((ftc+%+¢)'¢(4 +(4—-)*§l}~)')|““z,z,v<.;§ +l“'l3,l,t<;a-)' S

En majorant W*i par c hn ) w’j*i par C &/u\ lu.\u. kapar ?\. l““\e)u\(

on obtient :

(1515 ) € exialin afE wrton)(Eier ™)«

L4 4=-3
+f

v=4

I

PRy

“ “’L)( 2 (& /‘%34;. ) ap )} Rl a
\ =T

On en déduit que

(3.50) ("5 “k—d &,) < C (E(:)( K,Afe‘)lwlzi/u)ll + e"‘rlu";l,ﬁ.) J

_ (L)
ol les valeurs de (b’ J‘P\.) sont données dans 1e tableau 3.2,
Dans le cas du schéma IV,1, il faut remplacer é (YA F\,) parEﬂ(\’A?J._E( (¥4 ?\-)

Tableéu 3.2

{t :
Valeurs de EL)( ¥,2, g\—)(St:héma Iv.2)

LY <L L <Y< Y= 4 <¥<2

o o< &‘H-Y

[Sand 2 | Log | 2!

a4 W logh) | A7 Mgt | | 0 Logt)t | &7 [Logt]




i I
o
'}_.,"
¥
B
i
I

" En combinant les inégalités (3.19), (3,37) et (3,50), on obtient la majoration

L'inégalité (3.47) est alors une conséguence du résultat suivant :
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(3.47) dans laquelle u.(’t,/l) est remplacé par oW dans le membre de gauche.

Lemme 3.11 : On suppose que les hypothéses du Théoréme 3,2 sont satis- |

faites, On a alors :

4
kk\w\,’m}_q_ 5i ©O<2<d

w3 epterrhfostipaaf ]

‘?‘-‘f ILO‘aP\«\ILL‘t)M)Q si #=1

T-1
(3.52) 2 (w'L ) %((U-—’L&U-)Uwi}ﬁ)) < b lu,\t)m_CL si  §>0,
L=o
pour ~ T+t € 4 €
& \L\‘z)oo),q_ si O <2 <1
(3.53) l\W-nﬁth,A < C | 3
A "R}ILO%%.} “L\ z_,oa_,.ﬂ.. si A=A

Démonstration : En utilisant les résultats d'approximation de [5], [6],

on a :
o<l £T-4,-Tcys T-1 .

e
(e )i pieg) € € R Vanly o

On a donc

3 J

h .

?'_ (w!/‘”d)* )ﬁ) (%(.\u--m&w)(ng'f\éﬁ))’- <C’E\, |u.l Z(w/u\(a Jé-q—i'

On en déduit la majoration (3.51). En procédant de la méme fagon, on obtient les
inégalités (3.52) et (3,53).

Corollaire 3.2 : On & les majorations d'erreur :

- v/ '
(3.54) | u"‘u‘{’\_“l Lo S C . “—o% ) ('.U"\g_’e,a).ﬂ). +““'“3,z)n) )
=7

(3.55)  llw-uy ll; p?t R Ly 9.,]/" (luly, un*‘““'“az n) )

<
1,8
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-

@a.se ?:J Wiy l/*wi | e, 4o -“(0/‘3*0‘ )
£ C R../L ILO% Q\,I (‘u-lz' o, -Q-+ “‘Luz’—v"/'n' ) * %

On considere maintenant les relations (2,43) pour O <€ L £T-1,0€4 ¢ J-4 .

L'expression yi""’!.}'j"'di peut s'écrire :

(3.57) y(‘*di.l ﬁ*‘t"_"'- i(w)(@f:*i \lg“_,‘_}_ -'LZ{, \LL).) - .,.,.4.W;,+4.LLL+4. ))

'3‘1

+ (w ""((‘55*1“‘) 4+1 —'P'é u")‘ﬁ) 47‘1...1,._“3.54.& ., 5"%-)).‘41 } u'\'.+4£ ) g+'—'i -

[

Lemme 3.12 : Pour tout couple de scalaires (‘U‘f,) 'U';M_\ , 0% ¢ T2

on a :

I3 & 13 H . :
(3.58) l(@-i.-\-‘t'lfa‘.u—"-t.vﬁ) -(’l«W«r)“‘i)v;_,,%_ > th-’-&ug)*"m—@&*“wt)"% ) !

08 Vg = Oy Vi 4 (4-80e )T )

N L Ly
(3.59) d'l:-‘-‘t = - e(h.i ,Lu .{_('.L—el"*_t) )['L+4. .

Démonstration : En remplacant Vi1 D2r sa valeur, on a :
z

AN 'S
Xt:-{-‘li = Z ()LE.H. Vigr =L VO — QLW‘\J_)L-fﬂi) V—LML ) i

. L L r AL
xbt"!—_ = e Vige =L U0 — d’b{—'i (vi.q-i _'\J',_) *
On a :

d-L+"L = jg("-i-rt "‘Q‘:) ((’1“8&4—%_)%""“ +eﬂ+{l“:) > 0 .

On en déduit 1'inégalité (3,58).

Lemme 3.13 : On suppose que Liy-1y = Ar =12 ; 0= L T-t .

On a alors :

In

T-4 L . Y
(3.60) TT Mi+2disy (’Lcﬂ)

: i .
bt MG -ldieg \ XL



i
i
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Démonstration : On & :

3 L ;B 3
FAL 4 Deiat + O Lies + L4

32 4+ iea)

(3.61) AL +tdieg =

B L . 2 3
:’Lii-*l."l'a"-[,...i"-u + GJLL’LC-rJ +2’LL—
3( s e )

L& ds

En remplagant ‘L par Lhn , i1 vient :

’t-;,+ldw+4,_ 181> + 21tk 4420 +L

- s34 O}
Tioa - t8-ieq S 43R 433+ W4T 310 by

On en déduit que :
x

; e . X
e (3 a9t -0

i, = tdy
4 \.-&-ﬂi

Lt

En raisonnant comme dans le Lemme 3,2 on en déduit la majoration (3.60).

: _ 1
Lemme 3,14 : On suppose que fﬁ*‘l /‘Lﬁ = A)L =3 - Pour tout couple

de scalaires (‘U;) '\réuj , © sa' < \T 1 on a :
(3.63) 2 (HM Viee —P373 -9““‘“")3 4,) Piea gu - Fa )

Démonstration : En remplagant 1*1 par sa valeur et en utilisant la
relation (2,21), on a :

Xieg = t(Poeevgu =330y — 9“*"*)5@ Vit )

L 2
Kiea = Pjo ‘T§+¢ - 8% *‘(F’ﬁ *;?»«g ‘P’iﬂ@“‘a‘#i)) (gea=v3)

D'aprés les relations (3,32), on a :

43“'4{ > % pour Déé £ J-1 ._
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D'apras les relations (2.53) et (2.56), on a pour les schémas IV.1 et IV.2

-

Piw <Py  pour o€ 5< It

On en déduit la majoration (3,63). _
En utilisant les Lemmes 3.12 et 3.14, on a donc :

i , 2 2 L . L
_(3’64) 2 y‘*‘%)ﬁ*‘i P mﬁ-&—'-";_}‘j-l-!i (QLé*t‘z'dl;rii_ U‘LM.,-@-&-‘!- -k"'- +1°"“*3{\u")5+1) +

2
+ Wieg i (T"aﬂ Viey, 44t “‘?‘3 Viey ;a)

. . ! - — 4
Lemme 3,15 : On suppose que ;. ., =% = - i ) )A,aﬂjné = A/x %

La restriction des schémas IV,1 et IV,2 au domaine ..O_RJ1 est stable pour la
: 4

norme “h’ 0, ?\. » pour Yé !5- . Soit- Ve € Vﬂ' satisfaisant la relation
(2.43) pour o< 4 <312 .0na les majorations :

J-1
¥ s
(3.65) YYLOUK, Z w TR N S R S -+
A< ¢T  j=o a+i/‘3+ X2k TS
2

-1

Yea L +
oS4 -z WA Lo We + W > <
:L::<Jm i=zo pd Yy ?3 44 (“ L“h’,ojk <

wh(0,3-Y) e
RS (TN 80 S

J-4 ¥ 2
-3 i o (s

ou C est une constante > O indépendante de An et Aj\

. Il existe

Y-
Démonstration : On multiplie la relation (2.43) par L}LL+45.)

une constante C. indépendante de Anr telle que :

(3.66) C gf}.{_“:ﬁ_ , Lgig Ta,
L
(3.67) C g st , ol € T-1.
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En combinant les relations (2.43), (3,57), (3.61), (3,62), (3.64), (3.66) et (3.67),

il vient :
2 Y z » ‘ 1
(3.68)  Jwp (S ('L“’L i SION (TR ')i;:;—z%- ag (i, ) ) +
Riet Aipa . l""t‘.-t--’i— T a‘*.i
¥-1 L 13
* {W’L (‘5‘3""'(&' '-’ﬁ.""‘) - ?Q@'/ﬁ) )} tal +
<
Y L

+ g 000y (v uigig =0 uﬂ)cfa,ﬁ@ < °)

ol on a remplacé pour la commodité de 1'écriture

(U)é.ul ’!\é"i) gifﬁf*'i) par (L,o} )A) u.L,. ),ﬁ.*‘%_ et
(W':*”i))"':*‘i.) dg"'%.:’b“"“‘zd')) par (W) " &')(u‘aé))hdi

Pour L = O , le premier terme | du membre de gauche de 1'inégalité (3.68),

slécrit :
...?_d_, l!' 2. s d L }
wo W - =y (LU
% )k( ( 4, ) Jldi ( ’ ) 43'4—'1- g

L

et on & ¢

3.699 T sc {w/& (’L{ @ye) - (M)Y@«o,-)t)} ™ :
3
On somme 1'inégalité (3.68) sur les indices ©<{ <T-4, 03¢ J-1 .
le Lemme 3.13 et les inégalités (3,66) & (3.69) entrainent alors la majoration
(3.65).
En utilisant les Lemmes 3.11 & 3.15 et le Théoréme 3,2, on montre les majorations

d'erreur suivantes :

v
Théor2me 3.3 : Soit U & H3 (.Q_) m \Ul’ (_Q_) la solution du pro-
bleme (1.1), (1,2). On suppose que 7., -%i = Ov = %__- ,0€ g T-d

)*{g-t—i")‘{; =A)’-=%— )-—J-éés J-4 et que < 5..%&. < C , pour

deux constantes C et {_ >0 indépendantes de On et A/'\ . On a alors :

P
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(3.70)  amax z wa-ti/*gq-n. T, Q‘Lpam - U..(’l%/xé_,_g, )) ~+

ALy 2T =D

T-4 YA

2
.o ;u i ooy By (wovg -“("Wb)*a)) 4{‘“’—%"6‘,,&)

1€4 ¢J-1

< ¢ By oe) (lU-lLM_q_-*-““‘nszn) )

olt les valeurs de E_,, (r} 0, 9-\,) sont données dans le Tableau 3.3 et ol
" = miox (/_\J\v A)&)

 Tsbleau 3.3 3
-Valeur de E5 (K} o, %_)

L = L 2 -
O<Y<t tf..__,, L < ¥et ¥=1 1LYt

EforR) [ & ogh] | 02 Logk] | 8% (Log®) | #% |Loge]

Démonstration : On procade de la méme fagon que dans le Théoreme (3.1).
L'égalité (2,43) peut s'écrire comme en (3.48) :

(3.71) ( B—‘Lgx “+ 47'2‘:- D_/__'\& -q-U"LL&—»S) = O

b+$_) 3+:|.

Si dans la relation (3 65), on remplace Ly par We ~ew , le terme S est
alors remplacé par s’ , avec

RN (N Y W + R e e vlren () -

En utilisant les Lemmes 3,9 et 3.10, on montre comme au Théorzme 3.2, que 1'on a :

(3.73) (IJS)“;A %)Ls c (E(.iQCo &) | ULJL o0 + N l‘*lu n_)

ol les valeurs de EK?_(Y, 2, P\.) sont données dans le Tableau 3.2,

i e+ oo ek sk o s o Tt by
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En combinant les inégalités (3.47), (3.56), (3,65) et (3,73), on obtient la
majoration (3.70) dans laquelle w est remplacé par 1, W , dans le membre de
gauche, L'inégalité (3,70) est alors une conséquence du Lemme 3,11,

Nous allons détailler cette dernidre partie de la démonstration lorsque
Y = %.. On a alors, d'apriés 1'inégalité (3.50) :
L

(IIS’HEJO)K) £ C’(Q‘:é IL°}'\<l l&‘&sz).n_ + k“ ‘“'\i;z,.n.)

D'aprés le Théoréme 3,2, appliqué pour KQ % et A=4 , on 8 :

5 % B
Z_o Wiy @c*'g_ ) (u,c_‘_bo - \.L(:La_i) 0)) <

Yy, 4 %
< G (?\.Jé lLa%'Q\_l "“'-\zg_ o, O + & ‘u"a'.)z'/’n')
Le Corollaire 3,2, inégalité (3,56), entraine que :
g It .
3
o g-c; 4y Wodeg = %0 1)) <
3 L

Ces trois derniéres inégalités et les Lemmes 3.11 et 3,15 entrainent la majora-

tion (3,70) pour K'= %; « On procéde de la méme fagon pour les autres valeurs

 de -

Corollaire 3.3 : On a les majorations d'erreur :

-+ %, j’L
Gy Nw-uply oy < ¢ gkl (w0 Hitlly 4 ),

Y
{3.75) uw —Up “-‘;, o, b < C ‘21_6 \Loaﬁ_, |%— Qu,lt/m/_n_ -\-'“U..us",?ﬂ) )

+
0,0,k

(3.76)  Nu-ug || < LAt (L.o%%,\/"(\ul 2,00 0+ |l ”““3,:,.0.) .

Des Théorémes 3.2 et 3,3 et des Corollaires 3,2 et 3.3, on déduit les résultats
de majorations d'erreur pour les schémas IV.,1 et IV.? :
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Théoréme 3.4 : On suppose que les hypothises des Théordmes 3.2 et 3.3
sont satisfaites, Soit . & HS(Q)(_\ wz’w(ﬂ) la solution du probléme
(1.1), (1.2). On_a alors :

. l!/. A4

G lw ""‘&,“95, o, h < C R lLogM ¢ (\W\z,u,.n."‘““‘“s,z,n) )
Y, A

(3.78)  Nw —ug o, 0, € C e ]Loa’?\.l e QLL‘,_/%Q-\-“‘J«-“»Q-QJ)

(3,790 Nuw-wg |l 1.0,

N 5 c -e\jj’.e h_e%ﬁ.blpylh (lu“L}U‘,.CL*' llu"“BJl,ﬂ> )

. J-1 ‘- . L\ '% % 4/!_
(3.80) (;ZJ (g (e, 5 =10 s ) | < R Loghl) (il o, lys0)-

ol C est une constante > O indépendante de P

Remarque 3,2 : L'inégalité (3.78) nous donne une évaluai:ion de l1l'erreur

pour une norme sans poids, L'inégalité (3,20) nous fournit une évaluation de

1'erreur pour . =©, ce qui est tras important en pratique,

Remarque 3.3': La norme "naturelle" du problime semble &tre 1'équivalent

discret de la norme :

Rr+4 A
v —> ll'U'“L)O z(g g "L% 'U'Lch.d)u) .

o -1
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IV.4 - Résultats numériques

Dans ce paragraphe on utilise les schémas IV,1 et IV,2 décrits et &tudiés

aux paragraphes 2 et 3 pour résoudre quelques problimes simples,

On considere d'abord la résolution de 1'é&quation différentielle (2.32),
(2.33) par le schéma (2,36).

On résout ensuite le probléme (1.1), (1.2) en utilisant les schémas IV.1l
et Iv,2, pour différents seconds membres et différentes valeurs de 41 et e)k

Pour tous ces essais numériques, on donne les valeurs de l'erreur pour la .

2
norme I—L avec poids. v

Les essais numériques ont &té effectués par MM, DONIOL et MORDANT,
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Probleme 1 : On considére 1'équation différentielle
2 - redorl
— 70% +v-(? = S pour /
PR) =Yg

avec T =4 , R =3

On a testé numériquement le schéma (2,32) pour trois valeurs du second membre

et de la condition aux limites

4
S,Lzzl—’l. ) "Pkm (]

L - 3
3 Se= o), Crm et S o an T -Reay, Gee.

~ Dans les trois cas, on connalt la solution exacte :
4 .
®" = 3.n

¢ = exp(-3)

o ()
€ = 3
On pose An = Ejb_. ., Des essais ont é&té effectuds pour différentes valeurs

de I . On définit l1l'erreur entre la solution exacte et la solution approchée

par :

T-1 . 1 %
Erreur = Z W‘:"”i ’?—Cwi QF¢+4L - ?(’H.f%_}) )
{=0

ol les notations utilisées sont celles du paragfaphe 2.
Dans le tableau I on donne les valeurs de l'erreur pour les trois valeurs de S

et pour 2 valeurs de I .

Tableau I
Erreur 4 4 L L s |
'I S)LPR S)(PR S/Lﬁ
15 0.2919 10732 | 0.3657 1072 | 0.4859 10”3
30 0.4805 10~12 | 0.9132 1074 0.1204 10~3
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' 2
Dans les 2¢me et 3&me cas, on constate que 1l'erreur est en O(ﬂm) , ce qui
est en accord avec le Théoréme 3,1, Dans le premier cas, on & :

lt(’l’_)m)(o,\) + ‘ ‘P\%,\,@?\) = O . On devrait avoir une erreur nulle, ce qui

correspond bien aux résultats trouvés,
Probléme 2 : On veut résoudre le probleme :
» %ﬂ@f‘u) +mg}@;—)~") w) « vt =S pour (’t—)k) el =Jo, xH *i‘.
LLQL//Q = uk();) pour P 2o

, R=2

On a testé numEriquement les schémas IV.1l et 1V,2 pour deux valeurs du second

- avec o=

membre et de la condition aux limi_tes

4 - 4

S = M%-I{w%@ p u'K':'O J
S l%h"-"ﬁf"’aﬁ | ) Up = g (1)

Les solutions WL, ) correspondantes s'écrivent :
Wl p) = an T2
L n
W(’bj*)- = = -

On pose An = R Aw = 4, Le nombre de directions angulaires consi-
T /)T 8

dérées est donc M - 2J

On définit 1'erreur quadratique moyenne par :

T-4 -4 2 13 4/7.
EQM- (zb %-a Wiry ©geg Yivg Wong, ey = Wltey f d@)) '

Ou définit aussi des erreurs pour =© et =R par

EQO0 = (%j Wien (o, oy — "“@’)’ﬁ*‘)) )1’ g

4=-d

;_ J-a %
EQR = (Z Wy (“I/S*«a - “‘“))‘é*«&)} ) .

3=0°
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Dans le tableau II (resp., III) on donne les valeurs des erreurs pour le cas ol

ruLQFCJk) = LkiQﬁy*) (resp. kbl(ﬁyh) ) et deux maillages en %-et/}h .

TABLEAU II

" E Q M.

E

Q R

E

Q o

Schéma IV,2

Schéma IV.2

Schéma IV.1

Schéma IV.2

=t

n ot

Schéma Iv.1

3

0.4914 10

0.4893 1073

Schéma IV.1

10,3110 1072

0.3105 10°2

0.1086 10>

0.1072 10

3

= -

30
16

0.1214 1073

0.1213 10°°3

0.9079 10”3

0.9076 10~

5|

0.2706 10°4

0.2702 1074

TABLEAU III

E

QM

E

Q@ R

E.

Q 0

Schéma IV,1

Schéma IV,2

Schémé .1

Schéma IV.2

Schéma IV,1

Schéma IV,2

=

0.2281 107t

0.3990 10~2

0.4187 1072

0.5241 1072

0.9096 10”3

0.9065 1073

=M

30
16

0.6595 1072

0.9772 1073

0.1055 102

0.2144 10~3

0.2724 10~3

0.2728 1073

. 2,
On constate que l'erreur quadratique moyenne E Q M est en IJ(R,} ce

pond & peu prés aux résultats du Thoérime 3,3
L
L'erreur E Q O est aussi en ()QR), l'estimation donnée au Théoréme

est donc, dans ce cas particulier, un peu pessimiste,

D'aprés les résultats du Tableau III, la discrétisation par rapport a la variable)*

qui corres-

3.3

du schéma IV.2 conduit A des résultats plus précis que pour le schéma IV,1,
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