
Zéro-cycles sur les surfaces sur un corps p-adique : Quelques résultats obtenus
au moyen de la K-théorie algébrique

(Notes préparées pour la conférence de Sestri Levante, Juillet 2004)
Note (16 novembre 2009) : depuis la rédaction de ce texte, de grands progrès ont eu lieu.

S. Saito, K. Sato et M. Asakura ont répondu à nombre des questions de la page 10. Voir mon
exposé au séminaire Bourbaki en novembre 2009.

J.-L. Colliot-Thélène

On s’intéresse ici principalement au cas des surfaces, mais certains résultats valent pour
les cycles de codimension 2 sur une variété de dimension quelconque, ou pour les cycles de
dimension zéro sur une variété de dimension quelconque.

L’énoncé suivant (CT/Sansuc/Soulé) est une conséquence directe du théorème de Merkur’ev
et Suslin et de la méthode de Bloch.

Théorème 1 Soit k un corps local de caractéristique zéro, soit p > 0 la caractéristique
résiduelle. Soit X/k une k-variété lisse.

(i) Pour tout entier n > 0, le groupe nCH2(X) est un groupe fini.
ii) Pour tout l premier, le groupe de torsion l-primaire CH2(X){l} est un groupe de cotype

fini (somme d’un groupe fini l-primaire et d’un groupe (Ql/Zl)N ).

Démonstration Pour n > 0 premier à la caractéristique de k, le groupe nCH2(X) est un
sous-quotient de H3

ét(X, µ⊗2
n ). La finitude de ce groupe pour un corps local est bien connue.

Elle implique que le groupe H3
ét(X,Ql/Zl(2)) est un groupe de cotype fini, et donc aussi tout

sous-quotient.

Remarque Pour n et l premiers à p, la même démonstration donne les mêmes résultats pour
k un corps local supérieur à la Kato/Parshin, de caractéristique résiduelle p. Il suffit d’observer
que pour k local supérieur, on a la propriété : Si F est un module galoisien fini d’ordre premier
à p, alors Hn(k, F ) est fini pour tout entier n.

Surfaces

Les énoncés (iii), (iv) et (v) du théorème suivant sont essentiellement dus à Saito et Sujatha
(voir CTBordeaux).

Théorème 2 Soit k un corps local (usuel), de caractéristique zéro et de caractéristique
résiduelle p > 0. Soit X une k-surface projective lisse, géométriquement intègre.

(i) Pour tout entier positif n, le groupe nA0(X) est un groupe fini.
(ii) Pour tout l premier, le groupe de torsion l-primaire A0(X){l} est un groupe de cotype

fini (somme d’un groupe fini l-primaire et d’un groupe (Ql/Zl)N ).
(iii) Pour l premier, l 6= p, le groupe A0(X) est somme de son sous-groupe l-divisible

maximal et d’un groupe fini l-primaire.
(iv) Pour n > 0 premier à p, le groupe A0(X)/n est fini.
(v) Pour n > 0 premier à p, le groupe H3

nr(k(X), µ⊗2
n ) est fini.

Démonstration Pour X une surface projective lisse géométriquement connexe, on a l’égalité
CH0(X) = CH2(X), et le groupe A0(X) est le noyau de l’application degré CH0(X) → Z. Les
énoncés sont des cas particuliers du théorème ci-dessus. Pour la torsion première à p, ils valent
aussi sur un corps local supérieur. Ceci établit (i) et (ii).

Pour X une variété projective, lisse et géométriquement intègre sur un corps p-adique usuel,
pour tout entier n > 0, l’application A0(X){l}/ln → A0(X)/ln est une bijection. Que ce soit
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une injection est clair, pour la surjection on se ramène par le théorème de Bertini au cas où X est
une courbe projective lisse géométriquement intègre, et l’assertion résulte alors de la structure
du groupe des points d’une variété abélienne sur un corps p-adique.

Si X est de plus une surface, alors d’après (ii) on peut écrire A0(X){l} = (Ql/Zl)N ⊕ Fl

avec Fl un groupe abélien fini annulé par une puissance lt de l, et N ≥ 0. L’application composée
Fl → A0(X) → A0(X)/lt est alors un isomorphisme. On en déduit que dans la suite exacte

0 → Dl → A0(X) → A0(X)/lt → 0

définissant Dl, la projection A0(X) → A0(X)/lt est scindée, d’où A0(X) ' Dl ⊕ Fl, avec
Dl/l = 0. Le groupe Dl est donc le sous-groupe l-divisible maximal de A0(X). Ceci établit (iii),
et l’énoncé (iv) suit.

L’énoncé de finitude de (v) résulte de la suite exacte (valable pour toute variété intègre lisse
sur un corps k)

H3
ét(X, µ⊗2

n ) → H3
nr(k(X), µ⊗2

n ) → CH2(X)/n → H4
ét(X, µ⊗2

n )

qui montre que, sur un corps local k, la finitude CH2(X)/n équivaut à celle de H3
nr(k(X), µ⊗2

n ).

Remarque On pensera à l’exemple du produit d’une courbe elliptique E et de la droite
projective, sur le corps Qp. Dans ce cas, le groupe A0(X) s’identifie à E(Qp), qui est une
extension d’un groupe fini par un groupe isomorphe à Zp. On ne peut donc s’attendre à ce que
le groupe A0(X) soit la somme d’un groupe divisible et d’un groupe fini. Les énoncés (iv) et
(v) valent peut-être (pour une surface) pour tout entier n > 0.

Surfaces avec bonne réduction

Soit O l’anneau des entiers d’un corps p-adique k, de corps résiduel F. Soit X un O-schéma
intègre, projectif et lisse, de fibre générique X/k géométriquement intègre, et soit Y/F la fibre
spéciale.

Proposition 3 Pour l premier, l 6= p, l’application de réduction A0(X){l} → A0(Y ){l}
est surjective.

Démonstration On dispose d’une application de spécialisation

A0(X) → A0(Y )

qui est surjective (lemme de Hensel). Soit m > 0. On a vu dans la démonstration du point (iii)
du théorème ci-dessus que l’application A0(X){l}/lm → A0(X)/lm est surjective. L’application
composée A0(X){l}/lm → A0(X)/lm → A0(Y )/lm est donc surjective. Le groupe A0(Y ) est
fini (théorème de Kato et Saito). Prenant alors m tel que lm annule la partie l-primaire de
A0(Y ), on obtient l’énoncé.

Pour X/O comme ci-dessus, on a la suite exacte de localisation

H1(X,K2) → Pic(Y ) → CH2(X ) → CH2(X) → 0.

Notons δ : H1(X,K2) → Pic(Y ) et Σ le conoyau de δ, qui est aussi le noyau de la restriction
CH2(X ) → CH2(X).

Le groupe Pic(Y ) est un groupe de type fini (théorème de Néron-Severi et finitude du
groupe des points rationnels d’une variété abélienne sur un corps fini). Le théorème de Mordell-
Weil assure encore le même résultat lorsque k est un corps de type fini sur le corps premier. Les
hypothèses suivantes sont donc équivalentes, on notera (H) l’une quelconque d’entre elles.
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(i) Le groupe Σ est fini.
(ii) Le groupe Σ est de torsion.
(iii) Σ⊗Q/Z = 0.

L’énoncé suivant regroupe des résultats de Raskind, Raskind et l’auteur, Spiess.

Théorème 4 Supposons X/O de dimension relative 2. Avec les notations ci-dessus, sup-
posons satisfaite l’hypothèse (H). Alors

(i) Le groupe Σ est un p-groupe fini.
(ii) L’application de spécialisation CH0(X) → CH0(Y ) induit un isomorphisme sur les

sous-groupes de torsion première à p.
(iii) Le groupe A0(X) est la somme directe d’un groupe fini d’ordre premier à p et d’un

groupe uniquement divisible par tout entier n premier à p. Pour tout l premier distinct de p, le
groupe Dl ci-dessus est uniquement l-divisible.

(iv) Pour n > 0 premier à p, l’application cycle

CH2(X)/n → H4
ét(X, µ⊗2

n )

est injective.
(v) L’accouplement

A0(X)×Br(X) → Q/Z

a son noyau formé d’éléments divisibles par tout entier n > 0 premier à p.
(vi) Pour l premier, l 6= p, on a un isomorphisme entre le groupe de cohomologie non

ramifié H3
nr(k(X),Ql/Zl(2)) et le groupe Br(Y ){l}. Ces groupes sont finis si la conjecture de

Tate est vraie pour la surface Y .

Démonstration La méthode de Bloch, étendue au cas d’un schéma propre et lisse au-dessus
d’un anneau de valuation discrète, grâce à un résultat de Gillet (non publié, une démonstration
alternative est donnée dans [CT/Rask91]), donne le diagramme commutatif suivant de suites
exactes :

0 → H1(X ,K2)⊗Ql/Zl → H1(X ,H2(Ql/Zl(2))) → CH2(X ){l} → 0
↓ ↓ ↓

0 → H1(Y,K2)⊗Ql/Zl → H1(Y,H2(Ql/Zl(2))) → CH2(Y ){l} → 0

et des applications injectives H1(X ,H2(Ql/Zl(2))) ↪→ H3
ét(X ,Ql/Zl(2)) d’une part,

H1(Y,H2(Ql/Zl(2))) ↪→ H3
ét(Y,Ql/Zl(2)) d’autre part.

Le groupe H3
ét(Y,Ql/Zl(2)) est fini (sous la seule hypothèse que Y est une variété propre

et lisse sur un corps fini de caractéristique différente de l). Le théorème de changement de base
propre assure que la flèche H3

ét(X ,Ql/Zl(2)) → H3
ét(Y,Ql/Zl(2)) est un isomorphisme. Ainsi

les deux groupes sont finis. Mais alors toute flèche d’un groupe divisible vers un tel groupe est
nulle. Le diagramme ci-dessus implique donc H1(Y,K2)⊗Ql/Zl = 0 et H1(X ,K2)⊗Ql/Zl = 0,
et on a des isomorphismes compatibles

H1(X ,H2(Ql/Zl(2))) ' CH2(X ){l}
↓ ↓

H1(Y,H2(Ql/Zl(2))) ' CH2(Y ){l}
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soit encore

NH3
ét(X ,Ql/Zl(2)) ' CH2(X ){l}

↓ ↓
NH3

ét(Y,Ql/Zl(2)) ' CH2(Y ){l}.

L’hypothèse que Σ est de torsion implique que l’on a une suite exacte

0 → Σ{l} → CH2(X ){l} → CH2(X){l} → 0.

La flèche de spécialisation CH2(X ) → CH2(Y ) passe au quotient par l’application CH2(X ) →
CH2(X) (Fulton, Intersection theory). On conclut que Σ{l} = 0, que l’application de restriction
CH2(X ){l} → CH2(X){l} est un isomorphisme et que la flèche de spécialisation CH2(X) →
CH2(Y ) induit une application injective CH2(X){l} ↪→ CH2(Y ){l}.

Jusqu’à ce point, tout ce qui a été dit s’applique à un O-schéma X propre et lisse, à fibres
intègres de dimension quelconque. Pour un tel schéma, on sait par ailleurs (lemme de Hensel)
que l’application de spécialisation CH0(X) → CH0(Y ) (induite par CH1(X ) → CH0(X)) est
surjective.

Utilisons maintenant le fait que la dimension relative est 2.
L’application de spécialisation A0(X) → A0(Y ) est surjective, et le groupe A0(Y ) est fini

(théorie du corps de classes). On sait (théorème ci-dessus) que le groupe A0(X) est somme de son
sous-groupe l-divisible maximal Dl et d’un groupe fini Fl. Pour tout entier n > 0, l’application
composée Dl ↪→ A0(X) → A0(Y ) → A0(Y )/ln est nulle, donc l’application composée Fl ↪→
A0(X) → A0(Y )/ln est surjective, et a fortiori l’application composée A0(X){l} → A0(Y )/ln.
Mais pour n assez grand, l’application naturelle A0(Y ){l} → A0(Y )/ln est un isomorphisme
(rappelons que A0(Y ) est un groupe fini). Ainsi l’application de spécialisation A0(X){l} →
A0(Y ){l} est un isomorphisme. (Pour une démonstration de la surjectivité pour la torsion, sous
l’hypothèse H2(Y,OY ) = 0, voir CT/R91, Thm. 6.3). Le groupe A0(Y ){l} est un sous-groupe
de H3

ét(Y,Ql/Zl(2)) (il est même égal à ce sous-groupe; ceci utilise le fait que Y est une surface,
et sera appliqué ci-dessous). Il est donc nul pour presque tout premier l. On conclut que pour
la surface X, le groupe Fl est nul pour presque tout l. La démonstration montre plus. Elle
établit que le groupe A0(X) est somme d’un groupe fini d’ordre premier à p et d’un groupe D
uniquement divisible par les premiers l 6= p.

Nous avons maintenant établi les points (i) à (iii) du théorème.
Comme rappelé ci-dessus, la théorie du corps de classes non ramifié pour la surface Y sur le

corps fini F assure que l’inclusion NH3
ét(Y,Ql/Zl(2)) ⊂ H3

ét(Y,Ql/Zl(2)) est un isomorphisme.
Du diagramme

NH3
ét(X ,Ql/Zl(2)) ' CH2(X ){l}

↓ ↓
NH3

ét(Y,Ql/Zl(2)) ' CH2(Y ){l}

où la flèche verticale de gauche est induite par l’isomorphisme (changement de base propre)
H3

ét(X ,Ql/Zl(2)) ' H3
ét(Y,Ql/Zl(2)), et où la flèche verticale de droite est, comme on a établi,

un isomorphisme, on conclut que l’inclusion NH3
ét(X ,Ql/Zl(2)) ⊂ H3

ét(X ,Ql/Zl(2)) est un
isomorphisme, en d’autres termes la flèche H3

ét(X ,Ql/Zl(2)) → H0(X ,H3(Ql/Zl(2))) est nulle.
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Considérons le diagramme

CH2(X )⊗Ql/Zl → CH2(X)⊗Ql/Zl → Ql/Zl

↓ ↓ ↓
H4

ét(X ,Ql/Zl(2)) → H4
ét(X,Ql/Zl(2)) → H4

ét(X,Ql/Zl(2)).

Dans ce diagramme les deux flèches verticales de gauche sont obtenues par passage à la limite in-
ductive à partir des applications “classe de cycle” CH2(X)/ln → H4(X, µ⊗2

ln ) et CH2(X )/ln →
H4

ét(X , µ⊗2
ln ). La flèche horizontale de droite est induite par l’application degré sur les zéro-cycles.

De l’hypothèse (H) suit que la flèche CH2(X )⊗Ql/Zl → CH2(X)⊗Ql/Zl est un isomorphisme,
et de A0(X)⊗Ql/Zl = Ql/Zl (qui résulte du théorème général sur les surfaces initial, et se réduit
par Bertini au cas évident des courbes), on conclut que la flèche CH2(X) ⊗ Ql/Zl → Ql/Zl

est un isomorphisme. Plus précisément, comme Y/F est géométriquement intègre, il existe sur
Y un zéro-cycle de degré 1, et on peut relever un tel zéro-cycle en un zéro-cycle de degré 1 sur
X/k. La flèche Ql/Zl → H4

ét(X,Ql/Zl(2)) dans le diagramme est alors un isomorphisme. On
en conclut que l’application classe de cycle CH2(X )⊗Ql/Zl → H4

ét(X ,Ql/Zl(2)) est injective.
La méthode de Bloch, dans la variante résultant du théorème de Gillet, donne naissance à

une suite exacte (on passe à la limite inductive sur les suites analogues à coefficients Z/ln)

H3
ét(X ,Ql/Zl(2)) → H0(X ,H3(Ql/Zl(2))) → CH2(X )⊗Ql/Zl → H4

ét(X ,Ql/Zl(2)).

Combinant les deux résultats établis ci-dessus, on conclut H0(X ,H3(Ql/Zl(2))) = 0. Le théo-
rème de Merkur’ev et Suslin assure alors qu’à niveau fini, on a aussi H0(X ,H3(µ⊗2

ln )) = 0.
La suite exacte de la théorie de Bloch, dans la variante Gillet, est, à niveau fini :

0 → H1(X ,H2(µ⊗2
ln )) → H3

ét(X , µ⊗2
ln ) → H0(X ,H3(µ⊗2

ln )) → CH2(X )/ln → H4
ét(X , µ⊗2

ln ).

Considérons alors le diagramme

CH2(X )/ln → H4
ét(X , µ⊗2

ln )
↓ ↓

CH2(X)/ln → H4
ét(X, µ⊗2

ln ).

D’après ce qui précède, la flèche horizontale supérieure est injective. La flèche verticale de gauche
est surjective, l’application étant induite par la restriction, surjective, CH2(X ) → CH2(X) (les
cycles s’étendent).

La flèche verticale de droite est injective. C’est un cas classique de la conjecture de Ger-
sten, on utilise le théorème de pureté en cohomologie étale et le fait que l’application résidu
H3

ét(X, µ⊗2
ln ) → H2

ét(Y, µln) est surjective (l’application de changement de base H2
ét(X , µ⊗2

ln ) →
H2

ét(Y, µln) est un isomorphisme, on considère le cup-produit d’un élément de H2
ét(X , µln) avec

la classe d’une uniformisante de O, vue dans H1
ét(k, µln).

On en conclut que l’application cycle CH2(X)/ln → H4
ét(X, µ⊗2

ln ) est injective, ce qui est
l’énoncé (iv).

L’énoncé (v) résulte de (iv) et du fait que sur la surface X projective, lisse et géométrique-
ment intègre sur le corps p-adique k, pour tout entier n > 0, l’accouplement de cup-produit

H4
ét(X, µ⊗2

n )×H2
ét(X, µn) → H6

ét(X, µ⊗3
n ) = Z/n
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est une dualité parfaite (combinaison de la dualité de Poincaré au niveau k et de la dualité du
corps de classes local), et que l’accouplement induit

CH0(X)/n×H2
ét(X, µn) → Z/n

induit un accouplement
CH0(X)/n× nBr(X) → Z/n.

Les applications résidu définissent une flèche naturelle H0(X,H3(µ⊗2
ln )) → H0(Y,H2(µln))

de noyau le groupe H0(X ,H3(µ⊗2
ln )). Par le théorème de pureté pour le groupe de Brauer de la

surface lisse Y , le groupe H0(Y,H2(µln)) s’identifie à lnBr(Y ). On obtient ainsi une injection

H3
nr(k(X), µ⊗2

ln ) ↪→ lnBr(Y ).

Je renvoie à l’article de Spieß pour le fait que cette flèche est surjective.

Applications

Pour autant que l’on sache, l’hypothèse (H) pourrait toujours être valable. Mais elle semble
très difficile à établir. Voici deux cas où elle a été établie.

a) Le cas où H2(Y, OY ) = 0 (et donc aussi H2(X, OX) = 0). C’est le cas le plus simple.
Dans ce cas le conoyau de la flèche composée Pic(X) ⊗ k∗ → H1(X,K2) → Pic(Y ) est nul,
car la flèche de restriction Pic(X ) → Pic(Y ) est surjective. Ce cas fut considéré par Raskind,
Coombes, CT-Raskind.

b) Le cas où X est le produit fibré de deux courbes elliptiques avec bonne réduction (Spieß).
c) Le cas où X a bonne réduction et le rang du groupe de Néron-Severi géométrique ne

grandit pas par spécialisation (Raskind).

Dans le cas b) il faut, pour établir (H), trouver des éléments “indécomposables” dans
H1(X,K2), i.e. d’autres éléments que que les évidents provenant de Pic(X)⊗ k∗. Spieß utilise
certaines correspondances entre courbes elliptiques provenant de travaux de Frey et Kani.

Il y a dans cette direction une série de travaux importants, qui reposent souvent sur une
arithmétique très fine des variétés considérées (par exemple des produits de courbes modulaires).
Il y a eu des travaux de Flach, Mildenhall, Shuji Saito, Langer, Raskind, Otsubo, Kanetomo
Sato. Citons par exemple le

Théorème (Otsubo) Soit X/Q la surface quartique d’équation x4 + y4 = z4 + t4. Alors sur
tout corps p-adique k avec p 6= 2, la torsion première à p de CH0(X) est un groupe fini et pour
tout entier n > 0 premier à p, le groupe CH0(X)/n est fini.

Mentionnons aussi ici une prépublication récente de Murre et Ramakrishnan sur le groupe
de Chow de la surface produit de deux courbes elliptiques sur un corps p-adique.

Surfaces de genre géométrique nul

Dans le théorème suivant, qui regroupe des travaux de CT/Raskind, Salberger et Shuji
Saito, on autorise X à avoir, dans une certaine mesure, mauvaise réduction.

Théorème 5 Soit k un corps local de caractéristique zéro. Soit X/k une surface projective
et lisse, géométriquement intègre sur un corps p-adique. Supposons H2(X, OX) = 0. Alors

(i) Le groupe A0(X)tors est fini.
(ii) Si la flèche naturelle A0(X) ' AlbX(k) est un isomorphisme (ce qui résulterait de

H2(X, OX) = 0 suivant une conjecture de S. Bloch), alors le groupe A0(X) est extension d’un
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sous-groupe ouvert de AlbX(k) par un groupe fini. En particulier, pour tout entier n > 0, le
quotient A0(X)/n est fini, et A0(X)/l = 0 pour presque tout premier l.

(iii) Si la variété d’Albanese a bonne réduction, l’accouplement A0(X)tors×Br(X) → Q/Z
est non dégénéré à gauche.

(iv) Sous l’ensemble des hypothèses ci-dessus, l’accouplement A0(X) × Br(X) → Q/Z est
non dégénéré à gauche.

Démonstration On utilise une méthode qui remonte à Bloch dans le cas des surfaces ra-
tionnelles, et qui a été beaucoup développée dans un article de Raskind et l’auteur (Math.
Annalen 270 (1985)).

En faisant agir le groupe de Galois absolu G de k sur la résolution de Gersten du faisceau
K2 sur X = X ×k k, on obtient une longue suite exacte dont une partie est :

· · · → H1(G, K2k(X)/H0(X,K2)) → Ker[CH2(X) → CH2(X)] → H1(G, H1(X,K2)) → · · ·

Le théorème de Hilbert 90 pour K2, dans sa version cohomologie galoisienne telle que je
l’ai établie (Invent. math., 1983) implique H1(G, K2k(X)) = 0 (ceci vaut pour toute variété
géométriquement intègre lisse X sur un corps de car. zéro, si cette variété possède un k-point, ou
si k est un corps p-adique, ou si plus généralement (B. Kahn) la dimension cohomologique de k
est au plus 2). Le groupe H1(G, K2k(X)/H0(X,K2)) s’identifie donc au noyau de l’application
H2(G, H0(X,K2)) → H2(G, K2k(X)). Des travaux de Suslin sur la torsion du groupe K2, on
déduit que ce noyau s’identifie au noyau de l’application

H2(G, H1
ét(X,Q/Z(2)) → H2(G, H1

ét(k(X),Q/Z(2)).

Salberger a montré que ce groupe est fini. Pour cela, il procède par réduction au cas des
courbes, par un argument de type Lefschetz. Comme k est un corps p-adique, pour tout G-
module fini M et tout entier i > 0, le groupe de cohomologie Hi(G, M) est fini. Si Y ⊂ X est
une section hyperplane lisse, la flèche de restriction H1

ét(X,Q/Z(2))0 → H1
ét(Y ,Q/Z(2))0, où

l’exposant zéro désigne la partie divisible (d’indice fini dans chaque groupe considéré), admet une
presque rétraction : il existe une flèche G-équivariante H1

ét(Y ,Q/Z(2))0 → H1
ét(X,Q/Z(2))0

qui composée avec la flèche de restriction est la multiplication par un entier strictement positif :
ceci résulte du théorème de complète réductibilité de Poincaré pour les variétés abéliennes (voir
CT/R Invent. math. 1991). On se ramène ainsi au cas où X est une courbe, dans ce cas le
résultat a été établi par Raskind en utilisant la théorie du corps de classes des courbes sur un
corps local, due à S. Saito. On peut aussi procéder directement (voir les articles de Salberger
et de K. Sato). En conclusion, pour toute variété projective et lisse sur un corps p-adique, le
groupe H1(G, K2k(X)/H0(X,K2)) est fini.

Considérons alors le groupe H1(G, H1(X,K2)). Dans [CT/R85], en utilisant les travaux de
Suslin sur la torsion dans K2, nous avons, sous l’hypothèse H2(X, OX) = 0, étudié l’application
naturelle Pic(X)⊗ k

∗ → H1(X,K2). Le noyau de cette application est un groupe uniquement
divisible, et le conoyau est somme directe d’un groupe fini et d’un groupe uniquement divisible.
L’hypothèse H2(X, OX) = 0 sert à assurer que le conoyau de l’application Pic(X)⊗Ql/Zl(1) →
H2

ét(X,Ql/Zl(2)) est fini et nul pour presque tout l (la démonstration de ce fait utilise la théorie
de Hodge, et donc n’est valable qu’en caractéristique zéro). Le groupe Pic(X) est extension
d’un groupe de type fini (le groupe de Néron-Severi) par un groupe divisible, le groupe Pic0(X)
des k-points de la variété de Picard de X. Le groupe Pic0(X) ⊗ k

∗
est uniquement divisible,

car produit tensoriel de deux groupes divisibles. C’est alors un exercice simple de cohomologie
galoisienne de montrer que le groupe H1(G, H1(X,K2)) est fini.

Les arguments donnés jusqu’à ce point établissent la finitude de Ker[CH2(X) → CH2(X)]
pour une variété X projective et lisse sur un corps p-adique, en dimension quelconque.
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Considérons maintenant le cas où X est une surface. Soit AlbX la variété d’Albanese de
X. L’application naturelle A0(X) → AlbX(k) est équivariante sous l’action du groupe de Galois
G, et on sait (théorème de Roitman) qu’elle induit un isomorphisme sur la torsion. Comme
le groupe des points rationnels de torsion d’une variété abélienne sur un corps local est un
groupe fini, on conclut que le groupe A0(X)G est fini. On a vu ci-dessus que sous l’hypothèse
H2(X, OX) = 0, le noyau de l’application de restriction A0(X) → A0(X) est fini. On conclut
que le sous-groupe de torsion de A0(X) est fini, c’est à dire l’énoncé (i).

L’énoncé (ii) résulte simplement du précédent. L’application naturelle A0(X) → AlbX(k) a,
sous l’hypothèse de (ii), un noyau de torsion, et par le (i), le groupe de torsion est fini. Pour voir
l’image de θ : A0(X) → AlbX(k), on considère une courbe section hyperplane géométriquement
intègre et lisse Y ⊂ X. L’image de θ contient alors l’image de l’application composée A0(Y ) →
AlbY (k) → AlbX(k), elle contient donc un sous-groupe ouvert (= d’indice fini) de AlbX(k),
c’est donc un sous-groupe ouvert (= d’indice fini) de AlbX(k). La structure du groupe AlbX(k)
donne alors les autres assertions de l’énoncé (ii). (On observera que pour n > 0 premier à p,
la finitude de A0(X)/n est connue (voir plus haut) pour toute surface projective et lisse sur un
corps p-adique.)

Je ne donnerai pas ici la démonstration des points (iii) et (iv) (dus à S. Saito), renvoyant à
l’article de Saito ou à mes notes du CIME. Indiquons simplement que la démonstration de Saito
utilise un théorème général, dont l’énoncé est reproduit ci-dessous.

Remarque Le théorème de Salberger, à savoir le fait que sur un corps local, le noyau de
H2(G, H1

ét(X,Q/Z(2)) → H2(G, H1
ét(k(X),Q/Z(2)) est un groupe fini, est établi par lui de

manière différente dans son article. Ce théorème admet une généralisation, considérée en parti-
culier par Kanetomo Sato (DMJ 104 (2000)) : ce dernier considère l’application composée

H2(G, Hn−1
ét (X,Q/Z(n)) → Hn+1

ét (X,Q/Z(n)) → Hn+1
ét (k(X),Q/Z(n))

pour n ≥ 2, et il montre qu’elle a un noyau fini. On a une application naturelle

H2(G, Hn−1
ét (k(X),Q/Z(n)) → Hn+1

ét (k(X),Q/Z(n)),

le résultat de K. Sato est a priori, même pour n = 2, plus fort que le résultat évoqué ci-dessus.
La démonstration de K. Sato utilise en un point une réduction du type Lefschetz comme le
fait celle de Salberger, mais elle requiert des outils élaborés (théorème d’altération de de Jong,
travail de Rapoport-Zink, techniques p-adiques fines ...).

Remarque Mis à part le cas de bonne réduction sous l’hypothèse forte que le rang du
groupe de Néron-Severi géométrique ne change pas par spécialisation (Raskind), la méthode
ne semble rien donner lorsque H2(X, OX) 6= 0, par exemple pour une surface K3. Dans
ce cas le groupe A0(X)tors s’injecte dans H1(G, H1(X,K2)), groupe qui est un quotient de
H1(G, H2

ét(X,Q/Z(2)). Pourrait-on dire quelque chose dans le cas de bonne réduction, en
admettant la conjecture de Tate pour la surface obtenue par réduction ?

Voici le théorème général de S. Saito qui permet d’établir l’énoncé (iii) du théorème ci-
dessus.

Théorème 6 Soit X une variété intègre, lisse sur un corps k de caractéristique zéro.
Faisons l’hypothèse

(H1) Le groupe Θ = Coker[H1(X,K2) ⊗ Q/Z → H3
ét(X,Q/Z(2))] est d’exposant fini,

annulé par l’entier N > 0.
Alors le groupe CH2(X)tors est d’exposant fini, annulé par N , et pour tout entier n > 0 mul-

tiple de N l’application CH2(X)tors → CH2(X)/n → H4
ét(X, µ⊗2

n ) (composée de l’application
naturelle et de l’application cycle ) est injective.
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Remarque Dans le (iii) du théorème 5, l’hypothèse de bonne réduction pour la variété
d’Albanese ne peut être supprimée, comme le montre un exemple de Parimala et Suresh (In-
ventiones math. 122 (1995) 83-117). Leur exemple fournit donc un exemple où l’image de
H3

ét(X,Q/Z(2) dans H3
ét(k(X),Q/Z(2) n’est pas finie. (C’est la partie H2(k,H1

ét(X,Q/Z(2))
de H3

ét(X,Q/Z(2)) qui se comporte mal.)
Cependant Kanetomo Sato (Crelle 501 (1998) 221-235) donne, pour une surface X avec

H2(X, OX) = 0 et avec réduction semi-stable stricte Y/F une condition suffisante pour la non
dégénérescence à gauche dans le (iii) du théorème ci-dessus, sur la partie l-primaire (l 6= p) : il
suffit que toutes les composantes de Y (qui sont lisses par hypothèse) soient géométriquement
intègres et que le groupe H2

ét(Y ,Zl) soit sans torsion. Il donne aussi une condition suffisante
pour la partie p-primaire.

Les produits de courbes elliptiques (qui, sauf pour une seule courbe, ne satisfont pas
H2(X, OX) = 0) peuvent être attaquées par des techniques de Bloch, Somekawa, B. Kahn.
Ces techniques ont permis d’établir le théorème suivant :

Théorème 7 (Raskind/Spieß) Soit k un corps local, Xi, i = 1, . . . , d des courbes projec-
tives, lisses, géométriquement connexes, possédant un k-point. Soit X leur produit. Soit Ji la
jacobienne de Xi et J = J1 × . . . Jd leur produit, qui est la variété d’Albanese de X. Supposons
que chaque Ji a bonne réduction ordinaire. Alors

(i) Le noyau de l’application d’Albanese A0(X) → J(k) est la somme d’un groupe fini et
d’un groupe divisible.

(ii) Pour tout entier n > 0, le groupe CH0(X)/n est fini.

Raskind et Spiess établissent leur résultat sous une hypothèse plus générale sur les Ji : un
mélange de bonne réduction ordinaire et de réduction multiplicative scindée (exemple pour ce
dernier cas : une courbe de Tate).

Accouplement des zéro-cycles avec le groupe de Brauer

L’accouplement A0(X)×Br(X) → Q/Z permet parfois de détecter des classes non triviales :
on contrôle le noyau à droite de cet accouplement.

Théorème 8 (CT/Saito) Soit X/O un schéma intègre régulier, propre et plat au-dessus de
l’anneau des entiers O d’un corps p-adique k. Soit X/k sa fibre générique, supposée géométri-
quement connexe. Soit l premier, l 6= p. Alors la partie l-primaire de Br(X)/Br(X )+Br(k) est
un groupe abélien fini, dont le dual est un quotient du groupe A0(X) des classes de zéro-cycles
de degré zéro.

La démonstration de ce théorème n’emploie pas la K-théorie algébrique. Elle utilise un
théorème de pureté pour le groupe de Brauer de X , dû à O. Gabber, et dont la démonstration
est maintenant disponible (article de Fujiwara).

Dans la note, on se demande si la partie l-primaire de Br(X)/Br(X )+Br(k) est nulle pour
presque tout l. Dans le cas lisse, ceci résulte des conjectures de Weil. Via de Jong, peut-on
attraper les autres cas ?

Exemple Soit p premier, p 6= 3. Soit X/Qp la surface cubique d’équation x3 + y3 + z3 +
pt3 = 0. En utilisant le théorème, on montre que A0(X) = (Z/3)2 si p ≡ 1 mod 3, resp.
A0(X) = (Z/3) si p ≡ 2 mod 3. Cet exemple n’est pas couvert par la thèse de Dalawat, car la
surface n’est pas déployée par une extension non ramifiée.
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Questions ouvertes pour les variétés projectives et lisses sur un corps local

Questions sur CH2(X)

Soit k un corps p-adique usuel (car. zéro).

Le groupe CH2(X)tors peut-il être infini ? Pour l premier, le groupe de torsion l-primaire
CH2(X)tors{l} peut-il être infini ? Questions ouvertes en toute dimension d ≥ 2.

Oui, Asakura et Saito
[La dernière question équivaut à demander si le groupe CH2(X)tors{l} est d’exposant fini.]

Questions sur CH0(X) et A0(X)

Pour X/k projective et lisse de dimension au moins 3, et n > 0, le groupe de n-torsion
nA0(X) est-il fini ?

Question ouverte déjà pour X une hypersurface cubique dans P4
k, et pour X une variété

de dimension 3 fibrée en coniques sur le plan projectif.

Le groupe A0(X)tors peut-il être infini ? La présence d’un Ql/Zl dans A0(X) est-elle
possible ?

Question ouverte en toute dimension d ≥ 2.
Oui, Asakura et Saito

Le groupe A0(X) est-il l-divisible pour presque tout l premier ?
Question ouverte en toute dimension d ≥ 2.
Oui, Sato et Saito

Le sous-groupe divisible maximal de A0(X) est-il uniquement divisible ?
Question ouverte en toute dimension d ≥ 2.
Non, Asakura et Saito

Dans le cas de bonne réduction, que peut-on dire du noyau de l’application (surjective) de
spécialisation CH0(X) → CH0(Y ) ? Cette flèche induit-elle un isomorphisme sur la torsion
première à p ? Pour la p-torsion, ne vaut sans doute pas.

Non, Asakura et Saito

Le quotient du groupe A0(X) par son sous-groupe divisible maximal est-il isomorphe, à
groupes finis près, à un groupe Zn

p ?

Supposons H1(X, OX) = 0. Le groupe A0(X) est-il alors la somme d’un groupe fini et d’un
groupe divisible ?

D’un groupe fini et d’un groupe uniquement divisible (i.e. un Q-espace vectoriel) ?
Non pour cette seconde question, Asakura et Saito

Soit k ⊂ Qp la clôture algébrique de Q dans Qp. Soit X une k-variété projective et lisse. La
flèche naturelle A0(X) → A0(X×k Qp) est injective (pour le voir, utiliser le fait que la k-algèbre
Qp est union de k-algèbres de type fini, lisses et possédant automatiquement des k-points.) Le
conoyau de cette application est-il uniquement divisible, i.e. un Q-espace vectoriel ?

Il y a dans cette direction des résultats annoncés il y a quelques années (théorèmes de
rigidité à la Suslin, exposés de Jannsen) : invariance de nCHi(X) et de CHi(X)/n pour X/k
lisse et n > 0, par passage de k à Qp.
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