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Résumé. B. S. Mityagin a montré que les polynéomes de Tchebyshev forment
une base de Schauder de 'espace des fonctions de classe C*° sur l'intervalle [-1,1].
Il en déduit un opérateur linéaire continu d’extension explicite. Ces résultats ont
été étendus, par A. Goncharov, & des compacts ne satisfaisant pas la propriété de
Markov. A contrario, M. Tidten a donné des exemples de compacts pour lesquels
il n’y a pas d’opérateur linéaire continu d’extension. Dans cet article, on généralise
ces travaux a des classes de fonctions ultradifférentiables construites sur le modele de
I'intersection des classes de Gevrey non quasi-analytiques. On obtient notamment un
théoréme d’extension linéaire dans des classes de Beurling assez grandes.
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Extension of Whitney jets by explicit linear operators in intersections of
ultradifferentiable classes.

Abstract. B. S. Mityagin proved that the Tchebyshev polynomials form a
Schauder basis of the space of C* functions on the interval [-1,1]. Whereof he de-
duced an explicit continuous linear extension operator. These results were extended,
by A. Goncharov, to compact sets without Markov’s property. On the reverse, M.
Tidten gave examples of compact sets for which there is no continuous linear extension
operator. In this paper, we generalize these works to the intersections of ultradiffer-
entiable classes of functions built on the model of the non quasi-analytic intersection
of Gevrey classes. We get, among other things, a Whitney linear extension theorem
for ultradifferentiable jets of Beurling type.
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1 Introduction.

B. S. Mityagin a démontré, dans [Mi]|, que les polynémes Tchebyshev forment
une base de Schauder absolue de I’espace C*° ([—1,1]). Il en déduit un opérateur
d’extension linéaire explicite, de C* ([—1,1]) dans C* (R).

On dit que le compact FE de R™ vérifie la propriété de Markov lorsqu’il existe
deux constantes M > 0 et r > 2 telles que, pour tout polyndéme () et pour tout
multi-indice (ji, ..., jn) de longueur j, on ait

Q (z)

Ohgy...0nx,

< M (deg @) sup|Q (z)| .

zel

sup
zel

Pour des compacts ayant une telle "régularité”, en utilisant une méthode d’inter-
polation a I’aide de polynomes de Lagrange, W. Pawlucki et W. Ple$niak ont donné
une généralisation du théoréme d’extension linéaire de Mityagin.

Des résultats similaires ont été obtenus récemment par A. Goncharov, pour des
compacts irréguliers de R ne vérifiant pas nécessairement la propriété de Markov.
A contrario, M. Tidten a donné un exemple de compact pour lequel il n’y a pas
d’opérateur linéaire continu d’extension.

Il est naturel d’étudier ensuite s’il y a des énoncés analogues dans des classes ultra-
différentiables, c’est-a-dire pour des ensembles de fonctions définis par des conditions
de croissance des dérivées. Pour des classes de fonctions ultradifférentiables constru-
ites sur le modeéle de l'intersection des classes de Gevrey non quasi-analytiques, on a
établi, dans [Be], un théoréme d’extension de type Whitney. Pour les compacts véri-
fiant une propriété de Markov et dans de grandes classes, on a démontré un théoréme
d’extension linéaire. Dans ce nouveau travail et toujours dans le cadre de ces classes,
on démontre des versions ultradifférentiables des résultats de B. S. Mityagin, de A.
Goncharov et de M. Tidten.

Plus précisément, soit ¢ une fonction convexe croissante sur R, , nulle en 0 et
vérifiant la condition suivante

lim 0]

t——+o0 t

= 400. (1)

On considére 'ensemble I, ([—1,1]) formé des fonctions f, infiniment dérivables sur
[—1, 1], vérifiant la condition suivante :
pour tout a > 0, il existe une constante N, telle que, pour tout = € [—1, 1] et tout
p € N, on ait
|f®) (z)| < Noplexp (¢ (ap)).

En notant || f]|, la plus petite constante N, réalisant Iinégalité précédente, on définit
une famille de normes sur /4 ([—1, 1]) qui lui confére une structure d’espace de Fréchet.
On définit également I’ensemble I, (R), en considérant des fonctions infiniment dériv-
ables sur R.

On démontre d’abord le théoréme suivant.



Théoréme A. 1) Sous l’hypothese (1), les polynémes Tchebyshev forment une base

de Schauder absolue de l’espace de Fréchet I, ([—1,1]).
2) Si limy, oo fl(::i = +o00, alors, il existe une application linéaire continue U, de
I, ([-1,1]) dans 14 (R) telle que, pour toute fonction f € I ([—1,1]), et tout = €

[—1,1], on ait

Ensuite on considére deux suites (ag),~, et (bg),~, vérifiant les conditions suiv-
antes. - -
e Les suites (ax);~; et (bx — ax),~, décroissent vers 0.
e b; <1 et pour tout entier kK > 1, on a a, — bgq > 0.
o [l existe deux constantes Cy > 3 et M > 0 telles que, pour tout k£ > 1, on ait
b < Co (b, — ag), by — a < 2Co (ag — bry1) €t by — apyr > 27M (b — ag)™

On définit le compact de Goncharov

K={0}uU (U [ak,bk]> :

k>1

Pour ce compact, on remplace la notion de fonction infiniment dérivable sur le
compact par celle de jet de Whitney et on définit ’espace de jets I, (K). On établit
alors le résultat suivant.

Théoréme B. Si lim, . % = 400, alors, l'espace de Fréchet 1, (K) a une base

de Schauder absolue et il existe une application linéaire continue U, de I, (K) dans
I, (R) telle que, pour tout jet f € I, (K), tout x € K et tout j € N, on ait

U ()Y (2) = f9 (2).

Notons que dans le cas particulier ot ¢ (u) = u®, avec a > 2, I, (K) est un espace
de Beurling (voir [BMT).

Ce travail est complété par le résultat suivant qui donne un exemple de compact
"ventru” de R? pour lequel il n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension.

P(w)

uln(lnw)

g € 14 (R) telle que g > 0 sur R% et g =0 sur R_. On pose

Théoréme C. On suppose que lim,_. = 400, alors, il existe une fonction

Ky ={(z.y) €[0.12,0 < y < g(x)}.

Alors il nexiste pas d’opérateur linéaire continu d’extension de I, (K,) dans I, (R?).



2 Préliminaires : les polynémes de Tchebyshev.

2.1 Rappels.

Soit m un entier, on pose, pour tout x € [—1,1], T, (x) = cos (narccosx); c’est
le polynéme de Tchebyshev de degré n pour Uintervalle [—1,1]. On continuera a le
noter T, (z) lorsqu’il est défini sur R.

Le coefficient du terme de degré n de T}, est égal & 2! si n > 0; il vaut 1 sinon.
Le polynome T, (x) posséde n racines distinctes appartenant a 'intervalle [—1, 1].

En appliquant le théoréeme de Dirichlet & la fonction ¢ — f (cost), on établit le
théoréme suivant qui donne le développement de Tchebyshev d’une fonction contint-
ment dérivable.

2.2 Théoréme.

Soit f une fonction continiment dérivable sur [—1,1]. On pose

a0 (f) = — /F (f o cos) (1) dt

:% o

et, pour tout n € N*,
an, (f) = 1 /7T (f o cos) (t) cos (nt) dt.

Alors, pour tout © € [—1,1], on a

f@)=2 an(f)Tn(2).

De plus, si f est de classes C°, alors cette égalité a lieu pour toutes les dérivées de
f.
En particulier, si P est un polynéome de degré d, on a P (z) = ZZ:O a, (P)T, ().

2.3 Quelques inégalités vérifiées par les polynémes de Tcheby-
shev.

Dans ce paragraphe, si f est une fonction continue sur [—1, 1], on pose || f ||[_171} =
SUPge[-1,1] |f (2)].
2.3.1 Proposition (inégalité de W.A. Markov [DL] p. 131 ou [Riv] p. 123).
Si P est un polynéome de degré au plus n, alors, pour tout entier p, on a

PPy < T WPy

~1,1]



2.3.2 Corollaire.

Pour tout (n,p) € N?, on a
2p

T® (1) < 2 2)

7 <

11

2.3.3 Proposition. ([DL] p. 131 ou [Riv] p. 108).

Si P est un polynome de degré au plus n, alors, pour tout réel x, |z| > 1 et pour tout
entier p, on a
| PP (z)| < |T ()] || Pll_y 1

Enfin, on en déduit facilement la proposition suivante.

2.3.4 Proposition.
Size[-1- ﬁ, 1+ ﬁ], alors, pour tout (n,p) € N?, on a

}Tép) (:13)| <e o

3 Une base de l’espace [ (|—1,1]).

Dans tout ce qui suit, on suppose que ¢ est une fonction convexe croissante sur
R, nulle en 0 et vérifiant la condition suivante

lim 0]

t——+o0 t

= 400. (4)

3.1 Notations.

Soit I un intervalle de longueur non nulle. On considere I'espace de Banach
{¢(t), I} formé des fonctions f, de classe C™ sur I, vérifiant la condition suivante

{f(p)(x){
supsup —-—— > = |If < +oo.
peN zel plexp (gb (p)) H H{d)(t),l}

On note hgy() la fonction définie sur R? en posant, pour tout p > 0,
haw (p) = inf (p" exp (¢ (k).
eN
Plus généralement, si a; € R et ay, a3 € Ry, pour tout p > 0, on pose

h¢(a1t+a2)+a3tlnt (P) = Iiglf\l (pkaSk exp <¢ (alk + 052))) :



3.2 Définition.

Soit F un espace de Fréchet muni d’une famille de semi-normes (|.||,),.,- Soient
(Tn),>o une suite d’éléments de F et (z7,),,-, une suite d’éléments du dual de 7. On
dit que le systéme { Tn),s0 s (Th) n>0} est une base de Schauder de I’espace F lorsque
les deux conditions suivantes sont vérifiées

(i) {(zn)ns0+ (@h)ns0 } €st un systéme biorthogonal,

(ii) pour tout z € F,onax =Y .,z () Zn.

De plus, on dit que cette base est absolue lorsque, pour tout a > 0, il existe deux
réels b > 0 et o > 0 tels que, pour tout x € F, on ait > |2/, (z)| ||z.ll, < o ||7],-

3.3 Lemme.

Soit f une fonction appartenant & {¢ (t),[—1,1]}. Avec les notations du théoréme
2.2, pour tout n € N*, on a

16 4
la, ()] < n_h¢(t+2)+t1nt (g) Hf||{¢(t),[—1,1}}-

Démonstration. Soit n € N* et soit r € N*. Aprés r intégrations par parties,
on a

a, (f) = (=1 /7r (f o cos)™ (t) cos (nt) dt si r = 2p

" J_.

ou
p+l  em
an (f) = ﬂ/ (f o cos)™ (t)sin (nt) dt sir = 2p+ 1.

™"

Or, en utilisant la formule de Faa di Bruno [Ro|, on a

(f o cos)™ (2) : f(Z (cos ( cos)® (¢ ”
TS (1 5 e ()

i=1 JETir s=1

en posant J;, = {(j1,..,dr) €N, YT sjs=ret Y ., js=1.}. De plus les con-

stantes C; , vérifient
r—1
E C o . .
s (2 — 1)

JEJ.L",-

Il s’ensuit que

( o cos)” (1)
sup <21 gu

teR r! ogigr

I H[ 1L

<o 1y 2 exp (@ (r) . (5)

Donc, pour tout n € N* et tout » € N*, on a



lan (f)] < — !|f||{¢(t iy 2rtexp (¢ (r)) - (6)
En prenant r 4+ 2 a la place de 7’, on a
1 T
lan (f)] < ) 1 W o), o1,173 2 T2 (r+2) exp (¢ (r +2))

et, comme (r + 2)! < rl272 < y727+2 on obtient

n (1= 75 (3) Wlgioay 7" exp (6 +2).

Il suffit de minimiser par rapport & r pour conclure.

3.4 Lemme.

Pour tout a € R et tout n € N*, on a

h 9 1 < ) < P (¢ (20’)_)h, (8at)+2t1Int ( )
¢(a(t+2))+tint = *(8a n .
(a( ) n hqﬁ(at) (_816) e2n2

Démonstration. Soit a un réel strictement positif. Pour tout entier p, on a
p+2 < max (2,3p) et donc ¢ (a (p + 2)) < ¢ (2a)+¢ (3ap). Comme ¢ (3ap)+¢ (ap) <
6 (4ap), on a

p(2) ewisairrom = (8) (o) e (s an) = exp (6 2a)

2 e2n? exp (¢ (ap))
et donc
7 (5) ewoemra) < (5) (F5) eveotn) U

On conclut en remarquant que

inf (#)%@pexp@@w)) —  inf (L)pp&p'exp(gb(sap'))

pEN pein \ e2n?
1 p
< ]'1;211:1 (W) p?exp (¢ (8ap))

3.5 Deéfinition.

On consideére I'intersection Iy ([—1,1]) = (V,o0 1@ (at),[—1,1]} et, pour alléger les
notations, on pose ||.[[ry(us —1,1y = [I-l,- Alors Iy ([—1,1]) est 'espace de Fréchet
formé des fonctions f de Classe C* sur [—1, 1] vérifiant la condition suivante :

pour tout a > 0,

} ) x)}
sup sup

— L L |l < oo
peN we[-1,1] Plexp (¢ (ap)) 71



3.6 Théoréme.

Le systéme { (T, W)n>0 s (An) n>0} est une base de Schauder absolue de l’espace de Fréchet
Iy ([=1,1]).

Démonstration. Il est clair que le systéme {(T, () n>0} est biorthogonal
et on sait déja que f = :o% an (f)T,, au sens de la convergence simple (c’est une
conséquence du théoréme 2.2).

Si n € N*, en utilisant la majoration (2), on a

1 1
[T0llg, < sup =
" ospzn ()7 (0)* exp (¢ 8ap)) ~ (Z2)" P exp (¢ (8ap))
et donc
Tl < ———
n{l8a —
h¢(8at)+2tlnt (#)

Ensuite, avec les lemmes 3.3 et 3.4, on obtient

Z\an W Tllse < 1eXp ( i1, Z—Hao

87 exp (¢ (2a))
< (3 how (2) +1) [raipe

Remarque. Dans ce théoréme, (4) est la seule hypothése sur la vitesse de croissance
de ¢.

4 Extension linéaire de [;(|—1,1|) dans I, (R).

4.1 Définitions et notations.

On consideére l'intersection Iy (R) = (,., {¢ (at) ,R} et, s’il n’y a pas ambiguité,
on pose ||'H{¢(at),]R} = [lll.-

On désigne par Ry 1) Uapplication de restriction, de Iy (R) dans I, ([—1,1]). On
dit que l'espace de I, ([—1,1]) a la propriété d’extension linéaire lorsqu’il existe une
application linéaire continue U, de I, ([—1,1]) dans I, (R), telle que Rj_; 10 U = id.
Ici id désigne I’application identité sur I, ([—1,1]).

La proposition suivante est une conséquence immédiate du théoreme 3.6.

4.2 Proposition.

Les conditions suivantes sont équivalentes.
1) L’espace 14 ([—1,1]) a la propriété d’extension linéaire.

2) Il existe une suite de fonctions (Tn> , appartenant & 1y (R), vérifiant
n>0

8



e pour tout n € N, on a Tn‘[_u} =T,,
e pour tout o > 0, il existe deux réels 3 > 0 et D, > 0 tels que, pour tout n € N,
on ait _
7.

< Da|Tall,.

4.3 Théoréme.
On suppose que ¢ vérifie la condition

lim ¢ (u) = +o00. (7)
u—+oo u lnu

Alors lespace I, ([—1,1]) a la propriété d’extension linéaire.

Démonstration. D’aprés la proposition 4.2 de [Be], il existe une fonction
convexe sur R, , croissante, nulle en 0 et vérifiant les deux conditions suivantes :

oo dt
/ < 400, (8)
1 t (exp (—wgt)>>
pour tout a > 0, il existe C, > 0 tel que, pour tout p € N, on ait

exp (¥ (p)) < Caexp (¢ (ap)) . 9)

On pose Cy =1+ f;roo m. Comme dans le lemme 3.1.1 de [Be], pour tout

entier n, il existe une fonction u, de classe C*>° sur R, positive, a support dans

[—1 — Tln% 1+ ﬁ], égale a 1 sur [—1, 1] vérifiant la condition suivante :

pour tout p € N et tout x € R, on a

u® (z)| < (2Cy (14 n?))" plexp (¢ (p)) .

Alors, en utilisant la formule de Leibniz et l'inégalité (3), pour tout z € R, on a

3 (7)7 @t @)

=0

(T (@) =

IN

> @ (20, (1+02)" (p = Dlexp (v (0 — 1)
1=0 ’

n2l

< plexp (¥ (p) €Y 57 (20 (1+0%))"
=0

< plexp (¥ (p)) € (2Cy)” (1+ 2n2)p .

Soit o > 0, pour tout n > 0, on a

sup | (T,) ()] < plesp (v (9) ¢ (6Cym?)’

l

9



Si p > 0, on écrit I'inégalité (6) avec f = T,, r = 2p et la norme ||Tn]|% Comme
an (T,) = 1, on obtient

Q@
n? < |[Tls 2% 2p)texp (¢ (5p) )
et on constate que cette derniére inégalité est vraie si p = 0. Il s’ensuit que

(Tnun)(p) (z)
plexp (¢ (ap))

e? (24Cy)" (2p)texp (v (p) + ¢ (%p))
exp (¢ (ap))

sup
zeR

1Tl -
4

Or, avec les notations de (9), on a exp (¢ (p)) < Ca exp (gb (%p)) et donc

(Tnun)(p) (z)
plexp (¢ (ap))

sup
zeR

< 0. E(24C)" (2p)! exp (¢ (%p) +9(50) ITells -

- exp (¢ (ap)

Notons que la majoration précédente est vraie pour n = 0.
(24%)”(21»!exp(¢(%p)+¢(%p)))
p>0

Ensuite, comme ’hypothése (7) implique que la suite ( p(B(op))

est bornée, on en déduit que la famille (Tn) = (Thuy),o satisfait a la condition
n>0 -

2) du théoréme 4.2.

4.4 Remarques.

On dit qu'un ensemble compact K de R vérifie la propriété de Markov lorsqu’il
existe deux réels r > 2 et M > 0 tels que, pour tout polynome @) et pour tout entier
7, on ait sup,cx }Q(j) (:1:)} < M (deg Q)" sup ek |@Q (z)]. Comme intervalle [—1,1]
vérifie cette propriété, le théoréeme précédent est un cas particulier du théoréme 8.8
de [Be].

On a également établi dans [Be| que I'application de restriction Rj_1 1] de Iy (R)
dans Iy ([—1,1]) est surjective, si et seulement si, la fonction ¢ vérifie la condition

suivante :
lim ¢ (u)

u—+o0 4 In (In u) - oo

La condition (7) impose une croissance plus forte a la fonction ¢.

Pour 'intersection des classes de Gevrey non quasi-analytiques, c’est-a-dire lorsque
la fonction ¢ est définie par ¢ (t) = tIn (1 +¢), Pespace I, ([—1,1]) n’a pas la pro-
priété d’extension linéaire. On ne sait pas si la condition (7) est nécessaire pour qu’il
posséde cette propriété.

10



5 Jets sur le compact de Goncharov.

L’objet de ce paragraphe est ’obtention de résultats similaires a ceux des para-
graphes 3 et 4 pour un compact de R qui ne vérifie pas nécessairement la propriété
de Markov. Il s’agit de versions ultradifférentiables de théorémes établis, pour la
régularité C*°, par A. Goncharov dans [Go2| et [Go3].

Comme les compacts qui interviennent dans ce paragraphe ne sont pas réguliers
au sens de Whitney, pour définir I'espace I (K'), on a recours a la notion de jets.

5.1 Définitions.

Ici ¢ désigne une fonction convexe croissante sur R, nulle en 0 et vérifiant la
condition (4).
Soit K un compact de R. Un jet f sur K est la donnée d’une suite ( f (j))j>0 de
fonctions continues sur K a valeurs dans R. N
Soient p € N, j € N tels que j < pet (¢,z) € K*. On définit le reste de Taylor
RIJ (x) par

bS]

J

RYf (@) = 19 @) = 3 35 (@ = 0" 9 0.
7

e
I

L’espace {¢ (t), K} est formé des jets f sur K vérifiant la condition suivante :

sup max sup M sup sup {Rgpf ($){
peN zcK P! exp (Cb (p)) ’ 333<p (¢,@)eK? jlexp (Qb (p + 1)) ‘C - x|p+1_J
(#x

= Hf||{¢(t),K} < +o0.

On note I (K') espace de Fréchet formé des jets appartenant a {¢ (at) , K'}, pour
tout @ > 0 et on pose |||y 1y = [I-lla-

5.2 Notations.

On considére deux suites (ay),~; et (by),~; vérifiant les conditions suivantes :
e Les suites (ay,),~, et (b — ax),~, décroissent vers 0.
e b; <1 et pour tout entier kK > 1, on a a, — bgq > 0.
o [l existe deux constantes Cy > 3 et M > 0 telles que, pour tout k£ > 1, on ait
b < Co (b — ax), by — a < 205 (ag — by1) et bpyr — apsr > 257 (b — ag)™
Puis on définit le compact de Goncharov

K ={0}u <U1k>

k>1

avec, pour tout k > 1, I, = [ay, by

11



Dans tout ce qui suit, on pose 0 = b’c;“’“, Ty = @ et hy = ap — by, 1 puis on

choisit by et dg tels que 'on ait 69 < 1 < by < Cydg, 69 < Cohg et 634 < 61. Alors,
pour tout entier k, on a

by < Coby, 6k < Cohy, et b1 > 65

5.3 Une base de Schauder de ’espace [, (K).

Pour tout (n,k) € N x N*, on note T, , le polynéme de Tchebyshev de degré n
associé a lintervalle [zy — Ok, xx + 0x]. Cest-a-dire que l'on pose, pour tout =z € R,
T (2)=T (M)

n.k n oh

L’application qui & un jet f appartenant a I, (K) associe f©) est injective. De
plus les fonctions f® sont les dérivées successives de f(©) sur K\ {0}. On identifie
alors le jet f a sa premiére fonction f(©.

Dans tout ce qui suit [ désigne une application croissante de N* dans N.

5.3.1 Définition d’une série de Tchebyshev adaptée au compact K.

Cette série est construite en utilisant le principe suivant : on fait des développe-
ments de Tchebyshev successifs vy (f),...,v, (f), tels que, sur I; U ... U I, on ait

fzzzzlvk (f)- _

On considére la famille (T n,k) (k) EN XN formée des fonctions définies sur K de la

facon suivante.
e Pour tout (n,k) € Nx N*, n <[(k),

Thp= X[o,bk]mKkalK

e Pour tout (n,k) € Nx N*, n > 1[(k),

Tn,k: = XIan,k\K

Ici, T;, 1k désigne la restriction de T;, , au compact K et, pour tout sous-ensemble
E de K, xp désigne la fonction caractéristique de E.
Soit f un jet appartenant a I (K). Pour tout (n, k) € N* x N*, on pose

™

ang (f) = % f (g + 6y cost) cos (nt) dt

—Tr

et, pour tout k£ € N*, on pose
1 ™
aok (f) = %/ f (zx + 6k cost) dt.

On prend la convention qu’une somme » .~ est nulle si n > m.

12



e Pour définir le terme vy (f), on pose

“+o00
vi(f) =Y a1 (HT,,-
n=0

D’apres les résultats vus dans le cas d’un intervalle, sur I1, on a f = vy (f).
e Pour définir le terme wvs (f), on s’arrange pour obtenir vy (f) + va (f) = f sur
I; U 5. Pour cela, on ”"développe sur I,” la fonction f — vy (f) en remarquant que

sur [0,b2) N K, on a
I(1)—1

()= i (HT,.;

n=0
c’est un polynome de degré inférieur ou égal a [ (1) — 1.
On pose, pour tout n € N, 0, 5 (f) = an2 (f —v1(f))) et on considére

“+o00
V2 ()= s (NT...
n=0

Sur [; Uy, on a
vi (f) +va (f) = f.

Comme [ (1) est strictement supérieur au degré de la restriction a [0, by] N K de vy (f),

n > 1(1) implique a2 (v1 (f)) = 0 et donc N2 (f) = ana (f).
En outre, sin < (1), on a

I(1)—1

Moo (F) = an2 () = > ana (T.,) ai1 (f).

i=n

En effet, si i € {0,...,n — 1}, alors, deg (Ti,l) =1 < n et donc a,s (Tm) =0.
Enfin, sur [0,b3) N K, on a

1(2)-1 1(2)-1 0(2)-1
vy (f) = Z an,2 (f)Tn,z - Z an2 (V1 (f))Tn,z = Z Qn,2 (f)Tn,z —wv1 (f) (10)
n=0 n=0 n=0

car le développement de Tchebyshev & l'ordre [ (2) — 1 d’un polynoéme de degré in-
férieur ou égal a [ (2) — 1 est égal a ce polynome.

e Pour définir le terme v3 (f), on s’arrange pour obtenir vy (f)+wvs (f)+vs (f) = f
sur I; U Iy U I3. Pour cela, on "développe sur I3” la fonction f — vy (f) — vy (f).

On pose, pour tout n € N, 1, 3 (f) = an3 (f —v2 (f) —v1(f)) et on considére

+oo
vs(f) = Mg (HT,,
n=0

13



Comme [ (2) est strictement supérieur au degré de la restriction a [0,b3] N K de

v2 (f)+v1(f), n = 1(2) implique an 3 (va (f) +v1 (f)) = 0 et donc n,, 5 (f) = ans (f)-
En outre, sin < 1(2), on a

1(2)—1

Mg (F) = ans (f) = Y aia (f)ans (T.,) -

i=n

En effet, d’apres (10), sur [0,b3] N K, on a vy (f) + vy (f) = Zﬁi)o_l ana (f)T,, et, si
i € {0,...,n — 1}, alors, deg (Ti,z) =1 < n et donc a,s (th) =0.
Par cette méthode, pour tout (n, k) € N x N*, on définit le coefficient 7, , (f) de

la facon suivante :

esik=1, nnﬁ(f):an,k(f),
osik;>1ethl(k—l),'r]mk(f)Ian,k(f)a

o sik>Tetn <l(k—1), e (F) = ans () = T ans (T ) a, ()
Alors, pour tout z € |0,b1] N K, on a

+o0o0 400

f(z) = Z Z'f]n,k (f) T (). (11)

k=1 n=0

De plus cette derniére égalité est vraie au sens des jets.
Dans tout ce qui suit application [ de N* dans N est définie en posant [ (k) =

[;1(2(06(’:))]. Ici [.] désigne la fonction partie entiére. Si on suppose que ¢ vérifie la
condition 6 ()
) U

ul—lgloo Rl +o0 (12)

alors la fonction [ vérifie les deux propriétés suivantes.
e Pour tout a € R, il existe un plus petit entier £, tel que, pour tout entier
k > k,, on ait
¢(al(k—1))+1(k—1)Iné; > 0. (13)

e Pour tout £ € N*, on a

(4C)"™ < 6.1 et (k) < 63" (14)

5.3.2 Théoréme.

On suppose que ¢ vérifie la condition (12). Alors le systéme

{(Tn,k)(n k)eN N ? (nn’k)(n k)eNxN*} est une base de Schauder absolue de l’espace de
Fréchet 14 (K).

La biorthogonalité du systéme se démontre exactement comme dans [Go2].

14



Ensuite, il s’agit essentiellement de montrer que, pour tout a > 0, il existe deux
réels b > 0 et o > 0 tels que, pour tout f € I (K), on ait

“+oo 400

SN sk DTk, < @ l1F - (15)

k=1 n=0

Car I'égalité au sens des jets résulte alors de (11).
Cette démonstration repose sur plusieurs lemmes techniques.
Dans les lemmes 1 et 2, hyat) désigne la fonction définie au paragraphe 3.1.

Lemme 1. Soit a € R% et soient k et n deux entiers tels que k> 1 et n > 1 (k).

Sin=0, ona
1

a\
h¢>(at) (C’o)

h O
¢(at) TL2CO

el = [ Toxllo <

Sin >0, ona
Tl <

Démonstration.
1°) Traitons tout d’abord le cas n = 0 et [(k) = 0. On a Toy = x;, et donc
T (x)
SUPpen SUPseK Hep(@lap) — 1°
Soient ¢,z € K, les seuls restes de Taylor non nuls sont les Rg’p (Tﬂ,k) () =1
pour pe Navecx € Iy et ( & I oux ¢ I et ¢ € I.

Lorsque x € I, et ( > ax—1,on a |( — x| > h_1 > 5

k—1
Co 0

R (Tox) ()] - 1 1

s G@p+ D)2 ep@G@rE -2 oot ) (&)

Les autres cas se traitent de fagon similaire.
Ensuite, en minimisant sur p, on obtient HTMH& < m
#(at) \ Cg

2°) On suppose que Uentier n est strictement positif.
e Si x € I}, d’apres 'inégalité (2) de 2.3.2, pour tout p € N, on a

(16)

donc

()

‘Trfk (az)) - n2p5];p an(Slzp _ 1
sup sup ——— < sup < sup < )
pel zek P exp (¢ (ap)) ~ pen (p!)2 exp (¢ (ap)) — peN €xp (¢ (ap)) h’¢(at) (6_’5)

n

15



e Déterminons une majoration de

| R (T ) ()]
sup sup sup - e
peN j:j<p (C,x;éeKz jlexp (¢ (a(p+1)))[¢ — x|
€=

Soit (j,p) € N? avec j < p. o ‘
i) On suppose que (¢,x) € I¢, alors R\ (Tn) (x) = RL (Tox) () et, dapres la
formule de Taylor
Ré’p (ka) (l’)
J!

¢ — zfP
sup

o j!(p—l-l _j)! tely

T ()] < 1= ot

(p + 1)' te]k,

et la majoration (16), implique

Ré’p (ka) (l’)

¢ — 2

p+1, 2p+2c—p—1
WINPT,

((p+1)1”

Donc P
R (T,
ooy BT @) 1

: p+1—j S Sk )’
peN jij<p jlexp (Cb (04 (p =+ 1))) |< - 33‘ hd)(at) (2n2)

ii) On suppose que = € I, ¢ € K\I}, alors Ré’p (T (z) = Tiﬂg (x) = Tnj,z (x)
donc, en utilisant la majoration (16), on a

n2j 6,:J

}R?P (Tnk) (a:)} < 7

Si ¢ > ag_1, alors |[x — (| > hg_y > 68—;1 > g—’; et si ¢ < agyq alors |z — (| > hy > g—’;.
Dans les deux cas, on a

R o) @] _ e 26
C—aft T o
puis o
|72 (Tni) ()] pi1 6,
, = >0 —
jlexp (¢ (a(p+1))) |¢ — a7 (1) exp (¢ (a(p+1)))
et donc o
|Be” (Tus) (@)] PR
n i = 2 5\
jlexp (¢ (a(p+1)I¢ = " D (755
iii) On suppose que ¢ € I,z € K\I}, alors, on a
p—Jj (jm)
ip (7 m R(+m
REP (T (2) = = Y — (o= Q" T2 (0
m=0

16



donc

R (Top) (@) <3 — e = ¢ [T ()]

D’apres la majoration (16),
, 2(j+m)
’T(JJFm C)‘ < 5};(J+m) TL
(7 +m)!

puis, comme on a encore |x — (| > —& on obtient

|R]<7p (T"k) @)‘ < pz_i Lop+1fjfm5jfp71+m n20tm) §oa+m)
-t T Agml Tt * (G +m) "
< 5 (p+1) o Z n2+m)
- m! (5 +m)!
< eb, Y C’anQp.
Ainsi, on a
{Ré,p (Thk) (a:){ e n2e+D) 5Pl opt
Jlexp (¢ (a(p+1)|¢ =™ 7 n?exp (¢ (a(p+1)))
et donc

R (Tos) @) o
,' p+l1—j < ﬁ—é
7' exp (Cb (Of (p+1))) |C ‘ h¢(at) (nzgo)

Ce qui termine la démonstration du lemme 1.

Lemme 2. Soient k et n deux entiers tels que k > 1 et n < (k). Pour tout réel
a>0, ona

_ @) 1
- 2

. _
h(b(at) (400 >

Démonstration. Le cas n = 0 se traite comme le 1°) de la démonstration de
lemme 1. Dans ce qui suit, on suppose que n > 0.
T8 (@)
plexp(g(ap))”
Les n racines du polynoéme T, , (x) appartiennent & l'intervalle I, on peut donc écrire

T, (x)=2""6"[(z 1),
j=1

17
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avec, pour tout 7, t; € Ij. Il s’ensuit que T’ 75’;) (z) est une somme de —%~ termes de

(n—p)!
la forme
2n715];” (.I‘ — tjl) ('T - tjn—p) :

Six e [0,b] N K alors |z —tj| < Cydy et, pour tout p € {0,...,n}, on a

T®) (g;)( T® (x)) | (4C,)"
ok _ [T <on-1___ M —n n-p < 0) P
p! pl 2 p!(n —p)!é’“ (Codr)™ ™ < 5 (1)
et donc T(p) .
sup sup e (2) < %) L
peN zek plexp (¢ (ap)) — 2 h¢(at) (k)

e Déterminons une majoration de

RI? (T,
sup sup  sup ‘ ¢ ( k) (@‘

peN jij<p (g,x;éeKz Jlexp (¢ (a(p+1)))[¢ —
€=

x‘p-l-l—j'

Soit (4,p) € N2, avec j < p. o '
i) On suppose que ¢,z € [0,b] N K, alors, RY¥ (Thx) (z) = RL” (T ) (x) s’estime
en utilisant la formule de Taylor et (17), on obtient

{Ré’p (T"k) (x)} < optl (400)n5—(p+1) 1
jlexp (¢ (a(p+ 1) ¢ — 77 7 2 " exp(g(a(p+1))
donc L
B (To) (@)] R CIe A S
Jlexp(@(ap+D))IC—a™ = 2 h, (%)

ii) On suppose que ¢ > ax_1 et que x > ag_1, alors Ré’p (ka) (z) =0.
iii) On suppose que ¢ > ax_1 et que x < by, alors, d’aprés la majoration (17), on

|R2P (T ) (z)] = 5.7

—(; 4 "
7 ()] < 142

Ensuite, en utilisant encore l'inégalité |( — x| > g—’;, on obtient

[RZ” (To) @) _ (4C0)" 5 1 (4C0)" i1 o
¢ ™ 0) ¢—jrwtl—jci—p-1 0 +1 ¢—(p+1)
Aot =2 GRS G
puis o

R (o) ()] (4Co)" 1

- < .
Few @l IC—aP77 =2 (&)

18



iv) On suppose que ¢ < b, et que x > ag_1, alors

bS]

—J
- 1 it
R (Toi) (1) = =3 2y (0= " T Q).
m=0 ’

En utilisant encore (17), on a

~(pr1-5) (4Co)"

1 j+m)
= T ol 17717 2

(7 +m)lo, (

4Co)" &2 (j +m)! Op+1=G=m) gjtm—p=1 = (j+m)
2 m| 0 k k

IN

(4Co)" (p+1 crt! - (J + m)
< = >
m=0

Or % < 27+m41 et donc

|Ré7p (Tnk) (93)| (4Cy)" —(p+1) p+1o2p—j 1
Tem@amrc-d7 = 2 * 9 g eaer)

ce qui implique

B To) @) o) 1
flexp(@(a(p+ DNIC—af 772y ()

et termine la démonstration du lemme 2.

Lemme 3. Soit f une fonction appartennant o I, (K) et soit a € RY.. Soient k et
n deux entiers strictement positifs. On note rq le plus petit entier t tel que

¢ (at) + tInd; > 0. (18)

Pour tout entier r > 1, on a

an (D] < == 171, 277 exp (6 (ar) (19

De plus, si r > 1) ou sir <mn, on a

ani (P < = 111, 1552 exp (9 (ar)). (20)
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Démonstration. Soit r un entier strictement positif. Comme dans la démon-
stration du lemme 3.3, on a

1
mn’

|ank (f)] =

/7r (f (z1 + 6, cos))™ (&) 7 (nt) dt‘

—Tr

ou 7 désigne la fonction cos ou la fonction sin suivant la parité de r. Avec la formule
de Faa di Bruno et les notations de 3.3, on a

(r) (s) Js
(f (g +5i!COS)) Z @ (2, +6k cos ( Z CerH ( (O coj (t))
JeJ; r s=1
(21)

et donc

2 .
|ank ()] < o SUP oy, exp (¢ (a1)) .

De 1a, on déduit que pour tout entier » > 1, on a la majoration (19).

D’autre part, la suite ( ' exp (¢ (az’)))i>0 est décroissante puis croissante. Donc, pour

tout r > 741, ON & SUPy<;<, 6% exp (¢ (ai)) < 8; exp (¢ (ar)), ce qui démontre I'inégal-
ité (20), lorsque r > rop.

On suppose que 1 < r < n. Pour tout i € {1,...,r}, on note 7717 (@) le
polynome de Taylor de f® d’ordre r — 1 — i basé en zj avec la convention que

T, (f")=0et Rer'f = f®). Ona

FO (@ + 8 cos (1)) = Ty () (w4 by cos (8)) + Ry~ f (a, + 6y cost)
et, comme
r—1—i ( (i) [ (Brcos)™ (1) ”
1z, (f ) (zk + Op cos (1)) Z Crir H —
JEJi,r s=1 :

est un polynome en cos (t) et sin (¢) dont le degré ne dépasse pas r — 1; lorsqu’on le
multiplie 7 (nt), il est d’intégrale nulle sur [—7, 7|. En utilisant (21), on a donc

st o,
g S:

Jed; r s=1

\ank |<7"

et par suite

s O £ Wt S oo (0 a2 (1) = UL i2 exo o or),

ce qui démontre (20), lorsque r < n.
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Dans les lemmes 4 et 5, on utilise des notations généralisant celles du paragraphe
3.1 :si (A pu) € N“x N et sia € RY, on note hga(attp)+(i-+u) in(rtt+p) la fonction
définie sur R* en posant, pour tout p > 0,

R (a(nt4m)+ () In(ht4) (P) = inf (p’“ (Ap 4 1) "™ exp (¢ (a (Ap + u)))) . (22)

Lemme 4. Soit f une fonction appartennant a I, (K) et soit a € RY. Si k et n sont
deux entiers tels que k > 1,n > 1 et n > 1 (k — 1), alors, pour tout (A, u) € N* x N*,
on a

/ 25k‘ a 28, \ A
i (F)] = lans ()] < C, — ) MOt + Otk () ((7}“) ) £l (23)

ot C! est une constante qui ne dépend que de a.

De plus, si k =1, alors la majoration (23) est vraie pour tout n € N*.
Démonstration. D’apres (13) et (18), k > k, implique [ (k — 1) > rq .

Donc, si k > k, alors, d’apres (20), pour tout r > 1, on a

1 T oTr
|ank ()] < — [1fll 716427 exp (¢ (ar)) .
Sik <kgetsil <r<ryg dapres (19), on a
—Ta 1 ror
[k (< 6, (1 flly 716527 exp (¢ (ar)) .

Ainsi, en posant C! = 6,;:““, pour tout k£ € N* et pour tout » € N*, on a

o ()] =l (F)] < o £ 2652 exp (6 (ar) (24)

En prenant » = Ap 4+ p et en minimisant sur p, on obtient (23), ce qui termine la
démonstration du lemme 4.

Lemme 5. Soit f une fonction appartennant a I (K) et soit a € R*. Si k et n
sont deux entiers tels que k > 2 et n < l(k — 1), alors, pour tout couple d’entiers
(A, p) EN*2 on a

, p=1 1\ A
e (F)] < 2C% (2C0)" 6,7 hig(a(rtersm))+(ht) In(rt40) ((200515’ ) ) 1fll.- (25)

ot C! est la méme constante que celle de lemme 4.
De plus, compte tenu du lemme 4, la majoration (25) reste valide si [ (k—1) <n <

1 (k).
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Démonstration. Pour prouver ce lemme, on établit tout d’abord trois majora-
tions.
Premiére majoration. Si les entiers n,k et r vérifient k > 2 et 1 <r < n <
l[(k—1), ona

e (D] < 2110 0 ar) e+ 0573 ()

Preuve. On suppose que n > 0 (sinon, on remplace le facteur % par %) On a

I(k—1)—1

1 [™ _
Nk (f) = = / f (zg + 6 cost) cos (nt) — f (zx_1 + Ox_1 cost) Z A (Ti,kfl) cos (it) | dt.

Notons A le terme entre les crochets. On fait deux développements de Taylor a ’ordre
r—1. Pour f (x) + 65 cost), le développement est basé en xy, et, pour f (zx_1 + k1 cost),
le développement est basé en x;_;. On obtient
r—1 1 '
A = Z ﬁf@) (x1) (6k cost)’ cos (nt)
5=0
r—1 1 I(k—1)—1
= i F9 (@) (Sercosty D ank (T,,,) cos (it)
j=0 i=n
0,r—1
+Ry f (z + 0y cost) cos (nt)
I(k—1)—1
—Rg;::l (Tg—1 + Op_1 cost) Z Ak (Ti,k—l) cos (it) .

En utilisant ’orthogonalité, on obtient

1 ™
Nor (f) = ;/ [Rg’,f_l (zx + 6y cost) cos (nt)] dt

—Tr

L =D .
- Z Ak (TL.’,H) / Rg’;:l (xg_1 + Og_1 cost) cos (it) dt.

Enfin, les restes de Taylor se majorent en utilisant la norme || f||,, on obtient

I(k—1)—1
i (F)] < 211 f1l, 65 exp (¢ (ar)) + 2| f]l, 65—y exp (¢ (ar)) Z |ank (T, )|

Par ailleurs, d’apres [G2001] p. 182 ou [G2000] p. 53,sik >2etsin <[ (k—1), on

a
I(k—1)—1

> o ()] < (%)nékil- (26)

— k—1
i=n
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ce qui prouve la premiére majoration.

Seconde majoration. Si les entiers n,k et r vérifient 2 < k et 0 <n <r <
I[(k—1), ona

s ()] < 210 e (0 ar) |6+ et () .

Preuve. Remarquons que si P est un polynéme de degré strictement plus petit
que [ (k—1), on a
I(k—1)—1

P = Z Qj k-1 (P)Ti,kﬂ
=0

et donc
I(k—1)—1 I(k—1)—1
Qn, k (P) = Z Qi k-1 (P) Qn, k (Ti,kﬂ) = Z Qn,k (Ti,kﬂ) a’i,kfl (P)
i=0 i=n
Ainsi, lorsque n < [ (k — 1), on a
W(k—1)—1
Nk (P) = Gnk (P) - Z Qn,k (Ti,kﬂ) Q; v (P) =0.

On suppose que n > 0 (sinon, on remplace le facteur % par %) On utilise un

développement de Taylor de f a l'ordre 7 — 1 basé en . Si T}~ 1 f désigne sa partie
polynomiale, on obtient

Mg () = e (TETVf + ROVE) = (ROTTHS)

= %/ RY"f (), + 6y cos t) cos (nt)
L I(k—1)—1
- /7T Rg’[—l (xg—1 + O_1 cost) Z Ak (Tiy,cfl)cos (it) dt
donc
U(k—1)—1
[ (F)] < 267 [1f |, exp (& (ar)+2 (b1 — @) | fll,exp (6 (ar)) | D ank (T, )
puis, en utilisant (26),
r e 0\
()] < 211 ex0 (0 0r) (854 s - () i)
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ce qui donne le résultat puisque by < Cydp_1-

Troisiéme majoration. 5i les entiers n,k,r vérifient 2 < k et 1 < n <
l(k—1)<r,ona

|”nvk(f}<0’—!|f|| 2"rlexp (¢ (ar)) [5745 (6fk1)n]

—T
Preuve. Comme dans la démonstration du lemme 4, on pose C;, = ¢, * ke Alors,
en utilisant encore le lemme 3, on a

ane (] < I, =162 exp (6 (ar)

et,sii € {n,..,.l[(k—1)—1},

Ta,k 1 T r ! T r
@y (] < 0,25 1 flla 7161127 exp (6 (ar) < G [ £, 'f‘ék 12" exp (¢ (ar)) .

Donc

I(k—1)—1

1o (D] < o I 2 exp (0 ar) | 55485 D Jane (T,

i=n

et, en utilisant encore (26), on obtient

6 n
o ()] < Gt 171, 27 exp (6 (ar) [6z+6zl (6—) 5k_11].

Démonstration du lemme 5. D’aprés les trois majorations précédentes, pour
tout entier » > 1, on a

s (D] < Cllfll, 2 rtexp (@ (ar) Gy |6 + 873 (56_)}
< ColIfll,2"r! exp (¢ (ar)) Cf [67 + 631
< Collfll, 2 exp (6 (ar) Cy |8} + 5;—&1}
< 20 |1l 2" exp (6 (ar) Cf [5,7] (27)

Si p est un entier quelconque, avec r = Ap + i, on peut écrire

p—t 1\ AP
[ (F)] < 2G5 [1£1, (2C0)" 6, (2Co5é”> (Ap+ w)texp (¢ (a (Ap + 1)) -
En minimisant sur p et en utilisant la notation (22), on obtient I'inégalité (25).
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Lemme 6. Soient \ et p deuz entiers avec X > max (M, 2) et soit a un réel stricte-
ment positif. Il existe une constante o, > 0 telle que, pour tout (n,k) € N*2, on
ait

A
Ps(a(xt+1))+ (M) In(At-+12) ((%) ) < Tapulg@artuy <n§_2*0)
et

1\ A
i 6
PN+ + (M) In(A-12) <(2005é” ) ) < Tanulyauinin (r&) :

Démonstration.
i) Pour tout entier p, on a

by P (Cn 22 p()\ + )Apﬂt
(2)™ (Ap + ) exp (¢ (a (Ap + p))) < <n§2~o> ( eip(?ma(fpfu))) exp (¢ (2a (Ap + 1))

or Ap+p < max (p, (A + p) p) et donc ¢ (2a (Ap + 1)) < ¢ (2pa) + ¢ (2a (A + p) p). 11
s’ensuit que

<276k) (A + ) exp (6 (a (Ap + 1))

8.\ (Co2")” (Ap+ 1) exp (¢ (2ua))
: (nc) D (6 (a (O + 1))

Or, d’aprés la condition (12), sup,ey
qui implique

exp (¢ (2a (A + ) p))-

(COQ)\)p(AP+M))\p+“ exp(¢(2pa))
exp(p(a(Ap+u))) = Ogap1 < +00, ce

A
Pp(a(Ntt-12)) -+ (Nt-p2) In(Att-12) ((%) ) < Taap1lga ) (ng_gg) :

ii) Pour tout entier p, on a également

(26068) " O+ 10 exp (6 (a p+ )

< (4C) NP (Ap + 1) exp (¢ (2a))
- exp (¢ (a (Ap + 1))

(4Co) AP Ap+ )P HH exp($(2ua))
exp(¢(a(Ap+p))) = Ogap2 < 100, ce

(35) e o+ wa).

Or, d’aprés la condition (12), sup,cy
qui implique

1N A 2
[
Reg(a(At+)+ (1) In(xt-+12) <<200513” ) ) < Tann2Myanin (4—55) :
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Démonstration du théoréme 5.3.2. On choisit un couple d’entiers (A, u) véri-
fiant A > max (M,2) et u > 3M + 2. Soit a > 0 et soit f un jet appartenant a
Iy (K).

On considére la somme

+00 +o00 .
Z Z }nn,k (f)| HT"ka2a(>\+u) :
k=1 n=0
Posons S1 = 3120 [n,.1 (f)] HTTLJH%(HH) =3 a1 (f)] “Tn71“2a(/\+u), D’aprés

les lemmes 1 et 2 utilisés avec a = 2a (A + p) et la remarque complétant 1’énoncé du
lemme 4, on a

1

S1 <
61
¢(2a(A+p)t) \ 4Co

I(1)—1 n

400 261 K A

b3 o0 (22 hsrmrocanen (2)Y) 151,
2h () n

n=l 2% aown \ 4Co

e ’ 261 H 261 A
+ Y ( - )Ca — h¢(a(>\t+u))+(>\t+u)ln(/\t+u)((T) )Hf la -
1

A n
n>max(l(1),1) “42a(r+wt) \ n2C,

) 11l

Donc, en utilisant le lemme 6, on a

S1 < ai(a) [l flla

en posant

1(1)—1

o1(a) = Y

n=1 h

(4CO)Z(1)—1

61

#(2a(A+p)t) (400

1 261\ "
+ 5 ) + Z €Ca <7) Oa\p-

h¢>(2a(>\+u)t) (ﬁ n>max(l(1),1)

) Cr, (261)" Pgs(antt )+ (Aets) In(Atp) ((261)A)

Ensuite, on sépare la somme Z;f; :i% |77n’k ( f)} HT"J‘:HQ(L(A Ly o deux suivant

que n > [ (k) ou que n < [ (k). Dans la somme pour n > [(k), on met éventuelle-
ment & part les termes correspondant & n = 0. Si on note Ky le plus grand en-
tier k tel que I (k) = 0, il s’agit de la somme Sy = 312, 0 (f)] HTO,kH%(H#) =

K —_—
hea |0k (f)] HTo,kHQG(HM) < o3 (a)lf],, en posant

‘2(1()\4—}1) ’

Ko
o2 (a) = 11, Y [ Tox
k=2
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Ainsi, quitte & mettre & part la somme S5, dans la somme pour n > [ (k) on peut
supposer que n > 0. On utilise les lemmes précédents et on obtient

400 400

22 M (O Tl

k=2 n=0

400  +oo e / 25k " .
> 2 ( o )Ca (7) R (a4 + (M) In (A1) ((—n&) >||f la

k=2 n=I(k) h¢<2a<x+mt) n2Co

IN

(4Cy)" =) LA
+ E E h m c! 1£1l, (2C)* 6 MR (a(N41))+ M) In (A1) (2006,é‘4)
=2 n=0 yuinimn \ 10

400 +o0 26 +o0 1(k)—1 p—1
< Cloaap Z Z ( k) Z Z (4Co)" (2Co)" 6, N 11 £,
k=2 n=I(k) k=2 n=0

et, en utilisant la propriété (14),

“+o00o 400

>0 i (D] HTWHQQ(MM) < o3 (a) [,

k=2 n=0

en posant

+oo 400
o3 (a) = Choany ZZ (2—6’“) +Z§ (2C0)" 8,7

k=2 n=I(k

La relation (15) est donc établie, ce qui termine la démonstration du théoréme 5.3.2.

5.4 Extension linéaire des jets appartenant a I, (K).

Pour 'espace I, (K), comme pour I4 ([—1,1]) au paragraphe 4.1, on définit la
propriété d’extension linéaire.
5.4.1 Théoréme.

On suppose que la fonction ¢ vérifie la condition

lim ¢(g) = +o0.
u—4oo U

Alors, Uespace 1, (K) a la propriété d’extension linéaire.
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5.4.2 Lemme.

1l existe une famille de fonctions (Tn,l€ appartenant a I, (R) vérifiant les

) (n,k)eENXN*
conditions suivantes.

1) Pour tout (n,k) € NxN*, on a Tnvle =T
2) Pour tout réel o > 0, il existe deux réels 3 > 0 et D, > 0 tels que, pour tout
(n,k) € Nx N*, on ait

Démonstration. Soit 1) une fonction vérifiant les conditions (8) et (9) de la

démonstration du théoréme 4.3. On note encore Cy = 1 + f;roo t(exp?—iﬁ))' Pour
t

tout (n, k) € Nx N* on pose 7, = %. I existe une famille (wn k), pyenn- de

fonctions de classe C'*° sur R, positives, vérifiant les conditions suivantes.

e Pour tout (n, k) € NxN* n <1 (k), w, est une fonction a support dans [—7,, k, b + Tn ]

égale a 1 sur l'intervalle [0, by].

e Pour tout (n, k) € NxN* n > [ (k), wn est une fonction a support dans [ax, — Tp g, bk + T k]

égale a 1 sur l'intervalle [ay, bg).

e Pour tout (n,k) € N x N* et pour tout p € N, on a

j:n,k S Da HTn

kHﬂ

‘ o

sup
zeR

W) (@)] < 2y T hplexp (0 (7))

i) Sin et k sont deux entiers tels que k > 1 et n > [ (k), pour tout = € [ar, — Tk, bk + Tn k),

onaTl, () =T, (x_xk> et, d’aprés la proposition 2.3.4, pour tout p € N, on a

n 5k

En utilisant la formule de Leibniz, on obtient
Sup ’(Tn,kwn,k)(p) (:v)( < plexp (¢ (p) €* (2C4CF)" 6,7 (1 + 2n%)"
et,sin >0,
sup ((Tn,kwn,w(”) (m)) < plexp (¢ (p) € (2C,C3)" 6,7 (3n°)".

Soit B € RY, on écrit la majoration (24) avec r = 2p et la norme || T,k ;. Comme
‘nn,k (Tnk)‘ = 1, quitte a augmenter la constante C’é lorsque p = 0, on obtient
o, < Cpoy | Tkl 5 2% (2p) exp (¢ (28p)) et done, pour tout n > 0,

Sup | (T ) ? ()| < Chplexp (4 () €2 (24CuC3)” (2p)! exp (6 (26p)) | o

zeR B
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Si 'ensemble des entiers k tels que [ (k) = 0 est non vide, on note encore K, son plus
grand élément et on pose L = 5,_%; sinon, on pose L = 1. Alors, pour tout entier
n > 1(k), on a

sup |(Tnawni)? ()] < Chplexp (¢ (p) € (24C, LC)" (2p)! exp (¢ (26p)) | Tkl 5 -

z€R
(28)
ii) Si k et n sont deux entiers tels que ¥ > 1 et 1 < n < [(k), comme dans la
démonstration du lemme 2 du paragraphe 5.3.2, on a

@ =2t [ 1),

et si @ € [—Tpp, bk + Thi), alors |z —t;] < (Co+ 1) ), et on a

7@ ()

ok n!

4"
n—1 —n n—i —i*
<2 m% (Co+1)6p)" " <6, (1 + Co)" .

!

Avec la formule de Leibniz, on obtient

¢ p (p—1)
> (7)1 @t @
1=0

Z ( )5 lM (2C¢C§6k)p4 (1+ n2)p*l (p—lexp (¢ (p—1))

=0

T wor (p) - <
n,k 3

IN

< 4" (14 Co)" (2C4C3)" plexp (¥

Q’s
"S

T M@
—~
_I_
:

< 4" (14 Co)" (2C4C3)" plexp (¥ (p)) 6,7 2 + n2)p.
Or, en utilisant (14), on a
47 (1+ Cp)" < 401 (1 4 Cp)' ™71 < (8Cy)'™ < (4C,) ™) < 5.2

et
(2+n%)" < (2+1(k)*)" < (2+6,2) < 306,77
Donc

(T, 000) ™ @)] < (6C4CE)” plexp (v () 6,7,

Notons que si n = 0, la majoration précédente est vraie car

sup
zeR

[AS
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Soit B € R%, on écrit la majoration (27) avec r = (3p +2) [M + 2] et la norme
1T ]l - Comme |7 1 (Tnk)} —let6 P ?< 6,;7, on obtient
6,72 < 20} [Tl 5 (2C0) P ((3p 4 2) [M +2))! exp (¢ (8 (3p +2) [M +2])).
ce qui implique
sup (T, ,wnr)™ (g;)) < 20, [T, 2C0) M ((3p+2) [M +2))! (6C,C3)"
Te

exp (¢ (8 (3p +2) [M +2])) plexp (¢ (p)) - (29)

Soit v € R, on pose § = W. Il existe une constante Cs telle que I'on ait

exp (¢ (p)) < Cgexp (¢ (Bp)). Alors, comme la condition (12) implique,

sup (eXp (¢ (Bp)) (24C4 LCF)" (2p)! exp (cb(?ﬁp))) < 400

p>0 exp (¢ (ap))
et
(2C0) PP DM H2] ((3p4-2)[ M +2])! exp(¢(B(3p+2)[M+2])) (6Cy C3)" exp(¢(8p))
e ( p(6(a7) < too,

le lemme résulte des inégalités (28) et (29).
Enfin, le théoréme d’extension linéaire 5.4.1 en découle immédiatement.

5.4.3 Exemple.

Si on considere le cas §; = 273" et by, = 60y, alors, le compact K ne vérifie pas la
propriété de Markov (voir [Go2]). Le théoréme précédent montre que I’hypothése de
Markov n’est pas nécessaire pour qu’il y ait extension linéaire. En revanche, on sait
que c’est une condition suffisante (voir le théoréme 8.8 de [Be]).

Dans le cas particulier ot ¢ (u) = u®, avec a > 2, I (K) est un espace de Beurling
(voir [BMTY).

6 Compacts ”’ventrus” pour lesquels il n’existe pas
d’opérateur linéaire continu d’extension.

Dans ce paragraphe, si f est une fonction de classe C*® en x = (1, 72) € R?,
pour tout (py,p2) € N2, on note

B ap1+P2f (:L’)

apl xlapz T )

f(PlvPZ) (I)
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P(w)

uln(lnu
tenant a I, ([0, 1]), ayant toutes (ses) dérivées nulles en 0 et strictement positive sur
10,1]. On peut construire une telle fonction en utilisant encore la proposition 4.2 et
le lemme 3.1.1 de [Be].

On pose K, = {(z,y) € [0, 1,0<y<g (z)}; K, est un compact de R? régulier
au sens de Whitney. On note I (K,;) I'ensemble des fonctions f, de classe C* sur
K, telles que, pour tout a > 0, on ait

}f(phpz) (QZ)‘

sup sup = || fll, < +oo.
(p1,p2)EN? (21,72)€K, (p1 + p2)!exp (¢ (a (p1 + p2)))

On suppose que lim,_, = 400 et on considére une fonction g appar-

On définit de méme 'espace I, (R?). Ce sont des espaces de Fréchet.

D’apres le théoréme 4.1. de [Be], on sait que Papplication de restriction, de I, (R?)
dans I, (K,) est surjective.

Le théoréme qui suit est inspiré par un travail de M. Tidten [T]; il compléte une
situation étudiée par U. Franken dans [F'r].

Théoréme. Il n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension, de I, (K,) dans
I, (R?).

On rappelle que, pour tout a > 0 et tout » > 0, on note

hg(aty (1) = inf r* exp (¢ (ak))

et on remarque que, pour tout r > 0, he (r) = ¥ exp (¢ (ako)) ou ko est le plus
petit entier k tel que ¢ (a (k+ 1)) — ¢ (ak) + Inr > 0. En particulier, si

¢ (a (ko)) — ¢ (a(ko—1)) < —Inr < ¢ (a(ko+ 1)) — ¢ (ako),

on a
ho(at) (1) = 1™ exp (¢ (ako)) .

Lemme 1. Pour tout r > 0, il existe @, € 15 (R) vérifiant les conditions suivantes :
supp(p,) C [=r,7], ¢, (0) = 1 et, pour tout a > 0, il existe une constante D > 0
telle que, pour tout j € N et tout x € [—r,r], on ait

- 1
() | ;
@ (x)] <D j'exp (¢ (2aj)) .
| | he(an (1)

Démonstration. Soit 1 une fonction vérifiant les conditions (8) et (9) de la
démonstration du théoréme 4.3. Pour tout r > 0, il existe une fonction ¢, € C* (R),
a support dans [—7, 1], telle que ¢, (0) = 1 et, pour tout j € N et tout x € [—r,r|, on
ait

o )] < (222 e (0 3)
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avec encore Cy = 1+ f;roo m. Quitte a remplacer ¢ (t) par ¢ (t) +t1ln (2Cy)

et & augmenter la constante C, de I'inégalité (9), on peut supposer que

o0 @) < (1) stexn 6 ().

Alors, pour tout j € N et tout = € [—r,7], on a

o @] < Co(3) e (s ai)
1

e (6 @))

< C, jlexp (¢ (2aj)) -

jlexp (¢ (2aj))

hgat) (1)

Dans toute la suite du paragraphe, si 7 est un réel strictement positif, on note

(p)
g'P) (z) . , . T
llgll + = SUPyen SUPse(0,1] Trexp(@(op)) Le lemme suivant est une conséquence immédiate

de la formule de Taylor.

Lemme 2. Pour tout vy > 0 et pour tout x € [0,1], on a

|9 ()] < hoe) () llgll., -

Démonstration du théoréme.
Pour tout n € N et tout > 0, on note f,,, I'application de K, dans R, (z,y) —
o, (T) Z—T Soit b > 0, on a

_ (k1) Vi 1
ool = (‘%‘ <x>\<n_k2)!><k1+k2)!exp<¢<b<kl+k2»>-

Donc, en notant D la constante donnée par le lemme 1 lorsque a = g, pour tout
v>0,o0na

n—ka
) Dhylexp (6 (bk1)) (oo () 1],
I Frnlly < 0kt ot Ohan hg(pry (1) (= ko)l (By + ko)l exp (& (b (k1 + F2)))

kq! 2n 1 1 1
Or Gomiterm) < € sopmE e = soeon) se@eR) done
ol Boiy (1)
2" ( Glly Ng(yt) \T )
| frnll, < D (30)

hqﬁ(%t) (T) n! Og}f;}ﬁin €xp (Cb (bk2))
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Supposons qu'il existe une application linéaire continue U, de I (K,) dans I, (R?)
telle que, si on note Ry, l'application de restriction I, (R?) dans I, (K,), on ait
Rk, oU =idy, (K,). Alors U vérifie la condition suivante :

pour tout a > 0, il existe deux réels b > 0 et C' > 0 tels que, pour tout f
appartenant a I, (K,), on ait

U (Nl < CII - (31)

On note b; et C] les constantes de 'inégalité (31) associées a a = 1.
Soit aq € ]0, % [, on note by et Cy les constantes de 'inégalité (31) associées & a = as.
Pour tout r > 0, tout n € N et tout y € R, on pose g,,, (v) = U (fr.n) (0,y). On a

n y"
g (y) —1] < oo} 1U (Fron) | {p(ase) 2y (27)!exp (¢ (2a2n))

< LGy frally, (20 xp (6 (20)).

1

. 1 ! n
Soit 7, = (5 (Zn)!exp(¢(2a72Ln))C’2||fr,n||bz) » alors, pour tout y € [0,7], on a

n 1
}97(’71) (y) 1} < 5
et donc ]
(n) > =
gTTL (y) —_ 27
puis, par intégration,
1y”
ptany

En particulier, avec y = 7,,, on obtient

17
55 S 9rn (Tn) S Cl ||fr,n||b1
donc
. Cillfon
< rn
4 (2n)!nlexp (¢ (2azn)) Co || frnll,, ~ H e,
soit ]
< C1Cs || frm rall 32
4(271)'6}(]) <¢<2a2n)) = V12 H.f7 ||b1 H.f, Hb2 ( )
On choisit v < max (%, %) et on note D; (resp. D) la constante donnée par le
y2) 2
1

lemme 1 lorsque a = % (resp. a = %2) Alors, d’apres 'inégalité (30), on a

n—=ka
11 (hew®ll,)

() () 7 0Shazn  exp (¢ (bika))

||f1",n||bl < Dy2"
“(

33



Soit (ran),~o une suite décroissante de réels strictement positifs, de limite nulle, telle
que, pour tout n’ € N, on ait

6 (b1 (1)) = & by (0" = 1)) < ~In (ot (raw) g1, ) < 6 (b1 (0 + 1) = & (ban).

On a donc

i

min <<h¢(vt> o) gl e (9 <blk2>>) = (o r2) gll,) " exp (6 (b))

0<ko <2n/

soit o ,
n' —ko n
(ot (ran) lg1, ) (oo (r20) g1, )
0k S exp (¢ (biks)) T exp (o (b))

Pour tout n’ € N, on a donc

1 (hoen (r2))” " llgl”
(2n")! exp (¢ (b1n')) '

||f1’,2n’||b1 S D122n,

D’autre part, si n’ est assez grand,

2n'—ko

(roc (ram) )™
0kt exp (¢ (baka))

D’apres (30), on a donc
1 1
(2n,)! h¢(ﬁ22t) (TQTL’).

||f1’,2n’ Hb2 < D222n,

Ainsi, en utilisant (32),

1 1

4 (4n")! exp (¢ (4aon’))

1 (R (ra)™ ™ lally | 1 1
@ exp(o(bin)) T @)y (raw)

< C,CyD;2*"

Soit - ,
1 (2n")! (2n')! o (oot (r2))™ " lgI7
- < 0,0y Dy Dy24m il
4 (4n) exp (¢ (dagn’)) — 272 exp (¢ (i)

et, par suite,

n'—2 n'
! < crcup. g Jen ()™ llglls
204+ exp (¢ (dagn’)) = 1 2 exp (¢ (hin'))
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Ce qui est impossible, lorsque n’ tend vers oo (puisque ay € }0, % D Donc il n’existe

pas d’opérateur linéaire continu d’extension, de I (K,) dans I, (R?).

Remarque. La démonstration de ce théoréme s’inspire de celle de la proposition du
paragraphe 7.1 de [Be| concernant le cas d’'un compact de R réduit a point. Ici les
fonctions g,., jouent le méme role que les fonctions x,, de [Be].
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