C*-GROUPOIDES QUANTIQUES ET INCLUSIONS DE FACTEURS :
STRUCTURE SYMETRIQUE ET AUTODUALITE,
ACTION SUR LE FACTEUR HYPERFINI DE TYPE II;
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RESUME : Etant données une inclusion Ny C N; de facteurs de type II; de profondeur
2 et d’'indice fini et Ny C Ny C Ny C Nj... la tour de Jones correspondante, D.
Nikshych et L. Vainerman ont muni les commutants relatifs Nj N Ny et N{ N N3 de
structures de C*-groupoide quantique duales.

Je modifie ici la dualité et j'obtiens ainsi une construction symétrique qui n’exige
pas une nouvelle définition des involutions. Alors les algebres de Temperley-Lieb sont
des C*-groupoides quantiques autoduaux; plus généralement on peut associer a une
inclusion de profondeur finie et d’indice fini un C*-groupoide quantique autodual.

Je montre que tout C*- groupoide quantique connexe de dimension finie agit extérieu-
rement sur le facteur hyperfini de type II;.

ABSTRACT : Let Ny C Ny a depth 2, finite index inclusion of type II; factors and
Ny € N; C Ny C Nj... the corresponding Jones tower. D. Nikshych et L. Vainerman
built dual structures of quantum C*-groupoid on the relative commutants N/} N N, et
N{ N Nj.

Here I define a new duality which allows a symetric construction without changing
the involution. So the Temperley-Lieb algebras are selfdual quantum C*-groupoids and
the quantum C*-groupoids associated to a finite depth finite index inclusion can be
choosen selfdual.

I show that every finite-dimensional connexe quantum C*-groupoid acts outerly on
the type II; hyperfinite factor.

CoDE MATIERE AMS : 46137, 16W30, 57T05, 22D35.

MoTs CLEFS : Subfactors, quantum groupoids, Temperley-Lieb algebras, crossed
product, action.
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1. INTRODUCTION

Soient une inclusion Ny C N; de facteurs de type II; de profondeur 2 et d’indice fini
fi

et Ng C Ny C Ny C N3... la tour obtenue par construction de base. Si I'inclusion est
irréductible, les commutants relatifs A = NjN Ny et B = N{N N3 peuvent étre munis de
structures d’algebres de Kac de dimension finie duales ([Da], [L], [Szy]). Généralisant les
méthodes de W. Szymananski aux inclusions réductibles, D. Nikshych et L. Vainerman
définissent dans [NV 1] une dualité entre les commutants relatifs A et B a l'aide de la
trace tr de Ny :

<Cl, b> = [Nl . N0]2tT(CLf2f1Hb> (CL S A, be B)

(L’élément qui rend compte du fait que I'inclusion n’est pas irréductible est I'indice H
de la restriction a N] N N de la trace tr.) A I'aide de cette dualité, ils définissent des
structures de C*-groupoide quantique duales sur A et B. Les coproduits sont définis
par dualité, aussi pour qu’ils soient compatibles avec I'involution, ils ont du définir de
nouvelles involutions sur A et B différentes de celles héritées du facteur Ny. L’étude
de ces structures a 'aide de formules généralisant celles obtenues dans [Da] pour une
inclusion irréductible fait apparaitre un autre inconvénient : Si on note B(N; C N3)
la structure définie sur B, la structure duale sur A n’est pas isomorphe, mais anti-
isomorphe a B(Ny C Ny).

Je propose ici une autre dualité qui permet une construction symétrique conservant
I'involution :

(a,b) = [Ny : Nol*tr(aHY? f,fHY?b) (a € A, be B)

Avec cette nouvelle définition, si on note B(N; C N;) la structure définie sur B, la
structure duale sur A est B(Ny C Nj). Les propriétés des structures de C*-groupoide
quantique construites a partir de cette dualité pourraient s’obtenir a partir des résultats
de D. Nikshych et L. Vainerman. Certaines démonstrations sont d’ailleurs fortement
inspirées des leurs. Pourtant, comme je dispose maintenant de formules pour les co-
produits et les antipodes, je donne souvent des démonstrations directes.

L’intérét de cette construction symétrique apparait dans la partie 4. Dans le cas
d’une inclusion de profondeur finie, on peut alors obtenir des C*-groupoides quantiques
autoduaux.

Dans la partie 5, je précise la structure de C*-groupoide quantique des algebres de
Temperley-Lieb. Grace a la symétrie de la construction, ces C*-groupoides quantiques
sont autoduaux. J'étudie en particulier le C*-groupoide quantique de dimension 13
associé au graphe linéaire A4 et montre qu’ il est isomorphe a celui décrit par G. Bohm
et K. Szlachanyi dans [BSz - 5].

Dans la partie 6, j’étends aux C*-groupoides quantiques connexes de dimension fi-
nie un résultat de D. Nikshych [N] sur les algebres de Kac faibles en les faisant agir
extérieurement sur le facteur hyperfini de type I1;.

L’essentiel de ce texte a été écrit au printemps 2001, la partie 6 I’a complété au prin-
temps 2003. Léonid Vainerman et Jean-Michel Vallin ont été a l'origine de cet travail,
je les en remercie vivement et plus particulierement Léonid pour de nombreux échanges
par courrier électronique & propos de la construction originale du C*-groupoide quan-
tique. Mes remerciements vont aussi a Kornel Szlachanyi pour ses réponses précises.
Les calculs concernant le groupoide quantique de dimension 13 ont été grandement
facilités par les conseils Maple de Jacques Peyriere, je lui en suis reconnaissante.
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2. C*-GROUPOIDES QUANTIQUES

On rappelle ici les définitions de C*-groupoide quantique fini et de C*-groupoide
quantique fini dual ([BNSz][N][NV 2] [NV 3]) ainsi que celles d'une action et du produit
Croisé.

2.1. C*-groupoide quantique.

Définition. Un C*-groupoide quantique fini est une C*-algebre G de dimension

finie (on note m la multiplication, 1 'unité , * 'involution) munie d’une structure de

co-algebre associative avec un coproduit A, une co-unité ¢ et une antipode S tels que
i) A soit un *-homomorphisme d’algebres de G dans G ® G vérifiant :

(A®id)A(1) = (1@ A1) (A1) @ 1)
ii) La co-unité soit une application linéaire de G dans G vérifiant :
e(fgh) = e(faw)elgh)  ((f.9,h) € G?)

(propriété est équivalente a

e(fgh) =e(fge)e(gmh)  ((f,g,h) € G*))

iii) L’antipode S soit un anti-homomorphisme d’algebre et de co-algebre de G dans
G vérifiant pour tout g de G :

m(id ® S)A(g) = (e ®id )(A(1)(g ® 1))
(propriété équivalente a
m(S ®id)A(g) = (id ® )((1 ® g)A(1))

On appelle co-unité but et co-unité source les applications ¢; et €, définies pour
tout g de G par :

ei(g) = (e@id)(A(L)(g®@1)  e&lg) = (id ®e)((1® g)A(1))
2.2. C*-groupoide quantique dual.

Définition. On définit sur G = H omc(G, C) une structure de C*-groupoide quantique
dual de celle de G grace aux formules suivantes :

(h, 990y = (A(R), ¢ © )
(h© g,A(¢)) = (hg, 6)
(h, S(¢)) = (S(h), ¢)
(h,¢*) = (S(h)", 9)

pour tous ¢ et ¥ de G et tous h et g de G.
L'unité de G est ¢ et la counité € est ¢ — (1, ¢).

¢
¢

2.3. Projection de Haar, mesure de Haar. D’apres [BNSz 4.5] et [NV 1-7.3.1],
il existe une unique projection p de G invariante par l'antipode, appelée projection
de Haar normalisée telle que pour tout g de GG, on ait les propriétés équivalentes
suivantes :

(i) elgp=gp ei(p) =1
(ii) pes(g) =pyg es(p) =1
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La forme linéaire duale (;3 de la projection de Haar normalisée est appelée mesure
de Haar normalisée de G. Elle est fidele, invariante par 'antipode et vérifie les
propriétés équivalentes suivantes :

(i) (id ® )A = (&
i) (p®id)A = (9
2.4. Les sous-algebres de Cartan. [NV3 - 2.2|[BNSz - 2.5 et 2.9]
L’algebre G = €4(G) (resp. Gy = €,(G)) est appelée sous-algebre de Cartan source
(resp. sous-algebre de Cartan but).

Les co-unités but et source sont des homomorphismes idempotents de G; (resp. G)
et vérifient pour tout g de G :

(id ®e)A(g) = 1lg®@ 1z (e ®@id)A(g) = 1) ® gl

On a aussi les formules suivantes :

poé =¢

A poé,=¢

oS =¢co0e,=8So0¢, gs08 =¢c,0e=80¢
Les sous-algebres de Cartan commutent entre elles et vérifient :
Gi= {9€G A9 =111l =9lny®1le}= {(weid)A(l),wec CJ}
Go= {9€G A(g)=11®gly=11@1lgel= {(id@w)A(l),we G}
2.5. Action d’un groupoide quantique. [NSzW - def.1.2.2] [N - 2.2]

2.5.1.  Soit M une algebre involutive unitaire. On dit qu’'un groupoide quantique G fini
agit a gauche (resp. a droite) sur M s’il existe une application linéaire g ® m — g>m
de G® M dans M (resp. m® g — m<g de M ® G dans M) définissant une structure
de G-module & gauche (resp. a droite) sur M et vérifiant pour g dans G et z et y dans

M
(1) g> (zy) = (90) > ) (g2) > y) (resp. (zy) 9g = (x 191)) (¥ 1 92)))
(2) (gpa) =5(g)" >a" (resp. (9z)" =" <15(g)")
(3) gp1l=1¢c(g)>1 (resp. l<ag=1<e4(g))

Si M est une (C*-algebre ou une algebre de von Neumann, l'application
g®@m +— g>m (resp. m ® g — m < g) doit étre continue en norme ou faiblement
pour tout g de G.

D’apres [NSzW - def 1.2.4], une action a gauche est dite standard si I'application
x ® 1y — x> 1) est un isomorphisme de A; sur une sous-algebre de M.

Une action a gauche est standard si et seulement si elle vérifie :

gr1=0 < g(g)=0
2.5.2.  Rappelons les définitions des act19ns duales des groupoides 1'un sur 'autre (voir
[INSzW] ou [N]). Posons A = G et B = (. Le groupoide A agit a droite sur B :
b<a = (a,bu)be) (a € A)b € B)
Le groupoide B agit a gauche sur A :
bea = (aw),b)an) (a € A;b € B)
De facon équivalente, pour tous z et a de A et y et b de B, on a

(x,b<a) = (azx,b)y et (b>a,y) = (a,yb).
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2.5.3. Les actions que nous venons de définir sont standard.

Proposition (BNSz-lemme 2.6). L’application x — 1, <z est un isomorphisme de
lalgebre Ag sur l'algebre By. Sa réciproque est donnée pary — y> 1, (y € By).

2.5.4. [BNSz - 2.7] Des propriétés des sous-algebres de Cartan, on déduit les formules
suivantes pour b dans B, x dans A; et y dans A, :

r>b=(x>1,) b y>b=>(yr 1)
bax = (1,<x)b bay=>b(ly<y)

2.6. Produit croisé d’une algebre par un groupoide quantique.

2.6.1. Définition. [N - 2.2] Le produit croisé a gauche (resp. a droite) M x G (resp.
G x M) est le C-espace vectoriel M ®¢, G (resp. G ®¢, M) ou on identifie m(z>1) ® g
et m® zg (resp. gz®@m et g ® (1<z)m) pour m dans M, g dans G et z dans G; (resp.
Gs). Soit [m ® g] (resp. [g ® m]) la classe de m ® g (resp. g ® m).

On munit le produit croisé d’une structure d’une algebre involutive en posant pour
tous g et h dans G et x et y dans M

[z®@glly®@h] = [z(90)>y) @ g2)h] [z @ g]" = [(9{1) > ") ® g
(resp. [g@z][h @y] = [gha) @ (z Q)Y lg@z]" =[g90) ® (2" <g{y)] )

De plus si M est une C*-algebre ou une algebre de von Neumann, le produit croisé
devient une C*-algebre ou une algebre de von Neumann.

Les applications ig : g — [1 ® g] (resp. g — [¢ ® 1]) et ipy : m — [m ® 1] (resp.
m — [1 ® m]) sont des homomorphismes injectifs d’algebres involutives de G et M
dans le produit croisé telles que :

M x G =iy(M)ig(G) (resp. G x M =ig(G)iy(M) )
2.6.2. Action duale sur le produit croisé. [N - 2.2]. On définit I'action duale a gauche
(resp. a droite) de G sur M x G (resp. G x M) par :
hsm@gl=[meohsg) (g€ GheG meM)
(resp. [ @ m]<h = [g<h ®m)] (ge G he G me M)

2.7. Inclusions de profondeur 2. Nous rappelons ici quelques résultats de [NSzW]
qui motivent cet article. Nous considerons un C*-groupoide quantique A de dimension
finie agissant sur une algebre de von Neumann M.

2.7.1. Produit croisé et tour de Jones.

Corollaire (NSzW - 4.1.5). Soient N et M des algebres de von Neumann et A un
C*-groupoide quantique de dimension finie tel que M soit N x A. La tour

NCMCMxACMXxAxA...
est une tour de Jones de profondeur 2.
En particulier, si on prend N = A; et M = A; x A = A, alors
A CACANACAXAXA...

est une tour de Jones.
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2.7.2. Action extérieure. Nous prendrons le résultat du théoreme suivant comme définition
pour une action extérieure.

Théoréme (NSzW - 4.2.3). L’action de A sur M est extérieure si et seulement si on
a l’égalité :

M N(MxA)=Z(M)x A,
2.7.3. C*-groupoide quantique connexe.

Définition. Un C*-groupoide quantique A est dit connexe (terminologie de [N] que
nous gardons car elle fait référence a l'inclusion A; C A) ou pur (terminologie de
[INSzW]) si A; N Z(A) est réduit a C.

Proposition (NSzW - 2.4.6). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) A est conneze
(2) A,nA, =C
(3) AnZ(A)=C

Remarques

(1) Si A est connexe, toute action est standard ([NSzW - 2.2.1]).

(2) D’apres le théoreme 3.1.1 de [NSzW], le centre de M x A contient nécessairement
1y % (A;NZ(A)). Donc la connexité de A est nécessaire pour obtenir un facteur
comme produit croisé.

(3) D’apres le corollaire 2.4.4 de [NSzW], si action de A sur M est standard, le
centre de M contient nécessairement une sous-algebre isomorphe a A;N A, donc
la connexité de A est nécessaire a ’action de A sur un facteur.

2.7.4. Action extérieure et facteur.

Théoreme (NSzW - 4.2.4). Si A agit extérieurement et de facon standard sur un
facteur M, M x A est un facteur si et seulement si A est conneze.

Théoréme (NSzW - 4.2.5). Si A est conneze et agit extérieurement sur un facteur M
alors la tour

MACMCMXACMxAxA...

est une tour de Jones de facteurs. De plus le groupoide dual A est aussi conneze et son
action canonique sur M X A est extérieure.

2.7.5. Tour dérivée. Le résultat suivant précise la tour dérivée de l'inclusion obtenue
par 'action de A.

Corollaire (NSzW - 4.3.5). Soient A un C*-groupoide quantique fini agissant exté-
rieurement sur un facteur M et N la sous-algebre des points fixes de M sous A. On a
les égalités suivantes :

N’ﬂM — 1M>4At

MNMxA = 1M><]A5
NNMxA = 1yxA
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3. C*-GROUPOIDES QUANTIQUES ASSOCIES A UNE INCLUSION D’INDICE FINI DE
PROFONDEUR 2 DE FACTEURS DE TYPE II;.

Soit Ny C N; une inclusion d’indice fini 7! de facteurs de type II;. On note

fl f2 f3 fn
Ny C N1CN2CN3CN4"'CNnCNn+1...

la tour de Jones obtenue par construction de base [G.H.J. 3] et tr la trace normale finie
normalisée sur les facteurs considérés.

On suppose que l'inclusion Ny C N; est de profondeur 2 c’est-a-dire qu’elle vérifie
I'une des conditions équivalentes suivantes :

(1) le commutant relatif Nj N N5 est obtenu par construction de base a partir de
N(l) NN, C Né N N,
(2) lalgebre N) N N3 est linéairement engendrée par Nj N Ny faNj N Ny
(3) dim Z(N) N Ny) = dim Z(N} N Ns)
On remarque que Ny C Nj est de profondeur 2 si et seulement si N; C Ny est de
profondeur 2.

3.1. Anti-automorphismes associés a la tour dérivée [Da 1-2]. Soit J,, I'isomé-
trie bijective anti-linéaire canonique de l'espace standard L?(N,,tr) de N, (n € N).
Cette isométrie permet de définir un anti-automorphisme 7, de N) N Ny, en posant :

Ju(x) = Jox*J, (1 € Nj N Nyy,).

L’anti-automorphisme j, envoie Nj N N,, sur N/, N No,.
3.1.1.  On rappelle ici les principales propriétés de ces anti-automorphismes.

Théoréme (Da 1- 2.2.1,2.2.2). Pour tout entier naturel n, les anti-automorphismes j,
sont involutifs et satisfont les relations suivantes :

a) La restriction de jniojni1 & NjN Ny, coincide avec Jpi1jn-

b) Si on note F, le projecteur de Jones de linclusion Ny C N,, pour tout x de
N, N Ny, on a légalité F,x = F,j,(z).

¢) nlfp) = fonp (1<p<m).

d) St Uinclusion No C Ny est de profondeur finie, l’anti-automorphisme j, conserve
la trace de N N Na, pour tout entier n.

3.1.2. Comme les isomorphismes j,i1j, se prolongent les uns les autres, on peut
définir un isomorphisme 7 de la tour dérivée par v/nsnn,, = Jn+1Jn- Cet isomorphisme
v ajoute 2 aux indices, par exemple :

V(fn) = fnr2, 7<N6 M N2n) = Né N Nopya. ..

3.1.3. Remarque. D’apres [Da.2. 2.2.3.v et 2.3], on peut affirmer que les applications S
et Sp utilisées par D. Nikshych et L. Vainerman dans [NV 3-8.2 68] sont respectivement
j1 et jo, nous les noterons ainsi, gardant les notations S4 et Sp pour les antipodes. On
a donc pour tous a de NjN Ny et b de N{ N Nj :

Eni(ji(a)fafi) = Eny(fifaa) et En,(bf1f2) = En,(fafij2(0))
Nous utiliserons sans cesse et pour différentes constructions de base le résultat suivant
de [PiPol] :
Yz € N2 I‘fl = 7'71EN1 (xfl)fl
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3.2. L’opérateur h. L’élément qui va rendre compte du fait que l'inclusion n’est pas
irréductible est I'indice de la restriction a Nj NNy de la trace tr défini par Watatani [W].
Cet opérateur noté H est un élément inversible et autoadjoint du centre de N| N Na.
Si I'algebre Ni N Ny se décompose sur son centre comme @®jey M, (C)g; et que, pour
tout j de J, t; soit la valeur de la restriction a Ny NN de la trace tr sur les projecteurs
minimaux de M,, (C)g;, alors H est donné par la formule :

H = Z tj_ll/]q]
jeg
On vérifie facilement que la trace de H est égale a la dimension de NN Ns. On notera

h Vopérateur H'/2.

Lemme. Pour tout élément x de Ni N Ny, en particulier pour x = h, on a :
(a) faja(x) = fox et frx = fiji(z)
(b) ja(z) frfo = fifogi(z)
Démonstration.
(a) D’apres 3.1.1 (c).
(b) On utilise (a) et les propriétés de commutation des projecteurs f; et fo. 0

3.3. Unités matricielles et quasi-bases.

3.3.1. Notations. Les notations et les résultats utilisés ici se trouvent dans [GHJ] aux
paragraphes 2.3.11, 2.4.6 et 2.6.5. On peut voir en 5.3 un exemple. Soit une inclusion
K C L de C*-algebres unitaires de dimension finie :

K =®jesM,;(C)q; C L = SierM,,,(C)p;
On suppose qu’il existe sur L une trace fidele ¢r et on note ¢ et § les vecteurs définis

par :
ti=vi'tr(qy) (G€J),  si=p;tr(p) (i €1).

et h I'élément 3, vit;'q; de K.

On considere le diagramme de Bratelli (augmenté d'un sommet *) de K C L. On
appelle étage 1 du diagramme celui des sommets représentant les facteurs de K, étage
2 I'étage de ceux de L. Soit P I'ensemble des couples de chemins p = (&, ) joignant le
sommet * & un méme sommet du deuxieme étage noté end (p) et on note s, la valeur
Send (p)- L’ensemble des opérateurs {T),,p € P} est une famille d’'unités matricielles de

3.3.2. Quasi-base d’une espérance conditionnelle.

Définition (W - 1.2.2). Soit £ une espérance conditionnelle fidele de L sur K. Une
famille finie {(uy,v1) ... (un,v,)} de L x L est dite une quasi-base si pour tout x de L,

on a:
ZulE(vzx) == Z E(zu;)v;
i=1 i=1

Proposition (W - 2.4.1). Soit E l'espérance conditionnelle définie par la trace tr de L
sur K. Posons, pour p € P, u, = \/%Tph’l alors {(up,uy),p € P} est une quasi-base
pour E.

On dira dans ce cas que {u,,p € P} est une quasi-base pour E.
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3.3.3. Cas particulier de la tour dérivée. On considere le diagramme de Bratelli de la
tour dérivée de 'inclusion Ny C Nj :

N{ NN, = Cc N{ N Ny = @je]Myj(C)Qj C N{ N N3 = @iEIM Z(C)pz C N{ NNyg. ..

La restriction de la trace tr aux algebres de la tour dérivée est une trace de Markov
caractérisée par les vecteurs t et 5 définis par :

b=vt(y) Ged),  si—ptr(p) (iel).

Dans le cas d’'une inclusion irréductible de profondeur 2, une famille d’unités ma-
tricielles normalisées (par tr(byb,) = 1) de B est une base orthonormale de B pour le
produit scalaire issu de la trace tr mais aussi une base de Pimsner-Popa de N3 sur Ns.
Dans le cas d’une inclusion réductible de profondeur 2, ces deux propriétés ne coincident
plus. Si la normalisation est modifiée par h~!, nous obtenons des quasi-bases.

Proposition.
(i) L’ensemble {b, = \/%Tp,p € P} est une famille d’unités matricielles normalisées
(ou une base orthonormale) de B.
(ii) L’ensemble {b,h~',p € P} est une quasi-base de N3 N Nj sur Ny N Nj.
(iii) Si Uinclusion Ny C Ny est de profondeur 2, l'ensemble {b,h~',p € P} est une
quasi-base de N3 sur No, c’est-a-dire que pour tout x de N3, on a :

w =Y bh ' En,(h'0jx) =Y En,(abh ™ )R,

peEP peEP

Démonstration.
La premicre affirmation est évidente puisque la trace de T, T), vaut d(p, p')s, pour (p, p’)
dans P x P. La deuxieme résulte du lemme 2.4.1 de [W] rappelé en 3.3.2.

Si I'inclusion N3 C Nj est de profondeur 2, le commutant relatif Ny N V] est obtenu
par contruction de base a partir de I'inclusion Nj N Ny C Ny N N3 donc il existe une
famille finie {(uy,v,),n € M} de couples de Ny N N3 telle que >, u, f3v, = 1. Alors
{(uy;vu), p € M} est une quasi-base de N3 sur Ny en effet 3 .\, u, fsv, = 1 implique
> pen WEn, (v,2) f3 = x fs pour tout x de N3 et donc grace a [GHJ - 2.6.7(iii)], on
peut écrire :

Z u,En, (v,x) =2

neM

En utilisant (ii) pour chaque u,, on obtient :

r = Z bph_lEN2(h_lb;uu)ENQ(vux)
neM peP

= Y bh ' Ex,(h'bu, B, (v,1))
neM peP

= Z bphilEjN2 (hilb;l')

peEP

O

3.3.4. Remarque. Dans le cas d’une inclusion de profondeur 2, on a donc une quasi-
base formée d’éléments du commutant relatif N3 N V], de plus on peut la choisir tres
proche d’une base orthonormale de cette algebre. Nous verrons dans les calculs que ces
propriétés sont tres précieuses.
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3.4. Dualité. Contrairement a D. Nikshych et L. Vainerman, nous définissons une
dualité entre A et B en utilisant une formule symétrique :

{a,b) = 7tr(ahfof ihb) (a € A, b € B)
On remarque que, grace 3.2, la dualité s’écrit aussi :
{a,b) = 77 2tr(ajy(R) fof1j1(R)b) (a € A, b€ B)
et on a pour tout a de A, tout b de B et tout x de N{ N Nj. :
(a,br) = (za,b) et (a,ja(x)b) = (aji(z),b)
Remarque : Ce crochet définit une dualité car I'inclusion est de profondeur 2 (voir [Szy]

ou [NV1 -3.2)).

3.5. Les co-algébres A et B. Les algebres A et B sont des C*-algebres. Grace a
la dualité entre A et B, nous définissons sur A et B des structures de co-algebres co-
associatives. Nous allons voir que les co-produits et les co-unités de ces co-algebres sont
définis par des formules analogues pour A et B et montrer qu’ils vérifient les propriétés
(i) et (ii) des C* groupoides quantiques (2.1).

3.5.1. Formule pour les co-produits. Le co-produit Ag de B est défini comme dual de
la multiplication de I’algebre A. De méme pour le co-produit A4 de A.

Proposition. Soient {b,,p € P} une famille d’unités matricielles normalisées de B
et {as,s € S} une famille d’unités matricielles normalisées de A.

Premieres formules :
Le co-produit Ag de B est donné pour x dans B par :

Ap(x) =772 Ex,(fszEny (b fsh™ f2h7")) ® b,
peP
et le co-produit A, de A vérifie pour x dans A une formule analogue :
Aa(x) =72 Eny(farEny(al foir (W) iin(h71)) @ a.
seS
formule qui s’écrit aussi :
Ay(z) =772 Z En,(foxEny(alfoh™ i) @ as.
seS

Deuziéeme formule pour Apg :
Si {a,,r € R} est une base de Pimsner-Popa de A sur Ny N Ny, on a aussi :

Ap(r) =Y Y Ea(za,bp)h foh ™ a; @b,
peEP reR

Démonstration.
Soient a; et as deux éléments de A, on a :

<CL1 X as, AB(.T» = 7'76 Z tr(alhfgflhfgfleNé (b;hilfgfghil))tT(CLthQflhbp)

peEP

= T_6tT(f1hf31'a1ENé (Z tr(azthflhbp)b;h_lf?:fQ) fZ)

peP

= T*Gtr(flhfga:alENé [EN{(CL2hf2f1)f3f2]f2)
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f2 fi

Comme les tours N3 C Ny C Ny et N C N{ C N sont standard, on obtient :

(a1 @ as, Ap(x)) = 77°tr(frhaway Eny (ash f2 /1) f3 f2f3)
T tr( frhaaiEyy (agh faf1) f3)
= T’3tr(a Eny(ashfafi) fihz)
= 7 %tr(ayash fo f1ha)
= (a1az, )

La premiere formule pour A4 se montre de maniere analogue.

Nous pouvons établir une expression du co-produit Az semblable a celle de
[Da - 5.3.1], c’est la deuxieme formule. Soit {«,,” € R} une base de Pimsner-Popa de
A sur Nj N Ny, on vérifie facilement que {«,,r € R} est une base de Pimsner-Popa de
Ny sur Ni. On sait d’apres [Bi 2.7] que pour tout y de Nj N Ny, on a :

T Z o ya, = Ey; (y)-
reR

En appliquant ce résultat a la premiere formule de A , on obtient la seconde. 0J

On utilisera la notation habituelle de Sweedler : A(z) = x(1) ® 2(2).

3.5.2. Des définitions des co-produits par dualité et des propriétés de la dualité, on

déduit :

Proposition. Soit © un élément de N{ N Ny. Pour tous a de A et b de B, on a :
Ap(bx) = Ap(b)(z @ 1) Ap(ja(z)b) = (1 ® ja(x)) Ap(D)
Aalaji(z)) = Aala)(ji(z) ©1) Ap(ra) = (1@ 2)As(a)

3.5.3. Les projecteurs A, (1) et Ag(1). Nous calculons maintenant les images de 1'unité

par les co-produits et nous faisons le lien avec les projecteurs relatifs aux produits fibrés
en dimension finie définis par Jean-Michel Vallin dans [V1].

Proposition. Si {\;,k € K} est une famille d’unités matricielles de Ni N Ny telle
que l’élément Ay appartienne au facteur M, (C)gj,, Vélément Ap(1) est le projecteur

1
> — (M) ® A de Ny N Ny ® Nj N N
k ij
Démonstration.
Ecrivons la deuxieme formule du co-produit pour z = 1, comme ) . a, foa; vaut 1,
la propriété 3.2 (a) donne :

Ap(1) =) jalh ™ Eny(b)h™") @b,

p

Si {\i,k € K} est une famille d'unités matricielles de N{ N N, {, /7, t € I} est
Tk
une base orthonormale de Nj N N et comme Ey, (b5)h~" appartient & N N Ny, on a
1 4. w7
Ap(1) = 3 L iah 1K) @ tr( B ()1 A0y

p,k ]k

I _
k Jk
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On obtient donc la formule annoncée et 'appartenance de Ag(1) a NjyN N3 ® N{ N Ny;
Ap(1) est un projecteur car Ap est un homomorphisme d’algebres, comme on le montre
au paragraphe suivant. O]

Considérons 'identité comme représentation de Ny N Ny dans A et B, j; (resp. jz2)
comme antireprésentation de N{ N Ny dans A (resp. B). Alors A4 (1) (resp. Ap(1)) est
le projecteur eyqj, (resp. e;,rq) défini par Jean-Michel Vallin [V1].

3.5.4. Propriétés des co-produits.

Proposition. Les co-produits sont des homomorphismes d’algébres involutives
vérifiant :
(A®id)A(1) = (1@ A1))(A(1) ® 1)

Démonstration.
Montrons la proposition pour Ag par exemple. D’apres 3.5.1, pour tous = et y de B,
on a :

Ap(r)Agp(y)
=772 Y En,(fsrEny (0 fsh ™' fah™)) > Ealyasbly )" foh ™ af @ byby

p,p'EP réR

=777 ) Y En[fswEalyony )i Eny (05 fsh ™ faga(h™)) fah™ ] @ byby

p,p'€P reR

=772 Y Y En[fseEalyo,by ) H " Eyy (0 fsh ™ f2) foh ™ o] @ byby

p,p’€EP reER

=71 Y EnlfswEalyonby ) H b fsh ™" fsh 7 o] @ byby

p,p'EP reR

= Y En,[zEa(yasbly)H'0)h ™ fah™ o @ byby

p,p’€P reR

= Y > En[wEalya,bytr(bybib,)) H ') foh™ ol @b,

p,p,qeP reER

= > ) Ewn,[vEalya,bib,h YA 05 oh T o @ b

p,qeP reR

= > > En(zya,b))h foh Tl @b, (dapres 3.3.3)

p,qeP reER
= AB(W/)
Traitons maintenant le cas de l'involution :

Ap(r) = ) b o Ea(byaia®) @ U

peEP reR

= Z Z arh™ foh T En (bpogia® o)k @ b

peEP r,seR

* ok —1 —1 =% *

- § g o, En, (byayz™as)h™ foh™ ol @ by
peEP r,seR

Comme b, commute avec Ny, on a :

En, (bparx*ay) = En, (o™ oby)
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Puisque {a,., € R} est une base de Pimsner-Popa de A sur N/ N N; et que
{bs,p € P} est une famille d’unités matricielles normalisées, on obtient :

ZZEA T agby)h T foh Tk ® by, = Ap(z”)
peP s€R

Montrons la relation pour Ag(1). Comme 14y appartient a Ny N N3, d’apres 3.5.2, on
a:

(Ap ®id)Ap(1) = Ap(ln) @ 1) = (1@ 10)Ap(1) @ 1 = (1@ Ap(1))(Ap(1) ©1)

3.5.5. Etude des counités.

Proposition. Pour tout élément b de B, la co-unité cg de B est donnée par :
ep(b) = 77 Htr(hfyhb).
Pour tout élément a de A, la co-unité e4 de A, vérifie une formule analogue :
ea(a) = 77 r(hfiha) = 77 'r(ji(R) fi (h)a).
Chaque co-unité vérifie : e(xyz) = e(xy))e(ym)2)-
Démonstration.

Les formules sont évidentes compte-tenu des propriétés des projecteurs de Jones. Mon-
trons la relation pour la counité de B. Soient x, y et z trois éléments de B. On pose :

As(1) =10 @1 et Ap(y) =yu) @ Y-
On peut alors écrire :
e(zy))e(Wwz) = (L, 1) (1), ¥2) (1w, y) (1e), 2)
= (L, 2) (L2, €8y 11))Y2) (L) 2)
Or comme 1(;y est un élément de Nj N Ny et B une co-algebre, d’apres 3.5.2, on a :
ep(Yl))ye = (ep ®id)(Ap(y)(1a) ® 1)) = (ep ® id )Ap(yla)) = ylq)
On obtient donc

e(zy2))e(ymyz) = (Lay, ) (L), y1w) (1), 2)

{
(L zyl) (1), 2)
(1a

2y){112), 2)

(IyZ)

O

Nous donnons maintenant les expressions des co-unités but et source de B, les for-
mules pour A sont analogues :

Proposition. Pour tout x de B, on a :
EtB(ZE) = T_lEN{nN2 (Z’hfgh_l)
ep(x) = 7 o (Enyan, (xhfoh ™) = 77 Engn, (J2(@)h ™! foh)

La sous-algébre de Cartan but A; de A est NS0 Ny, la sous-algébre de Cartan source
Bg de B est Ny N Ns, les sous-algébres de Cartan but By et source Ay coincident avec
N{ N Ns.
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Démonstration.
Avec les notations de 3.5.3 et grace a la proposition précédente, on a :

ea) = 7S tr(eh s (N0

k V]k
1
=71 —tr(xhfo)ih) M,
:T—IZtr(:phﬁLA;) L\
& Vi Vi

On obtient la formule annoncée en remarquant que {\/%)\k, k € K} est une famille
Tk
d’unités matricielles normalisées de N7 N N,. La deuxieme formule se montre de méme.

O

3.6. Antipodes sur A et B. Pour obtenir des structures de C*-groupoides quantiques
duaux sur A et B, nous complétons nos données par les antipodes Sy et Sp définies
pour tous a de A et b de B par :

(Sa(a)",0) = (a,0*)  {a,Sp(b)") = {a*,b)
3.6.1. Formules pour les antipodes. Nous obtenons alors les formules suivantes :
Su(b) = hja(h™1)j2(0)h ™" ja(h)
Sa(a) = ji(h)h~"ji(a)ji(h~")h

Il est évident que S4 et Sp sont des anti-automorphismes d’algebres conservant 'unité.
On vérifie facilement la formule de dualité :

(Sa(a),b) = (a, Sp(b)).

Et par dualité, on obtient que S et Sp sont des anti-automorphismes de co-algebres
conservant les co-unités.

3.6.2. Il nous reste a vérifier la formule liant ’antipode, la co-unité et le co-produit :

Proposition. Les antipodes Sa et Sy vérifient la relation :
m(id @ S)A(z) = (e ®1id )(A(1)(z ® 1)) = g4(x)

Démonstration.
Soit & un élément de B, avec les notations de 3.5.1, on a :

m(id ® Sp)Ap(z) = 1)SB(2(@2)
=7 Z En, [ fsxEng (05 fsh™" fah™ ") hja(h™1)ja(bp) ™" ja(h)

peP
=772 En,[fs2Eny () fsh™" f2)hja(b,h*)h ™ o ()]
peEP

Or, si {a,,7 € R} est une base de Pimsner-Popa de A sur N/ N Ny, la formule de [Da
1-3.2.1] nous donne une expression de ja(byh™?) :

Galbph™) = 771> " Ea(faonbph™) foo;.

reER
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On peut donc écrire :

m(id @ Sp)Ap(x) =7 > En,[fsehEa(fa0,b,h7%) Eny (b fsh™" f2) facih ™" ja ()]

pePreR
=72 Z En[fsthEa(facabph™ Yh 7105 fsh ™ faath ™ ja(h)]
pePreR
Comme 'ensemble {b,h~", p € P} est une quasi-base de N3 sur Ny [3.3.3], on a :
> Ea(faonbyh™ W70 = faow,

peEP

d’autre part puisque {«,,” € R} est une base de Pimsner-Popa, la somme Z a, fra

reR
vaut 1, on en déduit :

m(id ® Sp)Ap(z) =772 Z Eny (fszhfooy f3j2(h71) facth™ ja(h))

reR
= 7 2En,(faxhfafsh™")
= 7 2 Eny(En, (zhfah ™) f3)
=7 ' En,(zhfh ™)
On obtient la formule annoncée grace a l'expression de €%, démontrée en 3.5.5. O

3.6.3. Remarques. Les formules définissant S4 et Sp sont analogues. Les automor-
phismes S% et S% sont intérieurs :

Si=Ad((H)H™) S =Ad((H )H)
Les restrictions des antipodes aux sous-algebres de Cartan sont involutives.

3.7. Projection de Haar, mesure de Haar. On démontre facilement la proposition
suivante.

Proposition. Soit d la dimension de N{ N Ny. La projection de Haar normalisée du
C*-groupoide quantique B est pg = d *hfsh. La mesure de Haar normalisée du C*-
groupoide quantique B est ¢ définie par :

¢p(z) =d "tr(Hjs(H)x) (v € B).
On a des formules analogues pour le C*-groupoide quantique A.

3.8. Actions des C*-groupoides quantiques.

D’apres [NV 1 - 6.1], le C*-groupoide quantique B agit a gauche sur I'algebre Ns.
Nous définissons ici une action a gauche du C*-groupoide quantique A sur N; puis
nous obtiendrons par dualité une action a gauche du C*-groupoide quantique B sur
Ns. On trouvera toutes les définitions concernant les actions et les produits croisés dans
la partie 2.

3.8.1. Action du C*-groupoide quantique A sur Ny.

A X Nl — Nl
a®@xr +— avbx=71 'Ey (axhfih™)
a gauche standard et extérieure du C*-groupoide quantique A sur l’algébre Nj.

Proposition. L’application : est une action
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Démonstration.

Tout au long de cette démonstration, nous utilisons 1'égalité : fih = fij1(h) ( voir 3.2
(a)). Montrons d’abord que I’application définit une structure de A-module a gauche
sur Vg :

lox =7 'Eyx(zhfih™') =2
a>(c> x) =T 2ENl(aE (cxhfih Hhfih™)
n (aBy, (cxhfi) fih ™)
=7 ENl(acthl ) =(ac)pw

Nous étudions maintenant ’action de A sur un produit.
Lemme. Pour tout a de A et x de Ny, on a :
(aqy > x)a@) = ax

Démonstration.
Soit {as, s € S} une famille d’unités matricielles normalisées de A. D’apres 3.5.1, on
peut écrire :

(aqy>z)ag =77° Z En, [En, (faaEy; (afoh™t fih~1))xhfih as,

seS

=7 ExlfaaByy(alfoh fi) il ay

sES

=72 Z En, (faaxa® foh™ fih™)a,

seSs

=723 Ex (o B (awal)ju () fuja (0 ))ag

seES

= Z En, (azalji(h™))ji(h)as

seS

On conclut en remarquant que si {as, s € S} une famille d’unités matricielles norma-
lisées de A, {a’,s € S} I'est aussi et d’apres 3.3.3, {aXji(h™1), s € S} est une quasi-base
de Ny sur NV;. O

On reprend maintenant la démonstration des propriétés de ’action. En appliquant
le lemme précédent pour a dans A et x et y dans Ny, on obtient :

(aqy > z)(a@y > y) = 7 Ex, ((aq) > 2)a@yhfih™") = a>zy
Pour montrer la relation : (a>z)* = Sa(a)* > 2*, commengons par un lemme :
Lemme. Six ety sont des éléments de Ny et que a appartienne a A, alors on a :
tr(ji(a)z fry) = tr(fizay)

Démonstration.
Ici, en considérant 'inclusion des commutants, la formule [NV 1 - 4.5 (i)] s’écrit :

jila) = 7 Eny (fof1En (afafr))
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En utilisant les propriétés de commutation, on obtient donc :
tr(ji(a)z fry) = 7 %tr(En, (f2fLEn; (afof1))x f1y)
= 7°tr(fofixEn (af2f1) f1y)
= 7 %tr(fofrzafs fry)
= tr(En, (fiza)y)
= tr(fizay)

Grace a ce lemme, pour x et y éléments de N; et a dans A, on peut écrire :
tr((Sa(a)* o z*)y) = 7 tr(hji (b Y1 (a*)h 5 (h)x*hfih1y)
=7 "r(ji(ha*h™ ) 2" fiy)
=7 Yr(fiz*ha*hty)
=7 Yr(h™! fiha*a*y)
=tr((a>z)"y)
On étudie ensuite 'action de A sur 'unité de Nj :
a>1=71""Ey (ahfih™!) =c4(a) = e4(a) > 1

On vérifie facilement que a > 1 est nul si et seulement si £/y(a) P'est. L’action est donc
standard. La proposition 3.8.3 nous permet d’affirmer qu’elle est extérieure (voir 2.7.2)
puisque d’apres 3.5.5, N{ N N; est la sous-algebre de Cartan A; . 0

3.8.2. Points fixes sous l'action de A. Par définition, un élément = de Ny est un point
fixe sous l'action de A si on a I'égalité
avz=cy(a)>x (%)

Proposition. L’algebre Ny est l'algébre des points fizes de Ny sous l'action du C*-
groupoide quantique A.

Démonstration.

Si x est dans Ny, alors z commute a A donc vérifie 'égalité (*). Si x est un point fixe,
écrivons I’égalité (*) pour a = fih™!, en utilisant le lemme 3.2, nous obtenons alors la
suite d’égalités équivalentes :

(Ah Yoz =y (fih Do
T BN, (fiefih™h) = 72 Eny (Bn, (k™) zh fih™h)
En(2)j1(h7Y) = zju (k™)
En,(z) =2
Donc z appartient a Ny. [l

3.8.3. Produit croisé de Ny par A.

Proposition. L’application © : [x ® a] — za est un isomorphisme d’algébres de von
Neumann entre Ny X A et N,.

Démonstration.
La démonstration est semblable a celle donnée par D. Nikshych et L. Vainerman dans
[NV 1 - 6.3], nous la donnons pour étre complets.
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Si z appartient a A, = N) N Ny, on a :
z>l=¢e4(2) =2

donc © définit une application linéaire de Ny ® 4, A dans N qui est surjective puisque
A fournit une quasi-base de Ny sur Nj.

En utilisant le premier lemme démontré en 3.8.1, on obtient pour a et ¢ dans A, x
et y dans V; :

O([z @ ally © c]) = O([z(aq) > y) © agzd)

= z(aq) > y)agp)c
= xayc

L’application est donc un homomorphisme surjectif d’algebres involutives. Puisque ces
algebres sont des facteurs de type I1;, © est injectif et la proposition est démontrée. [

3.8.4. Action du C*-groupoide quantique B sur Ny. On précise maintenant l'action a
gauche de B sur A.

Lemme. L’action a gauche de B sur A définie par dualité est :
ba =7 'Ea(bahfoh™) (a € A)b € B)
Démonstration.
D’apres 2.5.2, I'action duale de B sur A est définie par
b a = aqy{ae),b) (a € Ab e B).
Pour tout ¢ dans B, on a donc :
{b>a,¢) = (aq), c){a(),b)
= (a, cb)
= 7 %tr(bahfs f1hc)
= 77 %tr(17  En, (bah fo) fo fihe)
= 7 %tr(17 En, (bah foh™ Y )hfafihe)
= (t7'E(bahfyh™t), c)
OJ

B X NQ — N2

b@x +— b>z=711EN,(bxhfh™)
a gauche du C*-groupoide quantique B sur l’algébre Ny qui prolonge 'action duale de
B sur A et dont l’algébre de points fizes est Ni. Le facteur N3 est isomorphe au produit
croisé de Ny par B.

Proposition. L’application : est une action

Démonstration.

Il suffit de remarquer que la formule est analogue a celle qui définit 'action de A sur
Ny et que si x appartient a A, on retrouve I'action duale. C’est 'action duale de B sur
Ni x A (voir 2.6.2). Comme l'algebre Ny est linéairement engendrée par les produits
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za (x € Ni,a € A), on a plus précisément pour z dans N; et a dans A 1'égalité
b>xza=x(b>a). O

3.9. Conclusion. Nous avons donc défini sur les commutants relatifs NJNN; et NTNN3
des structures de C*-groupoide quantique duales données par des formules analogues.
Ces C*-groupoides quantiques agissent extérieurement de manic¢re analogue et duale
sur les facteurs N et Ny. L’intérét de la symétrie des définitions apparaitra dans les
parties suivantes.

Les C*-groupoides quantiques associés a une inclusion de profondeur 2 de facteurs
de type [1; sont un peu particuliers, d’une part la restriction de I’antipode aux sous-
algebres de Cartan est involutive, d’autre part ce sont des groupoides connexes en
effet :

ANZA) Cc Ngn N n{fi} = N,NNy=C

Cela tient au fait qu’on considere des inclusions de facteurs.

4. C*-GROUPOIDES QUANTIQUES ASSOCIES A UNE INCLUSION D’INDICE FINI DE
PROFONDEUR FINIE DE FACTEURS DE TYPE II;

4.1. Inclusion de profondeur finie. Soit Py C P, une inclusion d’indice fini 6! et
de profondeur finie de facteurs de type II;. On note

er e én
PhchPChPRCcPC...P,CPFPyq...

la tour de Jones obtenue par construction de base [G.H.J. 3] et tr la trace normale finie
normalisée sur les facteurs considérés.

4.1.1. D. Nikshych et L. Vainerman ont montré qu'une inclusion de profondeur finie
peut étre vue comme intermédiaire d’une inclusion de profondeur 2.

Proposition (NV 2 - 4.1). Soit Py C P, une inclusion d’indice fini et de profondeur
finie p de facteurs de type I1;. Si U'entier m est supérieur ou €gal a p—1 alors l'inclusion
Py C P, est de profondeur 2.

4.1.2.  On suppose donc que l'inclusion Py C P, est de profondeur 2 (4.1.1). Pour
cette inclusion, on prend les notations suivantes :

fi fo
No=Fy, C Ny =P, CNy= Py,, CN3 =P,

D’apres [PP2], les projecteurs f; s’expriment en fonction des projecteurs e;, on a par
exemple :
f1 = 5_m(m_1)/2(6m6m_1 . 61)(6m+16m . 62)(62m—1€2m—2 . €m).
L’anti-automorphisme j, est I'anti-automorphisme de Pj N P, défini en posant :
Jn(x) = Jpa*J, (x € PiN Pyy,).

ot J,, 'isométrie bijective anti-linéaire canonique de l'espace standard L?(P,,tr) de P,
(n € N) (voir 3.1.1).

Les commutants relatifs A = NjN Ny et B = Nj N N3 sont donc munis de structures
de C*-groupoide quantique duales.

4.2. Facteur intermédiaire et *-sous-algébre co-idéale. D’apres le théoreme 4.3
de [NV 2], le commutant relatif P! N Pap,41 est une *-sous-algebre co-idéale de B et
Py, 11 est isomorphe au produit croisé de P, par ce co-idéal. Précisons la structure
de P! N Py i1, son action sur Py, et les points fixes de Py, sous cette action.
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4.2.1. Nous gardons les notations de 3.5.1 pour la proposition suivante.

Proposition. Le co-produit d’un élément y du co-idéal a gauche P N Py, 11 est donné
par :

Ap(y) = Z Z Ea(yonp; )™ foah™ oy @
leL reR
ot {p,l € L} est une famille d’unités matricielles normalisées de P! M Pyy..
Les restrictions a P} N Py,q de la co-unité et de la co-unité but de B vérifient pour
tout élément y de P!, N Popyq -

€B(y) = 5_1tr(yh62mh) gtB(y) = 5_1EN2 (yh62mh’_1)
La restriction a P, N Pop11 de Uaction de B sur Pa,, est donnée par

yox =0 "Ey,(yrhes,h™) (y € PN Pypy1,x € Payy)
Si l'on appelle algébre des points fizes de Py, sous l'action du co-idéal P!, N Payiq,
l’algebre P2fm définie par :
Pf ={x € Py, y>az=chy)>z,Vy € P, N Pypit}
alors Py, est l'image de Pay,—1 par Uautomorphisme intérieur Ad (h).

Démonstration.
Pour le co-produit, on écrit la deuxieme formule :

Ap(y) =YY Ealya,bp)h™' foh 7l @b,
peEP reR
Comme ya, est un élément de PjN Py,y,qq, 00 & ¢
EA(yaTb;) - EA<yaTEP2m+1 (b;>>

Soit {g,l € L} une famille d’unités matricielles normalisées de P/ N Papi1. En
décomposant Ep, ., (bs) sur cette base, on obtient la formule annoncée.

Les formules pour la co-unité, la co-unité but et 1’action résultent de leurs définitions
et du lemme suivant :

Lemme. Ep, ., (f2) vaut 6™ 'egy,.

Démonstration.

Comme f5 est le projecteur de Jones de l'inclusion P,, C P, qui est d’indice 67,
on sait que Ep, (fa2) est le scalaire 6™. D’autre part, d’apres [PP2], on a I'égalité :
fa = faeap,. On en déduit, pour tout x de Po,qq :

tr(Ep,,., (f2)x) = tr(fox) = tr( freomx) = 6 1tr(faeomEp,, (eamx)) = 6™ Hr(eom)

La formule annoncée en résulte. ([l
La démonstration du troisieme point est analogue a celle de 3.8.2. U
4.2.2.  De cette proposition et du théoreme 4.3 de [NV 2], on déduit le corollaire :

Corollaire. La tour P, C Py C P est isomorphe a la tour
h Py 1h™ C Payy C Poyy X (Pl 0 Popyiy).
St m est impair, la tour Py C Py C Py est isomorphe a la tour

Gm(R) P 1§m(h™) C Py, C Py (PyN Pry).

La deuxieme assertion résulte de la symétrie de la construction.
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4.2.3. Calcul de Ag(eam).

Corollaire. Si {y,l € L} est une famille d’unités matricielles normalisées de
P! N Papi1, on a la formule :

Ap(eam) =8 om(h i) @ By
leL

Démonstration.
De la proposition et du lemme 4.2.1, on déduit :

Ap(egn) =0~ Z Z Ea(faoriy) fooijom(h™) @ K™ty
leL reR

Et la formule 3.2.1 de [Da] permet d’écrire I’égalité annoncée. O

4.3. Autodualité. Pour la fin de cette partie, nous choisissons m pair (m = 2k) et
nous adoptons les notations suivantes : M, est le facteur Py et N, le facteur My,
pour tout entier ¢. L’inclusion Ny C N; est donc de profondeur 2 et son indice est
771 = [M; : My)*. Les projecteurs de Jones sont indiqués sur les tours :

€1 €2 €3 €4 €5
My Cc MyC Myc MsC MyC MsC Mg
h f2
Ny C Ny C Ny C N3

Ici 'anti-automorphisme j, est I'anti-automorphisme de M) N My, défini a partir de
I'isométrie bijective anti-linéaire canonique de l'espace standard L?(M,,tr). Dans les
diverses formules de la partie 3, il faut donc remplacer j, par js et j; par js.

Les algebres A = NJN Ny et B = N{N N3 sont munies de structures de C*-groupoide
quantique que nous allons comparer. Quand on choisit m pair, on bénéficie de ’existence
de lisomorphisme v = j4j3 = jsjo qui envoie l'algebre involutive (A, jo) sur (B, j4)
(3.1.2). L’isomorphisme 7 décale de 2 les indices de la tour des M,, mais de 1 ceux de
la tour des NN,. De plus comme 'anti-isomorphisme js de N) N N3 conserve la trace et
échange les algebres A et B, il conserve aussi I'indice H de la restriction a N{ N Ny de
la trace tr, on a donc :

v(ja(h)) = h et v(h) = ja(h).

Ces remarques et la symétrie des structures de C*-groupoide quantique permettent
d’affirmer que v est un isomorphisme du C*-groupoide quantique A sur le C*-groupoide
quantique B.

Théoreme. Soit Py C P, une inclusion d’indice fini et de profondeur finie de facteurs
de type 11y telle que Py C Py soit de profondeur 2. Alors les C*-groupoides quantiques
PN Py, et Py, N Py, sont isomorphes, ils sont donc autoduau.

5. STRUCTURE DE C*-GROUPOIDE QUANTIQUE SUR LES ALGEBRES DE
TEMPERLEY-LIEB

Comme dans [NV 3 - 2.7], nous précisons la structure de C*-groupoide quantique sur
les algebres de Temperley-Lieb dans le cas non générique. Ces algebres sont apparues
des le début de I'étude des inclusions ([J]). Ce sont les commutants relatifs des facteurs
de Jones dans le facteur hyperfini.
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5.1. Facteurs de Jones et algébres de Temperley-Lieb. [GHJ - 2.1, 4.7b,I1.7].
Soient | un entier supérieur a 2 et (e});>o une suite de projecteurs satisfaisant les

relations suivantes :
/

/ ! / I
€616 = 0e; et e =e

i€ e; pour |i —j| > 2

/
j
avec § = (4cos® 75) 7" Le facteur P; engendré par les projecteurs (e});o est le facteur
hyperfini de type II; et le sous-facteur Py de P engendré par les projecteurs (e});>1 est
le sous-facteur de Jones d’indice =1. On note tr la trace normalisée de P;. Le graphe
principal de l'inclusion Py C P, est le graphe linéaire A; a [ sommets (voir [GHJ - 1.4.3],
[J - 4,5]), de méme pour l'inclusion P, C P, qui lui est isomorphe. La profondeur de ces
inclusions est donc [ — 1. Les commutants relatifs sont des algebres de Temperley-Lieb

de parameétre non-générique 1 :
/ 2
Pq N Pn = (17 €q+1,€¢42 - - - En—2, €n_1)

D’apres [NV 2 -4.1] (voir 4.1.1), pour m = [—2, I'inclusion Py C P, est de profondeur
2, de plus elle est isomorphe a l'inclusion P,, C P,,,. L’algebre de Temperley-Lieb
A= PNPy, =(1,e,e,...,e97m-1)" est donc munie d'une structure de C*-groupoide
quantique autodual qu’on va préciser.

5.2. Structure de C*-groupoide quantique des algeébres de Temperley-Lieb.

Proposition. Le co-produit de A est donné par :

Ax1) =3 2 jn) @ A

Aalep) = Aa(1)(ep ® 1) = (e, ©® 1)An(1) (I<p<m-—1)
Auleg) = Aa(D)(1® e) = (1@ e,)Au(1) (m+1<q<2m—1)
Aalem) =6 jmlGm(h™" 1) @ jim (W™ pu

ou { A, k € K} est une famille d’unités matricielles de PSN Py, (v;, est la dimension du
facteur de Pj N P,, auquel appartient \i,), {iu,l € L} une famille d’unités matricielles
normalisées de Py N P11 et h la racine carrée de l'indice de la restriction a P, N Py,
de tr.

La co-unité de A est donnée par :

ealx) =0""tr(hfihz) (x € A)
ou f1 est le projecteur de Jones de l'inclusion Py C P, :
f1 = 5_m(m_1)/2(6m6m_1 . 61)(6m+16m . 62)(62m_162m_2 e em).
L’antipode de A est donnée par :
SA<€p) = €am—p (1 < p < 2m — 17p 7& m)
Sa(em) = jm(h)h  emim(R~ )R
Démonstration.

Le co-produit est un homomorphisme d’algebres, il suffit donc de le connaitre sur
les générateurs 1,eq,...e9,_1 de A. L’expression de A(1) résulte de 3.5.3. Tous les
projecteurs sauf e,, sont soit dans N/ N N; soit dans N| N Ny, leur co-produit est
calculé grace a 3.5.2 et 3.5.3.

L’expression de A(e,,) est donnée par le corollaire 4.2.3 grace a la symétrie de la

construction.
La formule de la co-unité découle de 3.5.5 et de [PiPo 2].
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L’antipode est un anti-automorphisme d’algebres conservant 1'unité, il suffit donc
de la connaitre sur les projecteurs de Jones. D’apreés [Da-2.2.1], on sait que, pour p =
1...2m — 1, jm(ep) est le projecteur eg,—p ; les formules résultent alors des propriétés
de commutation de h. ([l

5.3. C*-groupoide quantique de dimension 13 associé au facteur de Jones

de graphe A,. Dans cette partie, on suppose que [ vaut 4, I'inclusion Py C P; est

alors d’indice 0~' = 4cos®Z, de graphe principal Ay et linclusion Py C P, est de

profondeur 2. La C*-algebre A; = P; N Py est un C*-groupoide quantique autodual ;

nous le décrivons et montrons qu’il est isomorphe a celui, que nous nommerons G,

décrit par G. Béhm et K. Szlachanyi dans [BSz - 5|. Dans [NV1], D. Nikshych et L.

Vainerman munissent cette méme algebre d’une structure de groupoide quantique pour

laquelle I'involution est modifiée mais on peut montrer par les méthodes employées ici

qu’elle est isomorphe aux deux autres.

Pour simplifier les calculs, nous utilisons le paramétre z = v/¢ introduit dans
[BSz - 5] et qui vérifie les relations suivantes et bien d’autres encore :
1-30+6*=0

0

21 _ s _ 3 _ _
22=1-9 s z 5(1—9)

A 422-1=0 1422=22

5.3.1. Algebre des chemins de As. Comme dans [GHJ 2.3.11], nous représentons l’algebre
As comme algebre des chemins du graphe A, avec les notations suivantes pour les
sommets du graphe et les chemins; la trace des projecteurs minimaux des algebres
correspondant aux sommets du graphe est donnée sur le graphe de gauche (d’apres [J
5.2]) :

* [ ] PU/ N PO 1 e
%1 Pé N P1 1 [}
Vo1 Vo2 Pé N PQ 24 [ ] 212
V31 V32 Pé N P3 24 26
Va1 Vi P,NP 8 e 26
& = (k,v1,91,031) & = (&, va0)
fé = (*> 1, V2,27V3,1) & ( 29 V4,1)
m = (&), va2) 2 = (&, va2)
n' = (%11, V22, V32) n3 = (', va2)
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L’algebre A; est somme directe de l'algebre C' = Vect{c;;, (i,7) € {1,2}*} et
Palgebre D = Vect {d,, (h, k) € {1,2,3}?} avec ¢;; = Te, ¢, et dpg = Ty .-

L’algebre P; N Py est somme directe de Vect {b; ;, (i, ) € {1,2}*} et Cbs avec b; ; =
Tg;@; =Cij + di,j et b5 = Tﬁ'ﬂ?' = d3,3.

5.3.2. Projecteurs de Jones. L’algebre As est engendrée, en tant qu’algebre, par 'unité
et les projecteurs eq, e5 et eg. La formule [GHJ 2.6.5.4] nous fournit I'expression de ces
projecteurs dans la base d’unités matricielles de 1’algebre des chemins.

D’apres [GHJ 2.6.5.4], on a donc :

0
0
0
0
0
0
0
53
o

0
0 0
e3 = (é 8) + [0 22
0 23
Dans ce cas, d’apres 3.2 et 3.1.1, on a :
h=z2es+ 2 1(1 —e3) Go(h) = 27%e1 + 2711 —ey).

5.3.3. Expression des unités matricielles en fonction des projecteurs de Jones. On
vérifie facilement par le calcul les expressions suivantes pour les unités matricielles

de As :

C1,1 = €1€3

C1o = 2z 3egei(eg — 0)

dig=e(l—e3)

dig = 273(1 — e3)ei(eg — 0)

dig= 2% (1 —e3)(eg — 0)(e3 — 22)
Et on obtient les autres expressions grace aux relations entre les unités matricielles.
5.3.4. Nouwelles unités matricielles. Nous définissons maintenant des nouvelles unités
matricielles sur D qui vont permettre d’obtenir des formules plus simples pour le co-

produit et antipode et d’identifier As et le C*-groupoide quantique que nous appelle-
rons G décrit en [BSz 5.

Proposition. (D, *) admet {e;;,i,7 =1,2,3} comme unités matricielles avec :
61,2 = szl,g — Zd173 = 2_361(1 — 63)(62 — 5)(1 — 63)
e13 = z2dip+ 2°diz =0 "er(1 — ez)(es — d)es
On a alors en particulier :
e1 ==c11t+ e
€3 =1C1,1 + €33
€y = 2461,1 + 2301’2 + 236271 + 220272 + 2461,1 + 256172 + 2461’3

5 6 5 4 5 4
+ z €21 + z €22 + z €23 + z €3,1 + z €32 + z €3,3
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Les calculs nécessaires a la vérification de cette proposition et des suivantes se font
facilement a 1’aide d’un logiciel de calcul formel.

5.3.5. Expression du co-produit.

Proposition (BSz 5). i {e;,i,5 = 1,2} (resp. {e;;,i,j = 1,2,3}) est une famille
d’unités matricielles du facteur de dimension 4 (resp. 9) de G, le co-produit de G est
donné par :

AG(G[I),I) = e(1),1 ® 6[1),1 + 6%,1 ® eé,s
AG’(G[I),Q) = 6(1)72 ® 6[1),2 + ZQ@i,g ® eé,l + 261,2 ® 6:13,2
Ag(egvz) = 6872 ® 6872 + 246;)73 ® e},l + 23611;)72 ® eiQ + 236%73 ® 6%71 + 2’26%72 ® 6%72
AG(ei,l) = 6(1),1 ® e%,l + e%,l ® 68,2 + 6%,1 ® 65,2
AG(e%g) = e(1),2 ® eiz + eiz ® 68,2 + 261,3 ® e%,l - 226%,2 ® e%,2
AG(G%,:’,) = 6(1),2 ® ei:’, + ei3 ® 63,1 + 61,2 ® 6%,3
AG(eég) = 6(2),2 ® 65,2 + 6%,2 ® 6g,2 + 24652 ® e%,Q
+ 752@:13,3 & 6%,1 - deéz & 6%,2 - 2365,3 ® 3%,1
Ag(e ,3) = 6(2),2 ® 65,3 + 65,3 ® 68,1 + Zeé,Q & e%,:s - 2265,2 ® e%,?,

1
2
1y_ 0 1 1 1 1 0
Ag(ezs) = ey ®ezz+ 5, ®egz+ezz®e)

Dans la proposition suivante, nous donnons deux séries de formules pour le coproduit
A 4, I'une en fonction des nouvelles unités matricielles permet de le comparer avec A,

I'autre en fonction des projecteurs de Jones permet de le comparer avec celui de [NV1
- 7.3].

Proposition. Le co-produit A, de As est ’homomorphisme d’algébres déterminé par
les égalités suivantes :

As(l)=c11®cip+c11®erg+ oo ®@ oo+ Cao®@e20+Coo®ess
+e11®Cop+ €11 X209+ €11RQ €33+ €29 Cao+ €29 K €99
+er2®e33+e33C11+ezz@er

Ajler) =cii®@ci+c1®en+e11 ®cote1®ers+er1 ®ess
Aples) =cii®@cip+ca®@ess+e11 Degs+e0@egs+e33® iy

Ayley) = 2401,1 X c11 +Z401,1 ®eq
+2301,2 X C1p0 +Z501,2 ® e1, +Z461,2 Xe1s
+Z302,1 X C21 +Z502,1 X eg1 +Z402,1 X e31
+Z20272 & C2.2 +260272 ® €22 +Z56272 ® €23 +Z50272 & €3,2 +Z4CQ72 &® €33
+Z4€1,1 ® C2.2 +Z46171 ® €22 +Z461,1 &® €33

+Z561’2 ® C2.2 —2761,2 &® €22 +Z4€1,2 &® €23 +Z46172 ® €32
4
+z27e13® Ca1 +26€1,3 & eg1 +2’5€1,3 ® es1
4 4
+2562,1 & €29 —2762,1 X ezs tz2'ea1 ®ea3 +z27ea ®ezo

+2662,2 & C2.9 +22662,2 X e29 —2762,2 X ea3 —2762,2 X €32 +Z4€2,2 X es3
+2%€23 ® Ca1 +Z7€2,3 X eg1 +Z6€2,3 X €31

t+2le31 @ 1o 42031 ®e10  +2%e31 ®ers

+Zi€3,2 X C1,9 +2’163,2 X e1 +Z663,2 X ers

+z €3,3 ® C1,1 +z €3,3 ® €11
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On a aussi :

Ay(l)=es®@er + (1 —e3) ® (1 —ey)
AA(el) = €1€3 X €1 —+ 61(1 — 63) & (]_ — 61)
AA(€3) =e3Q ee3+ (1 — 63) (029 (1 — 61)63

AM@):<1—E1:2X>®(1—El:92)+5@®61

(1-9) (1-9)
1 |
+ m 63(62 - 5) X 61(62 - 5) + m (62 — 5)63 ® (62 — 5)61
(e — €9)? (61 — e2)?
c=n(f=g-e) e (f )

Démonstration.
Comme l'algebre Pj N P, égale Ce; ® C(1 —e€1), on a:

AA(l) =e3®e; + (1 — 63) & (1 — 61).

En utilisant les expressions des projecteurs de Jones en fonction des unités matricielles,
on obtient :

Ap(l) = (c1,1 +e33) @ (c1q +e11) + (co2+ €11+ €22) ® (ca2 + €22 + €33).
De méme, les autres formules sont la traduction a ’aide des unités matricielles des
égalités (5.2) :
AA(el) = (61 & 1)AA(1) AA(eg) = AA(l)(l & 63).

Le calcul de A 4(e3) demande un peu plus de travail : D’apres 5.3.1 et 5.3.3, les unités
matricielles normalisées de Pj N Ps sont :

p=z"e o = 2"2(c12+dip)  p3=2"2(co1 + day)
e = 2_2(02,2 +doo) s = Z_3d3,3
Comme jp(h™') vaut 2%e; + 2(1 — e;), la formule 5.2 s’écrit ici :
Aule) = 6(ja(22 ) © 221 + ja(zp3) © 221 + jo(2 ) @ 2pu3
+ Jo(2hta) @ zpig + Jo(2pis) @ zpus)
= jo(2%e1) ® 271 + J2(2b21) ® 2251,2 + j2(22b1,2) ® zba
+ ja(2ba2) @ 2bap + j2(ds3) @ d33
Or on a :
bio =2 ei(ez — )
boo =2 %(ey — 0)er(ea — 8) = 27 %[(ez — €1)® — (1 — 0)ey]
(e1 — e2)°
i)

Ces expressions des unités matricielles en fonction des projecteurs de Jones permettent
de préciser les valeurs prises par j, puis on exprime le résultat en fonction des nouvelles
unités matricielles et on obtient les formules annoncées. 0]

dsz=2""%(es — 2%)(ea — 6)(1 — e3)er(ea — 6)(e3 — 2%) = 1 —

Corollaire. Le co-produit de As coincide avec celui de G.
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Démonstration.

Comme le projecteur es est I'image de e; par 'antipode qui est un anti-automorphisme
de co-algebre (on verra plus loin que les antipodes coincident), il suffit pour comparer
A4 et le co-produit Ag de G de considérer leurs valeurs en 1, ey et e;. On vérifie par
le calcul qu’elles coincident. O

5.3.6. Expression de la co-unité. Comme f; coincide avec e; dans C et est nul dans D,
la co-unité € 4 est nulle sur D et comme elle est linéaire et compatible avec I'involution,
il suffit de la connaitre sur ¢;; et c; 2. Comme la trace des projecteurs minimaux de C
est 62, si on note T'ry la trace de C' qui vaut 1 sur les projecteurs minimaux, on a :

5A(Cl,2) = TTO(hfthLQ) =1
gA(Cl,l) = TTO(flhcl,l) =1
La co-unité de A coincide avec celle de G.

5.3.7. Ezpression de ['antipode.

Proposition. L’antipode de As est entierement déterminée par les formules suivantes ;
elle coincide avec l’antipode de G.

SA(CLZ) = C2,1 SA(CQ,1> =C1.2

Salern) =2 "eas Salear) = zesp

Salers) = 2_261,3 Salesq) = 2263,1
Démonstration.

Ces formules résultent des expressions des nouvelles unités matricielles en fonction des
projecteurs de Jones (5.3.4) et de 3.1.1 (c). Elles suffisent pour connaitre S, qui est un
anti-automorphisme d’algebre. 0

6. ACTION D’UN GROUPOIDE QUANTIQUE FINI SUR UN FACTEUR

Dans cette partie, mnous considerons (A, mg, 1o, Ao, €a, S, PayPa) €L
(B, myp, 1y, Ay, €p, Sp, v, pp) deux groupoides quantiques finis en dualité (notée (a,b)).
Le but de cette partie est de construire une inclusion N C M de facteurs (que nous
obtiendrons hyperfinis de type I1;) telle que M soit le produit croisé N x A. Nous
généralisons ainsi les résultats de [N] qui concernaient les algebres de Kac faibles.

6.1. Hypotheése et remarque importante. Les résultats de [NSzW| rappelés en 2.7
et ceux de la partie 3 conduisent imposer I’hypothese : A et B sont connexes (voir
2.7.3). Par contre, méme si les antipodes sont involutives sur les algeébres de Cartan
des groupoides quantiques construits a partir d’une inclusion de profondeur 2, cette
hypothese semble inutile a la construction de I'inclusion sur laquelle agissent A et B.
Ce qui laisse penser que la structure obtenue dans la partie 3 a partir de I'inclusion
construite n’est pas nécessairement la structure originelle.

6.2. Produit croisé des groupoides en dualité : L’algebre A.B. Les produits
croisés A X B et A x B sont isomorphes en effet grace a 2.5.3, I'identification, pour y
dans A;, de [ay ®b] et [a® (1, <y)b] dans A x B correspond a celle, pour z dans By, de
[a(z>1,) ®b] et [a® zb] dans A x B. On vérifie facilement que les lois sont compatibles
et que les injections a — [a ® 1] et b — [1, ® b] sont des homomorphismes d’algebres
qui permettent d’écrire A X B et A x B comme A.B.

6.3. Mesures de Haar et espérances conditionnelles.
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6.3.1. Mesure de Haar sur Ay, = B;.

Proposition. Les restrictions des mesures de Haar ¢, et ¢, coincident sur les algebres
identifiées A et By.

Si les antipodes sont involutives sur les sous-algeébres de Cartan, la restriction des
mesures de Haar a ces algebres est leur trace canonique.

Démonstration.
D’ apres 2.3, la restriction a Ag (resp. By) de ¢, (resp. ¢p) vaut g, (resp. &,). Or,
pour a dans A, on a :

Eb(lb < a) = <1a, 1b(2))(a, 1b(1)> = (a, 1b> = 5a(a)

donc ¢, et ¢, coincident sur les algebres identifiées A, et B;.
D’apres [BSz - 4.6], les restrictions des co-unités aux algebres de Cartan sont liées
aux traces canoniques de ces algebres par une relation du type :

Tra,(x) =cea(rlyS(1ny) (x € Ay)
Si on suppose que S? est Iidentité sur A; on peut écrire :
1S(1)) = S(1)S(Le) = S(e,(1)) =1

Ainsi si les antipodes sont involutives sur les sous-algebres de Cartan, la restriction
de ¢, (ou ¢p) aux sous-algebres de Cartan coincide avec la trace canonique sur ces
algebres. 0

6.3.2. Des espérances conditionnelles.

Proposition. On pose pour a dans A :
Fa,(a) =(1d ® ¢o)Au(a) =pp>a et Fa (a) = (¢, ®id)Au(a) =a<p,

Les applications Fy4, et Fa, sont des espérances conditionnelles fidéles de A sur A,
(resp. Ag). Elles conservent ¢, et commutent.
On définit de méme Fp, et Fp, avec des résultats analogues.

Démonstration.
Les propriétés de ¢, (2.3) et celles des éléments de A; (2.5.4) permettent d’affirmer
que pour tout a de A, Fy,(a) appartient a A; et que 1'égalité Fa,(ray) = xFa,(a)y
est vérifiée pour tous x et y dans A; et a dans A. Comme A est un homomorphisme
d’algebres involutives, on a Fy,(z*) = Fa,(x)*. L’identité (p, > a,p,) = (a,ppy) signifie
que Fy4, conserve ¢, alors Fy, est fidele puisque ¢, est fidele.

Grace a la coassociativité du coproduit, on a :

Fao Fa, = (¢q ®id ® o) (A ®1d)A; = (¢ ®1d ® ¢)(id @ Ap)A, = Fa, Fa,

6.3.3. Automorphisme modulaire de ¢,.

Proposition (BNSz - 4.12 et 4.14). Les éléments gs = Fa, (pa)'/? et g = Fa,(pa)'/?
sont inversibles et I’automorphisme modulaire de ¢, est implémenté par gsg; ¢’est-a-dire
que ¢a(g7 g, ") est une trace sur A. On posera de méme

Gs = Fp,(p)"? et g = Fp,(p)"%



C*-GROUPOIDES QUANTIQUES ET INCLUSIONS DE FACTEURS 29

D’apres [BNSz - 4.13], on a les formules suivantes :

gtzlbqgszlbqgt gt:1a<]§]s:1a<§t
gs:gsblb:gtblb gszgsbla:gtbla
S(g) = gs=5""(a) S(g) =Gs = 5S""()

Grace a 2.4 et 2.3, on en déduit la relation suivante avec les projecteurs de Haar :

9sPa = Et(gs)pa = S(gs)pa = GtDa

et de méme on montre : p,gs = Pug:-
D’apres 6.3.2, Fa (g, ') appartient & A, N A;. Si A et B sont connexes, A, N A, est
réduit aux scalaires et Fq (g, ') est un scalaire qui vaut d='¢,(g; ') avec d = ¢q(1,).
Les mesures de Haar sont invariantes par les antipodes et coincident sur les algebres
de Cartan donc on peut écrire les égalités suivantes

$a(9:") = balgr ) = (05 ") = du(3:)

et on notera vy ces scalaires. On en déduit :
Falg:") = Falg,") = F,(9, ") = Fp.(9;") = d "'y

Si la restriction de S aux algebres de Cartan est involutive alors la restriction de
¢q & Ay est la trace canonique de A; (voir 6.3.1) et d est la dimension commune des
algebres de Cartan.

6.4. Trace sur A.B.
6.4.1. Traces sur A et B.

Définition. Pour a de A, on définit en posant :

tra(a) = dy¢a(g; 'g; 'a)
une trace normalisée tr, sur A.

On définit de méme try, .

6.4.2. Espérances conditionnelles. On notera F4_, Ep, etc ...les espérances condition-
nelles définies par les traces tr, et tr,. Elles sont reliées aux espérances définies par ¢,
et ¢, par les formules :

Ea(a) =dy'Falagr) (a€A)
Ep,(b) =dy'Fp,(9;'0) (b€ D)
6.4.3. Lemme. Pour tout b de B et tout y de B, on a :
(i) by ® Ep, (ybz)) = Au(Es, (yb))
(ii) b1y ® Ep,(ybfy)) = Ae(Ep, (yb"))
(iii) Sy, Ep,(b)>1, = Ep,(b) > 1,
Démonstration.
La définition de Ep, et les propriétés de gs permettent d’obtenir facilement les pro-
priétés de Ep, a partir de celles de Fi,.
(i) Comme Ay(y) égale (1, @ y)Ap(1) on peut écrire :
buy @ Fp,(ybe)) = (id ®@id ® ¢,)(id @ Ay)Ay(yb)
= (id ®id ® ¢p)(Ap @ id ) Ay(yb)
= Ay(Fp,(yb))

(ii) se démontre de méme.
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(iii) A l'aide de 2.3 et 2.4, on obtient :

Sy ' Fp,(b) > 1 ) (La@)s Sy b)) (Pas b)) = 1a)(S7 " (La(@)), 1)) (Pas b))
1)(S2 " (La(2))Pas, b) = La(1)(Palag2), S, 'b)
@ (Pags(la@); S, 'b) = Lo(1) (Pags © (Lagz)), S, 'b)
(1) {PaSa Oft( a@): S '0) = Lay(PaSa(lacz), S, )
1) {La@)Pa, b) = Fp,(b)> 1,

O

6.4.4. D’autres espérances conditionnelles. La proposition 4.2 de [N] se généralise ainsi :
Proposition.
(1) En posant pour tout [a ® b] dans A.B,
Es([a ® b)) = a(Ep,(b) > 1,)

on définit une espérance conditionnelle fidéle de A.B dans A.
On définit de méme [’espérance conditionnelle Ep.

(2) Le carré C

Ey
A C A.B

U U Ep

As - Bt C B
est commutatif et symétrique (voir [JS - 5.5.6]). L’algébre AN B est A; = By.

Démonstration.

(1) Etudions les propriétés de Fy :
— Gréce a 2.5.3 la définition de E4 ne dépend pas du représentant de [a ® b|.
— Soient a et a dans A et b dans B, comme [o ® 1][a ® b] vaut [aa ® b, on
a bien :

Es([a® Li)la® b)) = aEa(la ® b)).
Calculons maintenant E([a ® b][a @ 1p)).
Ex([a ® bl ® 1,]) = a(bay > a) (£, (be)) > 1a)
Grace a 6.4.3(i) et & 2.5.4, on obtient :
Ei(la®blla® 1)) = a(Ep,(b)>a) = a(Ep,(b) > 1,)a = Ex([a ® b))«
— Vérifions 1'égalité E4(z*) = Ea(x)*. Grace a 6.4.3(ii), on peut écrire :
Ea(fla®b]") = Ea([byy > a” @ by)]) = (b(1) > a”)(Ep, (b)) > 1a) = Ep, (b") > a’
Comme S, envoie B; sur B,, on obtient grace a 2.5.4 :
Ei(la®b]*) = (S, 'Ep,(b) > a)* = (a(S, 'Ep,(b) > 1,))*
et 6.4.3(iii) permet de conclure.
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— Soit {u,,p € P} une quasi-base de B sur B, (voir 3.3.2). Alors un élément
[a ® b] de A.B s’écrit :

[a@b] =) [a® Eg, (buy,)u]

peEP

= [a(Ep, (buy) > 1,) @ 1)[1, @ )]

peEP

= [Ba(la @ b][1a ® up)) ® 1,][1, @ uj)]

peEP

Par involution, nous obtenons :

[a®b] = [le ®u][Ba((le @ u]la ® b)) ® 1]

peEP

c’est-a-dire pour tout = de A.B

r= [la@u[Ba([le ® ugz) ® 1)
peEP
— Nous calculons maintenant F4(z*z).

Ea(z'z) = ) Ea(a"[la ® ug))(Es, (ujuy) > 1a) Ea([lo © uj]z)
(p,q)€EPXP

= Y Ea(@le ®@ugl[le ® Ep, (uju,)]) Ea([la ® u)z)
(p,q9)EPXP

— Z Ea(z"[1a ® up]) Ea([la ® uy]x)
= Z Es([la @ up]z) " Ea([la @ up)z)

On en déduit que F 4 est positive et fidele.
(2) Le carré C est commutatif puisqu’on peut écrire
EaEp = Ea. ® Ep, = EgEL.

On en déduit que A, = B; = AN B 1l est symétrique par définition puisque
A.B est I'espace vectoriel engendré par les produits i,(a)iy(b) (a € A,b € B).

0
Corollaire. Pour tout [a ® b] de A.B, on a l’égalité :
tra(Ea(la @ b)) = try(Ep([a @ 0]))

Démonstration.
Soitla ® b] € A.B.

tra(Ea(la ®0])) = tro(a(Ep, (b) > 14)) = tro(Ea,(a)(Ep, (b) > 1a))
Par un calcul analogue on trouve :
tro(Ep([a ® b)) = try((1y < Ea,(a))Ep, (b))
Par 2.5.3, 6.3.3 et 6.3.1, tr, et tr, coincident sur A, = B;. On conclut a ’égalité :
tro(Ea(fa ®0])) = try(Ep([a ®0]))
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6.4.5. Prolongement des traces tr, et tr, a A.B. Le corollaire précédent permet de
prolonger tr, et tr, a A.B. Etudions ce prolongement.

Proposition. La formule
tr(la ®b]) = tro(Ea(la @ b)) = try(Ep([a @ 0]))

définit une trace normalisée fidéle sur A.B. Par construction, les espérances E4 et Eg
conservent cette trace. On a aussi :

tr(la®?b]) =tr,(Ep,(b)>a) = try(b< E4 (a))

Démonstration.
On vérifie facilement 'égalité : tr([1, ® 1,]) = 1. De plus ¢r est une forme linéaire
positive et fidele puisque E 4 est linéaire, positive et fidele.

Comme [z ® y] vaut [z ® 1,][1, ® y] pour montrer que ¢r est une trace, il suffit de
montrer, pour a et x dans A et b et y dans B, les deux identités :

(1) tr([a @ b][z @ 1,]) = tr([z ® 1p][a ® b])
(2) tr(fa®b][1, @ y]) = tr([l. ® ylla @ b])

Montrons la premiere, la seconde se démontre de maniere analogue. Grace a 6.4.3(i),
on a:

rla@bzel)) = tr(lalb>)® be))
= tra(a(ba) > 2)(Ep, (b)) > 1))
= tro(a(Ep,(b) > ))
Comme tr, est une trace, a ’aide des formules 2.5.4 on peut écrire :
tr(la@bllzr® 1)) = tro(a(Ep,(b)>1,)z)
= try(za(Epg,(b)>1,))
= tr(lz ® 1][a @ b))
De plus, pour tout [a ® b] de A.B, on a 'égalité :
tr(la ® b)) = tro((Ep,(b) > 1,)a) = tr,(Ep,(b) > a).

6.4.6. Représentation standard de A.B sur L*(A,tr).

Proposition (BSz-4.2). L’algébre A.B admet une représentation fideéle wy sur L*(A, ¢,)
qui prolonge la représentation de A par multiplication a gauche. En particulier, m,
vérifie pour b dans B et a dans A,

rs(B)Ao(a) = Ag(b a).

L’algebre A.B est 'extension de Jones de A; C A représentée sur L*(A, ¢,). Elle est
donc engendrée par A et py, projecteur de Jones de l'inclusion. Plus précisément, py

vérifie - my(py) Ag(a) = Ap(Fa,(a)).
Considérons I'isométrie U de L*(A, ¢,) sur L*(A, tr) définie par
UAy(a) = d™ v (aglg,").

On vérifie facilement que la représentation 7 = Ur,U ' de A.B prolonge la représentation
standard de A sur L?(A, tr) et le projecteur de Jones de I'inclusion A; C A représentée

sur L2(A, tr) est alors
C1a-1/2 172
fo=dv g gy
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en effet a I'aide de 6.3.3 et 2.5.4, on obtient pour a dans A :

T(fo)Au(a) = &Py 2UN(5 " > Fa (3, > ags g, ?))
= A2 2UN(g; 2 Fa, (g5 ags g, %))

dy A (g5 2 Fa, (g5 Pag; Vg, ) gl 2l

dy ' Ay (Fa, (g, %ag; %))

Air(Ea,(a))

On vérifie facilement que Ep,(f;) vaut d?y~2.

Proposition. L’algébre A.B est l'extension de Jones de Ay C A représentée sur

L*(A,tr,). Le projecteur de Jones est f, = dy L4, P peaM? avec Eg,(fy) = d*~y72.

6.4.7. Trace de Markov.

Ea,

Proposition. La trace tr est la trace de Markov normalisée de 'inclusion Ay C A
Ex

dont Uindice est d=2~42. C’est aussi la trace de Markov de l'inclusion A C A.B

Démonstration.

Comme l'inclusion A; C A est connexe, il existe une unique trace de Markov dont le
module est l'indice de I'inclusion ([GHJ - 2.7.3]). D’apres 6.4.2 et 6.4.6, on a pour tout
x de A; :

tr([x @ fi] = tr(Ep,(fy) > x) = &>y *tr(fz ® 1))

On en déduit que ¢r est la trace de Markov de module 3 = d~2+* ([GHJ - 2.7.1]).
Ea
D’apres [GHJ - 2.7.4], tr est aussi la trace de de l'inclusion A C A.B. O

6.5. L’inclusion N C M.

6.5.1. Construction de N C M. Comme le carré C est un carré commutatif symétrique
(6.4.2) pour les espérances conditionnelles associées a la trace de Markov de I'inclusion
A C A.B, il vérifie le corollaire 5.3.4 de [JS] : La trace tr est aussi la trace de Markov
des inclusions A, C A, B; C B et B C A.B et on obtient par construction de base une
échelle périodique de carrées commutatifs (voir aussi [JS 5.3.5]) qu’on peut préciser
grace a 2.7.1.

AOZA C Ail=AxB C A =AxBxA C A3:A>QB><1A>4B
U U U U
B():Bt C BlzB C BQZBNA C B;J,:BNANB

A la limite, on obtient une paire N C M de facteurs hyperfinis de type Iy : M (resp.
N) est la fermeture faible de U,enA, (resp. UpenBy) dans la construction GNS par
rapport a la trace ¢r qui se prolonge.

6.5.2. De plus d’apres [JS - 5.7.1], le commutant relatif N’ N M est B’ N A. On en
déduit la proposition suivante :

Proposition. Le commutant relatif N' 0 M est ’algébre A; contenue dans A = Aq.
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Démonstration.
Le calcul suivant montre que les éléments de A; commutent a B. Soient x € A; et
b€ B, alors on a :

[la @ b][z © 1p] = [x(1) ® baz(3)]

Grace a 2.4, on en déduit :

L @blle®L] = [tlun ®balyy] = [0 (Lialyn)(balyw)] = t@bal,] = [r@ 1,][L,@b
D’autre part, si un élément = de A commute a B, il commute & f, et on a :

vfy = Ea,(2) fo.

Or d’apres [GHJ - 2.6.7 (iii)], pour tout y de A.B, il existe un unique z dans A tel que
yfy = zfp. On obtient donc I'égalité x = Ey, () et x appartient a A;. O
6.6. Action de A sur N.

6.6.1. Comme en 6.2 et [N - 5.6], on peut transformer les produits croisés a gauche en
produits croisés a droite et obtenir ’échelle de carrés commutatifs suivante isomorphe
a celle considérée en 6.5.1 :

A C AxB C AxBxA C AxBxAxB c M
U U U U U
B, C B C Bx A C Bx Ax B Cc N
6.6.2. Nous généralisons maintenant la proposition 5.7 de [N].
Proposition. Soient i, : a — [a® 1, ® 1, ..] Vinclusion de A dans M et Ey

[’espérance conditionnelle de M sur N conservant la trace tr. Posons

fo=dy g, pagy V2

L’application de N x A dans N
v 90 = A2 Ex(ia(g; V2 fugt?)win(a) (x € N,a € A)
définit une action extérieure a droite de A sur N telle que M = A x N.

Démonstration.
Notons z = [b ® z] un élément de B,, avec b € B et abusivement z € A,_;. L’élément
xz vu dans A, C M s’éerit [1, ® b® 2] et [1, ® 1, ® z] commute avec Ay. Observons
I'action de A sur x :
v<a=d 'yEx(ia(gs pa)wia(a))

=dExn(lg; Pa®b@ 1a® 1, ® 2])

= dYEx([g; "paay ® D) ® 2])

= d 'vEx([g; paes(a(l)) ®baap ® 2]) (d’apres 2.3)

= d"VEx([g: P ® (1yaes(a 1)))(b<'a<2)) ® 2])

= d ' yEn(lg; 'pe @ (I 9a(1)) (b9 a(z) @ 2])

=dYEn([95'pa ® baa ® 2))

’B’@
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A, C M
Le carré U U  muni des espérances conditionnelles conservant tr est commuta-
B, C N

tif, on en déduit :
raa=d "vEp,([g;'pa ®baa ®2])

= d 'y[(1 9 Ea, (g5 'pa)) (b <a) ® 2]
=[b<a® z]

En effet d’apres 6.3.3 et 6.4.2, on a :
Ea (9, ' pa) = dv g, Fa,(pagr ') = dy 9 Fa, (pags ') = dy g, Fa,(pa)gs ' = dy!

L’application x — x < a prolonge donc l'action duale [b® z| — [b<a ® z] de A sur
B, = B x A,,_;. Elle définit une action a droite faiblement continue de A sur N. De
plus AxX N = i,(A)N est le facteur M. L’action est extérieure d’apres 2.7.2 et 6.5.2. [

6.7. Conclusion. Tout C*-groupoide quantique connexe de dimension finie agit exté-
rieurement sur le facteur hyperfini de type II;.
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