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Sur les théorémes de Schwarz-Pick et Nevanlinna dans C

par Denise et Eric Amar

Soit D le disque unité dans € et soit HOO(D) 1'algebre des fonctions
. e . . lo o]
analytiques bornées dans D. Si {21 ... Zn} cD etsi f€H (D), ”f.”oo <1,

on pose Wi=f(zi)’ i=1,...n. Onaalors [1] :

THEOREME 1 (Schwarz-Pick). La forme quadratique sur C" définie par

n
Vi=(t, ..t)€eC 1 Tw

Q)= v —24¢ 7
iy 1-zizj 1

est positive
Ce théoréme admet la réciproque :

THEOREME 2. Soient {z, ...z fcD et {w,...w }cD telsqueia

forme quadratique Q= sur ¢”  soit positive. Alors il existe € H(D) telle que

”f”oos1 et f(zi)=wi-, i=1...n.

Depuis Pick [2:] et Nevanlinna B:l ces théoremes ont été démontrés par un
grand nombre d'auteurs [4] [5:[ [6] [7] [8] .
Peut-on généraliser ces théoremes dans la boule unité ou le polydisque de €" ?

On utilise les méthodes définies en [6 __| .



2, Cas de 1a boule.

s . o3 7 i1 . .
Bn designe la boule unité de €. Soient ¢ = {21 .o Zk} c Bn et
fCeH(B.) telle que Hf“ < 1. Pour déterminer 1'analogue de la forme Q  dans
n oo W

ce cas, on considere le mesure de Lebesgue sur an et la représentation 7 associde

[6] i.e. 5
VeeH (®)), n(H)g=P ,f¢g
H

ol P , est la projection orthogonale sur H2(B).
H

Comme dans [6] , on définit Ec le sous-espace engendré par {kz ,i=1. .k}
i .

\

ol k, estle noyau de Cauchy-Szegt associé & z,. Alors E, est invariant par
i

m(f) et si (f) estlarestrictionde w(f) a E_:

”wa(f)H < [l w, = ”f”oo
H /1

o

ol Ic est 1'idéal des fonctions de H™ qui s'annulent sur o, d'ol:

Il < 1.
k
C'est-a-dire, que si h= I h. k_, hEC,
P i

Il - [lr_ ey nlP = o

0< Zh h. <k ,k >- Z h h f(z)< ,k >
ileZi Zj iJ.lJlZi Zj

1-w. w,

0< % h h, — 3

R B 2
ij (1 <Zi’Zj>)
si 1'on pose Wi=f(Zi), i=1....k.

La forme quadratique QW s est définie par :
’

( k _ 1= A Wj
Q ty)= ¥ tif, ————d .
W9 i,j=111 (1-(zi,zj>)2

On obtient donc 1'analogue du théoréme de Schwarz-Pick :



THEOREME 1'. Si f€ HOO(B), ”f”oo < 1, alors la forme quadratique

sitive.
Qw,o est posit

Remarque. On peut remplacer la mesure de Lebesgue sur BBn par n'importe
quelle mesure de probabilité sur B.
Que peut-on dire de la réciproque ?

Elle est fausse a cause du contre exemple suivant.

THEOREME 3. Si D est le disque unité de €, A la mesure de Lebesgue

et H2(A) 1'adhérence dans LZ(A) de A(D). Alors il existe une suite

d'interpolation pour HZ(A) qui n'est pas d'interpolation pour H™ (D).

Ce théoréme admet en effet le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. I existe une suite o < B2 qui est d'interpolation pour

H2(B2) et qui n'est pas d'interpolation pour H°°(B2).

Soit alors o = {Zi R ieN} c B, une telle suite. Il existe une suite

2
(o] . 00 Jnre
W= (wi)i € £ (N) telle que, pour toute suite (fn)r1€N cH (Bz) vérifiant

)= W, <ic< i
fn(zl) w, 1<i<n, on ait

timfl [ = e
nsco

Si o est d'interpolation dans H2(BZ) de constante C, ona ( L6_l Proposition

p. 26), en notant o= {Zi’ 1<i< n} W) _ thi , 1<i Sn},

“”on(fn)” < c? Hw”m

Si de plus “w”oo < E}z, ce que 1'on peut supposer, ”'ngn(fn)” < 1 pourtout nEN.



D'ol, pourtout n, Q (n) est une forme quadratique positive sur c”.
w',o ‘
n

3. Cas du polydisque.

A désigne le polydisque unité de ™. On considere la mesure devLebesg ue

sur le bord distingué T" de A et la représentation ¥ associée, On démontre ,
comme dans le cas de laboule B_, quesi fGHm(An), Hf”w <1,

N 1
si Um{z .‘.z}c: u z. ={(z.
1 k An ° i (21

n .
ve Z, si f(z.)=w,
Q,  définie sur c® par 55 S
o « {C‘:’ & ;\
’ Kk T-W, w, C s 5
Q ()= T t.1T. J
Yo

;e - 1 - _ el n 3
ij=1 (1 zizj)(i z; zj) (1 z, zj)

est une forme quadratique positive.

La réciproque est dans ce cas aussi fausse. Le théoréme 3 admet en effet le
second corollaire suivant :

COROLLAIRE 2, Il existe une suite o c A2 qui est d'interpolation pour

HZ(AZ) et qui n'est pas d'interpolation pour HOO(AZ) dans LZ(TQ)).}

Comme dans le cas de la boule on déduit 1'existence pour tout neEN d'une
forme quadratique Q (n)

n
oy (n) .
fn(zi) =w, % €0, wew , lm Ii

n“ o = . Toutefois, on obtient une réciproque
N
du théoréme de Schwarz-Pick si on considere

positive sur € telle que si f € H™(4,)
w0

toutes les mesures de probabilité
portées respectivement par 3B 0 et Tn, ctf [6] , chap. I, § 4.



4. Démonstretion du théoreme 3 et de ses corollaires.

a) A estlamesure planaire sur D, HZ(A) est la fermeture de A(D)

dans LZ(A). Pour z€D, KZ(C ) est le noyau reproduisant au point z dans
Hz(k). Onnote E_ le vecteur unitaire de H2(A)
K (&) _ 2 |2
E, (L) = RN
e Il -z ¢

)< D est 1'interpolation

Dans EG_J , on montre que la suite (Zn)neN (Zn

I(C) pour HZ(A) si et seulement si 1'opérateur S de QZ(N) défini par la matrice

((EZn , Ezk> )n,k est bicontinu et vérifie : HS” < C ”S'J” . - Une suite

d'interpolation de H (D) est une suite d'interpolation pour HZ(A) [6] .

b) Construction d'une suite d'interpolation de HZ(A) qui n'est pas d'interpo-
o0
lation pour H (m).
Cette suite (0) sera réunion de suites finies Gn de points situés sur un

méme cercle et équiréparties sur ce cercle

{k - 1-278M) ape , 2KT 051«:<29(“)JL

k ~ ,gln)

hY . . 0 ]’.\eme‘ e z .
ou g estune fonction strictement croissante. Gn estlan genération de la

suite ¢ au sens de Garnett L9:] . o0=U Gn n'est pas une suite d'interpolation de
n

H®(D). En effet Z (1- lzkl)= 1 d'ol la suite = (1- !z ]) est divergente.
ZkeGn z. €0

Par construction, chaque génération est un ensemble d'interpolation de HZ()L) pour
une méme constante C. On montre qu'on peut choisir une fonction g pour que o

soit d'interpolation pour HZ()\ ).



Démonstration. Soit S lamatrice (KE_ , E_ 7)., z.€G_, z.€G .
p 4 Z, 1} 1 p J P

1 J
Sp est bicontinue et ”Sp” < C2
-1 2
S < C".
Il
n n
Onnote T = la matrice ((EZi , Ezj>)ij’ zi€L1J Gp, zj€L1J Gp. On démontre par
récurrence que Tn est une matrice inversible. Supposons ”Tn” < Ki ou C2 < Ké
o= <2 .
n n
T est de la forme T G
n+1 ( n )
oo
G Sn+1
n
oli G estlamatrice ({ Ezk., Ezp> , zk€L1J Gj’ z, € Gn+1)' Si zkeGj,
zp€Gn+1 5 5
(1-lz, [%0- 1z %)
ke, ,E |- B
2y Zp |1 -Z Z |2
kp
4 2-8()-eln+1)
< — ~ V72
[1_(1_2 g(J))(1_2 gln+ ]
< 4 280)-gn+1)
<. , B, |? <16 2%80) - 28(0+1)
yA z
k p
> [<e, ,E 7 =< 16.27¢00) - g(n1)
ZkeGj s zpeGn~l~1 k p
d'ou
n .
T n ke, , &, >1? <16278ln+1) (5 p3e())
zk€L1J Gj’zpecnﬂ k p 1
= 82(11).

La fonction g sera choisie telle que :

Z en)< —1——2
n 2C

La norme de Hilbert-Schmidt de la matrice G est inférieure & €(n).



Si A €€2(2g(1) +v2g(2) oot zg(n) + 2g(n+1)) alors A =4 +V ou

L€ 92(2g(1) Fouot zg(n))’ v 682(29(n))

AP = e IP 4 o 1P

HTn+1 AP = ”Tnu vl llc™u + Sn+1VHZ
”Tn+1 AP < (KiHu” + em)llvl)? + (CZHVH + E(rl)”uH)2

< K%+ e(n)12”>\”2
n

de méme
I o0lP = [ - emy ]2l [P,
K
| et 0
La matrice Tn+1 de U Gp vérifie donc

1

”Tn+1“ < K?} + €(n)

-1 1
[ =

1
- g(n)
K2
n

La matrice T de U Gn vérifiera donc
n

”S” < C2 + % gn) < 2C2
n

sl s—f——-‘—-— < 2¢?
5 EE([’I)
C n

d'oll U G_ est une suite d"interpolation pour Ho().
n

¢) Démonstration du corollaire 1.
. . . . 2
Si o= {zi, 1€NJL c D est d'interpolation pour H7(XA) et n'est pas
d'interpolation pour H (D) , on définit

v = {(zi,o), ieN | © B,



& n'est pas d'interpolation pour H°°(}32) car si g(z,w) € HOO(BZ) interpole
we€l”MN) sur &, lafonction f définie par f(z)= g(z,0) interpole w € & (N)
sur o.

o est 1'interpolation pour HZ(BZ). En effet les vecteurs ©(z.,0) unitaires
i’

dans HZ(BZ), homothétiques des noyaux de Cauchy-Szego vérifient

) définissent

z 0)

<e(zi’0) , e(zj’0)> = (Ezi, E j> . D'oliles vecteurs (Ezi) et (e(zi’

la méme matrice.

d) Démonstration du corollaire 2.

o étant comme précédemment, on définit & = {(zi ,Z.), ieN} < Ly

1

La démonstration est 1'analogue de la démonstration du corollaire 1.
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