D-modules sur la variété des drapeaux

Yves Benoist

Introduction

Le but de ce cours est de montrer comment la théorie des D-modules intervient
en théorie des représentations des groupes de Lie réductifs. En fait les liens entre ces
deux théories sont multiples. Celui que nous exposons a été découvert par Beilinson
et Bernstein en 1981. Il s’agit d’une présentation géométrique de la “classification de
Langlands”. Celle-ci décrit des objets, les “modules de Harish-Chandra simples”, qui,
depuis les années cinquante, jouent un role central en théorie des représentations.

Pour éviter trop de notations, nous nous restreindrons a I’étude du groupe Gy =
GL4+(n,R) et au cas de “caractére infinitésimal trivial’. Une bonne référence pour
une présentation plus générale est [Ka] (ainsi que [Mi]).

La premiere partie est un panorama (sans démonstration) des résultats de cette
théorie.

La deuxieme et troisieme partie sont consacrées a la démonstration de deux
points importants : le fait que la “variété des drapeaux” de C™ soit D-affine et la
description des opérateurs différentiels sur la “variété des drapeaux”.

Les trois parties sont indépendantes.
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Les parties avec une * sont plus difficiles.

1. Application des D-modules a la théorie des représentations

A. Modules de Harish-Chandra

Un des problémes centraux de la théorie des représentations est la classification
des représentations unitaires irréductibles (R.U.I.)") d’un groupe de Lie réel connexe
G donné.

La réponse est bien connue lorsque Gy est compact (Cartan 1913, cf. [Wa] 1.7.5)
ou lorsque Gy est nilpotent (Kirillov 1962)(2),

Nous supposerons que Gy = GL,(n,R) « {ge M(n,R)|détg >0} avecn >2
(ou plus généralement un groupe réductif® connexe : dans ce cas la réponse n’est
pas encore connue)(®).

Soit Ky = SO(n,R)® un sous-groupe maximal de Go, go = M(n,R) et & =
s0(n, R) les algebres de Lie de Gg et Ko, g = goQr C >~ M(n,C) et E= Qg C ~
s0(n, C) leur complexifiées, et G = GL(n,C) et K = SO(n, C) les complexifiés de
Gu et I{o

DEFINITION. — Un g-modulel® est dit simple (ou irréductible) s’il est non nul
et 510 et V sont les seuls sous-espaces vectoriels invariants par g.

(DUne représentation unitaire de Gy est la donnée d’un Hibert H et d’une application continue
7 de Gy dans le groupe des transformations unitaires de M telle que, pour tout g, g’ dans Go,
7(gg’) = m(g)7(g’). Elle est dite irréductible si H # 0 et si 0 et H sont les seuls sous-espaces fermés
invariants par Gy.

(2)¢f. M. Rais dans “Analyse harmonique”, Cours du CIMPA (1983) p. 447-710.

(3)Une algébre de Lie est dite réductive si elle est égale & la somme de ses idéaux non nuls
minimaux. Un groupe de Lie est dit réductif si son algebre de Lie est réductive.

"Pour Gy = GL4(n, R) la réponse est récente (Vogan : Invent. Math. 83 (1986) p. 449-504).
Nous ne ’exposerons pas ici.

(®)SO(n,R) = {g € GL4+(n,R) | g - g = Id}.

(6)Un g-module est la donnée d’un espace vectoriel V' et d’une application linéaire p de g dans
End(V) telle que, pour tout A, B dans g, p([A, B]) = [p(A), p(B)].



Il est dit K-fini (ou de Harish-Chandra) si V est une réunion de €-sous-modules
V' de dimension finie qui s’intégrent”) en des représentations de K.

L’intérét de ces objets vient de la proposition :

PROPOSITION (Harish-Chandra 53, ¢f. ([Wa] théoreme 3.4.11)).

L’application H — HKo) = {veH|dim(Ky-v) < 00 }® induit une injection
de Uensemble des (classes d’équivalences® de) R.U. I. de Go dans l’ensemble des
(classes d’équivalences’®) de) g-modules simples K -finis.

Remarque. — La structure de g-module sur H¥°) vient de ce que, pour tout
v € HKo) I'application g — 7(g)v est analytique, on peut donc la dériver.

Une premiere étape est de classer les g-modules simples K -finis. Cela a été fait
par Langlands en 74 (cf. [Wa] th. 5.4.4.) Une description plus géométrique de cette
classification est due a Beilinson-Bernstein en 81. C’est d’elle dont nous allons parler.

Il faudrait ensuite repérer lesquels parmi ces g-modules sont “unitaires” (i.e. de
la forme HKo) avec H R.U.L)... c’est une autre histoire.

B. L’algebre enveloppante

Soit U = U(g) 'algebre enveloppante(!!) de g. Par construction, les notions de
g-modules et de Z{-modules'? se confondent. Soit 3 = 3(g) le centre(® de (g).

LEMME (Schur-Dixmier). — Soit V un g-module simple alors 3 agit sur V de
fagon scalaire(?),

Donc il existe un caractere(’® y de 3 tel que, pour tout z dans 3, p(z) = x(z) -

Id. On P'appelle caractére infinitésimal de V. Soit U, D'algebre quotient : U, «

(M) Cela signifie qu’il existe une représentation r de K dans V' (i.e. un morphisme de groupes de
K dans GL(V’) telle que, pour A dans g et v dans V', p(4) - v = d/di(r(exp(tA) - v)),—¢-
(8)Pour toute partie P d’un espace vectoriel, on note {P) le sous-espace vectoriel engendré par
P,
(®)Deux représentations unitaires (H, 7) et (H’, ') sont dites équivalentes si il existe une isométrie
C de H sur H’ telle que, pour tout g dans Go, Co7(g) = 7'(g) o C.
(19 Deux g-modules (V, p) et (V', p') sont dits équivalents si il existe un isomorphisme F de V sur
V' tel que, pour tout A dans g, Fop(A4)=p'(A)o F.
(1)24(g) est I’algebre associative quotient de I'algébre tensorielle T(g) de I’espace vectoriel g par
I'idéal bilatére engendré par {z@y—y®z —[z,y] | z,y € g}.
(12)Un U-module est la donnée d’un espace vectoriel V' et d’une application linéaire p de U dans
End(V) telle que p(1) = Id et, pour tout u, u’ dans U, p(uu') = p(u)p(u’).
(33 ={z€U |Yu€lU,z -u=u-z}. ;est une algébre commutative que nous décrirons explicite-
ment plus loin.
()Démonstration : Soit € = {F € End V/F commute & g}. Comme V est de dimension
dénombrable, C aussi. En outre, pour tout A dans C — {0}, Ker A et Im A sont g-invariants donc A
est bijectif, donc C est un corps. Les éléments (A — A)~! pour A dans C ne sont pas linéairement
indépendants. Donc C est une extension algébrique de C. Donc € = C. Or p(3) C C.
(15)4.e. un morphisme d’algébres de 3 dans C.



UJU Ker x ou Kerx = {z € 3 | x(2) = O} est le noyau de x. Par construction, V est
un U,-module simple.

Soit xo le caractére infinitésimal du module trivial*® et 2, « -

Nous allons classer les g-modules simples K-finis de caractére infinitésimal xo
c’est & dire les Up-modules simples K-finis [Pour un caractere infinitésimal x quel-
conque, il faudrait introduire les faisceaux d’opérateurs différentiels tordus; nous ne
le ferons pas].

C. Localisation des g-modules

Soit X la variété des drapeaux de C™ :
X = {.’.C:(F,')os,'sn |0= FhCcF C---CF,=C"tel que dim F; :z}

X est une variété algébrique projective (elle est fermée dans un produit de Grasman-
niennes!”), lisse (car G agit transitivement sur X) de dimension n(n —1)/2.

Remarque. — X s’identifie(® & la variété des sous-algebres de Borel (i.e. ré-
solubles maximales) de g par 'application : z +— b, = {A € g | Vi A(F}) C F}}.

DEFINITION. — Soient Y une variété algébrique (quasi-projective) lisse, Dy le
faisceau des opérateurs différentiels (linéaires a coefficients algébriques) sur Y et
Dy = T(Y,Dy). On dit que Y est D-affine si le foncteur I' “sections globales” est
une équivalence de catégories’® de la catégorie M(Dy) des Dy -modules quasi-cohé-
rents'®) dans celle M(Dy) des Dy-modules.*)

M(Dy) —— M(Dy)
M — T(M)ET(Y,M)

Remarques.

1. Un foncteur inverse de I est alors donné par la localisation : M — A(M) o

Dy ®p, M.

(18)tel que V = C et p(g) =0. On a Keryo =3NU - 9.

(IMexercice : montrer que les Grasmanniennes X, = {F C C" |dimF = r} sont des variétés
algébriques projectives. Indication : ce sont des sous-variétés fermées de P(A" C").

(18)exercice : démontrer cette affirmation. Indication : utiliser le théoréme de Lie ([Di] 13.12).
(19)Ceci signifie qu’il existe un foncteur A de M(Dy ) dans M(Dy ) dit “foncteur inverse” tel que
les foncteurs I'o A et A o T sont naturellement isomorphes aux foncteurs identité de 9M(Dy ) et
9M(Dy ) respectivement (cf. H. Bass : “ Algebraic K-theory ” chap.1).

(20); ¢. des faisceaux de Dy-modules (4 gauche) qui sont quasi-cohérents comme Oy-modules ot
O est le faisceau des fonctions réguliéres sur Y.

(2D)Une définition équivalente est : “VM € M(Dy), Vk > 1, HE(Y, M) = 0 et si M # 0,
I'(Y, M) # 0”. L’équivalence de ces deux définitions vient de ce que la catégorie IM(Dy ) a suffisa-
ment d’injectifs et que ceux-ci sont injectifs comme Qy-modules et donc I'-acycliques.




2. SiY est affine, alors Y est D-affine.

Le résultat crucial qui relie notre probleme a la théorie des D-modules est le
théoréme suivant que nous démontrerons aux §2 et 3.

THEOREME (Beilinson-Berntein 81).

1. X est D-affine

2. On a un isomorphisme d’algébres Uy ~ Dx .

D. Classification de Langlands

LEMME (Beilinson-Bernstein). — Soit M un Up-module K -fini et de type fi-
ni?? | alors le Dx-module M L A(M) est holonome régulier.

Remarque. —  Cela résulte® de ce que K a un nombre fini d’orbites dans X.

Lorsque M est simple, M aussi et M est donc associé a un certain systeme
local irréductible sur une sous-variété algébrique lisse irréductible de X (24), La sous-
variété n’est pas quelconque : c’est une K-orbite Q = K - z; la représentation du m;
de Q non plus : elle doit passer en une représentation du quotient L YK, J(Kz)e
du m; ou K, est le stabilisateur(?®) de z dans K et (K;). est la composante connexe
de K,. On peut résumer ces affirmations dans le

THEOREME (Classification de Langlands pour x = xo). — On a une bijection

Couples (Q,7) ou Q=K -z e
est une K-orbite dans X fbizsyes Béquiniancs
" & de) g-modules simples
E =<{ et est une (classe d’équi- — . .

i : K -finis de caractere
valence de) représentation sfinitdsinsal
irréductible du groupe L, XD

donnée par

(QsT) =% I‘()(1L"Q,-r)

ot Ly ., est l'unique Dy -module simple régulier dont le support est Q et dont la
restriction & Q est donné par le systéme local défini par 7.

(22)ie. Amy,...,mp € M tels que M = S_; Uom;. Tout module simple est de type fini.
(23)yoir [Bo] théoreme VII 12.11.

(29) yoir [Bo] théoremes IV 1.1, IV 7 2 1 et VII 10 6.

(K, = {ke K|k -z=2}.



Remarques.

1. L’ensemble E des couples (@, 7) est un ensemble fini.
2. Les théoremes sont vrais pour un groupe réductif connexe G, quelconque.

3. Dans notre situation, ’ensemble des couples (@, 7) peut étre décrit de fagon
tres explicite, grace au lemme suivant.

Soit (ey,...,e,) la base canonique de C". A chaque base (fi,..., f,) de C", on
associe le drapeau z tel que F; = (fi,..., f4). Pour toute bijection s de {1,...,n}
telle que s o s = 1Id, on considére le drapeau z, associé a la base f; W e t+i- €s(d)-

LEMME.

1. Soit K" = O(n,C)®®). Chaque orbite de K' dans X est de la forme Q' dé
K' -z, pour un unique s.

2. Sis a au moins un point fize, Q' est une K-orbite et L,, ~ (Z/2Z)""! ou {
est le nombre de points fizes de s.

Si s n’a pas de point fire, Q' est la réunion de deuzx K -orbites pour lesquelles
P P s

les groupes L, sont triviauz.*")

Exemples.

e pour n = 2, il y a 3 orbites et 4 “représentations” ; elles sont toutes unitaires,
e pour n = 3, il y a 4 orbites et 7 représentations,

e pour n =4, il y a 13 orbites et 32 représentations, etc.

2. Variétés D-affines

A. La variété des drapeaux incomplets
Soient S = {s; < --- < 8,} une partie de {1,...,n —1} et Xs la variété des
drapeaux (incomplets) de type S.
Xs={z=(F)icic, I0CF C---CF,CC" tel que dimF; =s;}.

X est une variété algébrique projective lisse(?®). X; = P1(C™) est Iespace pro-
jectif, X, est la grassmannienne des r-plans et Xy -1} = X est la variété des
drapeaux (complets).

(26)Q(n,C) = {g € GL(n,C) | g - *g = Id} D SO(n,C) = {g € O(n, C) | dét(g) = 1}.
(2T exercice : démontrer ce lemme.
(28)exercice : démontrer cette affirmation.



THEOREME (Beilinson -Bernstein 81). — Pour tout S, Xg est D-affine(®.

Le but de cette partie est de démontrer ce théoréme pour X; par des méthodes
elémentaires, puis pour X et enfin pour tout Xs par des méthodes plus sophistiquées.

B. L’espace projectif est D-affine

Soient X; = PY(C"), D = Dy,, D =T(D) et A : M(D) - M(D) le foncteur

de localisation : pour M dans M(D), A(M) ¥ Dgp MG, Ce foncteur est exact 2
droite®V). 1l suffit de montrer que, pour tout M dans 9(D) et M dans (D), les
morphismes

(1) ®ar: M — I'(A(M)) donné par ®p(m) =1 ® m, pour m dans M, et

(2) Uaq: A(T(M) — M donné par ¥ py(a @ m) = -myy, pour a dans D(U) et
m dans I'(M)(32)

sont des isomorphismes.(®)
lére étape : I est exact. —  Soient Y = C" — {0}, p: Y — X, la projection

naturelle. On note M* le Dy-module M* = p*(M) image inverse de M. On peut
recouvrir X; par des ouverts U de sorte que p~1(U) s’identifie & C* x U, Donc :

LT(U), M) = O™ (V) @, M(U) = Oft, ] § M(U).

L’opérateur d’Euler E = 37, ;8,(%) a une image nulle sur X; donc il n’agit que
sur C[t,t™"] (par E - t* = k - t*). On a, en recollant :

LM = g T MINZ @ (s eT(M) | E-s=k-5)

et

[(X,M)=T(Y, M)
Soit 0 — M’ - M — M"” — 0 une suite exacte dans 9(D). On en déduit une
suite exacte® de Dy-modules

Oy AP s M —— s M 500

(29)j.e. le foncteur T' “section globales” induit une équivalence de la catégorie M(Dy,) des Dy -
modules quasi-cohérents dans celle M(Dy_) des Dy_ = T(D x)-modules ou Dy _ est le faisceau
des opérateurs différentiels sur Xg.

(30 A(M) est le faisceau défini par le préfaiscean : U — D(U) @p M.

(3Dexercice : démontrer cette affirmation en prouvant que la fibre en z est A(M), = D, @p M.
(2)il suffit de définir Wy sur le préfaisceau U — D(U) @p M : c’est ce que lon fait.

(33)® et ¥ sont des “transformations naturelles” au sens des catégories.

(34exercice : démontrer cette affirmation.

(%)on note t le paramétre de C*.

(36)2,,...,z, sont les coordonnées canoniques de C" et §; = d/dz;.

(37exercice : justifier cette affirmation.



Soient V = C", j : Y < V linjection et j, le foncteur image directe®. On en
déduit une suite exacte de Dy-modules

0 — jM* — M — J M s N > 0

ou A a un support inclus dans {0}(®). Comme V est affine, on peut prendre les
sections globales et leur composante de degré 0; on en déduit une suite exacte(%

0 —— I(M") —— (M) —— T(M") —= T(V,N)) ——0
L’exactitude de T résulte alors du

LEMME. — Soit N un Dy-module de support {0} et k > —n, alors T(V,N')Hl =

Démonstration. —  Soit s un élément non nul de I'(V,N)¥ avec k > —n.
Remarquons que, pour tout i, z; - s € I'(V,N)Ft1 Quitte a remplacer s par
"t ...z . 8, avec my,...,m, bien choisis, on peut supposer que, pour tout i,

z;-s=0.0r0=3%",0,-2;,-s=(F+n)-s=(k+n)s. Donc s = 0. Contradiction.

2éme étape : Démontrons (1).

e (est vrai pour M = D.
e (’est vrai pour un module libre*)) car I' et A commutent & la somme directe.
o Soit M € M(D). Il existe une suite exacte

L] -%Lg » M » 0

ou Lo et L; sont des modules libres. Comme I' et A sont exacts a droite, on a un
diagramme commutatif :

Ly — Lo _— M — 0
ll L 3[ 9z, [ @y
I(A(L) —— T(A(Lo)) —— T(AM)) —— 0

ou les suites horizontales sont exactes. Comme ®; et ®; sont des isomorphismes,
®,, aussi.

(33)Pour tout Dy-module £, j.(L) est le Dy-module défini par, pour tout ouvert V' de V,
3 (L)V') = LGTHV)).

(3%)exercice : justifier cette affirmation.

(40)exercice : justifier cette affirmation & I’aide du théoréme de Serre ([Ha) II 5.6)

(41);.e. une somme directe de modules isomorphes a D.



3eéme étape : Si M # 0, alors (M) # 0. —  Soit s une section non nulle(4?)
de T'(Y, M*)¥. On veut trouver s avec k = 0.

Sik>0. Comme E-s=k-s#0 il existe i tel que 9;-s # 0. Or &; - s est dans
I'(Y, M*)=11 : ceci diminue k. ..

Sik < 0. Comme s # 0, il existe 7 tel que z;-s # 0. Or ;-5 est dans I'(Y, M*)k+1] ;
ceci augmente k. ..

4éme étape : Démontrons (2). —  Complétons la fleche A(T'(M) — M en une
suite exacte :

0 » M, » A(T'(M)) » M » My —— 0.

Comme I' est exact, on en déduit une suite exacte

0 —— I'(M;) —— [(A(T(M))) —— T(M) —— (M) —— 0.
Comme la fleche centrale est un isomorphisme, on a I'(M,) = I'(M,) = 0. Donc
Ml = M2 =0

C. Faisceaux inversibles sur la variété des drapeaux

Une bonne connaissance de ces faisceaux sera indispensable pour la démonstra-
tion du théoreme pour X. Soient 2o € X le drapeau associé a la base canonique de
C*, G = GL(n,C),

B = {b=(b;) €G|Vi>j, b; =0}
H = {b=(b;) €G|Vi#j, b;=0}
N~ = {b=(b;) €G|Vi<j, b;=0et Vi by =1}
g, b, b, n” leurs algebres de Lie et p : G — X le morphisme donné par p(g) = ¢ - zo.
Pour k = (k1,..., k) € Z", on note yj le caractére de B (resp. de H) donné par

Xk(b) = TTiz, (b)) et Ly le faisceau inversible® sur X donné par, pour tout ouvert

Ude X,
L(U) = {f € 0c(p7" (1)) | Vb € B, f(gb) = xx(b)" f(9)}.

Remarquons que £; est un faisceau de g-modules®). On note k < 0 pour k, <
o< kpetk<0pourk <---<k,.

(#2)exercice : justifier I'existence d’une telle section.

(43)i.e. un @x-module localement libre de rang un. Exercice : démontrer cette affirmation.
(#%)i.e., pour tout ouvert U de X, L (U) est muni d’une structure de g-module compatiblement
avec les restrictions : pour A dans g, (Laf)(g) = (d/dt)f(exp(—tA) *9j4=0-



LEMME.

L. Ly ®o, L > Liywr €t L ~ L} comme Ox-modules ).

2. Ly ~ Ly comme Ox-modules si et seulement sik — k' € Z - (1,...,1).
3. Tout faisceau inversible sur X est isomorphe a un faisceau L.
4.

Soit V, = I'(X, Li). On a Uégquivalence : Vi, # 0 & k < 0. Dans ce cas, Vj est
un g-module simple “de plus bas poids x; "*®) et le Ox -module Ly est engendré
par ses sections globales.(*?)

5. Ly est ample®® < k < 0.

n. — Démonstration de 4) Remarquons que V; est un g-module de dimension
finie ([Ha] II 5.19). Ecrivons (& I'aide de [Di] 1.6.4.) Vi = @, W, ou les W, sont des
g-modules simples ; comme, pour tout a, on a WY~ £ 0149 il suffit de montrer que
ViN™ est une représentation de H de dimension 1 et de poids xx si k < 0 et que
VN™ = 0 sinon.

L’ouvert Uy = p(N~B) est dense dans X. Donc dim V¥~ < 1. En fait £y (Up)V™ =
C - fi ot fi(nb) = x;'(b) pour n dans N~ et b dans B. La question est de
savoir si f est la restriction d’une fonction réguliére sur G. Il faut pour cela que
k < 0 sinon fi ne se prolonge méme pas continument (par exemple, si n = 2,

1 0 t 1 0 1
Yy = ( wd. § ) ) (0 -1 ) tend vers ( 1 0) lorsque ¢ tend vers 0 et

fe(ue) = t527%1). En outre si £ < 0, il est facile de trouver un tel prolongement
a fi (il suffit de le faire pour k, = (—1,...,-1,0,...,0); f, est alors la restriction
T

du pOlyﬂf)me ar(SO) : ar(g) = dét ((gij)ISi,j<r)'

Ly est engendré par ses sections globales car X = {z € X | v € Vi, v(z) # 0}6Y.

(45)exercice : démontrer cette affirmation. On a noté £&~! %' Homey (L, Ox).

(46)Remarquons que V; est non seulement un g-module mais une représentation de G (don-
née par (g - v)(¢’) = v(g~'¢’) pour tout v dans Vi et g, ¢’ dans G). Soient VP~ B
{veVi|Vn€N~, n-v=rv}. “de plus bas poids x;” signifie que V;¥  est une représentation
de H de poids xj (i.e. pour tout v dans V¥~ et h dans H,on a h-v = yi(h) - v).

(4D0n dit qu'un Ox-module F est engendré par ses sections globales si le morphisme naturel
Ox ®c I'(X, F) — F est surjectif.

(48)Un faisceau inversible £ est dit ample si, pour tout Ox-module cohérent F, il existe m > 0
tel que le Ox-module F ®, L®™ est engendré par ses sections globales. Dans ce cas, on peut
trouver m > 0, tel que, pour i > 0, les espaces de cohomologie H'(X,F ®,, £®™) sont nuls ([Ha]
IIT 5.3). Un tel faisceau existe toujours ([Ha] I1 7.4.3).

(49)exercice : démontrer cette affirmation

(30)exercice : démontrer cette affirmation.

(3Dexercice : démontrer cette affirmation.
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Démonstration de 2).

Remarquer que Hom(Cy, Li/) = T'(X, L,_,)-

Démonstration de 3). —  Cela résulte®? de ce que
(i) Up =~ N~ ~ Cr(n-1)/2 (53)
(ii) Uo=X — (Urzl Z,) ot Z, = {z = p(g) | a(g) = 0} est irréductible,(**
(iii) le faisceau Ly, correspond®® au diviseur Z,.(%¢)

Démonstration de 5). —  Soit £ un faisceau inversible ample : il existe ko tel
que £ ~ Li,. Remarquons que tout Oy-module cohérent F est un quotient d’un
module somme directe de plusieurs copies de £_,; avec m > 0. On a donc les
équivalences : Ly est ample < pour tout ¢ dans Z", il existe m > 0 tel que £, ;
est engendré par ses sections globales < pour tout ¢ dans Z", il existe m > 0 tel
que {+mk <0< k <0.

D. La variété des drapeaux est D-affine
Pour tout Ox-module M et k € Z" on note M(k) M ®o, Lk-

LEMME CRUCIAL. — Soient M € M(Dx) et k <0

a) le morphisme naturel® i, : M — M(k) @c Vi admet une cosection j;®®,

b) le morphisme naturel®® p : M @c Vi — M(k) admet une section g, ).
Remarque. —  1; et p; sont des morphismes de Ox-modules, mais pas jx et gx.

Démonstration du théoréme pour X. —  Le raisonnement du § B prouve qu’il

suffit de montrer que
a) VM € M(Dx), Vi > 0 H (X, M) = 0.
B) VM € M(Dx), M #0=T'(X, M) #0.

(52)¢f. [Ha] 11 6.2 et 1T 6.4.

(33)exercice : démontrer cette affirmation.

(3%)exercice : démontrer cette affirmation.

(55)i.e. L;, ~ faisceau des fonctions rationnelles qui ont au plus un péle simple le long de Z,.
(56)exercice : démontrer cette affirmation.

(57)Remarquons que Didentité Id € End(Vi) = Vi @ V' est une section de L @ V(. ix est
défini par ix(m) = m @ Id);, pour tout m dans M(U).

8je. ji : M(k)®c Vi — M vérifiant ji o ip = Identité.

(59)p, est défini par pr(mM@v)=m® vjy» pour tout m dans M(U) et v dans V.

(69)ie. g : M(k) = M ®c Vi vérifiant py o g = Identité.
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a) 11 suffit®) de montrer que, pour tout sous Ox-module 7 de M le mor-
phisme induit H*(X,F) — H(X, M) est nul. Or pour £ <0, on a un diagramme

S — f(k)gvk*

l

M == MkF)eV

®

C

commutatif. Si k est bien choisi, on a H' (X, F(k)) = 0. On en déduit, grace a a),
que le morphisme H'(X,F) — H'(X, M) est nul.

B) Soit k < 0 tel que I'(X, M(k)) # 0. Le b) prouve alors que I'( X, M@cVk) =
I'(X, M) ®c Vi # 0. Donc I'( X, M) # 0.

E. L’action du Casimir

Le but de ce paragraphe est de démontrer le lemme crucial. Soient
D= Lk ® Dx @ L
Ox Ox
le faisceau des opérateurs différentiels de L et Dy € (X, Di). L'action L de g

sur Ly se prolonge en un morphisme d’algebres de 'algébre enveloppante U U (g)
dans Dy. Soient M un Dig-module et £ € Z™, alors M(¢) est un Dyt e-module?),

Soit E.. € g la matrice dont le seul coefficient non nul est un 1 a l'intersection

1J - . 0 ’ . .
de la iéme ligne et de la jeme colonne. Soit C' € U 'opérateur de Casimir : C' =
Yicijen Bij - Ejiy c'est un élément du centre de U#®. On pose 2p = (n —1,n —

3,...,—n+1) € Z", et, pour k, k' dans Z", on note (k, k') = 31, kik}.
LEMME.
1. Pour tout k dans Z" Ly(C) = ¢, & (k, k) — (k, 2p).

2. Soient ¢ dans Z", M un Dy-module et k < 0. Alors M ® Vi admet une
filtration (N;) par des Ox-modules et des g-modules®) tels que N /N est
isomorphe a M(k;) ot (xx,) est la famille des poids de H dans V) répétés avec
leur multiplicité. L’action du Casimir dans N[ N; est €gale @ ¢,y

3. Soit xp un poids de H dans Vi. Alors
(a) - =co=> k=F,
(b) Cp = Cpt = b= .

(61)exercice : justifier cette affirmation.

(62)La structure de Dyt =Le®ox Dr®oy L _,-module est donnée par (51 @ a® 551) (s3®m) =
51 ® a - 53/85 - m, pour toutes sections s, s3, 53 de L, a de Dy et m de M.

(63)exercice : démontrer cette affirmation.

(64) “g_module” signifie “faisceau de g-modules”. La structure de g-module sur M ® Vj; est donnée
par A-(m®v) = Am® v+ m® Av, pour A dans g, v dans Vi et m section de M.
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Démonstration.

1) On remarque que Li(C) est un scalaire(®® et on calcule ce scalaire en faisant
agir C sur un élément de L£;(Up)"N™.(69)

2) On a les égalités(®”) | pour tout ouvert U de X
Ox(U)@ Vi =
= {f : pY(U) = W, réguliere telle que f(gb) = f(g), Vb e B}
~ {Lp :p 1 (U) = Vi, réguliere telle que o(gb) = b - ¢(g), Vb € B} ;

Soit (Vi) un drapeau de V; formé de B sous-modules et xy, le poids de Vi ;41/ Vi
On pose

Fi= {np :pH(U) — Vi, réguliere telle que ¢(gb) = b1 - ¢(g), Vb € B}

et N; = M ®o, F;. Comme F;,/F; est isomorphe a Ly., Niy1/N; est isomorphe
a M(k;). L’action de g dans M(k;) factorise par Dyyy., donc le Casimir agit par le
scalaire cpy;.

3) Cela résulte®® des deux inégalités

a) (K" —k,2p) > 0 avec égalité seulement si k = &/,

B) (ki k) > (K, k).
a) Comme V, est un g-module simple, x4 _; est un produit de poids de H
dans n ¥ Lie(N)®. Donc k' — k est une somme de termes de la forme e; — e; avec
¢ > j. Donc (k' — k,2p) > 0 avec égalité seulement si k = k'
B) On peut supposer k' < 0, On a alors k 4+ k' < 0 et le raisonnement du
a) prouve que (k' — k, k + k') <0. C’est ce que I'on voulait.

Démonstration du lemme crucial.

a) Il faut trouver un supplémentaire a Im(z;) dans M (k) ®¢c V. Le lemme précé-
dent (2 et 3.a) prouve que Im(z;) est le sous-espace caractéristique de C associé a la
valeur propre ¢g. On prend pour supplémentaire la somme des autres sous-espaces
caractéristiques.

(65)exercice : démontrer cette affirmation. Indication : procéder comme en 3.C.

(%5)exercice : finir ce calcul. Indication : écrire C =23, ; Ejj - Ej; + 3 ,(E% + (n+ 1 — 20)Ey;).
(6")l’identification est donnée par ¢(g) = g~! - f(g), pour tout g dans p~'(U).

(68)exercice : justifier cette affirmation.

(69)exercice : justifier cette affirmation. Indication : remarquer que Vj est engendré comme n-

module par un vecteur de poids ;.

(T0)exercice : justifier cette affirmation. Indication : remplacer k' par k?, i (sz“(l)’ o k’g_,("))

ol ¢ est une permutation de {1,...,n}, en remarquant que si v € V}. est un vecteur de poids x,
alors o - v est un vecteur de poids yj: (on a identifié¢ o a la matrice de permutation : o;; = §; O(J—)).
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b) Il faut trouver un supplémentaire a Ker(py) dans M ®c Vi. Le lemme précé-
dent (2 et 3b) prouve que I'on peut prendre le sous-espace caractéristique de C' pour
la valeur propre c;.

F. La variété des drapeaux de type S est D-affine

Soient x, le drapeau de type S associé & la base canonique de C", et
Pe= {b € G | b; = 0 dés qu'il existe ¢, j, ¢ tels que 7 > 5, > j}

et ps : G — Xg le morphisme donné par ps(g) = g-z,. On pose sp = 0 et 5,41 = n.
Pour k = (ki,...,ky41) € ZP™', on note xx le caractére de Ps (resp. H) donné par
r+1 k,
xe(P) =TT (dét ((b;)spi<ivcss))

q=1

et L le faisceau inversible sur Xs donné par, pour tout ouvert U de X,

Lo(U) = {f € Oc(p5' (V) | Vb € Ps, f(gb) = xx(8) f(9)}.
On note k <0 pour ky <--- < kpyy et k <0 pour ky < -+ < kpyy.
Démonstration du théoréme pour Xs. —  Les lemmes précédents (2C, 2D et

2E) ainsi que la démonstration du théoreme pour X restent valables!™ lorsqu’on
remplace X par Xg et Z" par ZP+!,

Probleme. —  Décrire les variétés algébriques projectives lisses qui sont D-
affines(72),
Remarque. —  Aucune variété algébrique projective lisse Y n’est DPP-affine(™)

(sauf le point).

3. Opérateurs différentiels sur la variété des drapeaux

A. Construction d’opérateurs différentiels

Soient X = {2 = (F)ogicn |0=Fo CF; C--- C F, = C" et dimF; =i} la va-
riété des drapeaux de C”, Dy le faisceau des opérateurs différentiels sur X et Dy =
I'(X, Dx). Le groupe G ¥ GL(n, C) agit naturellement sur X. On peut donc associer

("Dexercice : verifier ces affirmations.

(72)Ce sont probablement les “variétés de drapeaux (incomplets)” des groupes réductifs.

(™)i.¢. le foncteur T “sections globales” n’induit pas une équivalence de la catégorie des Dy-
modules a@ droite quasi-cohérents dans celle des Dy-modules d droite. En effet le faisceau canonique
wy verifie HIMY (Y, wy ) # 0 (dualité de Serre cf. [Ha] IL.7).. . cependant, pour ¥ = X, le foncteur
dérivé RI induit une équivalence entre les catégories dérivées (cf. [Mi]).
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a tout élément A de g ] M(n,C) un champ de vecteurs L4 sur X, donné par, pour

toute fonction f sur X et tout z dans X (™) :

(Laf)(@) = & Flexp(~t4) - 2)yco

On peut prolonger(™) ce morphisme d’algebres de Lie L{™) en un morphisme d’alge-
bres, encore noté L de ’algébre enveloppante U “u (@) dans Dyx. Soient 3 le centre
del, 3+ =3NU-getUp=UJUj4. Le but de cette partie est de démontrer le

THEOREME (Beilinson-Bernstein). — Le morphisme L passe au quotient en
un isomorphisme L : Uy — Dx.()

Soient D} le faisceau des opérateurs différentiels de degré inférieur ou égal a m,
Dy = I'(X,D%), U™ le sous-espace de U engendré par les produits d’au plus m
éléments de g(™ et L la projection de Y™ dans Up. On va montrer que L induit un
1somorphisme UJ* — D} pour tout m, en étudiant les algebres graduées associées :

gr(t) 2 o Uy Up) et ex(Dx) % @ (DF/DF)

Plus précisément, soient 7* X [’espace cotangent a X et

N € {Ae M(n,C)| A" =0}

la variété des matrices nilpotentes, on va construire des isomorphismes d’algebres(™ :

gr(lo) ~ R(N) ~ R(T*X) ~ gr(Dx).

On admettra pour cela les propriétés géométriques suivantes de la variété N qui sont
dues 3 Kostant(®°)

1) Soient w; € R(g) les polynémes définis par w;(A) = tr(A*) et J I'idéal annula-
teur de N'®V alors J = %, R(g)w;.(®?

2) Soit N, = {A € N | A*~! #£ 0}, alors I'application de restriction * : R(N') —
R(N;) est un isomorphisme. (3

("exercice : montrer que, en dépit de son apparence, ce champ de vecteurs est algébrique. Indi-
cation : il suffit de le faire pour A nilpotente.

("5)par la propriété universelle de U, ce prolongement existe et est unique.

("8)pour A, B dans g, on a Lia,p) = [La, L]

("")On a un résultat analogue pour les variétés Xs des drapeaux de type S : le morphisme naturel
U — Dx est surjectif et on peut en décrire le noyau (cf. Borho-Brylinski, Inv. Math. 69 (1983)
p. 437-476 : théoréme 3.8 et théoréme 5.6).

("8)On pose DR =0etUd™ =0 pour m < 0.

(™) Pour toute variété algébrique Y, on note Oy le faisceau des fonctions régulieres sur Y et
R(Y)=T(Y,Oy).

(89 Amer. J. Math. 85 (1963) p. 327-404.

(1] = {f € R(g) | f(N) = 0}.

(82)i] est facile de voir que A € N < Vi =1,...,n w;(A4) = 0. Le résultat difficile est que I'idéal
> i i R(g)w; est premier.

(83)]e point crucial est de montrer que A est normale i.e. que R(A) est intégralement clos.
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B. L’espace cotangent a la variété des drapeaux

Pour z = (F)o<i<n € X, I'application B — (Lg), induit une surjection de g sur
T.X dont le noyau est

b. € {B e g|B(F)C F:Vi}.

Soit n, o {A € g|A(F) C F;_; Vi}. Pour A dans n,, la formule B — tr(AB)
définit une forme linéaire sur (g/b,) ~ T, X. On en déduit une identification

"X ~ {(z,A) |z € X et A€ n,}

Le groupe G agit sur g par I'application adjointe(®!). Cette action laisse stable A/.
Soient p : T*X — N et 7 : T*X — X les morphismes donnés par u((z, A)) = A

et 7((z,A)) = z. Soit (T*X), u“r i~ Y(N;). Les affirmations suivantes sont élé-

mentaires(8%)

3) N est une G-orbite,
4) p induit un isomorphisme p, : (T*X), — N,

5) (T*X), est Zariski dense dans T*X.

LEMME. — p induit un isomorphisme p* : R(N') — R(T*X).

Démonstration. —  Utiliser le diagramme commutatif :

.

4

RN) —— R,

#* l ) * #: J'

J
R(I"X) —— R((T*X),)
ou uy et * sont des isomorphismes et ol j* est injectif d’apres 2) 4) et 5).
C. L’action du centre
LEMME. — L(34+) =0.

Donc L passe au quotient en un morphisme de U, dans Dy.

(®)pour g dans G et A dans g, Ad(g) - A =gAg~?.
(8%)exercice : démontrer ces affirmations.
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Démonstration. —  Montrons tout d’abord que D§ = C.(#) Soit gr(Dx) &«

Bmo(DR /Dy ~"). 1l suffit®”) de prouver que I'(X,gr(Dx))¢ = C. Or gr(Dx) ~
T.(Or.x ). Donc, comme T*X contient une orbite dense®® on a

I'(X,gr(Dx))¢ ~ R(T*X)% ~ C.

Donc D§ = C. Comme L(3) C D%, I'image de 3 est scalaire. Pour déterminer ce
scalaire, on considere I'action de Dx sur R(X) = C : la restriction & L(g) de cette
action est triviale donc L(3,) = 0.

D. Le centre de I’algébre enveloppante

Soit § = S(g) I'algebre symétrique de g; elle s'identifie® & Ialgebre gr(if)

BmsoU™ U™ ). On a gr(3) = SE.(0(O1(2)

L’algeébre S s’identifie(®) aussi a I'algebre R(g) des polynémes sur g. Soient, pour
t=1,...,n,w; €S le polynéme défini par, pour A dans g, w;(4) = tr(A*).

LEMME. —  Les (w;)1<i<n Sont algébriquement indépendants et

SG = C[wl,...,wn].

Démonstration. —  Le groupe S, des permutations de {1,. .., n} agit naturelle-
ment sur I’espace h des matrices diagonales. La restriction induit une injection(®¥
R(9)¢ — R(h)5". Le résultat est alors une conséquence de ce que les polynémes
symétriques sont des polynémes en les polynémes symétriques élémentaires.

E. Gradués associés

Le but de ce paragraphe est de terminer la démonstration du théoreme. La suite

exacte
0 —— DY™' —— DY —— I'(X, Dg/Dy ™)

(%6)pour toute représentation V de G, on note VG & {veVv|VgeGg -v=n1}

(8Mexercice : justifier cette affirmation.

(33)d’apres 3) et 4)

(39)Pidentification est donné par le morphisme d’algébre de S dans gr(i) qui étend l'identité de
g U /U : ’est un isomorphisme d’aprés le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt ([Di] proposition
2.3.6).

(%)pour toute sous-algébre U’ de U, on note gr(U’') la sous-algebre @, 5 o(U' NU™) /(U NU™1)
de gr(U). B
CDpour tout g dans G, Ad g s’étend en un unique automorphisme de I’algébre S (resp. U) encore
noté Ad g. On obtient ainsi une représentation de G dans S (resp. U).

(®)exercice : démontrer cette affirmation. Indication : remarquer que 3 = U% et considérer l'iso-
morphisme d’espaces vectoriels 3 de S dans I défini par, pour Ay,..., A, dans g, B(A;---4p) =
l/pl ZGES, Ao’(l) i Ao(p)'

(93)L’identification est donnée par 'isomorphisme d’algébres de S dans R(g) qui envoie A € g sur
le polynéme B — tr(AB).

(®)car I’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans g.
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prouve que 'on a une injection
gr(Dx) —— T(X,gr(Dx)) = R(T*X).
D’autre part la suite exacte

0 —— U -3, » U » Up » 0

donne une suite exacte

0 —— gr(¥ - 34) — gr(lf) —— gr(lho) —— 0
or n

gr(U -3+) D gr(U) gr(34) = S - 5§ = 3 R(gwi = J
on a donc une surjection, d’apres la propriété 1) : B

R(N) = R(9)]J — gr(lo).
Par construction I'application composée :
R(N) —> gr(th) ————» gr(Dx) —— R(T"X)

est I'application 1*(%) qui est un isomorphisme, d’aprés le lemme du B); donc gr(L)

aussi. Ceci termine la démonstration du théoreme.

Probléeme. —  Décrire les variétés algébriques projectives lisses Y pour lesquelles
le faisceau des opérateurs différentiels est engendré comme @y -module par ses sec-
tions globales.(®7)
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(%5)on note S I'idéal d’augmentation de S : S, = § - g.

(%)exercice : démontrer cette affimation. Indication : Papplication gr(L) : S(g) = gr(d) —
R(T"X) vérifie, pour B € get (z,A) € T* X, (gr(L)(B))(z, A) = tr(AB).

M e. Oy ® Dy se surjecte sur Py . Ce sont probablement les “variétés homogénes”.
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