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Exercice 1. [Convergence vers la loi normale]

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carrés intégrables, de loi symétrique :

E[X2
1 ] <∞, et X1 a même loi que −X1. On pose σ2 = E[X2

1 ] et Sn =
∑n

k=1

Xk√
k
. Montrer que

Sn√
lnn

loi−→ N (0, σ2).

Exercice 2. [Produit de variables aléatoires.]

Soient U1, U2, . . . une suite de variables aléatoires réelles de loi uniforme sur [0; 1]. Soit α un réel, on pose

Yn = (U1U2 . . . Un)
α
n .

1. Étudier la convergence presque sûre de la suite ln(Yn), puis de la suite (Yn).

2. Montrer que la suite (Yne
α)
√
n converge en loi vers une variable aléatoire dont la loi a une densité que

l’on calculera.

Exercice 3. [Transformée de vecteurs gaussiens]

Soit ρ ∈ [−1, 1]. Soit Z = (X,Y ) un vecteur aléatoire gaussien d’espérance 0 et de matrice de covariance

Γ =

(
1 ρ
ρ 1

)
. Déterminer la loi du vecteur

W = (X + Y,X − Y )

et les lois des marginales X + Y et X − Y .

Exercice 4. [Un couple qui n’est pas un vecteur...]

Soient X et Z deux variables aléatoires réelles indépendantes avec X ∼ N (0, 1) et Z de loi définie par
P(Z = 1) = P(Z = −1) = 1

2 . Soit Y = ZX.

1. Quelle est la loi de Y ?

2. Calculer Cov(X,Y ).

3. Le vecteur (X,Y ) est-il un vecteur gaussien ? X et Y sont elles indépendantes ?

Exercice 5. Soit (X,Y ) un vecteur gaussien d’espérance (1, 0) et de matrice de covariance

Σ2 =

(
1 1
1 2

)
.

1. Quelle est la loi de W = 2 + 2X − Y ?

2. Soient Z et T deux variables indépendantes de même loi N (0, 1). Montrer que (X,Y ) a même loi que
(1 + Z,Z + T ).

3. Quelle est la loi de (X − 1)2 + (Y −X + 1)2 ?
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