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Résumé

Soit A un sous-espace vectoriel d'un espace hermitien ou euclidien de dimension n. On
cherche a approcher A par un sous-espace vectoriel B de dimension e défini sur un corps
de nombres. Ce mémoire se base sur un article de Schmidt fondateur dans ce domaine de
recherche.

On étudie ici la proximité de deux espaces A et B en introduisant la notion d’angles
d'inclinaison entre A et B. On cherche alors 3 minimiser ces angles. Schmidt a notamment
résolu le probléme dans le cas ou A ou B est une droite.
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1 INTRODUCTION Mémoire de M2

1 Introduction

Ce mémoire a pour théme ’approximation diophantienne. On étudie ici principalement un article de Schmidt
paru en 1967 [10], qui pose les bases du probléme de lapproximation de sous-espaces vectoriels par des sous-
espaces rationnels. Avant d’aborder cette thématique, on rappelle les enjeux de approximation diophantienne.

1.1 Exposant d’irrationnalité

Traditionnellement, 'approximation diophantienne cherche & approcher les nombres réels par les rationnels.
Pour un nombre réel £ donné, on étudie alors la quantité :

)

-
q

ol p, g sont des entiers.
Comme Q est dense dans R, cette quantité peut-étre rendue aussi petite que ’on veut. Il est alors plus intéressant
d’étudier ce qu’on appelle 'exposant d’irrationnalité de & défini comme :
1
e_pl L
qf — q*

On cite quelques résultats sur cet exposant d’irrationnalité, on peut les retrouver dans [3], partie D.
Les deux théorémes suivants sont élémentaires dans leur démonstration mais donnent des premiéres bornes

sur p(€).
Théoréme 1.1.1 (Dirichlet, 1842). Soit £ € R\ Q, alors u(€) > 2.

(&) = sup {u € R | il existe une infinité de e Q tels que
q

Théoréme 1.1.2 (Liouville, 1844). Soit & € R un nombre réel algébrique de degré d > 2, alors u(€) < d.

Le théoréme suivant précise celui de Liouville. Il est beaucoup plus profond et sa démonstration est loin
d’étre triviale.

Théoréme 1.1.3 (Roth, 1955). Soit £ € R un nombre irrationnel algébrique, alors p(§) = 2.

Ce n’est pas une équivalence, par exemple e est transcendant et on peut montrer que ,u(e) =2.
On a méme mieux : on a (&) = 2 pour presque tout & (au sens de la mesure de Lebesgue).
Il n’est cependant pas évident de calculer (€) pour un nombre transcendant £ donné. Par exemple on conjecture
que p(m) = 2 mais on a seulement montré que pu(m) < 7.103205334137... (dans [I1]).

1.2 Généralisation a des espaces vectoriels

On cherche dans ce mémoire, en suivant l’article de Schmidt, & approcher un sous-espace vectoriel A d’un
espace euclidien ou hermitien par un sous-espace vectoriel B défini sur un corps de nombres K (c’est-a-dire qui
a une base & coordonnées dans K).

On souhaite que 'espace B approchant A ne soit pas "trop compliqué". On associe alors a8 B une notion de
hauteur (voir partie [3]) qui exprime la complexité du sous-espace vectoriel.

On définit la proximité entre deux sous-espaces A et B en introduisant la notion d’angles d’inclinaison entre A
et B (voir partie , A sera proche de B si ces angles sont petits.

Schmidt démontre alors plusieurs résultats d’approximation qui apporte des réponses plus ou moins partielles
au probléme de 'approche du sous-espace A par des sous-espaces B définis sur K (voir partie [5)).

Les travaux de Joseph généralisent la notion d’exposant d’irrationalité (voir partie @ On peut alors reformuler
les résultats de Schmidt en termes d’exposants.

Il est & noter que les résultats de Schmidt résolvent le probléme dans le cas ot min(dim(A), dim(B)) = 1,
c’est-a-dire le cas ou 'on cherche & approcher des droites ou & approcher des sous-espaces par des droites.
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2 Résultats préliminaires et outils

2.1 Reésultats sur les déterminants

Les résultats de cette section proviennent de [0] et [4].
Soit K un corps. On noter P(p,n) ’ensemble des parties a p éléments de [1,n].
Soit I = {i1,..,ip} € P(p,m) et J = {j1,..,Jp} € P(p,n). Soit A = (ar,;) € Mp»(K). On note la matrice
extraite de A correspondant a I et J :

Aiy,gjr 0 Qi g,
Arg = :
aip)jl e aipmjp

Théoréme 2.1.1 (Binet-Cauchy). Soit k,I,m,p des entiers. Soit A € My, ;(K) et B € M, ,,,(K).
Alors pour I € P(p,k) et J € P(p,m), on a :

det((AB);;) = Y det(A;x)det(B,s).
KeP(p,l)

Définition 2.1.2. Soient I et J deux parties de [1,n]. On définit :
oI, J)=#{(i,j) € I x J|i>j}.
En notant I = {1,n}\ I, on pose ¢(I) = (I, ).
Remarque 2.1.3. (I, J) est le nombre de transpositions nécessaires pour ordonner I U J.

Théoréme 2.1.4 (Formule de Laplace). Soit A € M, (K) et I € P(p,n) alors :
det(A) = Z (=) D+ det(Ar y) det(Ar 7).

JeP(p,n)

On note maintenant : A(p) = (det(AI,J))IEP(p,m),JEP(p,n)' On a donc A(;D) S M(m)y(n) (K)

P P

Propriété 2.1.5. Soit k,1,m,p des entiers. Soit A € My, ;(K) et B € M; ,,,(K). Alors :
(AB)(p) — A@ Bl

Preuve. C’est directement P’application de la formule de Binet-Cauchy (théoréme [2.1.1)). ]

2.2 Coordonnées de Grassmann

On se place dorénavant dans le cas olt K est un corps de nombres, c’est-a-dire une extension finie de Q. On
deéfinit dans cette section les coordonnées de Grassmann (ou de Pliicker selon la littérature) d’un sous-espace
de K™. Ces coordonnées seront utiles pour définir la hauteur de cet espace.

A partir de maintenant, si S est un sous-espace vectoriel de K™ de dimension %, on notera librement S* pour
désigner l'espace S et indiquer sa dimension.

Définition 2.2.1. Soit S* un sous-espace de K" de dimension k. Soit Aj,...,A; une base de S. On pose
A= (A1]...|Ax) € M, 1(K) la matrice dont les colonnes sont les A,.

On définit alors les coordonnées de Grassmann de S* par rapport aux A; : ¢’est la matrice A*) € M(n)
k)

1(K)
que Pon identifera & un vecteur de KV avec N = (Z)
Les coordonnées de Grassmann déterminent le sous-espace étudié a multiplication par un scalaire prés.

Propriété 2.2.2. Soit S* et S'* deux sous-espaces de K*. On note X et X' les vecteurs coordonnées de
Grassmann de S et S relatifs a des choix de bases de S et S’. Alors :

S=58«—3Jt#£0,X' =tX

Preuve. On s’inspire ici de [4] et [6].

On écrit X = A®) avec A une matrice dont les colonnes sont les vecteurs d’une base de S. De méme on
écrit X’ = A’'(®). Comme A et A’ représentent deux bases de S, il existe P € GL(K) tel que AP = A’

Et donc pour tous I, J de cardinal k, avec nécessairement J = [1, k], on a A7 ;P = A} ;.

On conclut en écrivant t = det(P).

On note A € M, x(K) comme avant. Soit v = (u1,...,u,) € K" et on note B = (AJu) € M,, x+1(K) la
matrice oll on a ajouté & A la colonne wu.

On a u € S si et seulement si B est de rang k (car ici A est de rang k). Cette derniére condition est équivalente
a 'annulation de tous les mineurs de taille k + 1 de B. On developpe chaque mineur par rapport a la derniére
colonne et on obtient :
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VIe P(k + 17”)7 det(BI,{l ..... k+1} Zdet AI\{’L} {1,..., })
i€l

Comme les det(AI\{ {1 }) sont des coordonnées de X, on arrive donc & :

.....

ueS<VvVIePk+1n), Zdet(AI\{i},{l,...,k})ui =0

el

<~ VIePk+1,n), thetA[\{}{l ,,,,, })u =0
el
el

—ueys.

|
Pour S* sous-espace vectoriel de K", on note S* la droite engendrée par les coordonnées de Grassmann de
S. Cette droite servira a définir la hauteur de ’espace S.
Définition 2.2.3. Soit I € P(k,n). On écrit I = {i; < ... <ir}et I ={i1 <...<in_g}
On définit e; comme la signature de la permutation :

1 ... kB k+1 ... n
(il Zk Zl ink>.
On ordonne P(k,n) avec l'ordre lexicographique sur les parties. Pour i € [1, N], on associe & i la partie
I € P(k,n) correspondante et on note ¢; = £;. On définit alors 'application :
KN — KN
(Ms--onn) — (ennn,....exm)

On remarque que 7 est une involution : 72 = 7.

Théoréme 2.2.4. On a :

T

(SH)* = 7(5%).

On définit Py,_py par Pr_g) = TP KT ou T est la matrice de 7 dans la base canonique de K.
Pour démontrer ce théoréme on utilise le lemme suivant, qui se démontre en partie grace a la formule de
Binet-Cauchy et en remarquant que P, 5y, , = (=1) (I)H(J)P* 7 (voir [6]).
Lemme 2.2.5. Soit P € M, (K) alors :
PO (tP) () = det(P)In avec N = (}).

Preuve.(Théoreme|2.2.4)

e On étudie d’abord le cas ot S est engendré par les k premiers vecteurs de la base canonique de K™. Alors S+
est engendré par les n — k derniers vecteurs de cette base.

On note Ap la matrice formée par ces k premiers vecteurs et By celle formée par les n — k derniers. On a alors
75B()AO =0.

De plus, X = Agk) = (1,0,...,0) et Y = Bénfk) = (0,...,0,1) sont respectivement les coordonnées de
Grassmann de S et S*. On a alors 7(X) = Y et on conclut.

e Dans le cas général on note A la matrice associée & une base de S et P une matrice inversible telle que

PAy=A. Sionnote B='P 'Byona:
tBA = t(tP_lBo)(PAQ) = tBoAQ =0.

Les vecteurs colonnes de B engendrent donc S+ car B est de rang n — k (car By est de rang n — k).
On calcule 7(A®))

TA®) = T(PAy)™
- Tp(k)A(k)
= det(P)T(* )(n K A( ) par le lemme
= det(P)(*PNT1TAW car T? = 1
= det(P)(*P~H)(n=R gir=k)
= det(P)B("=k),

Alors T(A("”')) et B("=%) sont les mémes & multiplication par un scalaire prés et définissent donc le méme espace.
|
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2.3 Théorémes de Minkowski
Un réseau de RY est un sous-groupe discret A de R,

Théoréme 2.3.1 (1¢” théoréme de Minkowski). Soit A un réseau de R? pour d > 0. Soit C un conveze
symétrique de RY.

Si vol(C) > 2%covol(A) alors C N A # {0}.

1 1
Preuve. On pose C’ = 50, on a alors vol(C') = ﬁVOl(C) > covol(A).
Soit P un parallélotope fondamental de A. On a :

C'= ] C'n(A+P).
AEA

Et donc :

vol(C') = ) “vol(C' N (A+ P)) = vol((C" = A)N P).
AEA AEA

Si les ensembles (C' — X) N P étaient deux & deux disjoints, on aurait :
covol(A) = vol(P Z vol(( )N P) = vol(C),
AEA

ce qui est contradictoire. Donc il existe z,y € C' et A\, X' € A tel que :
N#EXety—N=x-\

1
Donc z —y € A\ {0} mais aussi z —y = 5(2x—2y) eC.

|
Corollaire 2.3.2. Soit A = (a;j) € My (R) et ci,...,cn >0 tels que ¢1...cp, > |det(A)].
Il existe alors (x1,...,2,) € Z"\ {(0,...,0)} tel que :
n
Vie [[1,71]], Zaijazj < ¢
j=1
Définition 2.3.3. Soit A un réseau de R? et C' un convexe symétrique de R”.
Les minima successifs de A sont les réels Ay < ... <\, tels que :
Aj =1inf{\ > 0 | AC contient j vecteurs linéairement indépendants de A}
Théoréme 2.3.4 (2"? théoréme de Minkowski). On a :
— covol(A) < A1 ... Apwol(C) < 27 covol(A).
n!
2.4 Déterminants généralisés
On se place ici dans un espace euclidien ou hermitien G™ de dimension 7 muni du produit scalaire (-, -).
Définition 2.4.1. Soit X3, .., X, des vecteurs de G™. On définit le déterminant généralisé des X; par :
D(Xl,..,Xm) = det((Xz,X]>)
Remarque 2.4.2. Si on note M = (X1|...|X,,) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs X; et M* sa

matrice transposée-conjuguée alors :
D(X1, .., Xp) = \/det(M*DM).

Cela nous donne au passage que le déterminant généralisé est bien défini.
Propriété 2.4.3. On a :

(Z) Voe Sm,D(XU(l), ..,Xg(m)) = D(Xl, ..,Xm)

(ii) Pour tout scalaire t, D(X1,..,tXg, .., Xm) = [t|D(X1, .., Xin)

(iii) Pour tout scalaire ¢ et | # k, D(X1, .., Xk, .., Xi + ¢Xpy ooy Xom) = D(X1, ooy, Xioy ooy X1y oy Xim)
(iv) D(X1,.,Xm) =0<= Xy,.., X, linéairement dépendants
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(v) YO € O,, D(0X4,..,0X,,) = D(Xy,.., Xm) ot Uon note O, le groupe orthogonal, c’est-a-dire les auto-
morphimes de G™ qui préservent le produit scalaire.
Preuve. On utilise la remarque pour élaborer notre preuve en posant M = (X1|...|X,).
(i) Si on permute les lignes ou les colonnes d’une matrice, son déterminant ne change qu’au signe preés.

(i1) Le fait de multiplier par ¢ la k-iéme colonne de M multipliera la k-iéme colonne de M*M par t et la k-iéme
ligne de M*M par . On sort le ¢ deux fois du déterminant et on obtient donc bien un facteur |t| = vVt

(iii) Par les résultats classiques sur le déterminant, ajouter & une colonne un multiple d’un autre ne change
pas le déterminant. On conclut grace au point précédent.

(iv) Si Xy, .., X, sont linéairement indépendants alors M est une matrice de passage, donc M*M est inversible
et det(M*M) # 0.
Pour le sens réciproque, on applique juste la formule précédente.

(v) Une transformation orthogonale préserve le produit scalaire, donc le déterminant généralisé par définition.
]

Lemme 2.4.4. Soit X1,..,X,, € G", on note X; = (x;1, .., ). Alors en posant M = (X1]...]1X,,) et N = (;ﬂb)
on a:

D*(Xy, ., Xp) = > |det(Myy)]* ou1={1,...,m}.
JeP(m,n)

Preuve. On a M = (X1]|...|X,,) et alors D?(X1, .., X,,) = det(M*M).
Par la formule de Binet-Cauchy (théoréme [2.1.1)) on a :

det(M*M) =det(M*M)yy = > det(M] ;) -det(Myy) = > det(Myy)- det(M,y),

JeP(m,n) JeP(m,n)
ce qui nous permet de conclure.
|
Remarque 2.4.5. On a donc D(X7, .., X,,,) = || M ™|y avec M(™ les coordonnées de Grassmann associées &
X17 e 7Xm-
Lemme 2.4.6 (Inégalité de Hadamard généralisée). Pour tous X1, ..., Xm, Y1, ..., Yy vecteurs de G™, on a :

D(Xy,...,.Xm,Y1,..., V) < D(X1,...,Xm)D(Y1, .., Vi),
avec égalité si, et seulement si :

D(X1, ., Xpn) =0
ou D(Y1,.,Y,) =0
ou les espaces Vect(X1, .., Xpm) et Vect(Yr,..,Yy) sont orthogonauz

Preuve. Si une des deux familles (X;) ou (Y;) est liée, les deux cotés de I'inégalité sont nuls par le (iv) de la
propriété 2.4.3]
On suppose donc maitenant que les deux familles sont libres. Soit 7 la projection orthogonale sur Vect(X7, ..., X,,)*.
D’aprés le (iii) de la propriété on a :
D(X1,., X, Y1,.,Ys) = D(X1, .., X, 71(Y1), .., m(Y%)).
La matrice des produits scalaires associée au déterminant généralisé de droite est donc de la forme :
(5 ai)
0 MTK'(Y) ’
avec Mx la matrice des produits scalaires des (X;). On calcule le déterminant par blocs et on a donc :
D(X1, ., X, Y1,.,Y) = D(X1, .., Xpn)D(w (Y1), .., m(Y%)).
D’aprés la formule de la remarque [2.4.5] :

D(n(Y1), ... m(Y2)) = [(PA) P2,
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avec A = (Y1|...|Y:) et P la matrice de la projection 7. Or (PA)*) = p() A(K),
On remarque par ailleurs que P*) est une projection orthogonale :

et
t (P(k)> _ (tP)(k) '
On en déduit alors :

I(PA) o < |AW]2,

avec égalité si et seulement si (PA)*) = A% ce qui est équivalent & PA = A.
On a donc bien :

D(TF(YVI)’ "77T(Yk)) < D(Ofl)a ) (Yk))a

avec égalité si et seulement si 7(Y;) =Y et donc le lemme.

Lemme 2.4.7. On a :
D(X+Y,Xs,.,X,) < DX, Xs,...Xm)+ DY, Xo, .., Xpm),
avec égalité si, et seulement si, la famille (XY, Xa, .., X,,) est liée.

Preuve. On suppose que la famille Xo, ..., X,, est libre, le résultat étant trivial sinon.
On note Mxyy = (X +Y|Xo|...| X)), Mx = (X|Xz|...| X)) et My = (Y| Xsa|...|Xm).
Par la linéarité du déterminant par rapport a la premiére colonne on a :

M, = M+ 2
D’aprés la remarque [2.4.5] :

D(X +Y,Xs, ., Xp) = [ MU |12

<M g+ 1228 1
=D(X, X2, .., Xpn) + D(Y, X, .., Xpp,).

Pour le cas d’égalité, on remarque que si D(X, Xo,.., X;;,) ou D(Y, X3, .., X,;,) est nul, cela implique ’égalité
car alors X € Vect(Xs,...,X;n) ouY € Vect(Xs,...,X;) et on utilise la propriété (ii).

Sinon on a égalité si et seulement si les vecteurs M )((m) et M}(,m) sont proportionnels. D’aprés le théoréme [2.2.2
cela donne Vect(X, Xo, ..., X;,) = Vect(Y, Xo,..., X,;,) et donc :

ily a égalite < (X,Y, Xo,...,X,,) est lice.
|

Définition 2.4.8. Soit I' un réseau de rang m. Soit X1, .., X,,, une base de ce réseau. On définit le determinant
du réseau I' par :

d(T') = D(Xy, .., X;m) = covol(T).

d(T)
d(A)

L’indice d’un sous-réseau I" de A est défini par la quantité
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3 Hauteurs

3.1 Premiére définition
Schmidt introduit la notion de hauteur d’un sous-espace dans le premier paragraphe de son article.

Définition 3.1.1. On appelle une fonction distance une fonction F' : R® — R continue vérifiant :
o F(z)=0<=2z=(0,...,0)
o Vit eR, F(tz) = |t|F(x)

Exemple 3.1.2. On utilisera par la suite les fontions distance suivantes :

o Folw) = miax(fzi]

o F(z) =

o Fy(z) =) |z
i=1

Propriété 3.1.3. Soit Fy, Fy deux fonctions distance. Alors il existe c¢(Fy, Fy) > 0 tel que :
Fy < c(Fy, Fo)Fs.
Preuve. [2](IV,2.) |
Exemple 3.1.4. On a
Fs < Fg < Fy < \/nFg < nFs.

On se place dans le cas ou K est un corps de nombres de degré p. On désigne par Ok son anneau d’entiers.
Enfin on note 1, .., 7, les plongements de K dans C. Pour ¢ € Ket i € [1,p], on pose £ = ¢;(¢) et v;(€) = €D,
Pour X = (£1,..,&,) € K™ et i € [1,p], on définit X ) = ( gi),..,@(f)).

On peut alors donner une premiére définition de hauteur dans le cas d’une droite :

Définition 3.1.5. Soit L une droite de K" et X = (&1,..,&,) € L\ {0}. On note «(X) 'idéal fractionnaire

engendré par les ¢ c’est-a-dire a(X) = {Zalfi | a; € (’)K}. Soit F' une fonction distance, on définit la
i=1
hauteur de L par rapport a F' :

P

(1) = sy L€, v,

j=1
Remarque 3.1.6. On rappelle que la norme N (I) d’un idéal fractionnaire I est 'idéal principal de Q engendré

2
par {N(z) |z €I} ou N(x) = H oj(z) dans notre cas des corps de nombres. On identifie ici N(I) et I'unique
j=1

rationnel positif m; tel que N(I) = m;Q.
SiIC Og,ona N(x)€Zpour z €I et donc N(I) € N.
Par les propriétés des fonctions distance, on a Hr(L) indépendante du choix de X.

Une fois que le cas de la dimension 1 est traité, on peut généraliser la définition & tous les sous-espaces de
K" grace aux outils préliminaires.

Définition 3.1.7. Soit S? un sous-espace vectoriel de K. On note Y = (11, ...,1x) ses coordonnées de Grass-
mann (définition [2.2.1)) avec N = (7). Soit F une fonction distance 7-invariante sur GV (avec 7 'application
du théoréme [2.2.4)).
On définit alors la hauteur de I’espace S par rapport a F par :
e Sid=0oud=n, Hrp(S) =1.

e Sinon Hp(S) = Hp(S™).

Remarque 3.1.8. On a Hp(S) = Hp(St) par le théoréme [2.2.4
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3.2 Une notion différente de hauteur

Propriété 3.2.1. Soit S un sous-espace de K de dimension d et Xy, .., X4 une base de S°.
Soit Y = (n1,...,nn) les coordonnées de Grassmann de S associés a (X;), on a alors pour tout j € [1,p] :

Fr(vi(m),...,vj(ny)) = DX, X))

Preuve.

N
Fp(vi(m),...,vi(nn))? = Zvj(m)Q

N
=> ")
i=1

= DQ(ij), ..,Xéj)) par le lemme [2:44] .

1 u ; :
Remarque 3.2.2. On a Hp,_(S%) = Na() H D(X{J), e ,Xc(l])) avec les notations des définitons [3.1.5|et
o
i=1
BI7

On écrit p = r1 4+ 2r9 avec 1 le nombre de plongements réels et 7o le nombre de paires de plongements
complexes non réels de K dans C (si o est un plongement complexe non réel, & en est un aussi). Cela nous
améne aux définitions suivantes :

Définition 3.2.3. On pose A = 2772|§|2 avec § = disc(K)(= det((o;(z;))?) avec (x;)1<i<p une base de Ok sur
7).

€@ sil<i<mr
Définition 3.2.4. On pose pour § € K : ¢l = Re(f(i)) siri<i<ri+mr

Im(ﬁ(i)) sirg +ry <i<p.

Définition 3.2.5. Soit X = (&1,...,&,) € K™. On définit le vecteur suivant :

p(X) = (gﬁ”,..., P el l{’]) eR™
ainsi que, pour X C K" :
OK(E) = EQOH% .

Soit S¢ un sous-espace vectoriel de K" de dimension d. On peut alors voir cet espace S¢ comme un Q—espace
vectoriel de dimension dp (car [K : Q] = p). Comme Og(S¢) est un sous Z—module de O de dimension d, on
a alors que Ok(S%) est un réseau de K™ de rang dp. Et, a fortiori, p(Og(S9)) est un réseau de RP" de rang dp
(en effet p est Q-linéaire) que 'on note A(S).

On définit alors une nouvelle notion de hauteur pour S¢.

sid#0

s d = avec d(A(S)) le déterminant du réseau A(S).

—d
Définition 3.2.6. H'(S9) :{ f d(A(S))

Propriété 3.2.7. On o H'(K") =1 = H(K").

Preuve.
e Sin=1alors A(K) = p(Og) = {(M,... ¢l | € € Ok}
Soit @1, ..., 2, une base intégrale de K sur Q (c’est-a-dire une base de Ok sur Z). Alors 6 = det((0;(x;))?).

On travaille sur ce déterminant, en faisant des opérations sur les lignes, on fait apparaitre les parties réelles et
imaginaires des différents coefficients :

2
Al
6 = 2

e

=2"2D(p(x1), ..., plap))?
=22"2d(p(Ok))? car (p(x1),...,p(z,)) est une base de p(Ok).
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On a alors A = d(A(K)) ce qui conclut le cas n = 1.

e Sin > 1, on trouve une base de A(K™) en reprenant la base intégrale de n =1 : les p(0,...,z;,...,0) forment
une base de A(K™). En arrangeant ces vecteurs dans un bon ordre on forme la matrice M € M,,,(K) diagonale
par blocs et donc les blocs diagonaux sont :

A0l
: | de déterminant 2772/|d| d’aprés le cas n = 1.
e 217!
p p

On a alors d(A(K™)) = det(M) = 27""2|§|2 = A™ ce qui conclut le cas général.
|
On souhaite maintenant montrer que les hauteurs H et H’ coincident sur tout espace S?. Pour cela on
introduit les notations et les lemmes suivants :

Définition 3.2.8. Soit S? C K" de dimension d €]J1,n[. Soit Xi,...,Xq € Og(S?) d vecteurs indépendants
sur K.

On définit I’ensemble OK(Xl, c.. ,Xd) = {a1X1 + ...+ Xgaq | a; € O]K} C O]K(S)

et le sous-réseau de A(S) : A(X1,...,Xq) = p(Or(X1,...,X4q))-

Remarque 3.2.9. Le réseau A(Xq,..., X ) est de rang dp sur Z.

Dans la suite on fixe X1, ..., Xq € Og(S?) linéairement indépendants sur K avec d # 0,n.
On note Xy = (&1, .., &m)-

Lemme 3.2.10. On a :

p
dA(X1,...,Xq) = A [[ D(xi?, ... xP).
j=1

Preuve. Soit (51, ..., 3,) une base intégrale de K sur Q.
On pose Z;, = p(8;Xk). Les (Z;1) forment une base de A(Xy,...,Xy) sur Z pour j € [1,p] et k € [1,d].
On a:

Ziw = ((B5&) M, . (Bi&)P), o (Bi€en)M, - (Bi&kn)PD).

On introduit :

Zr = ((Bi&e) Vs, (Bi&) P (Bikn) D, (Bi&kn) ).

En faisant les mémes manipulations sur le déterminant que dans la preuve de la propriété [3.2.7Jon a :

dA(Xq,.... X)) =D(Zu1,....2pn,..., Z1ds- -, Zpd)

=272 D(Z8), D L ).
On pose maintenant la matrice M (Z*) = (Z34]...|Z5|...1Z7,] .. .|Z;,) dont les colonnes sont les vecteurs Z7; .
Donc, en posant d* = D*(Z{y,.., Z};), on a :
* * 2 N
d* = Z |det(M(Z*)1)|* d’apres le lemme [2.4.4

JeP(pd,nd)

On va étudier chacun de ces déterminants grace a la formule de Laplace (théoréme[2.1.4)). Onpose A = M(Z*) 1 :

det(A) = Z (—=1)!D+E) det(Ag 1) det(Ag 1) avec I = {1,...,p}.
KeP(p,pd)

On regarde maintenant Ag r pour K = {k1,...,kp} € P(p, pd) fixé. C’est une matrice extraite des p premiéres
colonnes de M (Z*). On écrit plus précisement :

A :< i§1,u (%-)) ol on note k; = ug, .
k1= (Bi€1,u,) relpliefLg O 0ROt Uk, D + VU,

10
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On peut calculer son déterminant :

p
Z H ﬂo’( 51 U, vk;)

€Sy i=1

p p
(H@Lumw) S o) [T
i=1 i=1

oeS,

det(AKJ)

On en conclut que si les vy, ne couvrent pas [1,p] alors ce déterminant est nul.

Sinon det(Ak,j) = det((ﬂ]@)) - Z avec Z indépendant des f;.

En rappellant que det((ﬁj(-i))) = /|| et en appliquant le méme procédé (d — 1 fois) pour det(Ag j) on trouve
que :

det(M(Z*) 1) = 6|2 - = avec = indépendant des Bj.

Et donc d* = |6|? - Z avec = indépendant des ;.

On considére maintenant les ﬁi(j ) comme des variables. On note d** le déterminant d* obtenu en substituant le
symbole de Kronecker ¢; ; & ﬁi(j). D’aprés ce qui précéde on a d* = |5|4d**.

On écrit comme avant M (Z**) la matrice correspondante. Quite & permuter les lignes et les colonnes, on se
rameéne au cas oil :

Xl(j)
M(z*) = diag(Y®,....Y®) avee YO = (6 )repr,ap iepng =
()
de
p . .
Done d** = det(M (Z**)*M(Z**)) = [[ D(x{, ... X))
j:
Il ne reste plus qu’a recoller les égalités
A(N(X1, ., Xa) =272 D(ZYy, ..., 20y D Z0g)
=2 ]
= 27213]%/]d~]
P
=Al[ .  x§).
j=1
|
Lemme 3.2.11. Soit n1,...,nn les coordonnées de Grassmann associées a X1, ..., X .

Lindice de A(X1,...,Xq) dans A(S) est N(a) avec a l'idéal engendré par les ny,...,nn.

Preuve. L’indice de A(X7, ..., X4) dans A(S) est celui de p(Ok(X1,...,Xq)) dans p(Ox(S)) qui est le méme
que celui de Ok (X7, ..., X4)) dans Og(S).

Soit Y = a1 Xy + ... + agXy € Ok(S) avec ay, ..., aq € Ok.

En regardant les mineurs de taille d de (X1 | ... | X;-1 | Y | Xiq1 | ... | Xq), on trouve a;n; € Ok pour tous ¢
et j.

Soit p € Ok un multiple commun a tous les 7;, on pose 8; = pa; € Ok. Il nous reste alors & montrer que le
nombre d’éléments (31, ..., B4) € O modulo (pOx)? satisfaisant 81 X1 + ... B4 X4 € pOx(S) est N(a). Cela
revient & compter les solutions de :

d
ZﬁiXi =0 mod (p).
i=1

On décompose pour cela les idéaux « et (p) en produit d’idéaux premiers dans Ok :
a =P .. P et (p) =PI Pl avec e; < fj.

On se raméne alors a 1’étude sur ces idéaux premiers. On cherche les solutions de :

d
261X1 =0 mod ’Pij,

11
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et 'on veut montrer que le nombre de ces solutions est N(P)% pour j € [1,s]. On pourra alors conclure grace
a la multiplicativité de la norme et au théoréme chinois.

On se place alors & j fixé, on note P; = P,e; = e et f; = f. En écrivant Ry = (&1t ..., &at) et B ="(B1,..., Ba),
la congruence étudiée devient :

Vke[l,n], BRy =0 mod P7.

On note vp est la valuation P—adique. Comme vp(a) = e, il existe un j tel que n; € P¢\ Pl Quite a
réarranger les X;, on peut supposer que le déterminant des d premiers vecteurs R1,..., Rq est cet 7;.

Les vecteurs X1, ..., Xy sont linéairement indépendants donc les d premiers vecteurs Ry, ..., Rq forment une
base de K%. On peut écrire alors :

Ry =c1Ry+ ...+ cqRq pour k € [d+ 1,n],

ol cq,...,cq € K dépendent de k.

Si on regarde le déterminant de (Ry | ... | Rj—1 | Rk | Rj+1 | ... | Ra), on trouve que celui-ci est dans P¢ donc
vp(c;) > 0 pour tout i € [1,d].

On peut alors se restreindre aux seuls d premiers vecteurs et notre systéme devient :

Vk€[l,d], BR, =0 mod Pf.

On montre grace au lemme suivant (cas g1 = ... = gq = f) que le cardinal de 'ensemble des solutions est bien
N(P)e.
|

Lemme 3.2.12. Soite, f,g1,...,94 € Z tels que 0 < e < g < f pour tout k € [1,d].
Soit Ry = (14, -+, &ar) € O tels que det(Ry | ... | Ry) € P\ PT! avec P idéal premier. Alors le nombre de
solutions (B, ..., B4) € OL modulo P! du systeme :

Wk e [l,d],BRy =0 mod P
est N(P)#+e—g1——9a,

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur e et est détaillée dans article de Schmidt ([I0], lemme 6).

On arrive enfin au théoréme important de cette section :

Théoréme 3.2.13. Soit S un sous-espace de K™, alors pour H = Hp,, :
H'(S%) = H(SY) .
Preuve. Les cas d = 0 et d = n sont déja traités.

On suppose 0 < d < n. Le lemme [3.2.11| nous donne :

1

d(A(S)) = o)

d(AMX1,...,X4a)).
On applique maintenant le lemme [3.2.10] :

d(A(S)) = N}a) A [ D, . xP)
j=1

= A%Hp, (S%) d’aprés la remarque [3.2.2

3.3 Existence de certains sous-espaces

Sauf mention contraire, || - || désigne la norme euclidienne.

Lemme 3.3.1. Soit 8 € K. On rappelle que p(&1,...,&,) = (dﬂ,.., gp}’”’ m ,[f)]>

Alors il existe co > 0 qui dépend seulement de B, n et K tel que :

VX e K" [[p(BX)] < c2llp(X)]l.

12
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Preuve. On écrit X = (&,...,&,).
Alors |[p(X)|* = Z |§£1]|2 et done :

.3

67 = Re(ef?)? + Tm(&l")? < Jlo(X)]

D’un autre coté :

(B2 < 1(8€,) D)2
<[BDPR - 1€V,

En posant ¢; =  /npsup(|3¥]) on a :
i

lp(BX)|I* < el p(X)]1%.
|

Théoréme 3.3.2. Soit S% un sous-espace de K de dimension d. Alors il existe ¢; > 0 ne dépendant que de n
et K.

a) Soit 0 <d<e<mn. Alors S est contenu dans un sous-espace S¢ de dimension e tel que :
D q

n

H(S¢) < ¢ H(S)n=1,

(b) Soit 0 < f < d <n. Alors S contient un sous-espace S de dimension f tel que :

H(ST) < ey H(S)%.

Preuve. o Cas (a). Il suffit de traiter le cas e = d + 1, le reste suivant par récurrrence.

A(S) est un réseau de R™ de rang pd. Par définition de la hauteur, d(A(S)) = AYH(S?).

Soit EP("=9) = Vect(A(S))* l'orthogonal de A(S), on note 7 la projection orthogonale de R" sur EP("~9) et
A =7 (A(K™)). Alors A’ est un réseau de déterminant :

d(A(K"))

W)= G

— AndH(§9)1,

L
En effet, on peut écrire A(K™) = 7(A(K™))EP (A(K™) N Vect(A(S))) et done, d’apres le lemme|2.4.6] d(A(K™)) =
d(m(A(K™)))d(A(K™) N Vect(A(S))) et on a A(K™) N Vect(A(S)) = A(S).
Pour m entier, on note V(m) le volume de la boule unité de R™. Le volume de la boule de centre 0 et de rayon
p dans RP("=9 est donc V (p(n — d))pP"=4).
On choisit p suffisamment grand pour que V(p(n — d))pP"~4) > 2p(n=d) An=d [1(§4)=1 " alors par le théoréme
de Minkowski (théoréme , il existe 0 # ¢’ € A’ N B(0, p).
On a donc :

lg'|| < esH(S) 7=,
avec ¢z ne dépendant que de n, d, e, K.

On écrit ¢’ = 7(g) avec g € A(K™) \ Vect(A(S)). Et donc g = p(X) avec X € O\ S.
On a donc ce qu’il faut pour construire notre espace S¢ = S%+1 :

Sl = § @ Vect(X)

5911 est bien un espace de dimension d + 1, montrons qu’il convient :
Soit (B;) une base intégrale de K sur Q. On pose G; = p(3;X). Le réseau A(S9+1) contient alors le réseau A*
engendré par A(S?) et les G;. On va montrer que :

n—d—1

d(A*) < cqaH(ST) 77,

et on pourra conclure car H(S%1) = AFL4(A(S9TY)) < cd(A¥).
On sait que g — g’ € Vect(A(S%)). On a p(S?) dense dans Vect(p(S?)) (car p(S?) est un Q-espace vectoriel).
Donc en particulier p(S¢) dense dans Vect(A(S?)), il existe alors X* € S tel que

[p(X*) — (g — ¢)|| < caH(SY) T

13
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On a alors :

[p(X = XF) || = llg = p(X7)||
< p(X7) = (g =) +1lg'l
< 23 H (S 7.

On pose Xg = X — X*, et par le lemme|3.3.1jon a :
1085 Xo)| < es H (5% 7.
Or p(B;X0) = G; — p(B;X*) et p(B;X") € A(S9). Donc si G} = m(Gy)
1G) | = 17(G)I| < esH (%) 7.
On utilise ces projections pour calculer d(A*); soit Hy, ..., Hpyq une base de A(S9) alors :

d(A*)

D(Hy,...,Hpa, G, ..., G}) par les propriétés du déterminant généralisé
D(Hy, ..., Hpa) |G| - - - [|Gyl

< AYH(SY)es H(SY) T

n—d—1

:C4H(Sd) n—d

IN

e Cas (b). On raisonne ici par dualité en posant 7"~ 94 = (S§4)+.
Par le cas (a) il existe 7"~ 7 tel que :

H(T" ) < ey H(T™ )4 = c; H(S%) 4.

On pose alors S/ = (T~ /)L,

3.4 Nombre de sous-espaces de hauteur < H

Lemme 3.4.1. Pour S sous-espace de K" on a H(S) > 1.
De plus il y a exactement (Z) espaces S¢ de dimension d dans K" tels que H(S?) =1 (ce sont ceux engendrés

par d vecteurs de la base canonique).

Preuve. Soit (X1,...,X4) une base de S. On note (1;) les coordonnées de Grassmann associées a S, N = (1)
et AV) = (Xl(j | ... ] Xy)). Avec o = (X) comme dans la définition ona:
N ) )
20ay _ 2y (i J
H(S)_N(Q)QHD(XI s X

Or « est engendré par les n done N(a) < N(ng) (si nx # 0) et on a alors H(S) > 1.
On a de plus H(S) =1 si et seulement si tous les 7 sont nuls sauf un.
Pour un tel N—uplet (n1,...,nn), on note n; la coordonnée non nulle. On peut la supposer égale a 1 d’apres la
propriété 2.2.2] En associant & ¢ 'unique I € P(d,n) lui correspondant par 1’ordre lexicographique, on obtient
que S = Vect(e; | j € I).

|

14
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Définition 3.4.2. On note N(n,d,K, H) ou N(d, H) si il n’y a pas d’ambiguité, le nombre de sous-espaces de
K™ de dimension d et de hauteur inférieure ou égale & H.

Théoréme 3.4.3. Soit H > 1. Il existe des constantes cg et ¢y strictement positives, ne dépendant que de n,d
et K telles que :

ceH" < N(d,H) < c;H".
Ce théoréme se base sur un théoréme fort de Schanuel [9] :

Théoréme 3.4.4 (Schanuel). Soit K un corps de nombres de degré p sur Q. Alors le nombre de points de
P"~YK) de hauteur au plus B est :

Km

Cr(m)
Sim =2 etp=1 alors le terme d’erreur est remplacé par O(Blog(B)) et ky = 2.

B™ + O(Bm_%) avec K, ne dépendant que de K et m.

Preuve. On ne fera pas ici la démonstration de ce théoréme, voir [9] pour les détails.

On démontre cependant cette formule pour le cas particulier m =2 et p =1 (c’est a dire K = Q). Cette preuve
fait appel a des outils d’arithmétique élémentaires.

On considére la hauteur suivante sur P"(Q) :

Pour z € P*(Q), on écrit x = [xg : ... : z,] avec les x; entiers et pged(z;) = 1, alors H(z) = 1%1;58( ;.
On se place donc dans P}(Q) et on cherche a évaluer :
N(B) = #{(z,y) € Z*\ (0,0) | |z| < B, |y| < B, pged(z,y) = 1}
On pose :

M(B) = #{(x,y) € Z*\ (0,0) | |z[ < B, |y| < B}
=2|B]+1)?2*-1
=4B* + O(B).
Alors on remarque que :
{(z,y) €Z*\(0,0) | [«| < B,jyl < B} = || {(x,9) € Z*\(0,0) | |2 < B, |y| < B, pged(,y) = d}
1<d<|B|
Ce qui nous permet d’écrire :
B
M(B) = =).
B- > ~(3)
1<d<|B|

Or on a clairement N(B) = 0 pour B €]0,1[ et d — 1 est complétement multiplicative d’inverse p (pour la
convolution de Dirichlet) ou u est la fonction de Mobius. Par la formule d’inversion de Mobius généralisée
(théoréme 2.23 de [1]) :

Nm = ¥ (4

1<d<|B]

o[-0 (2)

1<d<|B]

_ U I

1<d<|B] 1<d<|B|

On étudie ces deux termes :

15



3 HAUTEURS Mémoire de M2

et :

On recolle alors nos deux termes :
4B?

N(B)Z@

+ O(B) + O(Blog(B)).

N(B)

Le nombre d’éléments de P!(Q) de hauteur inférieure & B est —5 (car on a compté deux fois les termes
[:y] =[—z:—y]), ce qui conclut le cas m =2 et p = 1.
|

Le théoréme de Schanuel nous donne le cas d = 1 (et donc le cas d = n — 1 par dualité) du théoréme
On prouve le reste du théoréme par récurrence sur d : montante pour la majoration et descendante pour la
minoration.

16
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4 Angles d’inclinaison entre deux espaces

4.1 Produits scalaires successifs

Dans cette partie U™ désigne un espace hermitien de dimension n. Cependant les résultats s’appliquent aussi
au cas euclidien.

Définition 4.1.1. Soit X et Y vecteurs non nuls de U™. On définit alors :

XY
MEY) = 15T

Remarque 4.1.2. On a A(X,Y) <1 par Cauchy-Schwarz.

Théoréme 4.1.3. Soit A% et B¢ des sous-espaces de U™. On note f = min(d,e)
11 existe alors X1, .., X4 base orthonormale de A%, Y1,..,Y, base orthonormale de B® et 1 > \; > .. > A >0
tels que :

(X5, Y;) = Aidyj pour tous i,j € [1, f].

Preuve. On va construire les A\g, X; et Y; par récurrence.

Soit A\ = eria\yg })\(X, Y). Ce max est atteint pour X; € A et Y1 € B qu’on peut supposer de norme 1.
eA\{0
YeB\{0}

Si f > 1 alors on définit A4~1 et B¢~ comme respectivement 1’orthogonal de Vect(X;) dans A¢ et I'orthognal
de Vect (Y1) dans Be.
Soit X € A4~1 de norme 1 et ¢ € C. On pose X. = X; +¢X. Alors || X, = 1/1 + |¢|? par orthogonalité et :

X15Y1> + €<XaY1>|

V14 [e)?

Xy
VIt [P

= |\ + (X, Y1)| + Op(£?) en faisant le developpement limité de

)‘(X&Yl) = |<

1
- en0
V14 |z]?

Si (X,Y1) # 0, il existerait un & # 0 tel que A\(X., Y1) > Ay. Cela est contradictoire avec la définition de A;.
Donc (X,Y7) =0 c’est-a-dire X L Y;.

On a donc A%! orthogonal & Y;. De la méme facon, on montre que B! est orthogonal & X;.

On continue :

Ao=  max AX,Y).
XeAd=1\{0}
YeBe\{0}

De la méme maniére on trouve Xy € A9"1 et Y5 € B¢~ de norme 1 tel que (X2, Ys) = Ao.
On a bien <X1,Y2> = <X2,Y1> =0.
Par récurrence on trouve une famille orthonormale (X7, .., X ;) dans A¢ et une famille orthonormale (Y3, .., Y7)
dans B¢ tels que (X;,Y;) = A;0;;.
Sid< foue< fon compléte ces familles en des bases orthonormées de A¢ et Be.
|

Propriété 4.1.4. Les A\, sont indépendants du choiz des bases orthonormales {X;} et {Y;} et sont invariants
par transformation unitaire appliquée simultanément a A et B.

Preuve. Soit X7, .., X; une base orthonormale de A% et Y7, .., Y, une base orthonormale de B€.
On définit les matrices :

M(X) = ((Xi, X5))ijeqa » M(Y) = (Y5, Y)))ijeqre » M(X,Y) = ((X; Yj>)i_e[{[[11,d% et M(Y,X)="M(X,Y).

o | AM(X) M(X,Y)
MY, X) MM(Y)

e On montre que p est invariant par changement des bases X et Y.

Soit X! une base orthonormale de A et Yj’ une base orthonormale de B. On fixe par ailleurs une base de U™ qui

nous permet de voir les X;, X/, Y; et Y, comme des vecteurs colonnes de C". Il existe P € U,,(C) et Q € U, (C)

tels que X; = PX; et Y] = QY.

Soit p(A\) = D(X1, .., Xq)"2D(Y1, .., Y2) qui est un polyndéme en .

17
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Si on écrit Mx la matrice dont les colonnes sont les vecteurs X;, on a Mx = PMx.
De plus on a M(X,Y) = Mx M5 .
On montre alors que
M(X', Y'Y= PMxMyQ* =PM(X,Y)Q*
M(X')= PM(X)P*
MY') =QM((Y)Q"

On a alors :

(R0 87) - 7 ) Gy 5 (3 8)

On peut maintenant calculer les déterminants :

AM(X')  M(X',Y")
MY’ X')  AM(Y)

AM(X) M(X,Y)

= det(P) det(Q) M(Y,X) AM(Y)

‘ det(P) det(Q).

Par ailleurs, la définition du déterminant généralisé donne :
D(X{,..,X}) = det(P)>D(Xy, .., Xq),

ce qui permet de conclure que p est invariant par changement de bases de A et de B. On note donc p(A) = p(\, A, B).
e Soit T une transformation unitaire.

On sait que 7 laisse invariant le produit scalaire, donc les matrices M(X,Y), M(Y,X), M(X) et M(Y) ne
changent pas quand on applique 7 & A et B (donc aux X; et Y;) simultanément.

De plus, D(7X1,...,7X4) = D(X4,...,Xy) par la propriété On a donc bien :

p(>\7 A7 B) = p(A7 TA7 TB)'
e On utilise les bases X et Y construites dans le théoréme et on note h = max(d, e) :

| Mo (Nidij)
p(A)’(Ajaﬁ) M. |-

Et alors p(A) = (A* = A7) ... (A = A3)A*~7 par des manipulations classiques sur le déterminant.
Les racines non nulles de p(\) déterminent alors les \; et leur unicité.

Les A1,..., Ay sont appelés produits scalaires successifs de A et B.
Pour S un sous-espace de K™ et X # 0 € K", on pose A(X,S) = A (Vect(X), 5).
On fournit aussi une autre interprétation des produits scalaires successifs :

Lemme 4.1.5. Soit A% et B¢ des sous-espaces de U™.
Alors \; est le plus grand réel X tel que :

Il existe un espace A* C A4V X € A*\ {0},3Y € B¢\ {0}, \(X,Y) > \.
Preuve. Soit A, défini comme le plus grand réel A tel que :

Il existe un espace A® C A4,V X € A"\ {0},3Y € B¢\ {0}, \(X,Y) > \.
On raisonne par double inégalité.

Soit X; et Y les bases données par le théoréme [4.1.3

On pose A® = Vect(X, ..., X;). Soit X = Zanj € A

J=1

On pose Y = Zanj € B°. Et alors :
j=1

i i
Do lesPhl A gl
Jj=1 j=1

AX,Y) = 1= > _I= —\.
XY :

> oyl

j=1

18
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A; respecte donc la condition d’inégalité et donc A; < \]

On garde les mémes bases X; et Y.

Soit A* € A? de dimension i.

On a A" N Vect(X;,...,X,4) # {0} car la somme de leurs dimensions est i +d —i + 1 = d + 1 et ils sont tous
deux inclus dans A¢ de dimension d.

Soit alors X € AN Vect(X,, ..., Xq) de norme 1.

Soit Y =" BYj € B°.
k

Alors :
[(X,Y)]
AX,Y) = D2/l
Y]]
f JR—
> B
= ]
Y|
f
> oyl - 18]
=<\
1Yl
< M%”Yn par Cauchy-Schwarz

Et donc A, < A;.

Avec cette caractérisation on en déduit facilement le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.6. Soit A’ C A et B’ C B.
Alors :

f/:f(A/7B/)§f:f(A7B)
MNi(A', B") < X\i(A, B) pouri € [1, f'].

4.2 Quantités vy, .., 14

Soit A% et B¢ deux sous-espaces de U™. Si d + e > n alors A% N B¢ est de dimension supérieure ou égale a
d+e—netalors A\ =...=Agye—pn = 1.
On pose g=d+e—nett=min(d,e,n — d,n —e) = min(d,e,e — g,d — g).
Définition 4.2.1. Sid+e < n alors t = f et on définit Vi € [1,t],v; = \;(A%, B®).
Sid+e>nalorst=f—geton définit Vi € [1,¢],1v; = X\i4(A%, B°).

On définit une relation d’équivalence sur les paires d’espaces A, B. On dit que deux paires d’espaces A%, B¢
et A% B*¢ sont similaires si il existe 7 transformation unitaire tel que :

T(A) = A* et 7(B) = B*.
On remarque que deux paires d’espaces similaires définissent les mémes v;.

Théoréme 4.2.2. Soit e,d €]0,n] et 0 < v < ... <1y < 1. Alors il existe Ad Be uniques G similarité prés
tels que :
V,L'(Ad, Be) = V.

Preuve.

e Existence. On peut supposer d < e et on note E1, ..., E, une base orthonormale de U™.
Casd+e<n :

Alors ¢t = d et on pose pour i < d, w; = /1 — 2. On pose alors :

X;=FE;pour1<:<d
Yi=v,E; +w;Eqy; pour 1 <i<d
Yi=FEgy;pourd+1<i<e.

19
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On peut alors vérifier que les espaces A% = Vect(X7, ..., Xy) et B¢ = Vect(Y1,...,Y.) conviennent.
Casd+e>n:
Alorst=n—e. Onpose A\ =...=A g =1let \gy; =v; pour 1 <3 <t

On pose w; = /1 — A? et :
X;=FE;pour 1 <i<d
Y;=FE;jpour1<j<g
Y, = NEj +wjE,_cqy;pour g+1<5<d
Y;=E, cyjpourd+1<i<e.

Les espaces A% et B¢ correspondants conviennent.
e Unicité. On peut toujours supposer d < e et on suppose que I'on \; (A%, B¢) = \;(A*¢, B*¢). On pose X;,Y;
et X, Y/ leurs bases correspondantes du théoreme

Soit Z = a;Xi+ Y BYjet Z* = o, X7+ B;Y;. Alors :
Z=0<Vij (ZX)=0et (ZY;)=0
= Vi,5,(Z", X)) =0cet <Z*,Yj*> =0
= Z"=0
On pose 7(Z) = Z*. Alors 7 est injective sur A + B
7(A) = A*,7(B) = B*

T peut se prolonger en une application unitaire de U™ car elle préserve le produit scalaire.

Théoréme 4.2.3. Soit A, B C U". On note A+, B+ leur orthogonal. Alors t(A, B) = t(A+, B*) et :
Pour tout 1 < i < t,v;(A,B) = v;(A+, B1).

4.3 Angles d’inclinaison
Définition 4.3.1. Soit X, Y deux vecteurs non nuls de U™. On définit w(X,Y) = /1 — A2(X,Y).
Propriété 4.3.2. w(X,Z) <w(X,Y) +w(Y, 2).

Preuve. Soit X, Y, Z des vecteurs de U™ qu’on suppose de norme 1. Si X = uZ alors le résultat est clair.
On suppose donc que (X, Z) est libre et on note V' = Vect(X, Z) et 7 la projection orthogonale sur V.
Alors :

(XY [((Xw@) _ (X 7(Y))]

AMX,Y) = = < = MX,7(Y)).
XA XYl = XL e ()

Cela nous donne w(X,Y) > w(X,n(Y)) et de méme w(Z,Y) > w(Z,n(Y)). On démontre alors le résultat pour
Y € V ce qui nous place dans un plan et nous permet alors de considérer plus facilement les angles.
On écrit V' = Vect(ey, e3) avec (e1,e3) orthonormée et e; = X. On écrit :

Y =161 +y2e2 et Z = 2161 + 2969.
Comme [|Y]| =1 on a |y1]?> + |y2/> = 1, on peut donc écrire |y;| = cos(uy) et |y2| = sin(uy,).
De méme on pose |z1| = cos(u,) et |z2] = sin(u,).

On a alors :

w(X,Z) =+/1—|cos(u,)|? = |sin(u,)],
W(X,Y) = /1 [cos(uy)2 = | sin(uy)].

MY, Z) = |y121 + o2
< cos(uy) cos(uy) + sin(u,) sin(u,)

On calcule A\(Y, Z) :

= cos(u, — uy),

ce qui nous donne w(Y, Z) = /1 =AY, Z)2 > /1 — cos(u, — uy)? = |sin(u, — uy)|.
Or |sin(u)| < |sin(u — v)| + | sin(v)| et on conclut.
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Définition 4.3.3. Soit A¢, B¢ deux sous espaces de U". f = min(d,e) > 0, t = min(d, e,n — d,n — e).
Pour i € [1, f], on pose w;(A%, B¢) = /1 — A\2(A4, B¢).

Pour j € [1,t], on pose ¢;(A%, B¢) = /1 — v:(Ad, Be).
On pose (A%, BY) = 1 (A7, B<) ... v4(A%, B9).
Les quantités 1 (A%, B®), ..., (A% B®) sont appelées angles d’inclinaison entre A? et Be.

Remarque 4.3.4. Si X est un vecteur non nul, on pose w(X, B) = w(Vect(X), B).
On a w?(X, B) + w?(X, BY) = 1 ou de maniére équivalente \2(X, B) + A?(X, B+) = 1.

Propriété 4.3.5. Soit A4, B¢ deux sous espaces de U™. On note X1,...,Xq et Y1,...,Y. des bases respectives
de A% et B¢. Alors :

D(le"-7Xd7Y17-~'7Y6)
D(X1,...,Xo)D(Yy,..., Vo)

n(A?, B®) =

S| AM(X) M(X,)Y)

M(Y,X) MM(Y)
le polynome défini dans la preuve de la propriété avec (Ay) les produits scalaires successifs associés a X;,Y;.
D’un coté on a :

Preuve. On calcule p(1) avec p(A) = (A\2=)?) ... ()\Q—A?))\h*f = D(Xy,..,Xq4)"2D(Y1, .., Ye)

De l'autre :
M(X) M(X,Y)
MY, X) M(Y)
= D(X1,..,Xq) ?D(V1,..,Y.) ?2D(X1,..., X4, Y1,...,Y.)? par définition du déterminant généralisé.

p(1) = D(X1,..,Xq) 2D(Y1,..,Y) 2

Cela nous donne la propriété. |

Lemme 4.3.6. Soit d,e €]0,n[, f = min(d,e). Soit 0 € GL,(U).
Il existe alors ¢ = c(o) > 0 tel que :

Pour tout A%, B®, w;(0(A%),0(B®)) < cw; (A%, B®).
Preuve. Il existe ¢y, ca > 0 tels que pour tout X on ait :
all X[ < flo(X) < eof X
Soit X, Y unitaires tel que (X,Y) > 0. Alors :

WX, Y) = (1— (X, V)1 +(X,Y))
> (1-(X,Y))
= ZIx - Y|

D’un autre coté on a :
[(o(X),o(Y))[?
o (X2 - llo(Y)I?
_ eI - flo()]1? = [{o(X), a (V) [?
o (X - [lo(Y)]]?

W(o(X),o(Y))=1—

0 < [o(X),a(Y))* = 2[(a(X),a (Y )| - [lo(X)| - e (V)| + o(X)|? - o (V)%
et on en déduit :

lo (I - o)1 = e (X), e (W) < 20l (X)) - lo()* = 2l (X)]| - [lo(¥)[[[{o(X), o(Y))]
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lo (O - leM)I? = le(X)][ - e [[[{o(X), o (V)]
lo (X2 - e (V)12
lo (O - eI = [(o(X), o (Y))]

=2
[l (X - le (Y]
< %(HO’(X)” oY) = {o(X),a(Y))|) par définition de ¢; et car X,Y sont unitaires.

Or: —|(e(X),0(Y))| < %(HU(X) —o(W)II? = lle(X)II* = [le(¥)[?).

w*(0(X),0(Y)) < %HU(X) —o(V)|* + % @l (X lo )l = e (XN = o (¥Y)II)

1
< . . 2
< gllo(x =¥)|

< Sx v
2 2
Z22(X,Y).
‘1
Par le lemme on peut définir w;(A?, B®) comme le plus petit réel w tel que :

Il existe un espace A® C A4V X € A"\ {0},3Y € B\ {0},w(X,Y) < w.

Pour o(X) € o(A?) il existe o(Y) € o(B°) tel que :

w(o(X),0(Y)) < ,/%wimdﬁe)

2
On a done w(o(A%), o(B9)) < || 22w,(A", B*).
1

IN

4.4 Quelques inégalités

Théoréme 4.4.1. Soit A4 et B¢ deux sous-espaces de Umetie [1, f] avec f = min(d,e) tels qu’il existe
X1,...,X; € A4 linéairement indépendants de sorte que A7 = Vect(X1,..., X;) vérifie

Vi, AXj, AT <1-6<1.

On suppose de plus qu’il existe Y1,...,Y; € B® non nuls de sorte que ¥V j,w(X;,Y;) < w.
i

~
Alors wi(A?, B¢) < (5> 2 w.

N | .

2
Preuve. On sait que w;(A? B®) < 1. On traite donc seulement le cas ot (5> w < 1. On va alors montrer un

résultat plus fort que celui du théoréme :
j—1
. ; 2\ 2
Pour j € [1,d],w;(A’,B¢) < | = w.
On raisonne par récurrence sur j :
e j=1:
w1 (A, B®) = w;(Vect(X1), B%)

_ \/1 — M} (Vect(X1), B®)
< /1- (X1, 77)2
= w(X1, Y1)

w.

IN
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o j=2: ‘
1

Onaw< <g>2 aveciZj:Qetégl,doncw<g.
On a A\(X1, X3) = A(X2,A!) <1 —§ et donc :

WX, Xo) > 1—(1-0)*=06(2—6) >6.

Par ’absurde on suppose que les vecteurs Y7 et Y5 sont linéairement dépendants, on a alors :

w(X1, X2) <w(X1,Y7) + w1, Xo)
<w(X1, Y1) +w(Y1,Y3) + w(Ys, Xo)
<w—+0+w
< 4.

Cela donne w?(X1, X3) < 62 < § ce qui est contradictoire.

Les vecteurs Y; et Ya sont donc lindairement indépendants. On pose B? = Vect(Y7, Ya).

On peut supposer que X; et X5 sont de norme 1. Pour simplifier, on écrit w; = w; (A%, B?) et \; = \;(A?, B?).
On se donne Z, Zy et Wy, Wy de A? et B? données par le théoréme [4.1.3]

Soit X € A? de norme 1, X = ¢1Z; + c2Z3 avec |c1|? + |e2|> = 1. On cherche & calculer A2(X, B2).

Soit Y = aW; + bW € B? de norme 1, on remarque que cela nous donne |a|? = 1 — [b]2. On calcule alors :

AMX, B?) = max \(X,Y)

IY[=1
= max [(X,Y)|
IYl=1

= max |aci A1 + begAg|
a,beC

la|2=1—152

= rilgcx(|acl|)\1 + /1= |a|?|ea]A2).

lal<1

Par une étude classique de fonction on montre que ce maximum est A\(X, B?) = /|c1]2A\? + |ca|2\3.
On pose € = |ea| = [(X, Z2)| et alors A2(X, B?) = (1 — 2)\? 4+ £2)\2.
On arrive enfin a :
WHX,B) =1-(1-e*)(1 —-w}) — (1 —wi)
= (1—&*)wi + %w}

> w3,

On veut appliquer ces résultats & X; et Xo. On écrit X; = ¢;1XZ1 + ¢j2Z>. On pose ici € = max(|c12], [c22]).
On peut supposer, quitte a inverser X7 et Xo, que &€ = |c12].
On a:

ep]? > 1 -
et donc :
1- 6> \X1, Xo)
= |e11621 + c12C22]
> |errca1| — |cr2c22]
> min(|enl, ea1])® — max(|era], [ezo])?

> 1 — 22,
J
De cela on déduit €2 > 7 Et donc comme ¢ = |c12] :

w? > wQ(Xl,BQ)
> 52w§
Sw?
> 2,
- 2
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Ce qui conclut le cas j = 2.
e Récurrence. On suppose le résultat vrai pour j — 1.
On veut alors montrer, pour X € A7 :

j—1
W(X, BY) < (?)2

Par hypothése cela est vrai si X = X, donc on prend X non liée & X;. On pose Af (X) = Vect(X, X;).
Soit Xo € A3(X) N A’~! (qui est de dimension 1) :

AMX;, Xo)<1-90
W(X]‘, Bc) S w
ji—2
2
w(Xop, B?) < (5) w par hypothése de récurrence.
j-2 J j—2
2 2 2 2
Or <5> (5) 2 w = <5> 2 w < 1, on peut donc appliquer le résultat pour j =2 a A?(X) avec w’pgg 2
= et on trouve :
ji—1
2
wy(A2(X), B°) < (5> 2
On conclut car w(X, B¢) < wy(A3(X), BY).
|

Corollaire 4.4.2. Soit A%, B¢, i, f comme dans le théoréme précédant.
Soit X1,..,X; € A% et Y1, ...Y; € B non nuls tels que :
1
v1§j§k§z’,>\(Xj7Xk)§E etV1<j<iwX;Y)<w.

I

Alors wi(A?, B®) < 2'w.
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5 Approximation Diophantienne

Dans cette partie on se place dans ’espace ambiant G" ; on distingue deux cas :

(a) G™ = E™ un espace euclidien. K est un corps de nombres réel et on pose ¢ = 1.

(b) G™ = U™ un espace hermitien. K est un corps de nombres complexe non réel et on pose g = 2.
Le corps K, sauf mention contraire, est de degré p sur Q. On note o1,...,0, : K — C les plongements de K
dans C. Dans la suite, on suppose que o1 = id. On écrit p = r1 + 2ry ou r; est le nombre de plongements réels
et 2ry le nombre de plongements complexes non réels. On note ¢ = disc(K) et A =27"2,/|4].
Pour X = (&1,..,&,) € K", on rappelle les notations de la partie [3|:

€9 = 04(6),vi(€) = €],

XD = (el 0y,
_ ¢@ sil<i<nr
¢l = Re(¢®) sirm <i<ri+mr ,
Im(E®)  sirg+ro<i<p

XU = (e, el
p(X) = (e, .. &P, el glrly.

5.1 Un théoréme basique
Rappel 5.1.1. On rappelle la définition :

(Ad pey _ w;(A?, B¢) sid+e<n
"/’z(A7B){ wi+g(Ad,Be) sid+e>n

o g=d+e—n.

Théoréme 5.1.2. Soit 0 <d <n,c=n—d et u=min(c,d).
Soit A? un sous espace de G™ de dimension d et H > 1.
Alors il existe B C B> C .. C B* C G™ des sous-espaces vectoriels définis sur K tel que :

H(B') < H', (1)
H(BY!(AY, By < CLH< < CLH(BY)7 . @)
Preuve.
On notera ici X = p(X) = (XM, ... XP). C’est la méme fonction p qu’aux paragraphes précédents a permu-

tations des coordonnées prés.

On note encore A = A(K™) = p(Of), on rappelle que c’est un réseau de EP™ de rang pn et de déterminant A™.
On suppose que B® = Vect(X1,...,X;) avec X; = (&1,...,&n) € OF. Soit M la matrice dont les lignes sont
les X;. Soit o; I'idéal de Ok engendré par les mineurs de taille ¢ de M. Alors N(«a;) > 1 car o; # 0.

Par la remarque [3:2.2 on a donc :

P
H(BY) < [[px?,....x7).
j=1
Pour avoir H(Bl) < Hi, il suffit de montrer :

DXY . xDy < Hs.

On traite les cas (a) et (b) séparément :

e Cas (a) :
On ordonne les o; de sorte que o1 = id.
On décompose X[ = X en X4 + X* de maniére unique avec X* € A% et X* € AL. On va construire

Xi,..., Xy € A\ {0} avec X = (Xj[l],...7X][p]) tels que :
(D) [ X7]l < CoH™#F7 pour 1 < j < u

(it) [(X7, X7 IX? pour 1 < i< j <

| < —
8u!

J

H»
(i) DX, X < 5 powr1<j<u
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=

<w>|\x”||< T powr1<j<uet2<k<p

Avec de plus, X; ChOlsi de tel sorte que D(X{',... , X7') soit minimal.

¢ On commence par trouver X;. On remarque que (ii) est satisfaite trivialement pour j = 1 et que (iii) devient
l

| X{*|| < =+. Ces conditions définissent un ensemble A; (convexe et symétrique).

On note V( ) le volume de la boule unité de E™. Comme Xi' vit dans un espace de dimension d, X} est dans
\ : X = %] \ \ ; . .
un espace de dimension n —d = c et X7~ est dans un espace de dimension n on a :

vol(Ar) = (CsH 5V () - (T v(ay) - (5

C3 ctdomn -1
= WH p V(C)V(d)V(n)p
Cs _
- WQI)MV(c)V(d)V(n)” !

> 2PPA™ = 2P (A) si Cy dépendant de K et n assez grand.

V(n))r!

D’aprés le théoréme de Minkowski (théoréme il existe X; € A\ {0} vérifiant nos conditions (i),(ii),(iii) et
(iv). On le choisit tel que || X{| soit minimal.

¢ On construit X; & partir des Xy, ..., X;_1 déja construits.

On note A; 'ensemble (convexe symétrique) des X; vérifiant (i)-(iv). On cherche & calculer son volume.

Si les vecteurs X{',.. XA , sont liés alors (iii) est toujours satisfait. Et alors (ii) et (iii) donne un espace de
dimension d d’un volume mﬁnl On suppose alors X{*,..., X4 i1 libre et on calcule le volume de A;.

* La condition (i) définit un espace de dimension ¢ de volurne :

CSH™™ 5V (c).

* On calcule le volume de V'espace défini par (ii) :

On se raméne a chercher les XJA € Vect(X{, .. .,XJA_1

dimension j — 1 n apparait pas dans la condition (ii).

) car sa composante sur l'orthogonal de cet espace de

On écrit donc XA Z c;CX,C

Notre condition dev1ent alors :

7j—1

> e Xi XM <

k=1

On note C' = (c1,...,c¢j—1). En utilisant la notation de la démonstration de la propriété[4.1.4] on pose M (X4) =
(X2, X{"))kieq1,j—1] - Notre condition devient :

Pour 1 <i<j—1, | X412

78"'

A
X712

Pour 1 <i < j—1,[(M(X*C)| < Sor
Yt

L’ensemble C des solutions C' de ce probléme est de volume :

2 o/ A2
X; .
det(M(X4)) };[1 (8“u!| c >

On cherche ici le volume de 'espace défini par la condition (ii), ¢’est-a-dire I’espace ¢(C) avec :

¢ RI-L — Vect(Xf,...,XJ‘-“_l)
-1
(c1,...,¢j—1) +—> chX,‘c4
k=1

On remarque que det(¢) = D(X{',..., X' ). La condition (i) définit donc un espace de dimension j —1 et de
volume :

D(X#,..., 2i—1 471 D(X{,... X )2t

XA XA
det(M(XA 8“u|J 1 H I H DQ(XA XA ) (8rul)i—T H | ”)

D(Xf‘, .. ,X]‘-“_l)
(Suul)i—1

>
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5 APPROXIMATION DIOPHANTIENNE Mémoire de M2

* Pour lespace défini par (iii), on se rameéne & X]A € Vect(X{, ..., XJA_l)L car la composante sur Vect(X{', ..., XJA_l)
annule le déterminant généralisé. Par l'inégalité de Hadamard généralisée (lemme [2.4.6|) on a alors :
A A A A A A
D(X{, .., XA X = DX, XA DIXA.

Comme Vect(X7, ... ,XjA_l)J- est de dimension d—j+ 1, la condition (iii) définit un espace de dimension d—j+1
de volume :

Hl d—j+1 Hl Hl d—j
‘ ! Vd—j+1)= | — ! ‘ ! Vid—j+1
<4JD(X{‘,...,X;‘_1)> (d=j+1) <4JD(X{‘7...,XJA_1)> <4JD(X{‘,...,X_A 1)) (d=35+1)

j—

On utilise (ii) avec j — 1 pour minorer ce volume :

J d—j J i d—j
H H¥ H» Hr4i-1
: : d—j+1)> | — : d—j+1
<4JD(X{‘,...,X;.“1)> <4JD(X{‘,...,X;.“1)> Vid=j+1) =z <4JD(X{‘,...,XA )) <4ij£> Vid=j+1)

J—1

(ST

B Hi
S 4ID(XP, LX)

V(d—j+1)

* L’espace défini par (iv) se comporte de la méme fagon que dans le cas j = 1, son volume est donc :

n p—1 n
Hr H" »
p—1
<2n V(n)) > Sp V(n)P~.

On en déduit donc :

n

DXA7...,XA7 H% Hn—;
( TS ! iD(XA T Vd—j+1)—;
(8uul)d 49D(X{, . X)) onp
C3
= : V(e)V(d—j+ 1)V (n)P!
@l 1adgwD(XF, XAy V=i V)
> C5V(e)V(d—j+1)V(n)P~!
> 2"PA™ si Cy assez grand.

V(n)P!

vol(A;) > CSH " T4V (c)

D’aprés le théoréme de Minkowski (théoréme [2.3.1)) il existe X; € A vérifiant nos conditions et on le choisit tel
que D(X{,... ,XjA) soit minimal.

o On a donc nos X, ..., X,. On écrit X; = p(X;) avec X; € O et on pose B' = Vect(X7,...,X;).

Il nous reste a montrer que B’ convient.

Par 'absurde on suppose que || X{'|| < 2"02H7%+% alors d’apres (i) on a, en écrivant X7 = (§11,...,&1n) ¢

X1 < 2" CoH™ 5% et |¢x| < 2" CLH ¢,

La condition (iv) nous donne \583\ < H» pour j € [2,p]. Donc :

P
IN(&1r)| = H |§§jk)| < 2"F1CyH'"% < 1 pour H suffisamment grand.
j=1

Or &1 € Ok donc cela implique X7 = 0 et donc X} = 0 ce qui est contradictoire. On a donc :

n
c

| X > 2"CoH ™ *3 si H est suffisamment grand.

On suppose dorénavant que H est suffisamment grand pour vérifier cette condition.
Soit 1 < k < j < u. On remarque que X satisfait les conditions (i), (ii) et (iv) énoncées pour Xj. Comme X},
est choisi pour minimiser le déterminant généralisé on a :

D(X{,.. X[, X < D(X{, .. X[, X,
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En particulier 0 < [ X{*|| < | X]| et donc [ X7 # 0.
On souhaite maintenant montrer :

X5

1
A . A yA
||XJ Hz eth<]7A(XkaX])§4uu'
XA
On raisonne ici par récurrence sur j et on suppose le résultat vrai pour tout k£ < j — 1. On pose Y = m et
J

on utilise D(X{,..., X7 |, X/ < D(X{“,...,X,f_l,Xf) avec k=35 —1:

XD, Y, Vi) S IIXAIDYT, - Vi, Y7 < X

1
Par I’hypothése de récurrence et des minorations du déterminant on trouve D(Y{,. .. ,Yjé 2 Yj’ﬁ 1) > 3 Cela
montre au passage que 2D(X{', ..., XA) > | X ... || XA
Maintenant, pour k € [1,57 — 1], on a :
X4 xA
AKX =
1 - I1XG
LJIxg -
ar (i
< ol x4 P (ii)
<
8u!
1
= 4uy)’
ce qui conclut notre récurrence.
1
Le résultat A(X ,;4, X JA) < —uy bermet de montrer que les vecteurs X{,..., X4 sont linéairement indépendants

) = 4uy
et donc dim(B") = i.

Pour conclure notre cas (a) il nous reste & montrer :

DXV xPDy< Hr.

) )

S

Pour j > 2, (iv) donne directement le résultat.
On prend j = 1.

X1
X > S
> on—itlo, gty
> 2" X par (i)

> || X3

Cela nous donne alors | X;|| < | X7|| + | X < 2||X#|. On combine cette inégalité avec 2D(X{},..., X/) >
X XA
D(Xy,.... X:) < |1 Xl .- | Xzl
<2XP XA
<2HID(XA, . XA

(2

i

. Hp
< 2Z+1F par (iii)
< Hv.
Cela nous donne H(B*) < H'.
11 nous reste 4 montrer H(BY)yp?(A%, B') < CyH = < CyH(B)7% :

On note que || X1]| < 2'(|X;|| pour tout .
D’autre part on a :

(Y, XA
AAY, X;) = max i L
O RE X
_IxAL
i
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On en deduit [|X;[lw(A?, X;) = /[ X - HXAH2 = [IX71-
D’aprés (i) on a donc || X;|lw(A4, X;) < CoH *3 et enfin :

[ X1 l|lw(A%, X;) < 2'CoH ™ <t
< MCLH T,

P
On a H(B H 1 ) car X7 € O (la norme de l'idéal « est supérieure & 1). Et donc :

ﬁ ()
D(X!

k
< |1X1]| H 1x1

k=2
< | X1 |H" daprés (iv) .

On peut alors combiner et trouver :

H(BYw(A, X;) < | X1 | HF w(A?, X;)
< MCO,H ¢

On peut alors appliquer le corollaire [£:4.2] et on trouve :
H(BYw(A,BY) < 2"Cy,H™ ¢

On a donc prouvé le théoréme dans le cas (a) pour H > Hy > 1.
Si 1< H < Hy, on pose B C ... C B* de hauteur 1 (ils existent par le lemme [3.4.1)).

d
Alors en posant Cy = Hy on a :

H(B') < H' (3)
WA, X;) <1< CH*. (4)

e Cas (b) :

La démonstration étant trés similaire a celle du cas (a), on ne donne que les grandes lignes de la preuve.

On suppose toujours o1 = id et de plus o2(z) = Z.

On remarque alors que : [ = Re(¢) et €12/ = Im(€) et donc X = X +ix [Pl

On écrit toujours X = X4+ X*. De la méme maniére que dans le cas (a), on va trouver des vecteurs Xy, ..., X, €
A\ {0} avec X; = (Xj[-l],...,Xj[.p]) tels que :

@) 11X < czH—% pour 1 < j < u

(ii’) |<X{4,X5.4>\_ o ,H AP pour 1<i<j<u

J

(i) D(XP,..., X < pour 1 <j <w

4
1

Hp»
(iv") HXJ[k]HgTpourlgjgueti’)gkgp

Les conditions (ii’) et (iii’) sont les mémes que dans le cas (a), (i) a seulement varié dans l'exposant de H et
(iv) n’est maintenant valable que pour k& > 3. On prendra de méme X de sorte a minimiser D(X{, ... X ]A)
On a les résultats suivants (qui se démontrent comme en (a)) :

X > 2"CLH %% pour H suffisamment grand,

ap o 154 . A 1
1 X5 > —5 > 0et Vi< j, \(XP , X)) < Tl
IXillw(A?, X) < CoH ™5t
X1 2w (A%, X;) < 22" C2H -t 5,
On conclut alors de la méme maniére qu’en (a). [ ]
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Corollaire 5.1.3. Si A% ne contient pas d’espace B* défini sur K, alors il existe une infinité d’espaces B’
définis sur K vérifiant (1) et (2).
Preuve. On fixe B} vérifiant (1) et (2) pour H = Hy.
Puisque A? ne contient pas d’espace B® défini sur K, on a H(B)y{ (A%, Bi) = a > 0.
_d
Soit Hy > Hy tel que C1H; © < o
Alors B} ne vérifie pas (1) et (2) pour H = Hy, il existe donc B! différent de Bf vérifiant (1) et (2) pour
H = Hl-

On itére le processus et on obtient ainsi une infinité d’espaces B* vérifiant (1) et (2).
|

5.2 Théorémes de transfert

On démontre dans cette partie deux théorémes importants dits de transfert. On les utilise par la suite pour
exhiber des sous-espaces définis sur K.

Théoréme 5.2.1 (Going-up). Soit d,e des entiers tels que d + e < n. Soient A%, B¢ deux sous-espaces de G™
avec B¢ défini sur K tel que, pour tout i € [1, min(d,e)] :

H(B®) < H et H(B®)*;(A%, B®) < cH Y avec H>1,2; >0 ety; >0 etc>0

Alors il existe des constantes C3 = Cs(n,e,K), Cy = Cy(n,e,K,x,y) telles qu’en posant H' = C';),Hn;:1 il
existe un sous-espace BT O B¢ défini sur K tel que :

H(Be+1) < H/ (5)
H(BEHY 5S04, (AL, B < cCyH S5 pour tout i € [1, min(d, ¢)]. (6)

Preuve. On note C5 = ¢; la constante donnée par le théoréme Par ce théoréme, il existe B¢t1 > B¢
défini sur K tel que :

nel

H(B“t') < C3H(B®) »—< < H'.
D’autre part on sait que :

Pi(AD, Bt < (A, BE).
On écrit donc :

z;(n—e) zi(n—e)

H(BEH) 57 gy (A%, BY) < 07T (B (A%, BY)

zi(n—e)

< Cy' = cH Y

(zity;)(n—e) ,—ui(n—e)
:C3 n—e—1 CH n—e—1

(zit+y;)(n—e)
On a donc le résultat avec Cy = Cy "'
|

Théoréme 5.2.2 (Going-down). Soit A? et B¢ deuz sous-espaces de G™ avec B¢ défini sur K et H(B®) < H.
Soit 1 < h < f’ = min(d, e—l) ete>1.
1°"cas : Sion ay; > .. >yn > (gh)~! tels que :

H(B®)wi(A?, B®) < ¢ H= %Y pour tout i € [1,h]. (7)
i 1 . Lo .
Posons y = y1 + ..+ yn et on suppose y; = % > ~ pour tout i € [1,h]. Alors il existe B¢~ C B® défini
qy — e — q
sur K tel que :
H(B*™Y) < CsH(BOH™" <C;H ¢ =H, (8)
H(B Hwl(AY, B! < Cec?H™ (@i =)= = et /@D pour tout i € [1,A]. (9)
En particulier on aura w;(A%, B¢1) < CgcH (B¢~ 1)~ v,

2M€cas : Si au lieu de @ on a :

wi(A, B®) = 0 pour tout i € [1,h]. (10)
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Alors on pose yj, = qih et pour tout H' > CoH, il existe B¢~! C B® défini sur K tel que :

H(B™Y) < H, (11)
H(B Hwi(A%, B < CroHWYo H'= (9%~ pour tout i € [1,h]. (12)

En particulier on aura w;(A%, B¢™1) < Cy HY H(B¢~ )%,
Remarque 5.2.3. Les constantes du théoréme dépendent de n, K, d, e et des y; mais pas de A, B,c ou H.

Preuve. On se place ici dans le cas (a) ot K est réel. Le cas (b) est prouvé dans [7] , Schmidt ayant fait une
erreur dans son article, celle-ci ayant été remarquée et corrigé par Poéls [7]. Les différences notables entre les
deux cas se trouvent dans la construction du vecteur W et dans ’étude de sa norme.
On pose m = n — e. Dans le cas (a), on a ¢ = 1 et donc y; > h~! pour tout i € [1,h] et
L’espace B est de dimension m. Soit Z, ..., Z,, € K" tels que B®+ = Vect(Zy,...,
de construire un vecteur W € K" tel que notre espace recherché soit :

y =1
Zy,). Notre but ici est

B¢ = Vect(W, Z1,..., Zm)" .

On pose \; = \;(A%, B®) et des bases orthonormées X;,Y; de A%, B¢ telles que (X;,Y;) = di;\;.

De méme on note w; = w;(A%, B®).

On sait que A(B®%) est un réseau de RP" de rang pm et de déterminant A™H (B®+) = A™H(B®).
Soit L1, ..., L,y une base de ce réseau. On pose :

pm
1
H{Ezczﬁl|61€R,|Cl|§2}

i=1
Alors II est dans un espace de dimension pm et est de volume :
vol(IT) = d(A(B°)) = A™H(B®).

On remarque de plus que II N A(K™) = {0}.
Soit S* = Vect(A(B®)). On pose pour tout j, D; = (Y;,0,...,0) € RP™. Alors D; L S* car (Y;, Z;) = 0 pour
tous ¢ et 5. Pour X € RP" on écrit de maniére unique :

X=X"+X+...+ X +X
X*eS*
avec X; € Vect(D;) pour tout j € [1,A]
Xo L S* et Xy L D; pour tout j € [1, A]

On remarque que X est dans un espace de dimension pn —pm — h = ep — h.
1" cas : On considére maintenant I’ensemble A des X vérifiant :

(i) x* e

1
.. iy =1 H B .
R N T A

(iii) [ Xo]| < CroH'F

Alors A est un ensemble convexe symétrique de volume :

h
sy =D H y-1\ep—h
vol(A) = A™H(B*)2" I:[H v (H(Be)) (Com's) " Viep )
= A™2"V (ep — h)CE "
> 2"PA™ pour Co assez grand.
D’aprés le théoréme de Minkowski (théoréme [2.3.1)), il existe 0 # X € A(K") N A.

On a X* € Il donc X ¢ A(B®L). On peut poser W € O tel que X = p(W) et on a W ¢ B,
On calcule pour j € [1,A], (W, Y;)| = (X, D;)| = |X;| par définition de D, et donc :

R N 1)
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D’autre part on a :
|X — X% = |X1 + ...+ X + Xl

< h H?y_Jr(y—l) H h C HE
‘g " \HBY) U

h 1
y—1 1 h y—1 1
< H e CioH er S > —
% (i) ot o>

< CsH

1

On écrit W =U+V avec U € B! et V € Be.
On pose V; =(0,...,0,V@ 0,...,0). OnaV; LS etV; L X -V, et donc:

Vil = 1(Vs, (X = V;) = Vy)
= [V, X)]
=[(V;, & — A" >\
< |V;|ICsH =
On a alors
VOl = Vsl < CsH'= (14)

Soit « I'idéal engendré par les mineurs de taille m de la matrice (Z; | ... | Z,,) et § l'idéal engendré par les
mineurs de taille m + 1 de la matrice (W | Z1 | ... | Zm)-
Comme W € O, chaque mineur de taille m + 1 de la matrice (W | Z1 | ... | Z,,,) est de la forme Z UR Oy, Avec
ui € Ok et ap un mineur de taille m de la matrice (Z1 | ... | Zp).
On a alors :

B8 C a et donc N(5) > N(a).

On rappelle les formules :

i

H(B) = H(B*') = @z

j 1

p
H(B*') = H(B* 1) H DWW, Z29 7).

J:1

Et donc :

DWW, 2P, ., z0)

=
=
I
=
EH
s

j=1
1 oo : ,
= N(a) H v ||D(Z£]), -, ZY)) par Iinégalité de Hadamard généralisée
j=1
p
<HB)[TIvY
j=1

e+y 1

< H(Be)CPH* <CPH =H'

On a donc , il nous reste & montrer @ On a:

wz(Be_l’J',Y;') — /JQ(Be_l’L,K)

DY, W, 2y, ..., Zm)
= PR AL d’aprés la propriété 1.3.5]
D2(W, 2y, Zm)[i[[? © P70 PEOP
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On calcule D*(Y;, W, Z1, ..., Zy). On pose M tel que D*(Y;, W, Z1, ..., Zy,) = det(M), M étant la matrice des
produits scalaires. On remarque alors que la premiére ligne de M est :

(IVil2 (Y, W) 0 - 0) car (¥;,2,) = 0.

On développe le déterminant par rapport a cette premiére ligne :

DQ(EaVV,Zh . 7Zm) = “Y;||2D2(W Zla .. 7Zm) - <}/;5W> det(M1>7

WY (%)
0
avec M; = ) M(2) et M(Z) = ((Z;,Z;)). On développe det(M;) par rapport & la premiére
0

colonne et on a donc :
D*(Yi, W, Z1,..., Zm) = ||YilPD*(W, Z1, ..., Zm) — (Yo, W)2D*(Zy, ..., Zn).
On injecte cela dans nos calculs :
YVill*D*(W, 2y, ..., Zm) = (Y, W)?D?(Zs, ..., Zm)
D2(W, Zy, ..., Zn)|IYil?

(Yi, W)2D*(Z1, ..., Zm)
D2(I/V7Z13"'72m)

wH(BTHEY) =

=1

car ||Y;[|* =

On passe a B*~! :

Be—l Y; _
w( 7 ) D(W5Z17"'7Zm)

Ceci nous permet d’évaluer :

H(B* Yw(B 1Y) = HD W), 29 Z9OV\DW, Zy, ..., Zn)w(B* 1, Y;)

N(B
]:2
j=2
5 G G) ) ) (_H NP
<L D(z",.,ZY VOl H Y™ d’apres (13
< gay L1 D 240 g|| H (s7gey) ores @
y— H
< Ci¢H(B HH o H_yi"l‘( o <H(Be)) d’apres (|14)
(p—1)(y—1)—epy,;+(y—1)+ep
< CieH <»
— C1H" 1te g,
(y—14e)(1—y})
= ClGH e

Par définition de w;(B°~1,Y;), il existe U; € B¢~ ! tel que :

(y—14e)(1—y})

H(B“ Hw(U;,Y;) < CieH e
On rappelle que par hypothése on a :
H(B®)w(X;,Y;) < cH vith
Combiné avec cela donne :
H(B*"w(X,,Y)) < CsH(B)H'T w(X;, Y))
< CsH' e cHvit!

(y—14e)(1—y})

== CC5H €
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Par 'inégalité triangulaire sur w (lemme [4.3.2)) :

H(B* Mw(X:,U;) < H(B  w(X;,Y;) + H(B Hw(U;, Y;)

(y—14e)(1—y})

0176 €

On peut alors appliquer le théoréme et on trouve Cy tel que :

(y— 1+6)(1 )

H(B* Yw;(A4, B™Y) < CycH

Cela prouve donc @[) et conclut le 1¢" cas.

me )
?)n sifpgse alors . On propose ici un schéma de preuve dans le cas (a).
Soit Hy = ( C{iq) , avec Cg qu’on définira plus tard. On considére maintenant A’ I’ensemble des X’ vérifiant :
(i) X* el
(ii") [J ] < H;(liﬁ%) pour tout j € [1, ]

h
(i) [|Xoll < CisHy™”
On peut alors appliquer le théoréme de Minkowski (théoréme [2.3.1)) pour Cig assez grand, et on trouve W €
A’ N A(K™) non nul. On écrit W = p(X) avec X € OF, et W =U +V avec U € Bt et V € B®.
De maniére analogue au premier cas on obtient :

-(1-2%)
|(W,Yj)| <2C19H, ;
. o
[V < 2Ca0H™.
p .
On a toujours H(B*™ ') < H(B°) H V@) et done :
j=1
h
H(B“ ') <CH(B%)Hy.

On peut maintenant choisir Cy = C, ce qui nous donne H(B*~!) < H' et donc (11)).
11 reste alors a montrer (12). Les calculs sont exactement les mémes que dans le 1¢” cas mais les estimations
changent :

H(B*Nw(B1Y;) < CooH(B) HIIV 1) 1(Yi, W)

h(p—1) _(1_L)
< CnH(B*)H, * H,

hee
<CyuHH,

= CyoHYo H'~Wo= 1),
Cela conclut notre démonstration. |

Théoréme 5.2.4. Soit d,e > 0 tels que e +d < n. Soit A% et B¢ deux sous-espaces de G™ avec B¢ défini sur
K tel que :

H(B®) < H
H(B®)pl(A% B°) < cH™™ avec x > 0.

Alors il existe B¢t tel que B¢ C B¢t! et :

et+1

HB"Y<H~* =H (15)

H(BS ) u9(A?, BoHY) < cOp HY ™ 7 d70 = cCppH/~ ¢ . (16)

Preuve. On raisonne de la méme maniére que pour le théoréme en exhibant un ensemble convexe conve-
nable. Schmidt détaille la preuve dans [10]. |
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5.3 Bornes supérieures
On rappelle la définition de ¢ = min(d,e,n — d,n — e).

Théoréme 5.3.1. Soit d,e > 0 tels que e +d < n. Soit 1 < j <t =min(d,e). Soit A>C G" et H > 1.
Alors il existe un espace B¢ défini sur K tel que :

H(B°) < H (17)
PI(AY, B) < CogH ™ TG0 (18)
Si j =1 on a une meilleure estimation :
=l g d pe __d@n-1
H(B )"""'wl (A 7.B ) é CQ4H (n—d)(n—e) , (19)

Preuve. Soit j € [1,t] fixé. On raisonne par récurrence sur e.
e Cas e = j : D’aprés le théoréeme (appliqué avec H ] > 1), il existe un sous-espace B tel que :

H(B)) < (H7) =H

—d
C1Hitn=d

d
BN Eic=]
Hpi -

V(A BY) <

n—e+1

H
Cs
ment grand pour que H; > 1.

On suppose notre résultat vrai pour e — 1, il existe donc B¢~! défini sur K tel que H(B°™!) < Hj et
d(n—3)

¢Q(Ad Be—l) < 024H;m
J ) = :
On applique maintenant le théoréme du Going-up, il existe B¢ qui contient B¢~ tel que :

e ¢ > j: Soit H| =

) " avec (5 la constante du théoréme |5.2.1| (Going-up). On suppose H suffisam-

H(BY) < CoHI "7 — 1
d ___dn=g)
1/)?(14 ', B?) < CyyH™ Tni=an=e)
On a donc le cas e pour H suffisamment grand. Quitte & augmenter la constante Cyy, on a le résultat pour tout
H > 1 (car 1, (A%, B7) < 1).

e j=1: Pour le cas particulier ot j = 1 on raisonne aussi par récurrence sur e en appliquant le Going-up.
Si e = 1, le théoréme donne un espace B tel que :

H(BY<H
1 d 1 __d_ __d(n—-1)
H(B )1#11(14 ,B ) < ClH n—d — OlH n—d(n—1)
On applique alors e — 1 fois le Going-up, celui-ci fait alors apparaitre en exposant un facteur :

ﬁ n—k n-1
n—-k—1 n—e¢
k=1

On obtient alors pour e.
|
On déduit de ce théoréme un corollaire qui nous permettra de minorer ’exposant d’approximation (voir la
partie suivante).

Corollaire 5.3.2. Soit A% C G" tel que :
pour tout B¢ défini sur K, dim(A¢ N B¢) < j. (20)
Alors il existe une infinité d’espaces B¢ définis sur K vérifiant :
YH(AY, BY) < CouH(B®) 5007
Et si j =1 il existe une infinité d’espaces B¢ définis sur K vérifiant :

d(n—1)

n— (
H(BY)F g4, B) < CoaH(BY) T
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Preuve. La condition "pour tout B¢ défini sur K,dim(A? N B¢) < j " est équivalente & "pour tout B¢ défini
sur K, ¢; (A4, B¢) >0 ".
Soit B§ un espace de dimension e donné par le théoreme [5.3.1} Alors B vérifie :

H(Bg) < H
YI(A?, BE) < CoH™ im0,

___dn=y)
La quantité Caq H 7020 tend vers 0 quand H tend vers +oo et ¥;(A?, BS) > 0.
__ dn—y)
Soit Hy tel que w?(Ad,Bg) > CogHy 700
11 existe alors B{ vérifiant les conditions pour H = Hy. On a alors By # By.
On continue par récurrence et on construit alors notre infinité d’espaces (B¢).
Le cas j = 1 se traite de la méme facon.

On peut affiner ce théoréme sous certaines conditions. .
Théoréme 5.3.3. Soit d,e > 0 tels que d+ e < n. Soit 1 < j <t =min(d,e) tel que :
j+n—t>j(i+n—d—e).
Soit A C G™ et H > 1.
Alors il existe B¢ défini sur K tel que :
H(B®) < H (21)
H(B)!(A% B) < CogH'~ 7057, (22)

Preuve. ¢ Case < d: On aalorst =e.
Comme la hauteur et les angles d’inclinaison sont invariants par passage aux sous-espaces orthogonaux, il est
équivalent de montrer qu’il existe un espace B¢ tel que :

H(B*)<H

H(B)I(A%, BY) < CoH'~7G1e=m
sous les hypothéses j +e > j(j+d+e—n), d+e>nete>d.
On raisonne par récurrence sur j.

0j=1.0n pose g =d+ e —n. Alors ¢; (A%, B¢) = w,1(A%, B®).
Soit B¢*! de hauteur 1 (qui existe par[5.1.2). Comme d + e > n on dim(A¢, B*t!) > g + 1. On en déduit que :

Pour tout i € 1,9+ 1], wi(A4, Bt1) = 0.

On remarque qu’on est alors dans le cas 2 du théoréme du Going-down car on vérifie (10). On peut donc
I'appliquer pour H > Cy = CoH(B®t!) avec Cy la constante intervenant dans le théoréme (on aura de plus
e+1

yh = m) 11 existe alors B¢ C B°t! tel que :

H(B®)<H
H(B®)wl(A?, B®) < CyoH =@~ = CyoH' =51 i € [1,9 +1].
Cela nous donne le cas j = 1 du théoréme [5.3.3 pour H suffisamment grand. On gere les "petits" H en faisant

varier la constante.
o Hérédité : on suppose la propriété vraie pour j — 1. On a wj(Ad, Be) = wg+j(Ad, B°).

. ite A . .
Onpose h=g+j,y=———c¢et H = ou C5 est la constante définie dans le Going-down

(7 —Da Cs
(théoréme [5.2.2]).
On suppose de plus que H est suffisamment grand pour que l'on ait H; > 1. Comme j+¢e> j(j+d+e—n)
ona(j—1)+(e+1)> (G —1)((j —1)+d+ (e+1) —n). Par hypothése de récurrence il existe B¢*! vérifiant :

H(Be+1) < Hl

j—l4n—t

1——l=_Trn="
H(Be+1)¢?71(Ad,Be+l) < Cg@Hl G—D(G+n—d—e) )
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] 1
On applique le Going-down avec y; = ... = yp = ( Jte > —. On peut P'appliquer car les w;(A?, B**t1),

j—1gh ~ qh’
pour ¢ € [1, k] satisfont la méme majoration que 1&}1_1(14‘17 Be*1). En effet pour € [[1, ], cela est clair et pour
i=h,on awp(AY, B = wiientj (A%, BT = 4p; 1 (A4, BeHL).
| +e , j+e
jah

Cela nous donne y = ]71) ety =...y;,
—1)q

Il existe donc B¢ tel que :

etqy

H(B®) <CsH\""" =H
H(Beﬁ/)?(Ad,Be) < C7ch1_jj# = C%Hl*%.

On n’oublie pas d’augmenter la constante Cyg pour gérer les "petits" H et on a alors le théoréme pour e < d.
e Cas e > d : On traite de la méme fagon ce cas par récurrence. L’initialisation étant faite dans le cas précédent,

valeurs y; bien choisies.

On associe a ce théoréme le corollaire suivant de la méme maniére que pour le théoréme [5.1.2 .
Corollaire 5.3.4. Soit d,e > 0 tels que d+ e <n. Soit 1 < j <t =min(d,e) tel que :
jtn—t=jj+n—d—e).
Soit AY C G™ tel que :
pour tout B¢ défini sur K,dim(A? N B¢) < j.
Alors il existe une infinité de sous-espaces B¢ définis sur K vérifiant :
WI(AY, BY) < CogH(B®) ™ TTHn-7-0. (23)

Preuve. On distingue deux cas :
e Casj+n—t>j(j+n—d—e):

On raisonne alors comme dans la preuve du corollaire en utilisant que H L= 5Gea=e tend vers 0 quand
H — oo et en divisant par H(B®) dans (22).

e Casj+n—t=4({+n—d—e):

On remarque déja que cela implique j > 1 (car d,e > 0).

On suppose d’abord que e < d, on a alors ¢t = e. On a construit dans la preuve précédente un sous-espace B¢*1
contenant B¢ tel que :

j—1l4n—t

H(Be“) ?_1<Ad7Be+1) < 026H117W.

| J—ldm—t j—1 —1
On en déduit 1/J§_1(Ad7 B°) < CyeH, G DG 1n-d9 Oy ]_ = 1)]( : 1"'__:1 y )
J— U = n—a-—=¢

toujours le méme raisonnement consistant a faire tendre H; vers l'infini, on trouve une infinité de sous-espaces
B¢ satisfaisant :

< 0, donc en appliquant

YI(A, B) < CogH(B®) 707,

Le cas d < e se traite de maniére similaire.

|
Théoréme 5.3.5. Soit 0 < d < n. On note u = min(d,n — d). Soit A2 C G™ et H > 1.
Alors il existe des espaces B C ... C B" définis sur K tels que :
H(B") < H' (24)
H(BY)ui(A%, BY) < Cyp H™ 75~ wir — it (25)

Plus précisement on a :

n
[

Mq(Ad,Bi) < CQ7H<B7) <_ﬁ_n711—1_'“_n—dl—i+1)_
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5 APPROXIMATION DIOPHANTIENNE Mémoire de M2

Preuve. Comme 1 (A%, B') = u(A%, B'), le théoréme nous donne l'existence d’un espace B! vérifiant
etpouri:l.

On suppose maintenant qu’on a construit ¢ premiers espaces B! C ... C B avec i < u.

) 1 d d+1 d+i—-1
(0] li le théore 5.2.4 H'etx = - oot ——— ] Al :
n applique le théoreme avec et x '<nd+nd1+ +ndi+1) ors
. d+1 d d+1 d+i
m—‘_nfd—i_nfd—’—nfdfl T n—d—i

11 existe donc un espace B! défini sur K contenant B’ tel que :

. J it £ .
HB™) < (HY) * =H™!

. . . - % ~ d d+1 d+i
H(B™pd (A%, B < CosCor (H™) HT = CyyH - mea-1 T wd

Notre espace B! convient pour notre théoréme (quitte a changer Cy; en Cay).
On précise maintenant le calcul pour obtenir la derniére majoration. On divise (25) par H(B®) et comme
H(B*")<H"ona:

pi(A%, BYY < Cor H(BY) T (- 7fa— s =~ w1
On simplifie I’exposant :
4 __d+1 = _d+i-1 \
1 n—d n—-d-1 "~~~ n—-d-i+1
_ /4 _d¥1 _ _dFi-1 .
i n—d n—-d-1 "~ n—-d-i+1

S(GE) GEE) GEEe )
+(GEa) o) v )

_nf(_t - 1
g n—d n—-d—-1 "~ n—-d—i+1)’

ce qui est bien 'exposant annoncé.

Corollaire 5.3.6. Soit d,e > 0 tels que d + e < n.On note t = min(d,e). Soit A C G™ et H > 1. Alors il
existe un espace B¢ défini sur K tel que :

H(B®)<H

dtt—1 )

H(Be)%ﬂq(fld, Bf) < C28H_( e ) (Rl ettt

Plus précisement on a :

p?(Ad, B < CQSH(BC)—(%)(J(;‘*‘WEA +otmate)

Preuve.
e Case<d:

On a alors t = e. On applique le théoréme avec H¢. On trouve alors B¢ tel que :

H(BY) < H
H(B)ui(A%, BY) < Cor H (ata— i ——wtisi),

Cet espace B¢ convient donc pour notre théoréme.

e Case>d:

On a alors t = d. On raisonne par récurrence sur e.
L’initialisation est e = d et a été traitée dans le cas précédent.
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n—e

H n—e—1
On va appliquer le Going-up (théoréme [5.2.1) pour I'hérédité. On pose Hy = (C’) . On suppose H
3

suffisamment grand pour que H; > 1. On suppose qu’on a un espace B¢ tel que

H(B®) < H,

n—t )(ﬁ+ni§£1++vriti:1+1)

H(Be)%uq(Ad’ Be) < C’ggH;(t("%)

On peut alors trouver, pour ¢ € [1,t], x;,y; > 0 tel que :

n—t
z:%i*q(n—e)

i=1
t

n—t d d+1 d+t—1
2= (qt(ne)) (nd+nd1+“'+ndt+1>

Vie [1,t], H(B%)™I(A% B) < CiH Y.

On applique alors le Going-up avec Hj, il existe B! tel que :

n—e—1

H(B“™) < C3H,"* =H,

—yi(n—e)

zi(n—e) 1
H(BT) =1 ¢(A%, Bt < O CyH nme1 .
On pose Cog = CosC{. On multiplie sur i et on passe a la puissance ¢ dans la deuxiéme inégalité et comme
d
u(Ad, B®) = Hz/)i(Ad,Be), on trouve :
i=1

H(BOH) 725 ya (A4, Bty < Gy i~ (5et) (765 (ot atitn 4 05

— Gy~ () (Gt et + 75

Notre espace B*t! convient et on traite les H "petits" en changeant la constante.
n—t
Enfin on prouve le cas particulier en divisant par H(B¢)»=< et en simplifiant ’exposant.

5.4 Meilleures estimations possibles

Soit L/K une extension de corps de nombres; un K-plongement de L dans C est un plongement de L dans
C induisant Iidentité sur K. On rappelle qu'une extension de corps L/K algébrique est dite normale si V o K-
plongement de L dans C on a o(L) C L.
Pour L/K algébrique, il existe une plus petite extension L'/L tel que L'/K soit normale. On dit que L’ est la
cloture normale de L sur K.
Si L/K est finie alors sa cloture normale ’est aussi.

On rappelle que le théoréme de finitude du groupe de classes :
Soit K un corps de nombres, alors CI(K) est fini,

ot CI(K) est le groupe des idéaux fractionnaires de Ok quotienté par K*. En particulier on a l'existence d’une
borne C3g = C50(K) telle que pour tout idéal o de Ok il existe & dans la classe de « tel que N (&) < Csg .

Théoréme 5.4.1. Soit d,e € [1,n] tels que d 4+ e < n. On pose t = min(d, e).
Soit L un corps de nombres contenant K avec [L : K] = n vérifiant dans les différents cas :
(a) L et les images de L par les K-plongements de L dans C sont réels
(b)) LCC
Alors il existe un espace AY C G™ de dimension d défini sur la cloture normale L' de L/Q et Cag = Cag(n, d, e, K, A%)
tel que :

Y B¢ défini sur K, (A%, B®) > Cog H(B®) ™ witnri—a-2),
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5 APPROXIMATION DIOPHANTIENNE Mémoire de M2

Preuve. Soit c=n —d et aq,...,a¢ P1,...,0q4 une base de L/K.

On notera comme usuellement, o1,...,0, les plongements de K dans C. On supposera que o; = id et dans le
cas (b), o2 : z — Z.

On a [L : Q] = np. On note 7;; les plongements de L dans C pour i € [1,n] et j € [1,p]. On arrange les 7;;
de sorte que 7;j|x = ;. En notant alors 7; = 7;1, on a {T1,...,Tn} qui est 'ensemble des K-plongements de L
dans C.

Dans le cas (b), on s’arrange pour avoir 7;; = T;2.

Soit M = (a;i)ie[[l,n]],je[[l,c]]~ Alors M est de rang c par définition des o, on suppose sans perte de généralité
Ti

que M, = (O‘j )iE[[l,c]],je[[Lc]] est de rang c.
Soit N = (ﬁ;)ie[[l,c]]7je[[17dﬂ. On écrit :

(Vit)ier el jema = (M) "N € Mca(L).
On a alors pour ¢ € [1,¢],7 € [1,d] :
Bi' =inar + ...+ yje0rt
On pose maintenant les vecteurs de G :

Yl = (1707"'707’Ylla~"771c)

Yd: (07"'7071a’7d17"'7’7d0)

Et on pose enfin A% = Vect(Y7,...,Yy). On montre que cet espace convient.

e Case=1:0n aalors t = 1. Soit B! défini sur K. On choisit X = (£1,...,&,) € O tel que B! = Vect(X).
En notant « 'idéal fractionnaire engendré par les §;, on peut supposer N(«a) < Cs0(K) quitte & multiplier a
multiplier tous les & par un méme z € K*.

On pose ¢y = 1 (A9, Bl)H(Bl)ﬁ ; le but de la preuve est de minorer ¢y par une constante.

D’aprés la propriété [£.3.5 on a :

D(X,Yi, .. 'aYd) = M(Ad’B1>D(X)D(Yl7 .. 7Yd)
=1 (A%, BY|IX|D(Y1, ..., Ya)

n

= co| X||D(Y3,...,Y)H(BY) a.

Par le lemme les mineurs de taille d + 1 de la matrice (X | Y7 | ... | Yg) sont majorés (en module) par
col| X||D(Y1, ..., Yq)H(BY) .
Soit k € [1,c]. Soit Dy la matrice de taille (d 4+ 1) x (d 4+ 1) extraite de (X | Y7 | ... | Yy) avec pour lignes
1,...,d,d+ k. Alors :

& 1 ... 0

b |
& 0 --- 1
fdvk Yk oo Vdk

En développant par rapport & la premiére colonne de Dy on a :

n

&7k + - -+ Eavar — Eavn| = [det(Dy)| < || X||D(Ya, ..., Yy)H(B") ae. (26)

On pose ¢ la forme linéaire telle que ¢(X) = &5 + ... + €aBa — Ear101 — - .. — Epae. En multipliant par
a;’ et en sommant sur k on arrive a :

Vie[l,c,|om(X)| =667 + ...+ &b — Eapra] — ... — &ual|
< coCa1 || X || H(B") 3¢,

avec C3; qui dépend de A%
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Par continuité il existe Csy tel que V ¢ < i < n,|¢™ (X)| < Cs2||X||. On peut alors calculer :

n

[Tlecx)™

=1

~[[1s™x)

=[Tls" ol IT 1o ()]

i=c+1

= §Cas|| X|"H(B') 5.

< (coCan | X[ H(B) 75 ) (Caall X )"

Dans le cas (b) on a 7;1 = T;3 donc et alors |¢p(X)71| = |¢p(X)™2| ce qui donne :
n 4
[TIT1e(0)™ < cgcgsl x| a (B~
i=1j=1

Soit C34 > 0 tel que pour tout %, j on ait |¢p(X )77 | < Csy)| X 7]]. On a alors :

n p n q n p

ITIT1ecom i =TTIT1e)™ T IT lec)™

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=g+1
» n
<@g iximaE) ™ | I 1xm)
Jj=q+1
= ¢! C{H(B") "N (o)"H(B")"
< c1Cs4,
1 2
car H(B') = M) H | X7 et || X|| = ||X?¢]|. Les nouvelles constantes évoquées ici ne dépendent que de
!
=1
A, : )
D’autre part on a H H |p(X)T4 | = | N ((X))].

i=1j=1
Comme X € O\ {0}, ¢(X) # 0 et les éléments 1, ..., 04, a1,...,a. € L définissant ¢ sont fixés, il existe une
constante Csg > 0 telle que | Ny (4(X))| > Csg pour X € O \ {0}.
On en déduit alors qu’il existe Cag > 0 tel que Cog < cg. Cela démontre le théoréme pour le cas e = 1.
e Case<d:Onaalorst=ecetn+t—d—e=n—d. L'espace A? construit auparavant convient toujours et
on le montre par récurrence sur e. Soit B¢ de dimension e défini sur K, on note :

co = Py (A?, B®)H (B¢ )atn=ai |

Par le théoréme (b), il existe un espace B¢~! défini sur K avec B¢~ C B€ tel que :

e—1
e .

H(B*1) < ¢ H(B®)
On a par ailleurs, ;1 (A%, B¢™1) < (A%, B®) (lemme [4.1.5)) et donc :

Y1 (A%, BSY) < o H(B®) ™ ati-ae

C . en
< 2 _H(B* Y aw=dieD

e—1
¢y

= ¢gCsg H(B™ 1) at-dG-D cart =e.

Par hypothése de récurrence, v;_1 (A%, B 1) H(B*™1)~ a=d1G-1 est bornée inférieurement donc en particulier
coCss aussi et donc ¢y aussi. Cela nous donne le théoréme dans le cas e < d.

e Casd<e:Onalorst=detn+t—d—e=mn—e. Comme d+ e <n, on a de plus e < n — d. On raisonne
par récurrence descendante sur e.

Le cas e = n — d se traite par dualité grace au cas e < d.

Soit B®~! défini sur K. On pose comme auparavant :

co = (A%, BTYH (B weerm
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n

On applique le Going-up (théoréme [5.2.1)) avec z; = 0, yy = —————
gt(n —e+1)

. Il existe un espace B¢ contenant

B! tel que :

n(n—e+1)

(A%, B®) < cgCsg H(B®)~ iD=
= coCo H(B) ™ 7027,
Par hypothése de récurrence (A%, B¢)H(B¢) =9 est bornée inférieurement donc en particulier ¢oClg aussi

et donc ¢y aussi. Cela nous donne le théoréme dans le cas d < e.
]

Corollaire 5.4.2. Soit d,e € [1,n] tels que d + e < n. On pose t = min(d, e). On suppose de plus que :
n>tlt+n—d—e).
Soit AT C G™ tel que pour tout B¢ défini sur K :
e Sin > t(t+n-d-e) alors dim(A? N B®) < t.
e Sin= t(t+n-d-e) alors dim(A? N B¢) <t — 1.
Alors il existe une infinité d’espaces B¢ définis sur K vérifiant :
BI(A, BY) < Cog H(Be)~ T

n

m est le meilleur possible.

De plus ’exposant

Preuve. L’existence d’une infinité d’espaces B¢ vient simplement du corollaire [5.3:4] avec j = t.
Le théoreme [5.4.1] nous donne que l'exposant est le meilleur possible. Pour cela il nous faut une extension de
corps L/K de degré n vérifiant les bonnes conditions dans les cas (a) et (b). Soit I un nombre premier tel que :

[=1 mod2netl>p.

Soit ¢; une racine primitive /-iéme de I'unité. On a ¢; ¢ K. On note M = K((; + ¢;). Alors :

K@) K]
M= K] = R(c) - )
-1
N

Ces extensions sont galoisiennes et #Gal(M/K) =

Gal(M/K) est cyclique (car Gal(K(¢;)/K) Dest), et on pose H un sous-groupe d’indice n de G.
On pose L = M*H le sous-corps de M stabilisé par H et on montre que L convient. On a :

est divisible par n. On peut méme voir que G =

[L:K]=[G: H]=n.

On montre maintenant que L vérifie les conditions du théoréme. Le cas (b) est trivial et il n’y a rien a vérifier.
Dans le cas (a) : K C R. Soit o un plongement de L dans C. On peut prolonger o en & plongement de M dans

C. Comme M CR,onao(L) C [0(M) C M CR car M est normale car galoisienne.
On peut donc appliquer le théoréme qui minore (A%, B¢) et cela conclut.

5.5 Bornes inférieures

On énonce ici quelques résultats démontrés par Schmidt dans la partie 14 de [10]. La notation [-] désigne la
partie entiére supérieure dans R.

Théoréme 5.5.1. Soit d,e € [1,n] tels que d+ e < n. On pose t = min(d, e) et

e(n—e)+1
m=|——|.
n+l—d—e
Soit L un corps de nombres contenant K avec [L : K] =1 > m vérifiant dans les différents cas :
(a) LCR
(b) L CC.
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Alors il existe A% défini sur L et une constante Cyo = Cyo(n, d, e, K, L, A?) tels que :
Y B¢ défini sur K, ud(A?, B¢) > CyoH(B®) .
Corollaire 5.5.2. Soit d,e € [1,n] tels que d + e < n. On pose t = min(d, e). On pose :

n= ]

Alors il existe un sous-espace A de G™ et une constante Cyy = Cy1(n, d, e, K, A?) tels que :

V B¢ défini sur K, pi(A? B¢) > Cyu H(B®)™™.
Corollaire 5.5.3. Soit d,e € [1,n] tels que d+ e < n. On pose t = min(d, e). On pose :

m:{e(n—@“w

n+l—-—d—e

Soit i € [1,min(d,e)]. Alors il existe un sous-espace A? de G™ et une constante Cya = Cya(n,d, e, K, A?) tels

que :

V B¢ défini sur K, Q/J;I(Ad,Be) > C42H(Be)’%,
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6 Exposants d’irrationnalité et d’approximation

On généralise ici la notion d’exposant d’irrationnalité définie sur les réels et rappelée en introduction. Les
définitions et notations proviennent de [5].
6.1 Définitions

Il faut d’abord généraliser la notion d’irrationnalité pour des espaces de dimension d.
On note R, x(e) 'ensemble des sous-espaces K-rationnels de G™ de dimension e, c¢’est-a-dire les espaces de
dimension e qui admettent une base formée de vecteurs a coordonnées dans K.

Définition 6.1.1. Soit d,e > 1 tels que d + e < n. Soit 1 < j < min(d, e). Soit A4 c G" un sous-espace de
dimension d.
On dit que A? est (e, j)-K-irrationnel si pour tout sous-espace B¢ K-rationnel de dimension e :

dim(A% N B®) < 4.
On note Z,, k(d, e); ensemble des sous-espaces (e, j)-K-irrationnels de dimension d de G".

Définition 6.1.2. Soit A? € Z,, k(d, e);. On définit le j-iéme exposant d’irrationnalité de A par :

1
tnx(Ale); = sup {B > 0| il existe une infinité d’espaces B € R,, k(e) tels que 77/1?(14‘1, B°) < HB)? }

On définit alors le j-iéme d-exposant de e-approximation par :

e (d]e); = ner ™ finx (Ale);

On se permettra de noter seulement u,(dle); et /oLn(d|€)j lorsque K = Q.

Propriété 6.1.3. Soit d,e > 1 tels que d+e <n. Soit 1 <l <e etl<j<min(l,d).
Alors :

?’L*lo

- < .
n — e:un,K(d‘l)] — :U“n,]K(d|6)]

Preuve. Soit A € 7,, x(d, e);. On montre que pour [ < e, on a A € Z,, x(d,l); et

n—1

i (AN : < i x(A%e) ;.
n—e'u”K( 11); < b g (A%e€);

Cela nous donnera alors la propriété en passant a l'inf car Z,, x(d,e); C Z,, x(d,{);.
On se simplifie la tadche en démontrant seulement :

n—1

(AN < pn (AT 4 1),

En effet, pour conclure il suffit simplement de remarquer que :

E_l—[l n—k  n-lI
n—k—1 n—e

k=1

Dans la suite, on écrira 1 = i, x(A?|l);. Soit € > 0. Par définition de p il existe une infinité d’espaces B! €
Rnx(l) tels que :

1
q/ Ad l
VA B € o
On applique le théoréme du Going-up (théoréme [5.2.1) avec H = H(Bl),xj =0,y; = p—e Il existe alors
q
B! K-rationnel tel que H(B'™!) < H' et
¥I(AY, BI) < (C4H/*(%)(nf?i1)>q < CH(B™) -9 (7E), (27)
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Comme A? € Z,, x(d,l + 1), on a ¢;(A¢, B'T1) > 0 pour tout B'*! € R, k(I +1).
On suppose par I'absurde qu’il n’existe qu’un nombre fini de B**! vérifiant . Alors avec ce qui précéde on
aurait une constante m > 0 telle que :

V B € Ry, k(1 + 1), (A%, BT > m.

Or comme il existe une infinité de B!, on pourrait en choisir un tel que V; (A% B") < m (on peut prendre sa
hauteur arbitrairement grande). Et alors :

’(/Jj(Ad,BH_l) < ¢j(Ad7Bl) <m,
ce qui est absurde. Il existe donc une infinité d’espaces B!t! € R x(l + 1) vérifiant .
On en déduit alors :
n—I
n—1—1
Cela est valable pour tout ¢, en le faisant tendre vers 0 on trouve alors :

—1
n Ad j “
2 aK( |Z)Jn—l—1

finx (Al +1); > (n—¢)

< ik (AN +1);,

ce qui conclut la preuve.

6.2 Reésultats

On peut reformuler les résultats obtenus précédemment en terme d’exposant. Tous les résultats sont donnés
dansle cas d +e < n.
Le corollaire [5.1.3] nous donne :

o d
dle)e > ——.
Mn,K( ‘6) = 6(71 . d)
Le corollaire [.3.21 améliore cela en :
0 d(n — j)
dle), > A\~ J)
:U'n,]K( |6)J = j(n _ d)(n _ 6)
o n(n —1)
d >
:U’n,lK( |€)1 = (n—d)(n—e)
Le corollaire [5.3.4] nous donne :
Pour j+n—t>j(j+n—d—e)avec t = min(d, e),
o ] + n—t
dle); > ———mMm .
Le corollaire [5.4.2 donne :
Pour n > t(t + n — d — e) avec t = min(d, e),
o n
de)yy = —7—79¥—¥—¥——.
Iun,K( |e)t t(t+n —d— 6)
En particulier, comme dans le cas ¢ = 1, 'inégalité n > t(t +n — d — e) est toujours vérifiée, on détermine

ﬁn’K(dH)l et /in’K(1|e)1 pour tous d et e. On a ainsi résolu le probléme dans le cas ot 'on cherche & approcher
des droites ou & approcher des sous-espaces par des droites.
Le corollaire [5.5.3] donne :

1

P eldle); < & [

: e(n—e)+1—‘.

n+l—d—e
6.3 Conjectures

6.3.1 Conjecture de Joseph

Schmidt propose a la fin de son article une méthode pour étudier des espaces mal approchés par des droites.
Ceux-ci seront en effet mieux approchés par des espaces de dimension supérieure. Cette méthode est appliquée
dans [5] et permet & Joseph de conjecturer une valeur pour f,, (dle)..

Soit d € [1,n — 1] et e € [1,min(d,n — d)]. Soit A% € Z,, x(d, €). un sous-espace mal approché par des droites
dans le sens :
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n

V & > 0 il n’existe qu'un nombre fini d’espaces B! € R, k(1) tels que ¢f(A%, B!) < H(Bl)f(nfdﬂ).

Soit € > 0. On peut alors trouver une constante C' = C(A,n,e) > 0 telle que :

v B € Ryi(1), v(A%, BY) > CH(B)~ (7).

Par le corollaire il existe une infinité d’espaces B! € R, k(1) et B® € R, k(e) avec B! C B¢ tels que :

H(B')y2(A%, B*) < C1H(B*)™ 7=,

n—d

Or (A4, BY) > CH(B)~(7%%¢) donc 4(Ad, BY)wir-m: > CH(BY)™L.
En utilisant que 9 (A9, B') < 1).(A? B®) et en combinant nos inégalités on arrive a :

WI(AL, B®) < Gy H(B®) ™ 7oa (A%, Blywrtn- o
n—d

CyH(B®)™ a1 (A4, Be)wrtnae

IN

On en conclut donc :

d

(A, Be)! D < G H(BY) T

Et donc :

d e(n—d)+n

YI(AL, B) < CyH(BE)Tm <Gay+d

avec C1 = C1(4,¢,e,n). On peut faire tendre € vers 0, cela nous donne une minoration du e-iéme exposant
d’irrationnalité de A :

n

pinx (Al€)e = cn—d)

On avait auparavant g, k(Ale)e > . Pour des espaces mal approchés par des droites on a donc une

e(n—d)
amélioration d'un facteur .

Joseph [5] s’est alors basé sur ces résultats et ceux de De Saxcé [8] pour émettre la conjecture suivante :
Conjecture 6.3.1 (Joseph). Soit d € [1,n — 1] et e € [1,min(d,n — d)]. Alors :

n

ﬁn(d|e)€ = m'

6.3.2 Une mauvaise conjecture

On cherche maintenant & approcher ces mémes espaces par un espace B¢ mais lorsque 1’on cherche seulement
a rendre petit ¢?(Ad, B¢) avec j < min(d, e). On cherche donc & évaluer ﬁ,L7K(d|e)j. On se place dans le méme
contexte que la partie précédente avec A? € T, k(d, e); un sous-espace mal approché par des droites.
Soit € > 0. D’aprés ce qui précéde on peut trouver une infinité d’espaces B? € R, x(j) tels que

Vi(AY, BY) < H(BY)7o .

On applique le théoréme du going-up (e — j) fois pour construire un espace B¢ € R, x(e) qui approche A De
la méme maniére que dans la propriété on construit une infinité d’espaces B € R, k(e) vérifiant :
WA, BY) < CH(Be)*(ﬁfs)Z%i_

On fait tendre € vers 0 et on en déduit :

s 2 50— )
d(n —j)
j(n —d)(n —e)

toujours une amélioration d’un facteur h

Auparavant on avait un’K(Ad|e) j=> . Pour des espaces mal approchés par des droites on a donc
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n(n —j)
j(n —d)(n—e) ,
Or on peut simplement trouver un contre exemple & cette affirmation. Si on prend n =5, d=3,e=2et j =1
on a :

On pourrait alors raisonnablement conjecturer ,&n,K(d\e)j =

j+n—t=4
>1
—j(j+n—d—e).

On peut donc appliquer le corollaire [5.3.4] reformulé dans la partie [6.2] et on obtient :
5 (312)1 > 4.
nn—g) 2

r — A\ )
jin—=d)(n—e) 6
Cela contredit directement notre conjecture. Il faut alors trouver une nouvelle approche pour estimer la valeur

de ﬁn,K(d|e)j'

< 4.
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