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Exercice 1. Soit X1, X2, X3 trois v.a. i.i.d. selon P(X1 = ±1) = 1/2, et Yi =
∏
j∈{1,2,3}\{i}Xj pour

i ∈ {1, 2, 3}.
1. Montrer que les variables Y1, Y2, Y3 sont 2 à 2 indépendantes.

2. Montrer que les variables Y1, Y2, Y3 ne sont pas indépendantes.

Exercice 2. Soit U ∼ Unif(0, 1) v.a. de loi uniforme sur [0, 1], X = sin(2πU) et Y = cos(2πU).

1. Montrer que E[XY ] = E[X]E[Y ]. (On dit que X et Y ne sont pas corrélées)

2. Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 3. Soit (An)n≥1 une suite d’événements indépendants définis sur (Ω,F ,P).

1. On suppose P(A1 ∪A2) = 1. Montrer que P(A1) = 1 ou P(A2) = 1.

2. On suppose P(An) < 1 pour tout n ≥ 1, et P(
⋃
An) = 1. Montrer que P(lim supAn) = 1.

Exercice 4. Soit (Xn)n≥1 suite de variables aléatoires définies sur (Ω,F ,P).

1. On suppose Xn −→ X p.s.. Montrer que Xn
(P)−→ X.

2. On suppose que Xn
(P)−→ X.

(a) Soit ω0 tel que P({ω0}) > 0, et ε > 0. Montrer qu’il existe n0 tel que pour tout n ≥ n0,

|Xn(ω0)−X(ω0)| ≤ ε.

(b) On suppose Ω dénombrable et F est l’ensemble des parties de Ω. Montrer que Xn −→ X p.s.

Exercice 5. Pour X,Y deux variables aléatoires, on pose d(X,Y ) = E[|X − Y | ∧ 1].

1. Montrer que d est une distance sur l’ensemble des variables aléatoires (considérées à égalité p.s. près).

2. Montrer que d(Xn, X)→ 0 ssi Xn
(P)−→ X.

3. Supposons Xn
(P)−→ X et Xn

(P)−→ Y . Montrer que P(X = Y ) = 1.

Exercice 6. Soit α ≥ 0, (An)n≥1 des événements indépendants. On pose pour n ≥ 1, Un = nα1An . Donner
une condition nécessaire et suffisante portant sur la suite (P(An))n≥1 pour que

1. Un −→ 0 p.s.

2. Un
P−→ 0.

3. Un
Lp

−→ 0.

Exercice 7. Soit (Xn)n∈N une suite de v.a. qui converge dans L2 vers X : E[(Xn −X)2]→ 0.

1. Montrer que limn→∞ E[Xn] = E[X].

2. Montrer 1 que limn→∞ E[X2
n] = E[X2].

Exercice 8. Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. i.i.d. telles que P(X1 > 0) = 1, P(X1 = 1) < 1, E[X1] = 1 et
E[log(X1)|] <∞. On pose Yn =

∏n
i=1Xi.

1. Vérifier 2 que E[log(X1)] < 0.

2. Montrer que log(Yn)/n −→ E[log(X1)] p.s..

3. En déduire Yn −→ 0 p.s.

1. on pourra utiliser l’inégalité de Cauchy Schwarz
2. on notera que log(x) ≤ x− 1 pour tout x > 0 avec égalité ssi x = 1
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4. La suite (Yn)n≥1 converge-t-elle 3 dans L1 ?

Exercice 9. Soit (Xn)n≥1 ∼ Unif(0, 1) une suite de variables aléatoires i.i.d. selon la loi uniforme sur [0, 1],
et pour n ≥ 1, Mn = min1≤i≤nXi. Montrer que :

1. Mn
P−→ 0.

2. Mn −→ 0 p.s.

3. n ·Mn
(loi)−→ Exp(1) 4.

Exercice 10. Soit Xn ∼ GeomN(pn) avec npn → λ > 0. Montrer que Xn/n
(loi)−→ Exp(λ)

3. on pourra calculer E[Yn]
4. penser a la fonction de répartition
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