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Introduction

J’ai effectué mon magistere de mathématiques a 1’Université Paris-Sud XI
d’Orsay entre 2009 et 2013. La premiere partie de ce mémoire est justement
consacrée au déroulement de ma scolarité au sein du magistere. La seconde
partie est consacrée a la présentation de mon sujet de these, qui a débuté
le 1er septembre 2013. Enfin, ce mémoire comporte quatre annexes, qui sont
les travaux que j’ai réalisés dans le cadre de mes études au magistere.

Remarque : Chaque annexe contient sa propre table des matieres et sa
propre numérotation des pages. De plus, ce sont les travaux que j’ai rendus
en I’état, les erreurs n’y ont donc pas été corrigées.
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1 Descriptif de mon cursus au sein du ma-
gistere

Dans cette section, je détaille mon parcours universitaire ainsi que cha-
cune des activités que j’ai réalisées dans le cadre du magistere. En plus de
ces activités, le magistere a été pour moi un excellent complément au par-
cours classique, notamment en vue de passer ’agrégation, me permettant
d’acquérir du recul, d’apprivoiser un peu IXTEX, de découvrir de nouveaux
domaines des mathématiques, d’élargir ma culture et de repousser certaines
limites.

Premiére année (2009-2010)

J’ai intégré la troisieme année de licence mention Mathématiques Fonda-
mentales et Appliquées ainsi que la premiere année de magistere de mathématiques
apres trois années de classe préparatoire MPSI, puis MP, au lycée Robespierre
d’Arras (2006-2009). Je souhaitais faire un peu plus que le parcours classique,
pour ensuite passer I'agrégation de mathématiques, et d’anciens étudiants ar-
rageois ayant fait ce choix auparavant m’avaient parlé du magistere.

Durant cette premiere année, le magistere proposait des cours et activités
en complément de ceux du parcours de la licence MFA

— le cours < Programmation, algorithmique, théorie de la complexité > du
premier semestre était obligatoire

— il fallait ensuite, toujours au premier semestre, suivre I'un des deux
cours < Graphes et algebre linéaire > ou < Mathématiques et biologie >

— au second semestre, un premier cours spécifique au magistere était or-
ganisé : < Compléments de topologie et de théorie de la mesure >

— en outre, I'unité < Projet > était obligatoire

— enfin, un stage de trois semaines en entreprise venait conclure cette
année.

Je vais maintenant présenter un peu plus en détail ces activités.

Tout d’abord, le cours < Programmation, algorithmique, théorie de la
complexité > était une réelle nouveauté pour moi. En effet, je n’avais jamais
suivi de cours d’informatique a proprement parler. Apres une période d’adap-
tation, j’ai trouvé ce cours intéressant et utile, mais je dois avouer que la fin
du cours m’a paru difficile. J’ai pu utiliser certaines choses apprises durant
ce cours, comme les calculs de complexité et surtout un point de vue nou-



veau sur la programmation informatique, des les séances de TP du second
semestre et de 'année de M1.

Ensuite, j’ai choisi de suivre le cours < Graphes et algebre linéaire ». Ce
cours était une nouveauté également. Il a fallu incorporer tout le vocabulaire
spécifique aux graphes, mais une fois ce stade dépassé, j’ai trouvé intéressants
les problemes qu’on souhaitait résoudre sur les graphes. Ce cours m’a assez
peu servi jusqu'a 'agrégation, ou j’ai rencontré quelques graphes dans les
exercices et dans la legcon de combinatoire uniquement. Les quelques notions
que j’ai acquises durant ce cours ont commencé a me servir lors de mon année
de M2, ot j’ai rencontré des graphes en théorie des matrices aléatoires, mais
aussi des graphes aléatoires lors de mon mémoire.

Durant le second semestre, j’ai assisté au premier cours spécifique au ma-
gistere : <« Compléments de topologie et de théorie de la mesure ». Sur le
coup, il m’a paru extrémement compliqué. Avec le recul, je me rends compte
que c’était une tres bonne introduction au cours de topologie de M1 (dans le
module <« Analyse II ») et qu’il comblait une partie des choses qui n’avaient
pas été vues dans le cours < Intégration de Lebesgue >. J’ai retrouvé beau-
coup de choses évoquées dans ce cours lorsque je préparais ’agrégation.

Parallelement, j’ai réalisé mon < Projet > sous la direction de Jean-Claude
Saut, sur le theme des fonctions a variations bornées et du théoreme de Rade-
macher. On trouvera une copie de mon travail dans 'annexe A. Cette étude
m’a permis d’approfondir le cours de calcul différentiel du premier semestre,
dans lequel je n’étais pas vraiment a l'aise, mais aussi de découvrir des ob-
jets et des résultats qui sont revenus lors de la préparation a ’agrégation, et
meéme en M2 dans le cours de calcul stochastique.

Enfin, j’ai effectué un stage de trois semaines a 'IUT de Béthune sous la
direction de Chafika Dantec-Djelal. Ce stage m’a permis de découvrir I'intérét
des mathématiques pour les autres disciplines, puisque j’ai été accueilli dans
un laboratoire de recherche en génie civil, dont la spécialité est 1'étude des
bétons. On trouvera une copie de mon rapport de stage dans 'annexe B.

Deuxieme année (2010-2011)

J’ai effectué ma deuxieme année de magistere parallelement a la premiere
année du master Mathématiques Fondamentales et Appliquées.



Lors de cette deuxieme année, le parcours du magistere était réduit a
deux cours spécifiques :
— le cours <« Compléments de théorie spectrale et d’analyse harmonique > au
premier semestre
— le cours < Introduction aux systemes dynamiques > au second semestre.

Le cours < Compléments de théorie spectrale et d’analyse harmonique > est
celui qui m’a paru le plus intéressant parmi les trois cours spécifiques tout au
long du magistere. Bien que les compléments étaient surtout des nouveautés
pour moi, j’ai beaucoup apprécié la partie sur la théorie spectrale, qui m’a
d’ailleurs été bien utile pour I'agrégation! La partie sur ’analyse harmonique
m’a paru plus difficile dans I’ensemble mais pas inintéressante non plus. J’ai
pu y recourir quelques rares fois ou j’ai travaillé sur les distributions ’année
suivante.

Pour sa part, le cours < Introduction aux systéemes dynamiques > ne m’a
pas emballé des le départ, car je ne comprenais pas tres bien les enjeux.
Comme en parallele, dans le cadre du M1, je devais réaliser un < Projet > et
quun des themes proposés était la théorie ergodique, je me suis dit que
c’était l'occasion de forcer les choses. J’ai donc réalisé un mémoire sur la
théorie ergodique (qu’on trouvera dans I'annexe C) sous la direction de Nes-
sim Sibony, ce qui m’a permis de surmonter mes difficultés et de m’intéresser
réellement au cours du magistere. Malheureusement, par la suite, je n’ai pas
eu réellement l'occasion de réutiliser le travail que j'avais effectué. En effet,
j’ai seulement exploité une partie de mon travail pour la legon sur les suites
récurrentes a ’agrégation et pour un exposé sur le théoreme de Birkhoff de-
vant mes camarades agrégatifs.

Troisieme année (2012-2013)

Apres un an d’interruption pendant lequel j’ai intégré 'ENS Cachan en
troisieme année et obtenu l'agrégation (le magistére n’y est pas étranger),
j’ai repris ma scolarité au magistere pour la troisieme année, tout en suivant
les cours du M2 Probabilités et Statistiques d’Orsay.

Les activités exigées pour cette derniere année étaient les suivantes :

— suivre un cours supplémentaire par rapport au parcours de M2 classique
— exposer oralement le sujet du mémoire de M2

— rédiger le présent mémoire



faire une présentation orale du sujet de these (dont on trouvera une
description dans la section 2).

Je n’ai pas réellement choisi de cours supplémentaire pour la validation
du magistere puisque j’avais déja décidé de suivre un ou deux cours en plus
de ce qui était requis pour la validation du M2.

Au premier semestre, j’ai suivi les cours :

< Grandes déviations >

< Transitions de phase >

< Théoremes limites et processus de Poisson >

< Calcul stochastique >

< Concentration et sélection de modeles >

< Méthodes asymptotiques en statistique >

au second semestre :

< Matrices aléatoires >

< Equations différentielles stochastiques rétrogrades et EDP >
< Processus stochastiques, quelques compléments >
< Statistique et théorie de I'information >

Cela m’a permis de balayer une bonne partie des domaines des proba-
bilités et des statistiques. Au second semestre, j'ai également effectué un
mémoire sur les principes de grandes déviations pour les matrices aléatoires,
sous la direction de Mylene Maida. On en trouvera d’ailleurs un exemplaire
dans I'annexe D. Ce mémoire a fait 'objet d’une présentation orale dans le
cadre du magistere. Les diapositives de cette présentation, tout comme celles
de la présentation de mon sujet de these, ne figurent pas dans les annexes
ci-apres, déja suffisamment conséquentes.

Je vais continuer les travaux engagés dans le cadre de mon mémoire de
M2 au début de ma these, dont le sujet est présenté dans la partie suivante.



2 Présentation de mon sujet de these

J’effectue ma these, intitulée < Transport optimal en probabilités libres
et matrices aléatoires >, sous la direction de Catherine Donati-Martin, pro-
fesseur a I’Université de Versailles Saint-Quentin-en-Yvelines, et de Mylene
Maida, professeur a I’Université de Lille I. Cette these s’inscrit dans le do-
maine des probabilités et plus précisément des matrices aléatoires.

Matrices aléatoires et probabilités libres

Cette branche des mathématiques, en plein essor depuis une bonne dizaine
d’années, est fortement liée a de nombreux domaines des mathématiques et
de la physique. On peut citer par exemple les graphes aléatoires, les algebres
d’opérateurs, la statistique en grande dimension, la mécanique statistique
etc...

La théorie des matrices aléatoires consiste en 1’étude du spectre de ma-
trices dont les coefficients sont des variables aléatoires et dont la taille tend
vers l'infini. Rigoureusement, on considere une suite de matrices aléatoires et
on étudie la limite de leur spectre.

En général, on considere des matrices de I'une des formes suivantes :
— matrice de "type Wigner”, c’est-a-dire une matrice hermitienne construite
a partir de v.a. indépendantes X;;, 1 <i<j<mn
— matrice de "type Wishart”, ¢’est-a-dire une matrice X™P = £y ™P(Y"P)*
ou Y™ =(Yy,...,Y,) et Yi,...,Y, sont i.i.d. dans R?
puis, en notant AL > ... > A" les valeurs propres de X, on s’intéresse a la
limite quand n — 400 de la mesure spectrale empirique

1 n
MfZE;(SAg-

Meéme si on peut faire remonter 'origine de la théorie aux travaux du
statisticien Wishart dans les années trente, le résultat fondamental date
des années cinquante, avec les travaux du physicien Wigner et son fameux
théoreme, dont 1'énoncé est le suivant [1, Théoreme 2.1.1].

Soit ¢ une probabilité sur R, d’espérance nulle, de variance 1 et dont tous
les moments sont finis. Soient W (™ la matrice aléatoire symétrique obtenue
a partir des v.a. i.i.d. de loi p wm 1<i< j<m,et X = ﬁW("). Alors :

Z?] ’
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ou s désigne la loi semi-circulaire, c¢’est-a-dire la loi de densité
1
0T 2—\/4 — 22 1_99)(x)
T

par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.

Ensuite, les ensembles gaussiens (GOE/GUE, LOE/LUE) ont été tres
précisément étudiés, notamment car ils fournissent un cadre dans lequel les
calculs sont explicites, avant de laisser place aux tentatives de généralisation
de leurs propriétés a d’autres types de matrices.

D’autre part, dans les années quatre-vingt, des problemes d’algebres de
von Neumann ont mené Voiculescu a créer un nouveau domaine des probabi-
lités, appelé probabilités libres. Dans ce cadre, toutes les notions probabilistes
classiques ont leur analogue : la loi semi-circulaire remplace la mesure gaus-
sienne standard, I'indépendance est remplacée par la notion de liberté, on a
une nouvelle convolution etc... Ce cadre s’avere étre particulierement adapté
pour I’étude simultanée de plusieurs matrices aléatoires.

En effet, lorsqu’on dispose de deux matrices déterministes hermitiennes
A et B, le probleme de Horn consiste a chercher le spectre de A+ B connais-
sant ceux de A et de B. Ce probleme a été résolu et les conditions de Horn
permettent de décrire I’ensemble des spectres possibles pour A + B. Il faut
toutefois remarquer que ces conditions ne sont pas tres faciles a manipuler.
Grace aux probabilités libres, il est possible de traiter le cas ou les matrices
A et B sont aléatoires et qu’en plus leur taille tend vers I'infini. En effet,
le théoreme de Voiculescu (voir [1, Théoreme 5.4.5] pour un énoncé précis)
permet de connaitre asymptotiquement la loi jointe de matrices aléatoires a
partir des lois individuelles, et en particulier d’étudier leur somme.

Dans ce cadre des probabilités libres, je vais m’intéresser plus parti-
culierement a la théorie du transport optimal non commutatif.

Transport optimal < classique >

On fait remonter le probleme du transport optimal classique a Monge
(1781) mais cette théorie est véritablement en plein essor depuis une ving-
taine d’années.

Formalisons le probleme. On se place dans un espace topologique E et
on considere une fonction de cotit ¢ : £ x E — [0,400] semi-continue



inférieurement. Le cas particulier le plus étudié est celui ou (F,d) est un
espace métrique et ¢ = dP pour p > 1. Dans ce cas, pour deux mesures de
probabilité p et v sur E, le colit optimal

T.(p,v) = inf Ele(X,Y)]

(X,Y): X~p, Yo

s’exprime simplement a 'aide de la distance de Wasserstein : Ty (i, v) =
W, (e, v)P. Puisque l'entropie relative

dv .
H(l/|u):{ _{_Eoin<d“) dv siv<p

sinon

mesure la difficulté pour p de dévier de son comportement typique et qu’elle
est plus simple a manipuler que le cout optimal, il semble naturel de 1'uti-
liser pour controler ce cout optimal. C’est pourquoi on cherche a obtenir
des inégalités transport-entropie, également appelées inégalités de Talagrand.
Souvent, on cherche a montrer que p vérifie une inégalité T, c’est-a-dire :
pour toute probabilité v sur F,

Wa(u,v)* < CH(v|p) |

ou C' est une constante déterministe, ou, lorsque ce n’est pas possible, une
inégalité 717, c’est-a-dire : pour toute probabilité v sur F,

Wi(p,v)? < CH(v|p) .

En 1996, Talagrand [10] obtient un résultat tres significatif en démontrant
que la mesure gaussienne standard dans R™ muni de la distance euclidienne
vérifie une inégalité T;. Apres plusieurs tentatives de généralisation, ce sont
Otto et Villani [9] qui obtiennent en 2000 un résultat important, a savoir
qu'une mesure satisfaisant une inégalité de Sobolev logarithmique satisfait
aussi une inégalité T,. En particulier, cela englobe les mesures de la forme
W= %e‘v(x)dx, ou V est strictement convexe. Ce résultat est important pour
plusieurs raisons, notamment il résulte d’'un nouveau point de vue réutilisé
par la suite et il permet d’hériter des résultats connus sur les inégalités de
Sobolev logarithmiques, assez étudiées auparavant. Il existe ensuite d’autres
résultats donnant des criteres pour avoir une inégalité T, ou 77, comme celui
de Bobkov et Gotze [4], ou celui de Cattiaux, Guillin et Wu [5].

Les inégalités transport-entropie ont des applications puissantes, elles per-
mettent par exemple d’obtenir des propriétés de concentration, des propriétés



de régularité pour des solutions d’équations aux dérivées partielles etc...

Si on ajoute a cela le fait que les probabilités libres ont des applications
surprenantes, cela amene a penser qu’il pourrait étre intéressant d’étudier les
analogues des inégalités de Talagrand en probabilités libres, d’autant plus que
la littérature est tres riche dans le cas classique mais que peu de travaux se
sont intéressés au cas libre pour le moment.

Transport optimal < libre >

En 2001, Biane et Voiculescu [3] ont démontré un analogue du résultat
de Talagrand. En effet, la loi semi-circulaire, qui est I’analogue libre de la
mesure gaussienne standard, vérifie une inégalité Ts libre, faisant intervenir
la fonction

1 3
S [ 5a due) = [ [l — ol duto)dnty) - 5
a la place de I'entropie H, d’ou son appellation d’entropie libre.

Puis, comme dans le cas classique, cette inégalité a été généralisée. Hiai,
Petz et Ueda [7] ont par exemple montré une inégalité T5 libre pour des
mesures d’équilibre associées a un potentiel convexe. Plus précisément, si
V' est strictement convexe et vérifie une hypothese de croissance, alors la
fonction

Jv i /V(x) du(z) — // In |z —y| du(x)du(y)

admet un unique minimiseur py qui vérifie une inégalité 75 libre. Enfin,
Maida et Maurel-Segala [8] ont obtenu une inégalité T} libre pour des poten-
tiels plus généraux.

Ces résultats permettent déja d’obtenir des inégalités de concentration
pour des matrices aléatoires.

Questions ouvertes

Plusieurs questions intéressantes se posent alors.

— Tout d’abord, jusqu’ou peut-on généraliser les inégalités 17 et T5 libres ?

— Ensuite, on ne semble pas avoir de résultat aussi optimal que celui
d’Otto et Villani pour les probabilités libres. Quel serait 1'analogue
libre de I'inégalité de Sobolev logarithmique ?



— Par ailleurs, les lois dites a queue lourde ne rentrent pas dans la catégorie
des mesures qu’on sait traiter. A-t-on quand méme une inégalité T libre
pour celles-ci?

— Enfin, quelles sont les applications des inégalités de Talagrand libres?

Je me préoccuperai de ces questions au début de ma these. Plus précisément,
je vais commencer par m’intéresser a une application particuliere des inégalités
de Talagrand, que je vais détailler un peu ci-apres.

Les mesures de Gibbs, i.e. les mesures de la forme p = %6—\/(@ dx sur
R (ou sur R™), sont d'un intérét particulier. Elles apparaissent en effet dans
plusieurs modeles physiques comme des mesures d’équilibre associées a un
potentiel V. La mesure de Gibbs associée au potentiel V peut étre vue comme
la limite quand t — 400 de la loi de X, la solution de I’équation différentielle
stochastique

1
dXt == dBt - §V/(Xt) dt y

ou B est un mouvement brownien.

Via un modele de matrices aléatoires, on peut étre plutot amené a considérer
I’équation différentielle stochastique libre

1
dXt == dSt - ip/(Xt) dt y

ol S est un mouvement brownien libre, c¢’est-a-dire un processus sur R défini
comme le mouvement brownien mais pour lequel la loi gaussienne standard
est remplacée par la loi semi-circulaire. Biane et Speicher [2] ont démontré
que pour certains polynomes P, il y a existence et unicité des solutions, de
plus, celles-ci se comportent quasiment comme leur analogue classique.

A partir de l'inégalité T} libre de Maida et Maurel-Segala 8], qui s’ap-
plique a une famille de potentiels bien plus large que les autres inégalités
de Talagrand libres, on peut espérer traiter une plus large classe d’équations
différentielles stochastiques libres, et s’intéresser notamment au probleme
d’existence de solutions et aux propriétés éventuelles de celles-ci.
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Annexe A
< Quelques résultats sur la différentiabilité >



Quelques résultats sur la différentiabilité

La différentiabilité est au coeur de nombreux problemes mathématiques
et principalement en analyse. L’une de ses applications les plus importantes
est I'étude des équations différentielles. Il est donc important d’avoir des
conditions assurant la différentiabilité d’une fonction.

Ici, on s’intéressera au cas des fonctions a variations bornées et au théoreme
de Rademacher.

On va introduire les fonctions a variations bornées et aboutir au théoreme
de compacité de Helly. Au passage, on énoncera des propriétés plus ou moins
élémentaires sur ces fonctions, qui sont utiles lorsqu’on s’intéresse de plus pres
a ces fonctions. Toutefois, on n’étudiera que les fonctions d’une variable, car
le cas de fonctions de deux variables est déja bien plus compliqué et au-
dela, cela ne s’arrange pas. Il faut notamment faire intervenir la théorie des
distributions et des mesures.

Par ailleurs, le théoreme de Rademacher est un résultat simple mais sur-
prenant, qui peut étre utilisé facilement. Son intérét est qu’il est utilisable
pour des fonctions de plusieurs variables a valeurs vectorielles.

Premiere partie

Fonctions a variations bornées

Définition 1. 1 Soit J un intervalle de R. Soit une application u : J — R™.
On appelle variation totale de u la quantité :

7(u) = sup {Z |u(z;) — U($j—l)|}

J=1



ot N est un entier non nul et (xg,...,x,) sont des points de J tels que
Ty < ... << ZTp.

Si cette quantité est finie, on dit que u est a variations bornées.

On note BV [’ensemble des fonctions a variations bornées.

On va maintenant donner quelques propriétés élémentaires sur les fonc-
tions a variations bornées.

Propriété 1. 2 -

— Une fonction monotone sur un intervalle borné est a variations bornées.
Une fonction monotone admettant des limites finies aux bornes de son
intervalle de définition est a variations bornées.

Toute fonction a variations bornées est bornée.
— Toute fonction dont la dérivée est bornée est a variations bornées.
— Toute fonction [ finie sur un intervalle (a,b) vérifie :

Ve € (a,b), Tap () = Tae)(f) + Tep (f)

— L’ensemble BV des fonctions a variations bornées est stable par la plu-

part des opérations. On retiendra que BV est un sous-espace vectoriel
de F(R,R).

Ces résultats sont assez élémentaires. Leur intérét principal est de re-
connaitre assez facilement certaines fonctions a variations bornées.

On va maintenant énoncer quelques propriétés moins immédiates, qui
sont utiles pour la suite.

Propriété 1. 3 Soit u :Ja,b[— R"™ une fonction a variations bornées.
Va €]a,b], les limites a gauche et a droite de u en x sont bien définies.
De plus, u admet un nombre de points de discontinuité au plus dénombrable.

Ainsi, si u est a variations bornées, on peut redéfinir la valeur de u en
chaque point de discontinuité en posant u(z) = u(z™). Par conséquent, u est
continue a droite.

On va maintenant introduire la fonction variation totale de u, notée U,
qui mesure la variation totale de la fonction w sur les intervalles | — oo, z[.
Cette fonction sera utile notamment dans les démonstrations futures.

Définition 1. 4 Soit u une fonction a variations bornées sur R et continue
a droite. La fonction variation totale de u est la fonction :

N
U:z— sup {Z lu(z;) —u(zj—1)| | N > 120 < ... <zy = x}

i=1



La fonction variation totale présente des propriétés intéressantes qui se-
ront utiles pour certaines démonstrations.

Propriété 1. 5 -
— La fonction U est croissante.
— La fonction U est continue a droite.
~ La fonction U vérifie U(—o0) = 0 et U(+00) = 7(u).
- Ve <y, ona:|uly)—ulx)| <U(y) —U(z).

On a énoncé les principales propriétés qui nous seront utiles pour aboutir
au théoreme de Helly.

Avant de passer a la partie ”"importante” des fonctions a variations bornées,
on va rapidement évoquer une autre maniere d’approcher les fonctions a va-
riations bornées, a ’aide des fonctions monotones. C’est cette approche que
privilégie Natanson, dans " Theory of Functions of a real variable”.

Natanson montre que les fonctions croissantes ont un nombre de points
de discontinuité au plus dénombrable et introduit la fonction de saut associée
a une fonction.

Puis il s'intéresse & la différentiabilité des fonctions monotones. A l'aide de
plusieurs lemmes, on en déduit essentiellement trois résultats importants :

— Toute fonction croissante définie sur un segment admet une dérivée
finie en presque tout point. Autrement dit, elle est dérivable presque
partout. De plus, la dérivée est mesurable et intégrable sur le segment.

— Une fonction a variations bornées est la somme de sa fonction de saut
et d’'une fonction continue a variations bornées.

— Une fonction est a variations bornées si et seulement si elle est la
différence de deux fonctions croissantes. Par conséquent, elle est dérivable
en presque tout point et sa dérivée est intégrable.

Dans ” Analyse réelle et complexe”, Rudin évoque une autre maniere de

démontrer la différentiabilité des fonctions a variations bornées, a l'aide de
notions de théorie de la mesure.



Deuxieme partie
Théoreme de compacité de
Helly

Avant de citer le théoreme de Helly proprement dit, on va s’intéresser a
deux propositions utiles lorsqu’on pousse plus loin ’étude des fonctions a va-
riations bornées. Ces propriétés sont énoncées par Bressan, dans ”Hyperbolic
systems of conservation laws : The one dimensional Cauchy problem”.

Proposition 2. 1 (Approximation par des fonctions en escalier) Soit
u: R — R™ une fonction continue a droite et a variations bornées.

Pour tout € > 0, il existe une fonction en escalier v telle que T(v) < 7(u) et
[0 —ullo <.

Si de plus, on a ffoo lu(z) — u(—o0)|dz + [ Ju(z) — u(+oo)| dz < +o0,
alors on peut trouver v vérifiant de plus ||v — u||p < e.

Proposition 2. 2 Soit uv : R — R" une fonction a variations bornées.
Alors :

1 [
Ve >0, 0na:—~/ lu(z + ¢) — u(z)|de < 7(u).

€ (3]

Ce résultat est en fait utile lorsqu’on étudie les fonctions a variations
bornées de plusieurs variables.

Théoréeme 2. 3 (Helly) Soit (ux)ren une suite de fonctions de R dans R™.
Si il existe C' et M tels que Vk € N, Vo € R, 7(uy) < C et |ug(x)| < M,
alors il existe une fonction w a variations bornées et une suite extraite (u¢(k))keN
qui converge simplement de limite u. De plus, on a : 7(u) < C' et pour tout
reR, |u(z)] <M.

Autrement dit, BV est compact dans F (R, R).

On va maintenant démontrer une application aux fonctions de deux va-
riables, ce qui est plus utile en pratique.

Corollaire 2. 4 Soit (ug)ren une suite de fonctions de [0, +00[xR dans R™.
Si il existe des constantes C, M et L telles que pour tout k € N, on a :

vt € R-‘ra Vz € Ra T(uk(ta )) < Ca |Uk(t,ll§')| <M
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+o0o
et Y(s,t) € (Ry)?, / lug(t, ) — ug(s, z)|dx < L|t — s,

—00

alors il existe une suite extraite (u¢(k))k€N convergente vers une limite u dans
L} ([0, +0o[xR,R") qui vérifie la propriété :

oo

(s, t) € (Ry)?, / lu(t, z) — u(s, z)|dz < LIt — s|.

—0o0

De plus, les valeurs de u peuvent étre uniquement déterminées en posant :
Vi e Ry, Vo € R, u(t, ) = u(t,x™).
On a alors Vt € Ry, Ve € R, 7(u(t,.)) < C, |u(t,z)] < M.

Troisieme partie

Théoreme de Rademacher

Définition 3. 1 Soit Q2 un ouvert de R™, soit f : Q) — R™. f est une fonc-
tion localement lipschitzienne si et seulement si

Vo € Q35 >0 et k, >0V(u,v) €lx — 6,2+ 5 |f(u) — f(v)| < kofu — ).

Définition 3. 2 Soit f : [a,b] — C. On dit que f est absolument continue
st et seulement st

Ve >0 36 > 0 Vn € N* pour tous intervalles oy, 51, ..., |, Bn] disjoints

n

inclus dans |a, b] Z(ﬁl —q;) <= Z lf(Bi) — flay)] < e

i=1

On remarque que toute fonction lipschitzienne est absolument continue
(il suffit de prendre 0 = £ ol k est la constante de Lipschitz de la fonction).
On remarque aussi que toute fonction absolument continue est continue (car
la continuité consiste a vérifier le cas n=1).

On va maintenant énoncer un théoreme qu’on admettra. Il a été démontré
par Rudin dans son livre ” Analyse réelle et complexe” | chapitre 8. Il fait appel
a des notions de théorie de la mesure notamment. (La mesure considérée ici
est la mesure de Lebesgue sur R).



Théoréme 3. 3 Soit une fonction f : [a,b] — R continue et croissante.
Alors il y a équivalence entre :

1. f est absolument continue sur |a, b
2. ltmage de f par un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle

3. f est différentiable presque partout, f' € L*(a,b) et Vo € [a,b] on a
f(x) = fla) = [} f(t)dt.

Ainsi, toute fonction f : [a,b] — C absolument continue est différentiable
presque partout, sa dérivée est intégrable et on a la relation du 3. En parti-
culier, les fonctions lipschitziennes sont différentiables presque partout.

Le théoreme de Rademacher permet de généraliser ce résultat a des fonc-
tions de plusieurs variables et a valeurs vectorielles.

Théoréme 3. 4 (Rademacher) Soit Q un ouvert de R™. Soit f : Q@ — R™
localement lipschitzienne. Alors f est différentiable presque partout.

On va donner une application de ce théoreme concernant le flot d’une
équation différentielle. On va en fait estimer la différence entre une applica-
tion lipschitzienne et la trajectoire du groupe local a un parametre.

Théoréme 3. 5 Soit ¢ : D x [0, +00[— D un flot continu vérifiant :
V(m,m') € D*, ¥(t,t') € Iy X Ly, ||psm — ¢pm’|| < Lim —m/|| + L't — '

Alors, pour toute application lipschitzienne w : [0,T] — D, on a l’estimée :

|w(T) — ¢prw(0)|| < L - /0 {liminf [t + 1) = énw ()] } dt

h—0t h
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Introduction

Ce stage a un double objectif : il sert a valider la premiere année de
magistere de mathématiques, mais il sert aussi a découvrir le monde de la
recherche ou de I’enseignement.

Mon stage s’est déroulé a 'TUT de Béthune, dans le Pas-de-Calais, du
7 au 25 juin 2010, suivant les horaires du département de génie civil dans
lequel j’effectuais mon stage, c¢’est-a-dire du lundi au vendredi de 9h a 12h
et de 13h30 a 16h30.

J’ai été encadré durant ce stage par Mme Chafika Dantec-Djelal, professeur-
chercheur a I’Université d’Artois. Je la remercie d’ailleurs beaucoup de m’avoir
permis de faire mon stage dans son département et de m’avoir accueilli cha-
leureusement.

Au départ, mon stage avait pour theme ”Comportement rhéologique des
bétons frais; modélisation d’une poutre en béton armé soumise a un charge-
ment”. Finalement, nous avons décidé avec Mme Dantec de ne pas suivre un
theme précis mais plutot de me permettre de découvrir la recherche en me
faisant participer aux différents ateliers proposés pour d’autres étudiants en
stage et en cotoyant les différents éleves préparant une these. J’ai également
pu discuter un peu avec quelques chercheurs et observer 1'organisation du
laboratoire, dont la spécialité est I’étude des bétons. Par ailleurs, j’avais pour
but de comprendre l'intérét des mathématiques pour les recherches et d’ob-
server leur importance, en cherchant a comprendre la méthode des éléments
finis.

Dans la premiere partie du stage, j’ai participé aux différents ateliers, puis
dans un second temps, j’ai essayé de comprendre la méthode des éléments finis
a I'aide de livres, car celle-ci est tres utilisée en pratique. Cela m’a d’abord
demandé quelques recherches complémentaires, notamment dun point de
vue physique, puisque je n’avais pas toutes les connaissances nécessaires,
ainsi que quelques révisions des techniques de calcul mathématiques. Enfin,
pour terminer le stage, j’ai commencé a apprendre 1'utilisation du logiciel
informatique Abaqus.



Premiere partie
Participation aux démarches
expérimentales

Le laboratoire accueille quatre étudiants préparant actuellement une these.
Avec les étudiants de ’école d’ingénieurs CESI d’Arras, ils ont donc constitué
des groupes de travail pour effectuer différentes expériences, qui seront utiles
pour leur these.

J’ai essentiellement suivi le groupe qui étudiait I'influence de la compo-
sition du béton sur la qualité des parements. Ensuite, il fallait également
étudier 'influence de 'application d’huiles de démoulage sur la qualité du
parement. Ces deux études sont purement qualitatives, car il s’agit de don-
ner une note a la qualité du parement (selon différents critéres dépendant du
cahier des charges) pour déterminer le meilleur.

Dans un premier temps, les éleves ont testé sept types de béton différents,
autrement dit, a chaque fois, les proportions de sable, ciment, cailloux et eau
variaient. Pour chaque composition, on coulait du béton dans deux blocs cu-
biques d’environ 30 centimetres de coté. Chaque face latérale du cube pouvant
se dévisser du socle, il est ainsi facile d’observer la qualité du parement apres
séchage, en dévissant la paroi du socle.

Avant de couler chaque cube, la consistance du béton était testé selon la
méthode du cone d’Abrams. Autrement dit, on remplit un tronc de cone avec
trois couches de béton, en piquant avec une tige métallique apres avoir mis
chaque couche. Puis on retire le cone et on mesure ’affaissement du béton.
On sait alors §’il est conforme a la norme suivie et s’il faut rajouter de 1'eau
ou non.

Une fois le béton dans le cube, il fallait I'homogénéiser, a I'aide d’une tige
vibrante que l'on plonge a différents points du cube pendant une certaine
durée. Cette phase d’homogénéisation a d’ailleurs été 1’'objet d’études, pour
savoir a quels points et combien de temps placer la tige vibrante. Pour notre
configuration, c’est au centre du cube et a quelques centimetres des coins
pendant 10 secondes environ (selon la norme faisant suite aux études).

Apres environ 24 heures de séchage, on pouvait enfin libérer le bloc de
béton et observer le parement.

La seconde phase d’expérimentation concernait I'influence de I’application
d’agents de démoulage sur les parois intérieurs du cube avant le coulage du



FIGURE 1 — Moule pour les cubes de béton

FIGURE 2 — Affaissement apres avoir retiré le cone d’Abrams



béton. Deux industriels ont chacun procuré au laboratoire une huile (I'une
végétale, 1'autre minérale). Ces deux huiles permettent de démouler plus
facilement le béton, toutefois, on ne connait pas exactement leur influence
sur la qualité du parement.

Le procédé expérimental était donc le méme, a part qu’il fallait huiler les
parois du cube avant d’y mettre le béton.

Le résultat est que les deux huiles détériorent le parement, on observe no-
tamment de plus grands trous d’airs et des différences de teinte importantes.
Il s’agira donc pour les industriels de créer de nouvelles huiles afin de pallier
ce probleme.

Un autre groupe de travail s’intéressait aux frottements a l'interface
béton-coffrage. Ce phénomene intervient principalement lorsque des poutres
verticales sont coulées. Dans leur étude, ils utilisaient un tribometre, appa-
reil mesurant les forces de frottement. J’ai assisté uniquement aux réglages
préliminaires concernant la planéité de la paroi du coffrage.

Celle-ci doit en effet étre droite au dizieme de millimetre pres (environ)
pour ne pas fausser les expériences. Un appareil permet de balayer de maniere
transversale la paroi et indique la différence d’enfoncement par rapport a un
point de référence de la paroi. On regle alors la position de la paroi par
rapport a un rail a l'aide de petites cales fines, en carton par exemple. Le
réglage étant tres précis, il est également tres long.



Deuxieme partie

Recherches préliminaires a
I’étude de la méthode des
éléments finis

Afin de mettre en ceuvre la méthode des éléments finis, il est nécessaire
d’avoir quelques connaissances physiques, notamment concernant la théorie
de 1'élasticité. Cela est nécessaire pour la mise en équation des problemes
physiques, c’est-a-dire la premiere phase d'une étude. D’un point de vue
mathématique, pour résoudre un probleme ”a la main”, il faut savoir inver-
ser une matrice, éventuellement rechercher le zéro d’une fonction et calculer
des polynomes interpolateurs de Lagrange, ce qui n’est pas insurmontable.
D’ailleurs, la plupart du temps, les calculs sont effectués par ordinateur, d’oti
I'importance des mathématiciens pour 'optimisation d’algorithmes etc...

Quelques rappels mathématiques

Les résultats rappelés ici sont bien connus, mais ils sont énoncés afin de
montrer la variété et la quantité importante des outils mathématiques utilisés
dans la résolution de problemes physiques. Cela nous sera utile également
pour la derniere partie, concernant la programmation. On ne citera que les
résultats les plus simples, I'importance des mathématiques étant bien plus
profonde encore.

Résolution d'un systeme linéaire

Pour résoudre un systeme linéaire ou inverser une matrice, on connait la
méthode d’élimination de Gauss, ou la méthode de Gauss-Jordan.

On cherche a résoudre un systeme linéaire Az = b ou A est une matrice
inversible. Intuitivement, on cherche a calculer A~! puis A~'b pour trouver
la solution. Toutefois, I'inversion de la matrice A est couteuse, la méthode
de Gauss permet de se ramener au cas d’un systeme triangulaire, ce qui est
beaucoup moins couteux. En effet, pour une matrice A triangulaire inférieure,
on peut utiliser un procédé de ”descente” pour calculer x, puis x5, etc. jus-
qu’a x,. On peut procéder de maniere similaire pour une matrice triangulaire
supérieure en “remontant”.



Le but est d’éliminer tous les termes sous la diagonale en choisissant
successivement comme pivots les termes diagonaux et en utilisant des trans-
formations élémentaires. Pour cela, on construit une matrice augmentée de
taille (n + 1) X n contenant la matrice A et le vecteur b dans la derniere
colonne. Ensuite, on transforme la premiere colonne en soustrayant un mul-
tiple convenable de la premiere ligne, puis on passe a la seconde colonne et
ainsi de suite. A la fin, on obtient en fait un systéeme équivalent, qui est lui
triangulaire supérieur, et donc facile a résoudre.

Remarques :

— Cette méthode ne fonctionne plus si un des termes diagonaux est nul.
On peut alors procéder a un échange de lignes dans ce cas (on parle
de méthode de Gauss avec échange). On peut montrer qu’en fait, cette
méthode fonctionne si toutes les sous-matrices principales

Ap=1| : , 1<k<n,

extraites de A sont inversibles.

— En pratique, il est plus avantageux, pour les calculs numériques im-
portants faisant intervenir notamment les arrondis, de choisir comme
pivot le plus grand nombre en valeur absolue. Cela évite quelques er-
reurs d’approximation.

— Il n’est pas nécessaire de présenter la résolution sous forme de matrice
augmentée, on peut se contenter de la présentation ”classique” sous
forme de systeme.

— En fait, la méthode de Gauss aboutit a la factorisation d’'une matrice
A en produit d'une matrice triangulaire inférieure L et d’une matrice
triangulaire supérieure U.

On va maintenant s’intéresser a la méthode de Gauss-Jordan, qui va plus
loin que la méthode de Gauss, puisqu’elle permet de se ramener a un systeme
non pas échelonné mais diagonal. Cela n’est pas forcément tres intéressant
pour résoudre des systemes linéaires, mais ¢a ’est pour inverser une matrice.

On construit cette fois une matrice augmentée de taille 2n x n avec la
matrice unité sur la droite. Puis le principe est exactement le méme que
précédemment, mais en plus, on élimine les termes au-dessus de la diagonale
et on transforme les termes diagonaux en 1.

Remarque : L’algorithme est facile a mettre en ccuvre. Cependant, sa

7



complexité n’est pas la meilleure (O(n?)) et d’autres algorithmes ont une
meilleure complexité.

Polynomes d’interpolation

L’intérét des polynomes d’interpolation est qu’ils prennent la méme va-
leur qu’une certaine fonction en un nombre de points donnés. Ils permettent
donc une approximation de cette fonction sur un certain domaine. Ainsi, on
étudie un polynéme plutot qu’'une fonction (parfois inconnue), ce qui est tres
appréciable lorsqu’on est amené a calculer des dérivées ou des intégrales par
exemple.

Etant donnés n+ 1 points distincts xy, . .., x, et n4+1 valeurs yo, . .., yn, il
existe un unique polynéme P, tel que pour tout 0 < i < n, on ait P,(x;) = v;.
Les polynomes de Lagrange associés a ces points sont définis par :

T
L(x) :Hx-—xj»
i &

LS.
= O

Ils forment une base de R, [X].
L’intérét est que le polynome

P(z) = Z%Li(x)

est solution au probleme précédent. C’est I'unique solution de degré n.

On appelle polynome d’interpolation de Lagrange de degré n d’une fonc-
tion f le polynome de Lagrange associé a la famille de points (z;, f(;))g<;<,,-
On le note P, f. o

Le probleme est que les polynomes d’interpolation de Lagrange sont peu
pratiques, notamment lorsque le nombre de points augmente. De plus, si par
exemple on oublie de considérer un point, il faut tout recalculer.

On va en fait utiliser une autre base de 'espace R, [X], le but étant de
passer d'un polynome d’interpolation de degré n —1 a un polyndéme de degré
n.

On définit le polynome de Newton de degré n associé aux points xg ...z, 1

par :
n—1

wal(x) = [J(z = )

=0



On cherche a calculer ¢,(z) = P,(xz) — P,—1(z). Le polynoéme ¢, s’annule
aux points xg...x,_1 et est de degré n, donc forcément il existe a,, tel que
gn() = an [11, (x—1;). Sachant que P,(z,) = yy, on a a, = %;;gm”). On
notera par la suite a,, = y[xo, ..., z,], qu'on appelle n*®m¢ différence divisée
de Newton.

Par récurrence, on obtient la formule des différences divisées de Newton du

polynome d’interpolation :

P,(z) = Zy[mo, L xwi(z)

Remarques :

— Bien que I'expression soit différente de celle obtenue pour les polynomes
de Lagrange, le polynome obtenu est le méme car on a vu qu’il y avait
unicité pour le degré minimal. On a juste changé la base de R, [X].

— On peut démontrer plusieurs relations sur les polynomes de Nexton et
les différences divisées de Newton, que 1'on va citer rapidement :

Py(z) = Z Wy+1() )yz

=0 (z — xi)%ﬂ(%

n

yleo, ..,z =Y -2
i=0 wn—i—l(xi)
y[:zo, . ,:L’n] — y[xh . ,SL’n] - y[SL’O, .. .xn_l]

Tn — To
Cela permet par exemple de construire des algorithmes de calcul des
coefficients.
— On a parfois des problemes de convergence pour certaines fonctions.
Dans ce cas, on utilise d’autres outils, comme l'interpolation par mor-
ceaux ou les splines.

Recherche du zéro d’une fonction

En pratique, on est souvent amené a résoudre des équations numériques
du type f(z) = 0, ou plus généralement f(z1,...,2z,) = 0. Il est donc vi-
tal d’avoir des méthodes permettant de trouver la (les) solution(s) a cette
équation. On connait plusieurs méthodes classiques, mais il en existe un grand
nombre.



La méthode de la dichotomie semble la plus naturelle. En effet, connais-
sant un intervalle ol se trouve une solution, on va chercher une approximation
de celle-ci en divisant a chaque étape la longueur de l'intervalle par deux et
en conservant 'intervalle dans lequel se situe la racine.

On est ainsi capable de déterminer avec une précision donnée ¢ la valeur
de la racine. Le seul "cout” étant de pouvoir déterminer le signe de f(c) a
chaque étape (c étant le milieu de [a, b]).

On a également la méthode de Newton. Connaissant une valeur approxi-
mative mais pas trop éloignée de la solution, on linéarise I’expression de la
fonction au voisinage de ce point. En fait, cela revient a chercher 1’abscisse
du point d’intersection de la tangente au point considéré et de ’axe des abs-
cisses. Il s’agit donc de résoudre 1'équation f(xg) + f'(zo)(x — z9) = 0 &
chaque étape.

On peut décider de faire une boucle avec un critere d’arrét du type
|f(z)| <eou |z, —x,] <1, ou alors de faire n itérations.

Cette fois, le cott est le calcul de la dérivée au point considéré, ce qui est
déja plus contraignant que la détermination d’un signe.

De plus, cette méthode présente un inconvénient puisque l’algorithme ne
s’arréte pas pres d’une solution, ou on peut trouver un point ne se situant
plus dans le domaine de définition de la fonction. Pire encore, il est possible
que la méthode diverge.

La méthode de la sécante est dérivée de la méthode de Newton, mais cette
fois, on ne calcule pas la dérivée, ce qui est trop cotiteux, mais on remplace

f'(z,) par % On a donc besoin cette fois de deux points de départ.

Remarque : il existe d’autres algorithmes, telles que la méthode du point
fixe, la méthode de la tangente, ou la méthode du gradient conjugué, mais on
ne les présente pas car elles ne nous seront pas utiles pour la suite de toute
maniere.

Approximation de la valeur d’une intégrale

On va rapidement énoncer les résultats concernant les quatre méthodes
classiques, a savoir les méthodes des rectangles, des rectangles médians, des
trapezes et de Simpson. On considere une fonction f continue sur un segment
[a,b] et une subdivision réguliere de cet intervalle en n segments (on note :
Vk €{0,....n}, ap = a+ k=)

Dans la méthode des rectangles, la somme de Riemann choisie est celle
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correspondant a la famille (a;)y<;«,,_1, Ou (@;);<;<,,- On parle de méthode des
rectangles a gauche ou a droite. Alors, dans le cas d’une fonction de classe

C', la différence
[ a3
a n o
1

i=0
est majorée par un terme en -

La méthode des rectangles médians repose sur le méme principe, sauf

) s 1 ) a;+ai41
qu’on considere la famille (*“5 )0 <i<no1’

La méthode des trapezes consiste a faire la moyenne des rectangles a
gauche et a droite. Elle est toutefois plus efficace, car, si f est de classe C2,

la différence . B
/ f(t)dt—b;azf(ai) +2f(ai+1>
a i=0

est majorée par un terme en #

La méthode la plus efficace, mais également la plus gourmande en calculs,
est la méthode de Simpson. Cette fois, on approche la courbe par des arcs
de parabole au lieu de segments. Ces arcs de parabole correspondent au
polynome du degré 2 prenant les mémes valeurs que f aux points a;, % et

a;+1. On peut les calculer avec une méthode vue précédemment. On obtient,

pour une fonction de classe C*, une erreur en %

Notions de théorie de 1’élasticité

On va ici introduire les notions de base concernant 1’élasticité et la rigidité
des matériaux. Certains éléments nous seront utiles pour traiter un exemple
concret dans la suite. Toutefois, on ne s’intéressera pas a tout ce qui a un
rapport avec la théorie des tenseurs, ce qui élimine une partie intéressante
de la théorie mais qui n’est pas utile ici.

Déformations

Le champ de déformation d’un solide est le champ qui donne la relation
entre deux configurations, c¢’est-a-dire deux états du solide. Une déformation
est une application continue d’une configuration a l'autre et bijective. On
écrit = ¢(X), ou x désigne la nouvelle position, X l'ancienne position, et
¢ la déformation.
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Le gradient de déformation est défini par : F' = D,¢.

On introduit de la méme maniere le champ des déplacements u : X —
#(X) — X et le gradient de déplacement D,u : X — F(X) — X (obtenu en
différentiant 1’expression précédente).

Dans le cadre de I'élasticité, on s’intéresse a des petites déformations, ce
qui nous conduit a la définition suivante du tenseur de déformation fini :
e = 3(Dyu+" Dyu). 11 est symétrique.

Un champ de déplacement est dit homogene si il existe ug et A tels que
pour tout point X du solide, u(X) = ug + A.(X — Xp), Xo étant le point
d’origine de la déformation.

Voici quelques exemples usuels de déformations :

— On parle de déformation pure si u(X) = €.(X—Xp). On peut décomposer
une déformation pure en somme de trois extensions simples dans les di-
rections de 'espace, ou en somme de cisaillements simples s’il n’y a pas
de variation de volume.

— Une simple extension e dans la direction n s’écrit : u(X) = e(n.(X —
X(]))’n,

— Une dilatation uniforme e s’écrit : u(X) = e.(X — Xj).

— Enfin, il existe le cisaillement simple 6 par rapport a deux vecteurs
unitaires perpendiculaires m et n. Alors on a :

u(X) =0[(m.(X — Xo)).n+ (n.(X — Xo)).m]. Le volume est constant.
On peut décomposer un cisaillement simple en somme de deux exten-
sions simples.

On trouvera des schémas illustrant ces déformations a la figure 3.
Contraintes

Les contraintes traduisent l’action des forces sur un solide. On s’intéresse
ici aux causes plutot qu’aux effets.

On considere un volume V soumis a des forces volumiques f, et sur-
faciques f,. On appelle vecteur contrainte la force surfacique subie par un
sous-domaine de V en x. On le note T'(z,t,n). La norme de ce vecteur a la
dimension d’une force surfacique, c’est-a-dire d’une pression. En pratique,
on décompose ce vecteur en deux composantes : une contrainte normale
T, = T(z,t,n).n et une contrainte tangentielle T, = T'(x,t,n) — T,n. Par
convention, la contrainte normale est négative lorsque les efforts sont dirigés
vers l'intérieur.

On définit le tenseur des contraintes de Cauchy par : o(x,t) : n —
T(z,t,n). Il représente les efforts a I'intérieur du matériau. Il est symétrique.
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FI1GURE 4 — Contraintes s’exercant sur un volume élémentaire
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En pratique, on a, avec les notations de la figure 4 :

011 012 013

0 = 021 022 023

031 032 033
Propriétés : Par continuité des efforts, sur la surface extérieure du vo-
lume (x € OV'), on a : o(z,t)(n) = fs(z,t). On a aussi continuité du vecteur

contrainte T', des déplacements u et des vitesses, mais pas forcément du ten-
seur des contraintes o.

Lien entre déformations et contraintes

Remarquons d’abord que dans le cadre de petites déformations, on ne
conserve que les termes linéaires donc on a une relation de la forme o = Ce.
C' est appelé tenseur d’élasticité et il est décrit par 21 parametres (au lieu
de 81 normalement). En supposant de plus que ’élasticité est isotrope, on
obtient I’équation de souplesse : ¢ = XT'r(e)l + 2ue (I désigne un tenseur).
Les nombres A et p sont appelés coefficients de Lamé du matériau.

En pratique, on utilise plutot comme coefficients le module d’Young et
le coefficient de Poisson, notés E et v. Physiquement, ils représentent res-
pectivement 'allongement et la tendance au rétrécissement du matériau. La
relation obtenue est alors la suivante :

1 A 1+v v
o — 2 Tro)] = — Yo
2/~LU ETEEm r(o) o r(o)

E E

Cette derniere relation est appelée loi de Hooke.

Toutefois, chaque matériau a sa loi de comportement propre et cette loi
dépend de nombreux parametres. C’est pourquoi, en pratique, on détermine
a chaque fois la loi de comportement du matériau, sans utiliser de modele.
Le principe est le suivant :

— On applique des efforts F' sur le matériau et on mesure 'allongement

Al qui en résulte (ou le rétrécissement).

— On obtient alors la loi de comportement en placant des points pour
tracer o. = F'/Sy en fonction de €. = Al/ly.

— Le probleme est que ce n’est pas tres fidele a la réalité, puisque, dans
la réalité, la section et la longueur du matériau varient. On applique
donc les transformations : o, = 0.(1 +¢.) et &, = In(1 + ¢,).

— On choisit un modele (par exemple 0 = oy + Ke™), qu'on recoupe
avec les données expérmentales pour déterminer la loi de comporte-
ment réelle du matériau.

E =
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Pour la suite, on appliquera la loi de Hooke sous la forme : 0 = Fe.

Matrice de rigidité

La matrice de rigidité d'un élément, notée K, satisfait a I’équation F' =
KU, ou F désigne le vecteur des actions (forces et moments) s’appliquant &
I'élément et U le vecteur déplacement (translations et rotations).

Pour construire la matrice de rigidité globale d'une structure, on regroupe
toujours avoir une forme F = KU, donc pas deux fois le méme terme dans
les vecteurs globaux F' et U) :

EIRN Y S

e [k )\ up

Par exemple, pour une barre de traction-compression simple de section
S, de longueur L et de module d’Young F, les efforts sont deux forces F} et
F5 appliquées aux extrémités, les déplacements sont deux translations u; et
uy dans la direction de la barre, et la matrice de rigidité élémentaire est :

ES 1 -1
K=—
L -1 1
Ainsi, si on décompose notre grande barre en deux barres de traction-
compression simple, ’équation globale sera :

F 1 -1 0 w
E
F3 0 -1 1 Uus

ou les F; et les u; désignent respectivement les forces et les déplacements de
I'extrémité gauche de la barre (indice 1), du milieu de la barre (indice 2) et
de Pextrémité droite de la barre (indice 3).
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Troisieme partie
Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est tres utilisée en génie civil. Le prin-
cipe général est de découper une structure en petits éléments plus simples a
étudier, puis de regrouper les données afin de déterminer le comportement
global de la structure.

Le schéma général d'un raisonnement est le suivant :

— On considéere notre systeme physique et on écrit les lois physiques qui
lui sont associées. On aboutit généralement a une équation aux dérivées
partielles.

— Pour la résoudre (numériquement), on utilise la méthode des résidus
pondérés par exemple, et on aboutit a une forme variationnelle, ou
intégrale.

— On utilise ensuite la méthode des éléments finis proprement dite, ce
qui nous permet de passer d’'un probleme analytique a un probleme
algébrique (systeme par exemple).

— Enfin, on résout le systeme, ce qui nous donne une solution approchée
du probleme.

La méthode des éléments finis n’est donc qu'une étape dans la résolution

d’un probleme.

Présentation de la méthode

Il existe différentes méthodes pour étudier une structure par éléments

finis. Voici la démarche générale que 'on suit :

— On traduit le probleme physique sous forme d’une équation différentielle
ou d’une équation aux dérivées partielles a satisfaire sur un domaine
Q, avec éventuellement des conditions sur la frontiere 0f).

— On construit la forme variationnelle du probleme, c’est-a-dire qu’on
traduit I’équation précédente (et aussi les conditions initiales s'il y en
a) sous forme intégrale. Parfois, cette forme s’obtient directement grace
a une loi physique (principe énergétique le plus souvent).

— Vient ensuite I’étape du maillage : on choisit une partition du domaine
Q. Les mailles sont les sous-domaines de ).

— On choisit le nombre et les positions des noeuds dans les mailles, et
les valeurs imposées a ces nceuds. On choisit également les fonctions
définissant la solution locale en fonction des valeurs inconnues aux
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neeuds (et de ses dérivées éventuellement). La plupart du temps, ces
fonctions sont des polynomes d’interpolation de Lagrange. On obtient
ainsi des éléments.

— On passe a l’étape de discrétisation : pour trouver la solution approchée,
il suffit de trouver les valeurs attribuées aux nceuds. Il suffit donc de
trouver un certain nombre de valeurs, sachant qu’elles satisfont a des
équations. On assemble alors toutes les relations obtenues.

— On peut ainsi passer a la résolution du probleme discret (inversion
d’une matrice le plus souvent).

~ A partir des valeurs aux nceuds et des polynomes interpolateurs, on
déduit la solution approchée.

- Eventuellement, on se sert de cette solution pour calculer d’autres gran-
deurs.

— Enfin, on exploite les résultats : on s’intéresse a la qualité de la solution
obtenue et on regarde si elle satisfait au cahier des charges.

Le maillage est en général la plus longue étape du probleme. Le nombre et
le type d’éléments ne doivent pas étre choisis totalement au hasard, ils sont
liés a la géométrie du domaine, a la précision que I'on souhaite obtenir et a
d’éventuelles conditions de régularité de la solution approchée. Par ailleurs,
certains théoremes nous indiquent quels types d’éléments permettent d’avoir
une solution convergente vers la solution exacte lorsque le maillage se resserre.

En pratique, il existe des mailles de référence. On choisit des mailles ayant
une forme simple (polygones en dimension 2, polyedres en dimension 3) et
de bonnes proportions, c¢’est-a-dire des cotés de longueurs comparables. Par
ailleurs, il faut faire un compromis entre le cotit du calcul et la finesse du
maillage. Enfin, certains logiciels possedent des algorithmes pour définir le
maillage, ce qui peut étre utile.

A partir des mailles (souvent tres régulieres), on choisira arbitrairement
des nceuds puis des fonctions d’interpolation pour chaque degré de liberté
aux nceuds.

Dans les deux exemples suivants, on utilisera deux méthodes qui ne sont
pas rigoureusement identiques pour illustrer le fait que des variantes existent.
Toutefois, on reste dans des cas tres simples d’applications, c¢’est pour cela
qu’on n’a pas introduit la théorie des tenseurs et ses applications a la théorie
de I’élasticité dans le paragraphe précédent.
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Exemple mathématique

On cherche la solution de I’équation différentielle f”(x)+2f'(x) —3x =0
sur le segment [0, 1], de conditions initiales f(0) = 0 et f'(1) = 0. (On sait
qu’il existe une et une seule solution.) Cet exemple est simple car on travaille
en dimension 1, et on peut méme expliciter la solution de cette équation.

En effet, I’ensemble des solutions de I’équation homogene associée est le
plan vectoriel engendré par z + 1 et x — e~2*. Ensuite, on peut rechercher
une solution particuliere (sous la forme d’un polynéme du second degré). La
fonction x — 2(2? — z) convient. Enfin, on utilise les conditions initiales. On
trouve finalement que la solution est la fonction x — 3(2? —x)42e*(e 2" —1).

On va maintenant résoudre cette équation grace a la méthode des éléments
finis. Tout d’abord, on va choisir un maillage du segment [0, 1], par exemple,
on le divise en trois intervalles de longueur % On décide ensuite de placer des
nceuds aux extrémités et au milieu de chaque maille, on les note x4, ..., x7, et
on note fi, ..., f7 les valeurs de la solution que ’on va construire en ces points.

On peut facilement calculer la fonction polynomiale (de degré 2) prenant
les valeurs f1, fo, f3 en xq, 9, x3 respectivement. Connaissant les valeurs des
x;, on peut simplifier et donner les expressions de la solution approchée f en
fonction des f; :

— Sur [0, 3],

f(@) = (18f5 — 36 fo + 18f1)a® + (—=3f3 + 12f, — 9f1)x + fi
— Sur [l 2],

373
f(x) = (185 — 36 f1+18f3) x>+ (=15 f5+36 f1 — 21 f3)x +3f5 — 8 f1+ 6 f3
— Sur [%, 1],

F(z) = (18f:—36 fs+18f5) 2>+ (=27 f++60 f5—33 f)2+10 fr—24 fs+15 f

Il reste toujours a déterminer les valeurs des f;. Pour cela, on va se ra-
mener a un systeme algébrique de 7 équations ayant pour inconnues les f;.
Avant cela, on s’intéresse a la formulation variationnelle du probleme.

On rappelle que pour une fonction g continue sur un ouvert 2, on a :

VeeQ gz) =0 & VoellN) /g(x)gb(m)dm =0

Q
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Il s’agit donc de trouver une fonction vérifiant : Vo € C2([0,1]),

/cb x)+2f'(x) —3x)dr =0

avec f(0) =0et f'(1) =
En intégrant par partles et en utilisant les conditions aux limites, on
peut donc se ramener au probleme suivant : trouver une fonction vérifiant :

Vo € C°(0,1),

1/]¢ z)dz—¢(0 1/]¢ z)dr+2¢(1 t/'¢ )adz =0

Evidemment, on ne peut pas tester toutes les fonctions, on choisit donc

une des deux formes variationnelles précédentes et on teste seulement un
certain nombre de fonctions choisies pour aboutir a un systeme régulier. De
plus, on choisit de ne pas imposer f(0) =0 et f'(1) = 0.
Ici, on choisit comme fonctions tests les fonctions affines par morceaux va-
lant 1 en un certain nceud et 0 aux autres nceuds, car ces fonctions ont une
dérivée constante mais non nulle partout, ce qui permet de calculer facile-
ment les intégrales. En remplacant f(x) par une des expressions polynémiales
obtenues précédemment, on aboutit au systeme linéaire suivant :

( %fl - %f2 + %fs - % = 0
S5fi — 12fs + Tfs — % = 0
sh + B — 12fs + %f - s — 5 =0
5fs — 12fy + Tf5 — = 0
tfs + B — 12f; + %f - 3fi — 3 =0
5fs — 12fe + Tfz — & = 0

(s + 5f — Ff - 5 = 0

On est alors en présence d’un systeme classique a inverser, et on en déduit
les valeurs des f; :

4107 7063 236893 925563
h=sism 2= "8e60 T TTeaee T T 3ms
350779 374605 127275
L T T T A T TR TR A VIoR

Finalement, on obtient comme solution approchée la fonction définie sur
[0,1] par :

657332 _ 168429 4107 :

o | L e L S0<r sl

flz) = 639612I 27%444x 2_983le > l/3<z<2/3
38% 76 L T 54872 si2/3<x<1
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Il reste ensuite a étudier la qualité de la solution obtenue, qui est, rappelons-
le, une approximation de la solution de I’équation différentielle. A titre de
comparaison, on peut tracer les courbes représentatives des deux fonctions :

02 04 06 08 1

.57

-1.51

FIGURE 5 — La solution exacte et son approximation construite ci-dessus

On peut faire également d’autres comparaisons. Par exemple la solution
approchée n’est pas tres réguliere (elle est seulement continue, c’est le mini-
mum car on est obligé de choisir des noeuds aux extrémités des éléments). De
plus, elle ne respecte pas exactement les conditions aux limites etc... Toute-
fois, on peut considérer que c’est une bonne approximation car I’erreur est au
maximum de 3,2 % (en x = 1). Ensuite, tout dépend du cahier des charges.

Exemple d’une poutre en béton

On considere tout d’abord une barre élastique verticale, encastrée a son
extrémité supérieure, et soumise a son poids. On note L sa longueur, £ son
module d’Young, p sa masse volumique, S sa section et x 1’abscisse d'un
point.
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On choisit trois nceuds, situés aux extrémités et au milieu de la barre.

-X1 ‘
X
L
.x2
A
X

FIGURE 6 — Schéma du probleme

On parametre la barre avec

=< 9
Vo -7 k). eel
Autrement dit, I’abscisse de tout point est repérée par : x = xl + iﬁ@

pour chaque élément.
On admet que la forme variationnelle, obtenue a partir du principe de
I’énergie potentielle totale, s’écrit :

W /< (9u8u )da::O

pour tout déplacement virtuel u* vérifiant la condition u*(0) = 0, et que pour
I’étape de discrétisation, on écrit, pour les deux éléments :

<metw%4@uMH(W)—z>
avec
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Apres assemblage, on obtient I’équation KU = F' avec ici :
1 -1 0 1

1
-1 2 -1 et F = EpgSL 2
0 -1 1 1

_ 2ES

K
L

D’un point de vue physique, u,, représente le vecteur déplacement élémen-
sollicitations. La matrice K est la matrice de rigidité globale et le vecteur F
le vecteur global des sollicitations.

La résolution avec la condition u; = 0 donne :

U =
Us =

On a donc déterminé les déplacements aux nceuds dus au poids de la
barre. On peut également déterminer les déformations et les contraintes. On

remarque qu’ils sont constants. On obtient, pour le premier élément :
ou us—u 3 L 3
E=—= =—-pg— et 0= Fe=—pglL
o~ L)z  MET° 17

et pour le deuxieme élément :

pgL?
E

pgL?
E

N |— 00

ou uz3—uy 1 L 1
o~ L)z aME & 0T T

En fait, les solutions exactes sont :

€

L2
u(e) =2 (- ) et o) = pgL(l - 7)
On peut s’en approcher de plus en plus en augmentant le nombre d’éléments
finis utilisés dans la discrétisation de la structure. On remarque que dans ce
probleme, on aboutit a des solutions non continues. Cela est di au choix des

éléments, qui est vraiment tres simplifié ici.

Application numérique : Pour une barre en béton de longueur L = 1 m,
de section S = 25 cm?, de masse volumique p = 2000 kg/m? et de module
d’Young E = 35000 MPa, le déplacement de I'extrémité libre de la barre est
u = 28um, ce qui est tout a fait négligeable.

On donne les courbes du déplacement et de la contrainte en fonction de
x, position par rapport a 'extrémité encastrée de la barre. La courbe rouge
indique la solution exacte, la courbe bleue représente la solution approchée.
On peut faire de nombreuses remarques, comme le manque de régularité (du
au choix des éléments), la coincidence de certaines valeurs et la mauvaise
qualité de 'approximation (due & un maillage pas assez fin).
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FI1GURE 7 — Courbe du déplacement le long de la barre

F1GURE 8 — Courbe de la contrainte le long de la barre
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Quatrieme partie
Utilisation de I'informatique
pour la résolution de problemes

Comme on l’a vu précédemment, les calculs peuvent vite devenir assez
lourds dans la résolution des problemes, il est donc intéressant de s’appuyer
sur un logiciel de calcul, ce qui une fois encore, montre I'importance des
mathématiciens et des informaticiens pour la physique notamment. Avant de
s’intéresser a cet aspect, on va introduire un des nombreux logiciels traitant
des éléments finis, il s’agit d’Abaqus. Ce logiciel permet de créer une structure
avec plusieurs parties et plusieurs matériaux, puis il est possible de traiter
différents problemes concrets.

L’inconvénient de ce logiciel est qu'’il est difficile ne serait-ce que d’entrer
toutes les données nécessaires au probleme, et a la fin de mon stage, j'en
étais encore a cette étape. Je n’ai donc pas pu réaliser une étude complete,
beaucoup trop longue, je me suis contenté de prendre un peu en main ce
logiciel complexe.

Initiation au logiciel Abaqus
Pour faire un essai, il a été décidé de traiter ’exemple de 'impact linéique
d’un cylindre ayant une certaine vitesse sur une plaque reposant sur deux

appuis. Ensuite, si le temps le permettait, il était question de charger une
poutre en béton armé et d’étudier son comportement, ou encore de I'étirer.

FIGURE 9 — Schéma du probleme a simuler

24



Pour entrer toutes les données nécessaires au probleme, il faut passer par
différents modules dans le logiciel. Ces modules sont : ”Part”, ” Property”,
7 Assembly”, ”Step”, ” Interaction”, ” Load”, "Mesh”, 7 Job”, ” Visualisation”.
Dans la suite, on présente chacun de ces modules de maniere générale, sans
rentrer dans le détail des réglages subtils.

Premier module : Part. On définit ici la géométrie des pieces qui inter-
viennent dans le probleme, que ces pieces soient rigides ou déformables, en 2
ou 3 dimensions.

Deuxieme module : Property. On définit ici les caractéristiques des maté-
riaux de la structure (module d"Young, coefficient de Poisson etc...). On af-
fecte ensuite un matériau a chaque composante de la structure.

Troisieme module : Assembly. Ce module permet de repositionner et as-
sembler les parties créées précédemment. On peut donc appliquer des trans-
lations, des rotations, des contraintes etc.

Quatrieme module : Step. Lors d'un impact par exemple, ce module per-
met d’utiliser un effet de dynamisme. Par ailleurs, dans ce module, on choisit
les sorties que ’on souhaite obtenir (soit I’évolution d’une grandeur au fil du
temps, soit un ensemble de valeurs & un instant donné).

Cinquieme module : Interaction. C’est ici que sont définies les interac-
tions entre les différentes parties de la structure, sous la forme d’un contact
ou d’une équation.

Sixieme module : Load. Ce module a pour but de définir les conditions
aux limites, les conditions initiales etc. On peut donc créer des blocages, des
appuis, mais aussi des symétries etc...

Septieme module : Mesh. Ici, on peut notamment affecter le maillage.

Huitieme module : Job. C’est ce module qui permet de lancer les calculs.

Neuvieme module : Visualisation. On peut maintenant suivre 1’évolution
en temps réel du phénomene et obtenir diverses informations et courbes.
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Utilisation de logiciels classiques : Matlab, Maple

Ces logiciels ne sont pas vraiment utilisés en pratique car il existe des logi-
ciels traitant des éléments finis qui permettent de faire les calculs. Toutefois,
il est intéressant de voir comment on peut utiliser les logiciels qu’on connait
bien pour une partie de résolution d’un probleme. Dans la suite, on donne
les algorithmes correspondant a quelques rappels mathématiques vus dans la
deuxieme partie, ainsi qu'un exemple de code pour Maple et un exemple de
code pour Matlab.

Résolution d'un systeme linéaire

L’algorithme suivant illustre la méthode de Gauss. En partant de la ma-
trice augmentée, il permet de se ramener a une matrice triangulaire supérieure
et un vecteur :

pour kdelan—1
pour jdek+1an
Lj < Lj —ajk/akkLk

TABLE 1 — Algorihtme de Gauss

Par ailleurs, si on considere A triangulaire supérieure, I'algorithme ci-
dessous permet de résoudre 1’équation Ax = b.

Ty = by /apn
pour kden—1al
T = by
pour jdek+1an
T = Tk — QjkT;
Ty = Tp/ A,

TABLE 2 — Algorithme de résolution d’'un systeme linéaire triangulaire
supérieur

En combinant les deux algorithmes, on est capable de résoudre un systeme
linéaire.

Le code Maple correspondant est le suivant :

26



gauss :=proc(n,A,B)
local i,j,k,z;
for k from 1 to n-1 do
for j from k+1 to n do
z :=A[j,k] ;
for i from 1 to n do
Alj,i] :=A[j,il-z/Alk,k]1*A[k,1i] ; od;

B[j,1] :=B[j,11-z/A[k,k]*B[k,1] ; od; od;
(A,B] ;
end proc ;

systtriang :=proc(n,A,B)
local i,j,k,x;
x :=[1;
for i from 1 to n-1 do
x :=[op(x),B[i,1]]; od;
x :=[op(x),B[n,1]/A[n,n]] ;
for k from 1 to n-1 do
for j from n-k+1 to n do
x[n-k] :=x[n-k]-Aln-k,jl*x[j]; od;
x[n-k] :=x[n-k]/Aln-k,n-k] ; od;
X;
end proc ;

resolution :=proc(n,A,B)
local L,X;

L :=gauss(n,A,B) ;

X :=systtriang(n,L[1],L[2]) ;
X;

end proc ;

TABLE 3 — Code Maple pour résoudre un systeme linéaire

27



On donne également 1’algorithme correspondant a la méthode de Gauss-
Jordan, a appliquer aussi a la matrice augmentée.

pour kde 1l an
si il existe 7 tel que a;, # 0,
alors L; <+ Ly
Lk — ﬁLk
pour jde 1 an, j+#k,
L,’ < L, — aikLk

TABLE 4 — Algorihtme de Gauss-Jordan

Polynomes d’interpolation

On connait la maniere de calculer les polynomes d’interpolation, il suffit
donc d’utiliser la formule dans un code, ce qui ne pose pas de probleme.

Recherche du zéro d’une fonction

On donne ci-dessous l'algorithme permettant de déterminer z tel que
f(x) = 0 pour une fonction continue f donnée, et ce avec une précision ¢,
avec la méthode de dichotomie. On suppose que f(a)f(b) < 0, autrement dit
que f(a) et f(b) sont de signes opposés, ce qui signifie que f s’annule entre
a et b.

tant que b —a > ¢
_ at+b
€=
si f(a)f(c) <O
alors b =c¢
sinon si f(b)f(c) <0
alors a = ¢
sinon erreur

TABLE 5 — Méthode de dichotomie

Le code Matlab correpondant a la méthode de dichotomie apparait ci-
dessous. On remarquera qu’on peut réaliser un code similaire avec Maple.
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approx=function(f,a,b,epsilon)
A=a ;
B=b ;
while B-A>epsilon
C=(A+B)/2;
if £(A).£(C)<0
B=C ;
else if £(B).f(C)<0
A=C ;
else "erreur"
end
end
end
approx=C ;

TABLE 6 — Code Matlab pour la méthode de dichotomie

L’algorithme suivant correspond a la méthode de Newton, qui permet
d’approcher z tel que f(xz) = 0 pour une fonction dérivable f donnée, en
choisissant comme point de départ xy. On fait ici n itérations, mais on peut
décider de faire une boucle avec un critere d’arréet comme on ’a expliqué
précédemment.

pourzdelan

To = 70 — Hi)

TABLE 7 — Méthode de Newton

Enfin, voici l'algorithme pour la méthode de la sécante. Il permet de
déterminer = tel que f(xz) = 0 pour une fonction continue f donnée, avec
comme points de départ zy et ;. On peut également décider d'un critere
d’arrét.

pourzdelan
— . fE)(@—zo)
T2 = T f @)= fwo)
ZTo = T1

T = X9

TABLE 8 — Méthode de la sécante
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Approximation de la valeur d’une intégrale

Comme pour les polynomes d’interpolation, les formules sont connues ex-
plicitement donc il n’y a pas de probleme normalement, quitte a appeler une
fonction permettant de calculer un polynome interpolateur (pour la méthode
de Simpson).
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Conclusion

Ce stage m’a permis de découvrir un laboratoire de mathématiques ap-
pliquées (en l'occurence de génie civil) et d’étre en contact avec des cher-
cheurs et des étudiants préparant une these. Par ailleurs, j’ai pu résoudre
quelques problemes physiques, certes pas tres difficiles, mais intégralement.
J’ai également constaté le role central des mathématiques, comme de I'infor-
matique, et c¢’est d’ailleurs pour cela qu’'une partie du dossier y est volontai-
rement consacrée.

De plus, j’ai pu réviser quelques outils mathématiques (pas forcément
tous exposés dans le dossier), et j’ai pu étre initié a de nouvelles théories
(comme la méthode des éléments finis), ce qui ne peut que m’étre bénéfique
pour la suite de mes études en Mathématiques Fondamentales et Appliquées.
De plus, certaines recherches m’ont amené sur des pistes lointaines (tenseurs,
méthode de Galerkine, multiplicateurs de Lagrange etc), ce qui a éveillé ma
curiosité et m’a permis de voir des choses qui me seront peut-étre enseignées
dans les années futures.

Ce stage me sera donc bénéfique pour la suite, car, en plus de permettre la
validation de ma premiere année de magistere, il m’aura permis de découvrir
une autre approche des mathématiques, de découvrir de nouvelles choses et
d’observer 1'organisation d'un laboratoire de recherche.
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Introduction

En physique, on cherche a comprendre le comportement de certains systemes
régis par des équations différentielles. On ne peut pas toujours résoudre ex-
plicitement ces équations différentielles, c’est pourquoi on étudie qualitative-
ment le comportement du systeme lorsque le temps est de plus en plus grand.
Le phénomene physique a l’origine de la théorie ergodique est la cinétique des
gaz, étudiée par Boltzmann, mais d’autres domaines entrent dans ce cadre,
telle la mécanique céleste.

Pour comprendre le comportement des systemes, on ne va pas étudier di-
rectement les équations différentielles qui les régissent mais on va se donner
un espace de phases X et une transformation 7' de cet espace. La donnée de
ce couple constitue un systeme dynamique discret. On n’étudiera pas ici les
systemes dynamiques continus, ou on étudie un groupe de transformations
(ft)ier Plutot qu'une suite d’itérées (1), -

Par ailleurs, il existe deux points de vue dans I’étude des systemes dyna-
miques : celui de la topologie et celui de la théorie de la mesure. On parle
alors respectivement de systéemes dynamiques topologiques et mesurés; la
théorie ergodique est ’étude des systemes dynamiques mesurés. On étudiera
les exemples fondamentaux de systéemes dynamiques, puis on démontrera des
théoremes de récurrence, dus notamment a Poincaré (1890) et Kac (1947),
I'objectif final étant de démontrer des théoremes ergodiques, dont ceux de
Von Neumann (1932) et de Birkhoff (1931).

L’intérét de la théorie ergodique est qu’elle a un grand nombre d’appli-
cations, non seulement dans les domaines de la physique, mais également
dans de nombreuses branches des mathématiques, telles que la théorie des
nombres, ’algebre, les probabilités etc.

Notations. Dans la suite, on désignera par x la classe x + Z d’un réel
x dans R /Z. De plus, f désignera indifféremment la classe d'une fonction
f € LP dans LP ou un représentant dans £P d’une classe f € LP.



1 Exemples fondamentaux

1.1 Définitions

Définition. Un systéme dynamique topologique est un couple (X, T,
ou X est un espace topologique et T" est une application de X dans X.

Définition. Un systeme dynamique mesurable est un triplet (X, B,7T),
ou X est un espace topologique, B est la tribu borélienne de X et T est une
application de X dans X mesurable.

Définition. On suppose que X est muni de sa tribu borélienne B et
d’une mesure pu. On dit que p est invariante par 7' (ou T-invariante), ou
encore que T préserve p, ssi VB € B, p(T~*(B)) = u(B). Autrement dit, la
mesure image T, et p sont égales.

Définition. Un systeme dynamique mesuré est un quadruplet (X, B, i, T'),
ou X est un espace topologique, B est la tribu borélienne de X, i est une me-
sure sur (X, B) et T est une application de X dans X mesurable qui préserve

L4

Remarques.

— On peut également munir X d’une tribu quelconque, mais dans la suite,
on considérera que X est muni de sa tribu borélienne.

— On parle également de systeme dynamique probabilisé lorsque p est
une mesure de probabilité.

Définition. On dit qu’'un systeme dynamique est inversible si et seule-
ment si 7" est un homéomorphisme.

Définitions. Soient deux systemes dynamiques topologiques (X, T') et
(Y, 5).

— On dit que (Y, S) est un quotient de (X, T) si il existe une application
continue ¢ : X — Y telle que Y o T = So ) et p(X) =Y. 1 est alors
appelé un semi-conjugué.

— On dit que (X,T) et (Y,.5) sont conjugués, ou isomorphes, si il existe
un homéomorphisme ¢ : X — Y tel que ¥ o T = S o 1. Autrement
dit, on a supposé de plus que ¥ est inversible et son inverse est continue.

Remarque. Ces notions sont utiles car les dynamiques de deux systemes
conjugués sont similaires comme on le verra plus loin. Par exemple, si (X, T)



et (Y, S) sont conjugués, alors il faut et il suffit de connaitre la dynamique
de I'un pour connaitre la dynamique de I'autre.

Définitions. On se donne un systeme dynamique (topologique ou me-
suré) et x € X.

— L’orbite (positive) de z est I'ensemble {T™(z),n € N}. Lorsque T est
un homéomorphisme, on appelle orbite 1’ensemble {T"(x),n € N} ou
{T"(x),n € Z} selon les cas.

— On dit que = est un point fixe ssi T'(z) = z, autrement dit son orbite
est réduite a {z}.

— On dit que x est un point périodique ssi il existe n € N* tel que T"(z) =
x, autrement dit son orbite est finie.

— Dans ce cas, la période de x est le plus petit entier n vérifiant 7" (x) = z,
c’est-a-dire le cardinal de 1'orbite.

Propriété. Soit (Y, S) un quotient de (X, T') et soit x € X. On note 1)
un semi-conjugué. Alors ¢ envoie l'orbite de x sur celle de ¥ (z), autrement
dit, pour tout n € N, (T"(x)) = S™(¢(z)).

Preuve. Il suffit de constater par une récurrence immédiate que pour tout
neN ona:poT™=_5"01. O

Proposition. Soient (A, T4) et (B,7Tp) deux espaces topologiques. Si
f : A — B est une application continue et surjective, alors I'image par f
d’une partie dense de A est une partie dense de B.

Preuve. Soit X une partie dense dans A. Soient b € B et V un voisinage
de b. Par surjectivité de f, il existe a € A tel que b = f(a). Par continuité de f,
f~1(V) est un voisinage de a. Par densité de X, il existe z € X N f~1(V), donc
f(x) € V. Cela prouve que f(X) est dense dans B. O

Corollaire. Soit (Y, S) un quotient de (X,7') et soit x € X. On note
Y un semi-conjugué. Si l'orbite (7" (z)),,cy est dense dans X, alors l'orbite
(S™(1(x))), ey est dense dans Y.

Preuve. 1 est continue et surjective, et 'image par v de l'orbite de x est
lorbite de ¢ (z) comme on I’a vu précédemment. D’apres la proposition ci-dessus,
si Porbite de z est dense, alors celle de ¥ (z) 1'est également. O



1.2 Transitivité

Définition. Soit un systeme dynamique (X, T') inversible, avec X com-
pact. L’homéomorphisme T est dit transitif ssi il existe un point x € X dont
I'orbite est dense dans X. Un tel point x est dit transitif.

Remarques.

— Un point périodique ne peut donc pas étre transitif.

— Il est également possible de définir la transitivité lorsque 7' est quel-
conque, en se restreignant a I’étude des orbites positives.

Proposition (Caractérisation des homéomorphismes transitifs).
Soit (X, T) un systeme dynamique inversible, avec X compact. On a équivalence
entre :

(1) T est transitif

(2) SiU est un ouvert non vide de X tel que T'(U) = U, alors U est dense

dans X

(3) Si U et V sont deux ouverts non vides de X, alors il existe n € Z tel

que T"(U)NV £ @

(4) L’ensemble E des points z € X dont 'orbite est dense dans X est un

Gs dense

Preuve. e On suppose que T est transitif. Soit U un ouvert de X tel que
T(U) =U # @. 1l est clair que pour tout n € Z, T"(U) = U. Par ailleurs, il existe
x € X d’orbite dense dans X. Il existe donc n € Z tel que T"(x) € U, d’ou pour
tout m € Z, T™(x) € T™"™(U) = U. On a donc {T™(x)}mez C U C X, avec
Vorbite {T"(x)}mez dense dans X. Donc U est dense dans X, ce qui démontre
I'implication (1) = (2).

e Soit U un ouvert non vide de X. L'union J,,c;, T"(U) est clairement invariante
par T'. Alors, si la propriété (2) est vérifiée, cet ensemble est dense dans X. Donc
pour tout ouvert V' non vide de X, on a | J,,c, 7™"(U)NV # @, donc il existe n € Z
tel que T™(U) NV # &. Donc la propriété (3) est vérifide.

e On suppose que la propriété (3) est vérifiée. Par compacité, il existe une fa-
mille dénombrable (z,),cy dense dans X. Il est clair que z € E si et seule-
ment si Vn € N, Vk € N*, Im € Z, T™(z) € B(zpn, ). Donc on a : E =
Nuen Nikens Umez T™B(xn, 7). De plus, pour tout (n,k) € Nx N*, la réunion
Umez T B(2n, %) est un ouvert dense dans X. En effet, T' est bicontinue et
B(xp, %) est un ouvert de X, et par hypothese, la réunion rencontre tout ou-
vert non vide de X. Comme X est compact, il est complet, donc d’apres le lemme
de Baire, E est un G5 dense dans X.

e Enfin, 'implication (4) = (1) est évidente, ce qui acheve la preuve. O



Proposition. Si (Y, S) est un quotient de (X, T) et T est transitif, alors
S est transitif. Par conséquent, si (X, 7T) et (Y, .S) sont conjugués, alors T est
transitif si et seulement si S l'est.

Preuve. D’apres la derniere proposition du 1.1, si un point a une orbite dense,
alors son image par un semi-conjugué est dense également. Cela prouve le premier

point.
Dans le cas ou (X,T) et (Y,S) sont conjugués, d’apres ce qui précede, si T est
transitif, alors S l'est, et réciproquement. Cela prouve le second point. O

1.3 Minimalité

Définition. Soit un systéeme dynamique (X, T') inversible, avec X com-
pact. L’homéomorphisme 71" est dit minimal ssi toutes les orbites sont denses
dans X.

Remarques.

— Il est donc clair qu'un homéomorphisme minimal est transitif.

— Comme pour la transitivité, il est possible de définir la notion de mi-
nimalité lorsque T' est quelconque, en se restreignant aux orbites posi-
tives.

Proposition (Caractérisation des homéomorphismes minimaux).
Soit (X, T") un systeme dynamique inversible, avec X compact. On a équivalence
entre :

(1) T est minimal

(2) Si F est un fermé non vide de X tel que T(F) = F, alors F = X

(3) Si U est un ouvert non vide de X, alors X =, ., T™(U)

Preuve. e On suppose que T est minimal. Soit /' un fermé de X tel que
T(F) = F # @. 1l est clair que pour tout n € Z, T"(F) = F. Si on considére
x € F, alors par hypothese, on a : X C {T"(z)}pez C F C X, donc F=X.On a
donc montré que (1) = (2).

e On suppose la propriété (2) vérifiée. Soit U un ouvert non vide de X. Considérons
Pensemble E = X \ (U,cz, T"(U)). Pour tout n € Z, T"(U) est ouvert donc E
est fermé. De plus, U # @ donc E # X. Enfin, U, T"(U) est stable par T
et T est bijective donc T(E) = E. Donc, par hypotheése, E = &, c’est-a-dire
X =Upnez T™(U).

e Enfin, on suppose que la propriété (3) est vérifiée. Soient x € X et U un ouvert



non vide de X. Par hypothese, il existe n € Z tel que x € T™(U), donc T~ "(x) € U.
Donc 'orbite de x rencontre tout ouvert non vide de X, donc cette orbite est dense
dans X. Cela prouve la derniére implication (3) = (1). O

Proposition. Soit un systeme dynamique (X,7T") inversible, avec X
compact. Alors il existe un fermé non vide Y C X tel que T'(Y) = Y et
T:Y — Y est minimal.

Preuve. On note £ l'ensemble des fermés de X invariants par T'. £ est muni
de V'ordre partiel C.
Puisque X est compact, toute intersection décroissante de fermés non vides de X
invariants est un fermé non vide de X invariant. En effet, d’apres le théoreme de
Borel-Lebesgue, si I'intersection d’une famille de fermés est vide, alors il existe une
sous-famille finie dont I'intersection est vide. On obtient le résultat par contrapo-
sition.
Donc pour toute famille totalement ordonnée de £, I'intersection de ses éléments
est dans £. D’apres le lemme de Zorn, £ possede un élément minimal Y. Ainsi,
le seul fermé non vide invariant par T : Y — Y est Y. Donc, par la proposition
précédente, T : Y — Y est minimal. O

Proposition. Si (Y,.5) est un quotient de (X, T") et 1" est minimal, alors
S est minimal. Par conséquent, si (X,7T) et (Y,S) sont conjugués, alors T’

est minimal si et seulement si S est.

Preuve. La preuve est la méme que pour la transitivité (cf. 1.2.). U

1.4 Le doublement de I’angle

s X = X . PP s

On considere X =R /Z et T : o o (bien définie). De maniere

: . Y Y
équivalente, on peut considérer Y = S! et S : : 2

. T X — , .

Ces systemes sont conjugués puisque ) : oy p2me est un homéomorphisme
et Yol =S o1

Proposition. Pour tous p € N*, k € [0,2P — 1], = € [Qﬁp, %[, on a :
T?(x) = 2Pz — k.



Preuve. On procéde par récurrence sur p.

La propriété est claire pour p = 1, k ne pouvant prendre que les valeurs 0 et 1. Si
z € [0, %], alors T(z) = 2z, et si x € [3,1], alors T(z) = 2z — 1.

On suppose maintenant la propriété vérifiée 4 un rang p. Soient k € [0,2P+! — 1]
et ¢ € [%,%[ Alors on remarque que 2x € [2%,%[ et que 2z — 1 €
[kg%, ]“”%7;212 [ Siz € |0, %[, alors par hypothése de récurrence, on a : TP+ (z) =
TP(2z) = 2P(2z) — k, et si z € [$,1], alors on a : TP*(z) = TP(2z — 1) =
202z — 1) — (k — 2°) = 2Pty — k.

On a finalement prouvé la propriété annoncée. O

Corollaire. L’ensemble des points périodiques de T est :

k
{ﬁ, pEN*, ke [[0’210_1]]}

et cet ensemble est dense dans X.

Preuve. e Soient z € [0,1] et p € N*. Il existe k& € [0,2P — 1] tel que

T € [2,,—]“_1, % [, donc TP(x) = 2Px — k est égal & x si et seulement si x = 2,,’“—_1

Donc un point = € [0,1] est périodique si et seulement si il existe p € N* et
k€ [0,2P — 1] tels que = = 2,,—]“_1
e Soient € > 0 et = € [0, 1[. Il existe p € N* tel que 57 < € et k € [0,2P — 1] tel

k. k+1 k 1
que x € [ﬁ?ﬁ[ Donc ‘x—m‘<ﬁ<e.

Cela prouve la densité de I'’ensemble des points périodiques. [l

Proposition. Le doublement de 'angle est transitif mais il n’est pas
minimal.

Preuve. e Soient U et V deux ouverts non vides de R /Z. U et V contiennent

donc des intervalles dyadiques I = [2%, %[ et I' = [21“—1:,, k;:',l [ respectivement,
ot p,p) € N, k € [0,2° — 1] et k' € [0,27" — 1]. Le point = = 2’“7/, + 2p]ip, est

dans I’ et, d’aprés une proposition ci-dessus, on a Tp/(:n) — Wy — | = 2% Donc
zeTP(I)NTI'. Donc TP (U)NV # @. Cela prouve que T est transitif.
e Le point 0 étant fixe, il n’est pas transitif. Donc 1" n’est pas minimal. O

Remarque. En fait, il est également possible de considérer plus généralement
les applications Ty : © — Az, A € Z. On montrera alors que ces systemes
sont des quotients des décalages (cf. section 1.6). Le résultat ci-dessus peut
donc étre vu comme une conséquence de la transitivité du décalage.



1.5 Les rotations sur le cercle

On considére X = R /Z et pour tout « € X, T, : )93( fa . De

x
— Y
— €2i7rozz :
Ces systemes sont conjugués, par le méme homéomorphisme que précédemment.
Ce sont des cas particuliers de systemes de Kronecker.

%
—
N . 1 Y
maniere équivalente, on peut considérer Y = S" et les .S, : p

Remarque. Vu le probleme, toutes les orbites ont le méme comporte-
ment, a translation pres. On peut donc se ramener a 1’étude de 1'orbite de 0
si nécessaire.

Proposition. On a équivalence entre :
(1) Toutes les orbites sont périodiques
(2) Une orbite est périodique

(3) « est rationnel

Preuve. e L’implication (1) = (2) est évidente.
e Ensuite, si U'orbite de 0 a pour période ¢ € N*, alors on a : 0 + goo = T9(0) = 0
donc g € Z donc a € Q. On a donc (2) = (3).
e Enfin, si a € Q, alors, en notant a = §7 ou p € Z et ¢ € N*, il est clair que pour
tout x on a : TY(z) = x + qa = = + p = x. Donc tous les points sont périodiques.
On a donc montré (3) = (1). O

Remarque. On a I’équivalence similaire : tous les points sont fixes si et
seulement si « est entier.

Proposition. Si « est irrationnel, alors la rotation T,, est minimale.

Preuve. R /Z est compact donc il existe une suite (Tf (n)(0)> W extraite
ne

de lorbite, convergente dans R / Z, de limite notée x. Soit € > 0. Il existe m,n € N
tels que \Tf(")(O) —z| < § et \Tf(m)(O) —z| < §, donc \T&p(")_¢(m)(0) -0 =
2™ (0) — T£™0| < .

On a montré qu’on peut trouver un point de l'orbite de 0 arbitrairement proche
de 0. On peut donc trouver un point de l'orbite de 0 arbitrairement proche de
n’importe quel point de R /Z. Cela prouve que l'orbite de 0 est dense, donc Ty, est
transitif.

Soient x,y € R /Z. D’apres ce qui précede, il existe une sous-suite <T0€p (n)(0)> N
ne

de l'orbite de 0 convergente de limite y—x. Donc la suite (T&p(n) (x) = T&p(n) (0) + :E) N
ne



converge de limite y.

Donc pour tout point x, 'orbite (17 (x)), oy est dense dans X, puisque pour tout
point, on peut en extraire une sous-suite convergeant vers ce point. Cela prouve
que T, est minimal. O

Remarque. On a vu que si «a est rationnel, alors toutes les orbites sont
périodiques donc T, n’est pas transitif donc pas minimal.

1.6 Le décalage
On considere un entier k > 2, Ay = {1,...,k} et X}, = AZ afin de définir
Xk — Xk

xr = (xn)r.LGZ — (x”‘i'.l‘)nGZ )
espace topologique, on va utiliser pour cela une distance.

Ty : . Pour cela, il faut vérifier que X}, est un

Remarque. On appelle alphabet ’ensemble Ay, et mot tout élément de
X}.. Ce systeme est un cas particulier de systeme de Bernoulli.

Proposition. Pour tous z,y € X}, on note :

1 N({E,y) 1
ou N(z,y) = min{n € N | z, # y, oux_, # y_,} et dy est la distance
discrete sur Ay.
d est une distance sur Xj.

Preuve. e On va d’abord montrer 1’égalité entre les deux termes. Pour tout
n € Z, on a x, = Y, si et seulement si dg(z,,y,) = 0, donc pour tout n € N, z,, #
Yn OU T_,, # Y_p si et seulement si (%)n = max (Q%dd(:nn,yn),Q%dd(:n_n,y_n)).
D’ou I'égalité.
e On va vérifier qu’on a bien une distance.
D’abord, pour tous z,y € Xy, d(x,y) > 0. On a de plus d(z,z) = 0 (évident), et
si d(z,y) = 0, alors pour tout n € Z, dy(zy,y,) = 0 donc x = y.
Ensuite, il est clair que pour tous x,y € X, d(z,y) = d(y, ).
Enfin, pour tous x,y,z € Xj, on a pour tout n € Z, dy(xn, z,) < dg(Tn,yn) +
dgq(yn, zn) donc ﬁdd(xn, zn) < d(z,y) + d(y, z). Donc d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Finalement, d est une distance sur Xj. O

Proposition. IL’espace Xj est un compact.

10



Preuve. Il suffit d’appliquer le théoreme de Tychonov au compact Ay. O
Proposition. L’application 7} est un homéomorphisme.

Preuve. Soient z,y € X} distincts. d étant a valers dans ’ensemble {2%, n €
N} U {0}, il existe N € N tel que d(z,y) = 2%\,, donc pour tout n € [—N, N]J,
on a T, = Y, donc pour tout n € [-N — 1, N — 1], on a z,41 = Yn+1, donc
N—

d(Ti(2), Te(y) < (3)
Il est clair que T} est bijective, d’inverse (z,),cy = (Tn-1)pez- Bt T, " est de

' 2d(x,y). Donc T}, est 2-lipschitzienne, donc continue.

méme 2-lipschitzienne donc continue.
Donc T}, est un homéomorphisme. O

Proposition. Le décalage est transitif mais il n’est pas minimal.

Preuve. e On considére la suite de tous les mots possibles :

1...k11...1k21 ... kK111 ... KkK1111...

On note x = (:vn)nGZ cette suite, avec Vn < 0 z,, = 1 par exemple. On va montrer
que ce point x est transitif.

Soient y € X et ¢ > 0. Il existe N € N tel que (%)N < e. Comme z est la
suite des mots possibles, il existe r € N tel que z, = y_(n_1),...,Trp2N—2 =
yn—1. Donc (T V"M (@) _v_1) = y—v—1)»- - (T{TV " (@))no1 = yn—1, donc
d(T,:JFN_l(x),y) < (%)N < e. Cela prouve que x est transitif.

e Le point (...,1,1,1,...) est fixe donc son orbite n’est pas dense dans Xj. Donc
T} n’est pas minimal. O

Remarque. On peut considérer également le décalage sur A}, auquel
cas on n’a plus un homéomorphisme. Il faut donc étre prudent. Dans ce cas,
on ne parle plus de décalage bilatere, mais de décalage unilatere.

Le décalage est en fait étroitement lié au doublement de ’angle et plus
généralement aux multiplications de I'angle.

Proposition. Soit £ > 2 un entier. On note Sy la multiplication x — kx
sur R/Z et Ty le décalage sur AY. Alors (R/Z,S;) est un quotient de

A = R/Z

+00 zp—1
(x”)nEN = Zn:O xk"
puisque pour tout n € N, on a : 0 < xz—;l < %, et % < 1, donc v est bien

Preuve. Soit ¢ : . (La série est convergente

11



définie.)
Pour toutes suites (2),cn €6 (Un),en de A}, on a :

+oo ~+o00 N(z,y)—1 N(z,y) N(zy)
Tn — Yn k—1 1 L 2
Z kn = Z kn <k;> <2> <k‘> k< kd(@,y)

n=0 n=N(z,y)

Donc v est k-lipschitzienne donc continue.

De plus, comme on le rappellera plus loin (cf. nombres normaux, section 4. 6) tout
réel = € [0,1] admet un développement de la forme z = & + 3+ + o
Vj e N*, i; € {0,...,k —1}. Donc 1 est surjective. On remarque au passage que
1 n’est pas injective (par exemple ¥ (1kk...) = 1(k11...)), cela est du au fait que
le développement précédent n’est pas forcément unique.

Enfin, pour toute suite (z,,),cy € Al on a, dans R /Z :

+oo

Tpt1 — 1
(20— 1) +Z e P
n=0
Donc Si o = 1 o Ty,.
On a donc montré que (R /Z,Sk) est un quotient de (AY,7%). O

12



2 Mesures invariantes

2.1 Définition et caractérisations

Rappel. Soit X muni de sa tribu borélienne B et d’une mesure u,
soit une application 7' : X — X. On dit que p est invariante par T' ssi
VB € B, ((T~'(B)) = w(B), ssi Tupp = p.

Remarque. Dans la suite, on supposera que g est une mesure de pro-
babilité et que p > 1.

Proposition (Caractérisation des mesures invariantes). Soient
(X, B,T) un systeme dynamique mesurable et ;1 une probabilité sur (X, B).
p est T-invariante si et seulement si Vf € LP(X, B, p), [y foTdu= [ fdu.

Preuve. Remarquons d’abord que l'invariance de p est équivalente au fait
que les fonctions indicatrices vérifient la propriété. En effet, pour tout B € B, on
ot [y 1poTdp = [y 1p(T(2))dn(x) = [y 11 (@)dp(z) = p(T-1(B)).

Cela prouve le sens <. De plus, si u est T-invariante, alors les fonctions indica-
trices vérifient la propriété donc les fonctions étagées également par linéarité.

Soit f € LP(X,B, ). Les fonctions fy = max(f,0) et f_ = max(—f,0) sont me-
surables positives. Il existe deux suites (fn),cy €t (gn),en de fonctions étagées
positives qui convergent en croissant de limites fy et f_ dans LP(X,B,pu) res-
pectivement. Pour tout n € N, on a [y f, o Tdp = [y fadp et [y gn o Tdp =
f « 9ndp. D’apres le théoréme de Beppo-Levi, en faisant tendre n — +o0, on a

fX froTdy = fX frdu et fX fooTdu = fX f—du, d’ou, en soustrayant les deux
termes : fX foTdu= fX fdu, ce qui acheve la preuve. O

Proposition. Dans le cas particulier ou X est compact et T est un
homéomorphisme, alors :
p est T-invariante si et seulement si Vf € C°(X), [, foTdu= [, fdu.

Preuve. Comme X est compact, C°(X) C LP(X,B,u) donc le sens = est
évident par la proposition précédente.
Montrons la réciproque. Soit f € L'(X, B, u). Quitte & appliquer ce qui suit & f, et
f—, on peut supposer que f est positive. Par densité de C°(X) dans L'(X, B, i), f
est la limite dans L' (X, B, 1) d’une suite (fy),,cn
qu’on peut supposer croissante. Quand n — +oo, [ fu,du converge donc de limite
| fdp. De plus, d’apres le théoréme de Beppo-Levi, [ f,oTdu tend vers [ foTdpu.
Par hypothese et par unicité de la limite, on a donc [ f o Tdu = [ fdu. Par la
proposition précédente, u est T-invariante. O

de fonctions continues positives,
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Remarque. Par récurrence, on a donc I'équivalence : p est T-invariante
si et seulement si Vn € N, Vf € LP(X,B,u) (resp. Vf € C°(X)), on a :

fooT"d,u: fodu.

Proposition. Soit (Y,S) un quotient de (X,T), on note ¢ un semi-
conjugué. On munit X et Y de leurs tribus boréliennes, notées B et B’ respec-
tivement. Si p est une probabilité T-invariante, alors ¥, u est une probabilité
S-invariante.

Preuve. On suppose que u est T-invariante. On note v = ¥, u. Pour tout

B e B, onaaalos: u(S(B) = p (S(B) = u(T-'(p~\(B)) =
pu(¥p~Y(B)) = v(B). Donc v est S-invariante. O

2.2 Existence de mesures invariantes

Lemme. Soit (X, B,T) un systeme dynamique mesurable et soit x € X.
Si x est un point périodique de période n, alors la mesure

n—1
1
fo = ZO O7i ()

est une probabilité invariante par 7.

Remarque. En particulier, si x est un point fixe de 7', alors la mesure
0, est une probabilité invariante.

9 _ 1 n—1 X :
Preuve. Tout d’abord, la mesure p, = -~ > /" O7i(z) est bien une mesure de

probabilité sur X, puisque =, T(z),...,T" !(z) sont distincts.
Ensuite, comme 7" (z) = z, pour tout B € B, on a :

pio (T~ ZIT 1) Zl (T (2 213 (T'(x)) = pa(B).

Cela montre que p, est invariante par 7. O
Rappel. Pour tout compact X, I'espace C°(X) des fonctions continues

sur X a valeurs dans R (ou C), muni de la norme infinie, est un espace de
Banach séparable.
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Théoréme (Krylov-Bogoliubov). Soit (X,B,T) un systeme dyna-
mique mesurable. Si X est compact et T est continue, alors il existe une
probabilité invariante par 7.

Preuve. On note (f),cy une famille dénombrable dense dans C°(X). On fixe
un point € X (dont la mesure invariante dépendra).

Pour tout k£ € N, la suite <% Zg:_ol fk(T"(:E))>N N est bornée (par || fx||oo). Par
e *
un procédé d’extraction diagonale, il existe une injection croissante ¢ : N — N
telle que pour tout k € N, la suite ( Z@(N fe(T™( )))N e Converge, de
e *

limite notée C(fx).

Soient f € CO(X) et & > 0. Il existe k € N tel que || f — fx]/oo < €. On a, pour tout
N eN:

p(N)—1 P(N)-1 P(N)-1 P(N)-1
Z (T (@) — C(fx) Z F(T™(x)) Z fr(T™(x Z fi(T™ (@) = C(f
n=0 n=0 n=0
. N)-1
Donc lim sup ﬁ i(:o) f(Tm™(x)) — C(fk)‘ <e
N—+o0
Ceci étant vrai pour tout € > 0, cela prouve que la suite (ﬁ i(:]\é)_l f(T"(:E))) Nen

converge, de limite notée C'(f).

Il est clair que C': f = C(f) est une forme linéaire continue sur C°(X) de norme
1, vérifiant Vo € X, f(z) >0 = C(f) >0, et C(1) = 1. D’apres le théoréme de
représentation de Riesz, il existe une mesure de probabilité p telle que pour toute
f € CUX), C(f) = [y fap.

Enfin, pour tout keN,onaC(fyoT)=C(fr) En effet :

o(N)—1 1 p(N)—1

. n 1 lim n N
Donc, par continuité de C, pour tout f € CO( ),onaC(foT)=C(f). Autre-

ment dit, Vf € CO(X fX foldu = fX fdu, c’est-a-dire que p est T-invariante. [

Remarques.

— On peut aussi utiliser le fait que I'ensemble M;(X) est compact pour
la topologie faible étoile, puis, en utilisant le lemme, pour z € X,
on extrait une sous-suite convergente de (un = %Z?:_()l 5Ti(x))neN. On
conclut en utilisant le fait que pour tout n € N, on a : T, = pu, +
= (Orn@y = 02).

— Attention! Ce théoreme ne donne aucun résultat d’unicité. Comme on
le verra dans les exemples suivants, il n’y a pas forcément unicité de la
mesure invariante.
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2.3 Retour aux exemples fondamentaux
Le doublement de ’angle

Proposition. La mesure de Lebesgue A est invariante par le doublement
de I'angle.

Preuve. Pour tout intervalle I = [a,b], T~1(I) = [%, g] U [%1, bg—l], donc
MNTHD)) = A(I).
Les mesures A et T, \ coincident donc sur les intervalles, qui engendrent la tribu
borélienne B. Par unicité dans le théoréme d’extension de Carathéodory, ces me-
sures sont égales, autrement dit A\ est invariante par le doublement T'. O

Remarques.

— On a étudié les points périodiques, on peut donc construire d’autres
mesures invariantes comme on 1’a vu précédemment. De plus, elles sont
toutes singulieres a la mesure de Lebesgue.

— On peut montrer qu’il existe des mesures non atomiques invariantes et
singulieres a la mesure de Lebesgue.

Les rotations sur le cercle

Proposition. La mesure de Lebesgue A est invariante par les rotations
T,. De plus, si a est irrationnel, alors c’est la seule probabilité invariante.

Preuve. e Pour tout intervalle I = [a,b], T; (1) = [a — a,b — a].
La mesure de Lebesgue vérifie donc pour tout intervalle I : A(T;;1(1)) = A(I).
D’apres le théoreme d’extension de Carathéodory, la mesure de Lebesgue est inva-
riante par la rotation T,,.
e On suppose que « est irrationnel. Soit p une mesure T,-invariante. Les coeffi-
cients de Fourier des mesures u et T, sont donc égaux. Donc, pour tout m € Z,
on a, en utilisant la formule de transfert :

cm(,u) _ Cm(Ta*M) _ /e2i7rmxd(Ta*lu)($) _ /e2i7rm(:c+a)d'u($) _ e2i7rmacm('u)

donc ¢, () = 0 si m # 0. Et on a clairement ¢y(p) = 1. Donc les coefficients de
Fourier de p sont égaux a ceux de A, donc = . O

Remarques.

— On a déja vu que si a est rationnel, alors toutes les orbites sont périodiques
donc on peut construire d’autres mesures invariantes, singulieres a la
mesure de Lebesgue.
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— Plus généralement, il est possible de s’intéresser aux rotations 7' :
(x1,...,xp) = (1 +ay,..., T, + ay,) sur les tores T" = R"™ / Z". Alors
la mesure de Lebesgue est encore invariante. En effet, soit f € C%(X).
f est développable en série de Fourier. On a alors :

o 2im(k1x1+-+knx
flz,. ... x,) = E Ay ko€ (ks nn)
ki,...kn€Z™
et
_ 2im (k1 (z14ar)++kn(znt+a
(foT)(wr, . an) = D Gy e et halnton)
ki,...,kn€Z™
o 2 2im(kiz1++knTn)
- bklv---vkne e
ki,...,kn€Z™

Donc en intégrant les égalités, on obtient :

/fdl’l e dl’n = Qo,....0 = b()7___7() = /f e} le’l e dl’n

d’out I'invariance de la mesure de Lebesgue.

— On peut aussi montrer que c’est la seule mesure invariante si et seule-
ment si la famille (1, aq,...,a,) est Q-libre (en utilisant également les
coefficients de Fourier des mesures). On dit alors que le systeéme est
uniquement ergodique. On n’étudiera pas cette notion ici.

Le décalage

Définition. On appelle cylindre toute partie de X;, = AZ de la forme
Ca_,on, = . XA XA, X ... x A, x A x ... autrement dit Cy_ 4, =
{(xn)nEZ | Vi€ [-n,n], x; € A,}, oun € Net A_,,..., A, sont des parties
non vides de Ay.

Propriétés.

— L’ensemble des réunions finies de cylindres forme une algebre de Boole,
notée A.

— Les cylindres sont ouverts et fermés.

— Les cylindres engendrent la topologie de X.

Preuve. e Tout d’abord, X} appartient a A. Ensuite, A est stable par réunion
finie. Enfin, pour tout cylindre Cy . a,, °Ca_, . 4, appartient a A puisqu’on a :
“Ca_,..a,=Ur X Ak X (A \ A;) X Ag X ... Finalement, A4 est une algebre

i=—n""
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de Boole.

e Par ailleurs, les cylindres sont bien des ouverts. En effet, on voit que pour
x€Cq . 4, ete€E ]0, 2%[, les éléments de X a distance au plus € de x sont
dans Ca_,,..A,-

De plus, les cylindres sont fermés car compacts d’apres le théoreme de Tychonov.
e Enfin, pour la topologie produit sur X, une base d’ouverts est formée des pro-

duits de la forme ... x Ay xU_, x ... x U, xApx...,ounée€NetU_,,...,U, sont
des ouverts de Aj. Comme les cylindres sont ouverts, cela prouve qu’ils engendrent
la topologie. O

Conséquence. On se donne une probabilité v sur A, ce qui revient a
se donner des réels positifs pq,. .., px tels que > p; = 1.
En posant, pour tout cylindre, u(Ca_, a,) = [I[i=_, v(Ai), u s'étend de
maniere unique en une mesure de probabilité sur B. La mesure u est alors
appelée mesure de Bernoulli.

Preuve. p est définie sur les cylindres. On peut ensuite la définir sur les
réunions finies de cylindres disjoints en posant, pour tous cylindres C,C’ tels que
CNC' =@ : u(CUC) = u(C)+ pu(C"). west alors définie sur I'algebre de Boole
A.

On a pu(Xx) =1 (car Xy est le cylindre trivial). p est de plus additive sur A. En-
suite, pour toute suite décroissante (Cy), oy de A telle que (), oy Cn = @, comme
les C,, sont fermés et X}, est compact, il existe i1,...,%, tels que ﬂ§:1 Ci;, = 2.
Donc, par décroissance, a partir d’un certain rang, les C',, sont vides, donc & partir
d'un certain rang, u(Cy,) = 0. Donc (1(Cy)), ey converge de limite 0. Enfin, la
tribu engendrée par A est B puisque les cylindres engendrent la topologie.

D’apres le théoreme d’extension de Carathéodory, u se prolonge de maniére unique
en une mesure sur 5. Et p est bien une mesure de probabilité. O

Remarque. Les mesures de Bernoulli sont des cas particuliers de me-
sures de Markov.

Proposition. La mesure p construite ci-dessus est invariante par le
décalage.

Preuve. Soit C = ... x Ay x A_, x ... x A, X A, X Ay X ... un cy-
lindre. OnaTk_l(C):...xAkxAkxA_nx...xAnxAkx.... Donc on a

w(T71(0)) =TTy v(A) = p(C).-
D’apres le théoreme d’extension de Carathéodory, p est invariante par le décalage.
O
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2.4 Autres exemples
Fractions continues

Notation. Pour tout réel u, on note [u] sa partie entiere et {u} = u — [u]
sa partie fractionnaire.

On considere X =]0, 1]. Pour tout z €]0, 1], on pose a; = a;(z) = [1] et
T(z) = {%} = %—al (x). Lorsque c’est bien défini, on pose pour tout n € N*,
an = ap(r) = a; (T (2)).

Propriétés. On suppose que les expressions sont bien définies.

— Pour tout k € N*, a; est constante sur [, = } k%l, %] de valeur k
— Pour tous n € N* et 2 €]0,1], on a T"(z) < 1

— Pour tous n € N* et x €]0, 1], on a a,(x) > 1

— Pour tous n € N* et 2 €]0,1], on a :

xr =

1
a1+

1
an—l _'_ an_;’_Tn(m)

— Pour tous n € N* et 2 €]0,1], on a :

_ DPn +pn—1Tn(x)
T =
dn + Qn—lTn(z)

ou les entiers p,, et ¢, sont définis par :

po =20 7 pr=1 et Vn € N, Dnt1l = Qny1Pn + Pn-1
q@po =1 G =a Int1 = Opy1Gn + Q-1

— Lasuite (pp),,cy est croissante et la suite (¢, ), oy est croissante de limite
égale a 400

— Pour tout n € N*, on a ppgn_1 — pn_1¢n = (—1)"7*

— Pour tous n € N* et (ky,...,k,) € (N*)", T" induit une bijection de
Tk, sur 10, 1], d’inverse

— Dn +pn—1y
an + qn—-1Y

ou ']klkn = ]kl N T_l([k2) N...N T_n+1(]kn).

¢k1---k7l : y

19



Preuve. Le premier point est évident. Le deuxieme point découle du fait que
T est a valeurs dans [0, 1[. Le troisitme point se montre par récurrence en utili-
sant le point précédent. Le quatrieme point utilise le fait que pour tout z €]0, 1],

x . Le cinquieme point se montre par récurrence. Le sixieme point est

_ 1

T a(@)+T(z)
évident en constatant que pour tout n, pn11 > Pp €t gnr1 > gn + 1. Le septieme
point se démontre par récurrence. Et le dernier point se démontre en utilisant le cin-
quieme point et en remarquant que Ji, x, = {x €]0,1] | a1(z) = k1,...,an(z) =

ky} ]

Remarques.

— Pour tout n € N*, on a X = |_|k1kn Tk ke

— L’application T : X — X est appelée transformation de Gauss.

— Cette méthode s’appelle développement en fraction continue. On peut
montrer que le développement en fraction continue x — (a1(x), az(z), .. .)
s’arréte si et seulement si z est rationnel et qu’il y a bijection entre
[0,1] \ Q et I'ensemble des suites (a,),, oy de N*. De plus, on a :

) 1
r= lim il
n—+ooqq +

1
Ap—1 + n

On en déduit un développement similaire pour tout réel, en appliquant
ax— [z]
Proposition. La mesure de probabilité y = ﬁ (%) est invariante par
la transformation de Gauss.

Preuve. Remarquons d’abord que p est bien une probabilté sur X.

Soit un intervalle I = [a,b]. On a T~ ([a,b]) = | |15 [n%_b, n-1|-a [ car T' est bijective

sur chaque intervalle I, = } n+-1= %] (sur ces intervalles, aj est constante de valeur

n). Donc on a :
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W (b)) = >l ——])
_ §ﬁ<m<1+nia>—ln<1+%ﬂ>>

+00
1 n+a+1 n+a
= — In{ —— | -1
ln2;n<n—|—b—|—1> n<n+b>

ln(%_“)
= B b))
D’apres le théoreme d’extension de Carathéodory, p est T-invariante. U
Produits de Blaschke
On considere X = S!'. De plus, on fixe ai,...,a, € D et on étudie

1 1
S S +—a;, - (T est bien & valeurs dans S'.)
z = z[[} i

i=1 1—a;z

Proposition. La mesure de Lebesgue sur S' (renormalisée) est une pro-
babilité invariante par 7.

Preuve. On note A la mesure de Lebesgue sur S (renormalisée par 27).
Soit f: S' — S! une fonction continue. D’apres le théoréme de Poisson, f se pro-
longe en une fonction f : D — D, continue sur D et harmonique sur D. On a alors
F(0) = [ou fdX.

Par ailleurs, T est holomorphe sur D et envoie D sur D, donc, par harmonicité de
f sur D, f oT est harmonique sur . De plus, T est continue sur D, T" envoie D sur
D, et f est continue sur D, donc f o T est continue sur D. D’aprés le théoréme de
Poisson, on a donc foT(0) = Js1 foTdA. Comme T envoie S' sur S! et f coincide
avec f sur S', cette égalilté s’écrit aussi : f o T'(0 fSl oTd.

Finalement, en remarquant que 7'(0) = 0, on obtlent que fgl foTd\ = f (0) =
fSl fd\. D’aprés la caractérisation des mesures invariantes pour X compact, on
obtient que A est T-invariante. O

Remarque. Si on avait considéré uniquement 7' : z — []1; = a‘“z , on
n’aurait pu conclure que dans le cas ou 'un des a; est nul. En effet, on a
T'(0) = 0 si et seulement si [[;,(—a;) = 0. Autrement dit, c’est le cas qu'on

a considéré (on a mis directement z en facteur).
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3 Récurrence

On s’intéresse dans ce paragraphe non pas au retour des orbites a leur
point de départ (périodicité) mais plus généralement au retour des orbites
au voisinage de leur point de départ (récurrence).

La notion de récurrence est a rapprocher des notions de transitivité et
surtout de minimalité.

3.1 Généralités

Définition. Soit (X,7T") un systeme dynamique et soit x € X. On dit
que x est récurrent ssi pour tout ouvert U contenant z, il existe une infinité
d’entiers n € N* tels que T™(x) € U. Autrement dit, 'orbite passe une infi-
nité de fois au voisinage de son point de départ.

Remarques.
— De maniere équivalente, x est récurrent si et seulement si il existe une
suite (T “D(")(:)s))neN extraite de l'orbite de x, qui converge de limite x.
— Les points fixes, et plus généralement les points périodiques, sont récurrents.
— Par ailleurs, un point transitif est récurrent. Donc il est évident que si
T est minimal, alors tout point est récurrent. La preuve du théoreme
de récurrence de Birkhoff utilise ce fait.

Proposition. Soit (Y, S) un quotient de (X,T') et soit z € X. On note
¥ un semi-conjugué. Si x est récurrent pour 7', alors ¢ (x) est récurrent pour

S.

Preuve. Soient x € X et V un ouvert contenant (x). Par continuité
de 1, ¥~1(V) est un ouvert contenant x donc, par récurrence de z, il existe
une partie infinie A de N telle que Yn € A, T"(z) € %~ 1(V). Autrement dit,
Vn e A, S"(Y(x)) =¢(T™(z)) € V, ce qui prouve que 9(z) est récurrent. O

3.2 Théoréme de récurrence de Birkhoff

Théoréme (de récurrence de Birkhoff). Soit (X,7") un systeme dy-
namique. Si X est compact et 7" est un homéomorphisme, alors il existe un
point récurrent.
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Preuve. On a vu dans le paragraphe sur la minimalité que sous ces hy-
potheses, il existe un fermé non vide Y C X invariant par T, tel que T': Y —= Y
soit minimal. Comme on I’a vu ci-dessus, tout point de Y est récurrent, donc il
existe un point de X qui est récurrent. O

3.3 Reécurrence multiple

Sur le méme modele que ce qui a été fait ci-dessus, il est possible de définir
la récurrence multiple. On obtient alors un résultat similaire au théoreme de
récurrence de Birkhoff : le théoreme de Furstenberg-Weiss.

On évoque cette notion sans démontrer les résultats, I’objectif étant d’illus-
trer son intéréet, notamment en théorie des nombres.

Définition. Soient (X,7) un systéeme dynamique, z € X et k € N*. On
dit que x est k-récurrent ssi pour tout ouvert U contenant z, il existe une
infinité d’entiers n € N* tels que T"(x),...,T""(x) € U.

Remarque. Le cas k = 1 correspond donc a la notion de récurrence vue
précédemment.

Théoréme (Furstenberg-Weiss). Soit (X,7") un systéme dynamique.
Si X est compact et T est un homéomorphisme, alors pour tout k& € N*, il
existe un point k-récurrent.

Application (théoréme de Van der Waerden). Soit une partition
deN:N= |_|;”:1 I;. L'une des parties contient des progressions arithmétiques
de longueur arbitrairement grandes. Autrement dit, pour tout a,b,l € N, il
existe j € [1,m] tel que a +0,...,a+1b € I;.

On a méme un résultat plus fort que le théoreme de Van der Waerden.

Théoréme (Szemeredi). Soit I une partie de N de densité strictement

positive, ¢’est-a-dire telle que limsup+Card(Z N [1, N]]) > 0. Alors il existe
N—+o0
dans I des progressions arithmétiques de longueur arbitrairement grandes.

Remarques.

— Sous les hypotheses du théoreme de Van der Waerden, I'une des parties
I; a une densité au moins supérieure & 1 (car N a pour densité 1). Donc
I’application du théoreme de Szemeredi donne le résultat du théoreme
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de Van der Waerden.

— Toutefois, ces résultats ne permettent pas de dire si les nombres pre-
miers contiennent des progressions arithmétiques de longueur arbitrai-
rement grande (car leur densité est en F) Ce résultat est donné par
le théoreme de Green-Tao.

3.4 Théoreme de récurrence de Poincaré

Théoréme (de récurrence de Poincaré). Soit (X, B, i, T') un systéme
dynamique probabilisé et soit A € B tel que u(A) > 0. Alors, pour u-presque
tout « € A, l'orbite {T"(x)}nen retourne infiniment souvent dans A.

Preuve. Onnote Fi ={z € A|Vn>1, T"(z) ¢ A}.
Soient n > m > 1. Si il existe x € T-™(Fy) N T~ "(F}), alors T"(z) € Fy
et T"~™(T™(x)) € Fy C A, ce qui est impossible par définition de Fj. Donc
T_m(Fl) N T_n(Fl) =g
Les ensembles T~"(F}) sont donc disjoints, donc :

+00
> T (Fy) (UT F1> p(X)=1.
n=0

Par ailleurs, par invariance de p, il est clair que pour tout n € N, u(T~"(F})) =
w(F1). On a done p(Fy) = 0, ce qui montre que pour u-presque tout x € A, Uorbite
repasse par A.

De méme, pour tout m € N*, on montre que u(F,,) = 0, ou F,, = {z €
A|VYn>m, T"(z) ¢ A}. Donc u({x € A | Im € N* Vn > m T"(x) ¢ A}) =
(Upmen+ Fin) = 0. Donc pour p-presque tout 2 € A, 'orbite repasse une infinité
de fois dans A. O

Remarque. Une autre preuve consiste a montrer que u(ANE) = p(A),
ot £ = limsupT™™(A) = MNyen Upsn T (A) est I'ensemble des points
dont l'orbite passe par A une infinité de fois. Cette preuve sera refaite
dans la proposition sur la caractérisation des mesures ergodiques (implica-

tion (1) = (3)).

Corollaire. Soit (X, B, u,T) un systeme dynamique probabilisé. Si X
est compact et T est continue, alors p-presque tout point de X est récurrent
pour T

Preuve. X est séparable donc il existe une base dénombrable d’ouverts de

X, notée C. (On peut par exemple considérer les boules de rayon % centrées en les
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points d’une famille dense dans X.) D’apres le théoreme de récurrence de Poincaré,
pour tout B € C, il existe un ensemble p-négligeable Np tel que l'orbite de tout
point de B\ Np repasse une infinité de fois dans B. N = (Jpce Np est encore
p-négligeable, et tout point de X \ N est récurrent (puisqu’un tel point repasse
une infinité de fois dans tout ouvert B de C), ce qui prouve le résultat. O

Remarque. Ce corollaire permet donc de donner une démonstration du
théoreme de récurrence de Birkhoff n’utilisant pas I’axiome du choix.

3.5 Théoreme de récurrence de Kac

Le théoreme de récurrence de Kac donne un résultat quantitatif sous 1'hy-
pothese supplémentaire que p est ergodique.

Définition. Soient (X, B, u,T) un systeme dynamique probabilisé et
A € B. On définit le temps du premier retour en A comme ’application :

o A — NU{+o0}
AT 2 o inf{n € N* | T"(z) € A}
Remarque. D’apres le théoreme de récurrence de Poincaré, ce temps
de retour est fini pour p-presque tout z € A.

Définition. Avec les mémes notations, on dit que u est ergodique ssi les
parties mesurables invariantes par T sont de mesure 0 ou 1.

Remarque. L’étude des mesures ergodiques fera 'objet de tout le pa-
ragraphe suivant.

Théoréme (de récurrence de Kac). Soit (X,B,u,T) un systeme
probabilisé et soit A € B tel que pu(A) > 0. Si p est ergodique, alors le temps
moyen de retour en A est :

1
/A na@diua() = —

N Jr a0 2 p(AN)
ol p4 désigne la probabilité R

Preuve. Pour tout n € N*, on introduit les ensembles suivants :

Ap={zcAlna(x)=n}; By ={x c X |T(x)¢ A,..., T" }(2) ¢ A, T"(x) € A}
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Les A, sont clairement disjoints et on a A = | [/} A,, & un ensemble de mesure
nulle pres, d’apres le théoreme de récurrence de Poincaré. Les B,, sont également
disjoints. De plus, on a 0 < p(A) < p (U5 T7(A4)) < (Ui Bn). Or i est
ergodique et l'union U 1 By, est invariante par T', donc u (U+°° B )

Ensuite, on a :

k=1

+oo
/A A @) = S k(A = 3 (Zu )
k=1

D’une part, on a par définition B; = T~1(A) donc, par invariance, on a : p(B1) =

p(A) = 32,2 n(An).
Ensuite, si pour un certain k > 1, on a u(By,) = > u(Ay), alors on a :

_1(Bk) = T_l(Bk N A) (] T_l(Bk N (X \ A)) = T_l(Ak) U By

Done par imvariance u(By) = u(T~ (Bi)) = p(T(Ay) + p(Brsr) = p(Ay) +
((Bgy1), ce qui donne : pu(Bgy1) = E:{:}QH 1(Ay) par hypotheése de récurrence.

On a donc montré par récurrence que pour tout k € N, (Bk) Fo n(Ay).
Finalement, on a : [, na(z)d ( ) =342 1,u(Bk) = u(U;25 Br) = 1. On a donc,
de maniére équivalente, [, na(x)dpa(z) = “( nE O

Remarque. On verra un autre résultat quantitatif comme corollaire du
théoreme ergodique de Birkhoff.

3.6 Retour aux exemples fondamentaux
Le doublement de ’angle

Proposition. Presque tous les points sont récurrents pour le doublement
de I'angle.

Preuve. Ceci découle du corollaire du théoreme de récurrence de Poincaré,
puisqu’on est dans un cas ou X est compact et 1" est continue. O

Remarque. On ne sait toutefois pas décrire les points récurrents. On
sait juste que les points périodiques sont récurrents.

Les rotations du cercle

Proposition. Tout point est récurrent pour les rotations 7.
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Preuve. Dans le cas ou « est rationnel, on a vu que tout point est périodique.
Et un point périodique est récurrent.
Dans le cas ou « est irrationnel, on a vu que T, est minimale, c’est-a-dire que
toute orbite est dense. Et un point dont ’orbite est dense est récurrent. O

Le décalage

Proposition. Les points récurrents pour le décalage sont les mots qui,
chaque fois qu’ils contiennent un mot fini, contiennent dans la suite une
deuxieme copie de celui-ci.

Preuve. Ce résultat est évident au vu de la distance dont on a muni Xj.

En effet, soient = (z,),cy € Xk et € > 0. Soit IV le plus petit entier tel que

N . R . . .
(%) < e. L’orbite de = repasse a une distance au plus ¢ de z si et seulement si

le mot x¢...rN apparait une seconde fois dans la suite (z,,),cy. Le résultat est
alors clair. O
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4 Ergodicité

4.1 Définition et caractérisations

Définition. Soit (X, B, i, T") un systeme dynamique probabilisé. On dit
que p est T-ergodique, ou que T est u-ergodique, ssi VB € B, T7Y(B) =
B = u(B) € {0,1}. Autrement dit, tout borélien invariant par 7" est de
mesure 0 ou 1.

Remarque. Ainsi, si le systeme est ergodique, il ne peut étre décomposé
en deux parties disjointes T-invariantes de mesures strictement positives.
Lorsque le systeme n’est pas ergodique, il existe un théoreme de décomposition
ergodique, auquel on ne s’intéressera pas ici.

L’intéréet de I'ergodicité est d’étudier des systemes réduits, comme par exemple
lorsqu’on décompose un polynéme en produit de facteurs irréductibles, ou un
espace vectoriel en somme directe de sous-espaces stables.

Proposition (Caractérisation des mesures ergodiques). Soit (X, 5, u, T')
un systeme dynamique probabilisé. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) T est p-ergodique
(2) VB € B tel que u(T~YB)AB) =0, u(B) € {0,1}
(3) VA € B tel que u(A) > 0, p (U, enT7"(A)) =1
(4) YA, B € B tels que p(A) > 0, u(B) > 0, il existe n € N tel que
uw(T"(A)NB) >0
(5) Pour toute fonction f : X — R mesurable telle que foT = f, f est
constante p-presque partout
(6) Pour toute fonction f : X — R mesurable telle que foT = f u-p.p.,
f est constante p-presque partout
(7) Pour toute fonction f € LP(X, B, u) telle que foT = f pu-p.p., f est
constante p-presque partout

Preuve. e On suppose que T est p-ergodique. Soit B € B tel que T~ (B)
et B different d’un ensemble de mesure nulle, c’est-a-dire u(7~!(B)AB) = 0. Par
récurrence, on montre que pour tout m € N*, T7™(B) et B different d'un en-
semble de mesure nulle. Donc pour tout n € N, E,, =, -, T~™(B) differe de B
d’un ensemble de mesure nulle. Donc E = (,,cy En differe de B d’un ensemble de
mesure nulle, c’est-a-dire p(EF) = p(B). Par ailleurs, E est T-invariant. En effet,
pour tout n € N, on a clairement 771 (E,) = E,,1, et (En)pen est décroissante
pour linclusion, donc T7Y(E) = (1,»; En = E. Par ergodicité, p(E) vaut 0 ou 1.
Donc u(B) vaut 0 ou 1, ce qui montre I'implication (1) = (2).

e On suppose que (2) est vérifiée. Alors, si B € B vérifie T-1(B) = B, on a
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w(T~1(B)AB) = 0 donc pu(B) vaut 0 ou 1. Donc I'implication (2) = (1) est claire.
e On suppose que 1" est p-ergodique. Soit A € B tel que p(A) > 0. On intro-
duit & nouveau, pour tout n € N, E,, = |J T~™(A), et E = (,eny En- On
a vu dans le premier point que (Ey), .y est décroissante pour I'inclusion, donc

lim p(E,) = p(Npeny En) = w(E), et que pour tout n € N, T-Y(E,) = Ep41,

n—-4o0o

donc par invariance de pu, u(Eni1) = w(T~HE,)) = u(E,). Donc u(E,) est
constant, et en particulier, on a u(E) = p(Ep). Ainsi, puisque A C Fy, on a :

m>n

0 < u(A) < p(Ep) = u(E), avec E invariant (vu précédemment également). Donc,
par ergodicité, u(Ey) = p(E) = 1. On a donc montré I'implication (1) = (3).

e On suppose que la propriété (3) est vérifiée. Soient A, B € B tels que u(A) > 0 et
1(B) > 0. Par hypothese, on a p (U,en T "(A) N B) = p(B) > 0. Donc il existe
n € N tel que u(T7"(A) N B) > 0, ce qui prouve la propriété (4).

e On suppose que la propriété (4) est vérifiée. Soit A € B invariant par T'. Il est
clair que Vn € N, T7"(A) = A. Si u(A) # 0, alors, par hypothese, pour tout
B € B tel que p(B) > 0, u(AnN B) > 0. Comme p(AN°A) =0, on en déduit que
u(¢A) = 0, donc que p(A) = 1. Ainsi, u(A) vaut 0 ou 1. Donc T est p-ergodique,
ce qui prouve (4) = (1).

e On suppose que f vérifie foT = f p-p.p. et que f n’est pas constante u-p.p. Alors
il existe z € X tel que, en notant A’ = f~1([x, +o0[), on ait 0 < pu(A’) < 1. Comme
foT = f up.p., A" et T71(A’) coincident en dehors d’une partie négligeable.
Par conséquent, 'ensemble A =, .y U T-™(A") et A’ coincident en dehors
d’une partie négligeable (méme principe que le premier point). En particulier, on a
0 < u(A) < 1, avec A invariant par 7. Donc T n’est pas u-ergodique. Par contra-
position, cela prouve 'implication (1) = (6).

e Les implications (6) = (5) et (6) = (7) sont évidentes.

e Les implications (5) = (1) et (7) = (1) se démontrent de la méme maniere.

m>n

Supposons que (5) ou (7) soit vérifiée. Soit B € B invariant par T. On a 1poT =
17-1(p) = 1p. Par hypothese, 1p est constante p-presque partout, soit égale a 0
(u(B) = 0), soit égale a 1 (u(B) = 1), ce qui prouve que T est p-ergodique. [

Proposition. Soit (Y,S) un quotient de (X,T), on note ¢ un semi-
conjugué. On munit X et Y de leurs tribus boréliennes, notées B et B respec-
tivement. Si p est une probabilité T-ergodique, alors 1,11 est une probabilité
S-ergodique.

Preuve. On suppose que ju est T-ergodique. On note v = 9, u. Soit B € B
tel que S~Y(B) = B. On a alors T~!(»"1(B)) = v~1(S~1(B)) = ¥ ~(B), donc
v(B) = u(y~Y(B)) vaut 0 ou 1. Donc v est S-ergodique. O

Définition. Soit (X, B, i, T) un systéeme dynamique probabilisé. Pour
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tous f € LY(X,B,u), x € X, N € N, on appelle moyenne de Birkhoff de f
la quantité :

=z

1

Swi@) = 3 FoT"()

Il
=)

4.2 Existence de mesures ergodiques

On se donne un systeme dynamique mesurable (X, 5,T). Par des argu-
ments géométriques, on va établir que I'ensemble M (X) des probabilités
invariantes par T contient une mesure ergodique dans le cas ou X est com-
pact et T" est continue.

Rappel. Lorsque X est compact, My (X), tout comme '’ensemble M (X)
des probabilités sur X, est muni de la topologie faible-étoile. Pour cette to-
pologie, on sait que M;(X) est compact.

Proposition. Dans le cas ou X est compact et 7" est continue, M (X)
est un convexe compact de M;(X).

Preuve. e Il est clair que Mp(X) est convexe. En effet, soient pi,ps €
Mrp(X) et a € [0,1]. En notant p = auy + (1 — a)ue, pour tout B € B, on a :
W1 (B)) = apn (T~ (B))+(1- a)pa(T~\(B)) = apua (B)+(1— )z (B) = u(B),
donc p € Mp(X).

e Comme M;(X) est compact, il suffit de montrer que Mz (X) est fermé. Soit
(Kn) ey une suite de M (X), convergente de limite 4 dans M1 (X) pour la topo-
logie faible-étoile. Autrement dit, pour toute fonction f € C%(X), | fdp, tend vers
[ fdp quand n — +o0. Dong, par continuité de T, pour toute fonction f continue
sur X, [ foTdu, et [ fdu, tendent respectivement vers [ foTdu et [ fdu quand
n — +oo. Par invariance des p, et unicité de la limite, on a [ foTdu = [ fdu.
Donc p € Mp(X). On a donc montré que Mp(X) est fermé, donc compact dans
My (X). O

Proposition. Soit pp € M7(X). u est une mesure ergodique si et seule-
ment si g est un point extrémal de Mz (X).

Preuve. e Tout d’abord, si pu n’est pas ergodique, alors il existe B € B
tel que T7Y(B) = B et 0 < u(B) < 1. En notant que pour tout A € B, A =
(ANB)U(AN®B),on a:

+M(CB)M(A n°B)

3 ¢y _ oy AN B)
n(A) = p((ANB)U(AN°B)) = u(B) “°B)

n(B)
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donc p sécrit apy + (1 — a)ug, avec 0 < o < 1 et pg, pg € Mp(X). Donc p n’est
pas un point extrémal de Mz (X).

e Ensuite, si u est ergodique, alors soient o €]0, 1] et uy, s € Mp(X) tels que
uw = ap; + (1 — a)uz. On va montrer que u = p3 = po. On voit que py et o
sont absolument continues par rapport a y, donc, d’apres le théoreme de Radon-
Nikodym, ces mesures admettent des densités par rapport & u, notées fi et fo.
On note £ = {f; < 1} et F = {f; > 1}. Par invariance de u1, on a :

[ e[ gl mE) =@ E) = [l [
ENT-1(E) E\T-(E) ENT—1(E) T-1(E\E

donc fE\T*l(E) frdp = fT*l(E)\E fidp. Comme f; < 1sur E\T Y (E) et f; > 1
sur T (E) \ E, on en déduit que u(T~YE)\ E) = u(E\ T~YE)) = 0, donc
w(T7H(E)AE) = 0. D’aprés I'une des caractérisations de l'ergodicité, p(E) vaut
0 ou 1. Si p(E) = 1, alors, par absolue continuité, u1(E) = 1, donc 1 = 1 (E) =
Jp frdp < p(E) = 1, ce qui nous donne une contradiction. Donc (E) = 0, donc
f1 > 1 p-presque partout.

De méme, on montre que u(F) =0, donc f; < 1 p-presque partout. Donc f; = 1
p-presque partout. Donc pp = p. Donc pe = ﬁ(u — apy) = p. Cela prouve que
w1 est un point extrémal de Mp(X). O

Théoréme. Soit (X,B,T) un systeme dynamique mesurable. Si X est
compact et T" est continue, alors il existe une mesure ergodique.

Preuve. Soit (f)cy une famille dénombrable dense dans C°(X). L’applica-
tion p +— [ fodp est continue sur My (X) (caractérisation séquentielle) donc, par
compacité, elle est bornée et atteint son maximum. L’ensemble

Mo = {u € Mp(X) | /fodl/ - Séljl&/fodu}
I

est donc fermé (par continuité de p — [ fodu) et non vide. Par récurrence, on
définit pour tout £k € N :

My = {u e My, | /fkdu — swp /fkdu}
HEM 1

Ces ensembles sont non vides, fermés (donc compacts) dans M7 (X), et forment
une suite décroissante pour 'inclusion. Leur intersection, notée M est donc non
vide.

On va montrer que les points de M sont des points extrémaux de Mp(X), ce qui
prouvera l’existence d’une mesure ergodique.

Soit 1 € M. Soient 1, p2 € Mrp(X) et o €]0, 1] tels que p = a1+ (1 —a)pg. On a
[ fodp = o [ fodpr +(1—a) [ fodps. Comme p € My, par définition de My, il est
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clair que [ fodpr = [ fodpe = sup [ fodm = [ fodp, donc p; et po appartiennent
meM

a M. Par récurrence, on en déduit que pour tout k € N, on a [ frdus = [ frdps
et que w1 et o sont dans My.
Soit maintenant f € C%(X). Par densité de la famille (fx),cy, pour tout € > 0, il

existe k € N tel que || f — filloo <. On en déduit que
+}/fkduz —/fduz

} [ s = [ g < } [ tan = [ s +’ [ fudus = [ i

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a [ fduy = [ fdus. Donc py = ug, ce qui
prouve que p est un point extrémal de Mp(X). O

< 2¢

Remarque. On peut également démontrer ce résultat en utilisant le
théoreme de Krein-Milman, qui s’énonce ainsi : Tout convexe compact d'un
espace localement convexe séparé est égal a l’adhérence de I’enveloppe convexe
de ses points extrémaux. D’apres les propositions ci-dessus, My (X) est un
convexe compact dont les points extrémaux sont les mesures ergodiques.
D’apres le théoreme de Krein-Milman, My (X) est égal a ’adhérence de 'en-
veloppe convexe des mesures ergodiques, c’est-a-dire au plus petit convexe
contenant les mesures ergodiques. Or, d’apres le théoreme de Krylov-Bogoliubov,
M (X) est non vide. Ainsi, il contient une mesure ergodique.

4.3 Retour aux exemples fondamentaux

Le doublement de I’angle

X — X

Rappel. On considere X =R /Z et T : o op

Proposition. La mesure de Lebesgue A est ergodique pour le double-
ment de 'angle.

Preuve. Soit f € L*(X,B,\) tel que foT = f dans L?(X,B,)\). f est
développable en série de Fourier, il existe donc (cp),cz € 0%(Z) telle que f =
Y nez Cnén dans L?(X,B,\), ot1 pour tout n € Z, e, désigne la fonction z +» 27,
On a donc foT =3} ., cpey. Par unicité du développement de f = foT, on
a donc Vn € Z, co, = c,. Comme la série >, |c,|*> converge, on en déduit
que Vn # 0, ¢, = 0. Donc, par unicité du développement en série de Fou-
rier, f est constante A\-presque partout, égale a cg. D’apres la caractérisation vue

précédemment, on en déduit que A est ergodique. O
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Les rotations sur le cercle

Rappel. On considere X = R /Z et pour tout o € R /Z, 'application
X = X
xr = 4o

Proposition. La mesure de Lebesgue \ est T,,-ergodique si et seulement
si « est irrationnel.

Preuve. e On suppose que « est irrationnel. Soit f € L%(X,B,\) tel que
foT = f dans L?*(X,B,)). f est développable en série de Fourier, il existe
donc (cp),e; € (*(Z) telle que f = >, .y cnen dans L*(X,B,)), ou, comme
précédemment, pour tout n € Z, e, désigne la fonction x + €*™*  On a donc
foT =% cz ¢, €2, Par unicité du développement de f = f o T, on a donc
Vn € Z, cpe?™ = ¢,. Comme « est irrationnel, on a ¥n # 0, ¢, = 0, donc
f est constante A-presque partout par unicité du développement en série de Fou-
rier. Donc A est ergodique. (On pouvait déduire ce résultat du fait que c’est la
seule mesure invariante et qu’il existe une mesure ergodique d’aprées le paragraphe
précédent.)

e On suppose que « est rationnel. Il existe p € Z et ¢ € N* premiers entre eux tels
que o = %. La fonction f : z — gz n’est pas constante, mais elle est T, -invariante.
Donc X n’est pas ergodique. O

Proposition. Si « est rationnel, on note a = g, avec p € Z, q € N*, et
p, q premiers entre eux. Alors pour tout € X, la mesure p, = % 3:0 O7n ()

est T,-ergodique.

Preuve. Soit z € X. On a déja vu que p, est invariante, car x est de
période ¢. Soit B € B tel que T;1(B) = B. Soit B ne contient aucun des points
x, To(x),... ,Taq_l(:n), donc p,(B) = 0, soit il en contient au moins, auquel cas on
voit facilement qu’il les contient tous (par invariance par T,), donc u,(B) = 1.
Cela prouve que pu, est ergodique. O

Le décalage
Rappel. On considere un entier k > 2, Ay = {1,...,k}, X = A} et
Xk — Xk

= (Tn)peny = (@ns1)pen

Proposition. La mesure de Bernoulli x4 construite précédemment est
ergodique pour le décalage.

I’application T :
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Preuve. Pour tout k£ € N, on note Py la projection canonique (), oy — k-
La suite (Py),cy constitue une suite de variables aléatoires réelles. Celles-ci sont
de plus clairement indépendantes. Enfin, soit B € B tel que T~'(B) = B. Alors,
pour tout n € N, on a T~"(B) = B, donc B € o(P,, Pp+1,...) (indépendance vis-
a-vis des n premieres coordonnées). Donc B est dans la tribu de queue de (Py);cx-
D’apres la loi du 0-1 de Kolmogorov, p(B) vaut 0 ou 1. O

4.4 Théoréme ergodique en moyenne de Von Neumann

Théoréme. Soit H un espace de Hilbert et soit U € L(H) une isométrie.
On note I = {x € H | U(x) = x} I'ensemble des points fixes de U et
B ={U(z) —x, x € H} le cobord.

_ 1
On aH = B@® 1. I est un sous-espace vectoriel fermé de H, ce qui permet
de définir la projection orthogonale sur P;.

Alors pour tout € H, quand N — 400, on(7) = 5 ZN LU (x) — Py(x).

Preuve. e Soit # € B*. On a donc, pour tout y € H, (z,U(y) —y) = 0
donc (U*(z),y) = (z,y). Ceci étant vrai pour tout y € H, on a U*(z) = x. Cest
équivalent au fait que U(x) = z. En effet, si U*(z) = =, alors :

1U(@)=al* = U @)1 ~{U (), 2) = (z,U(@))+]|z|* = 2|z~ (2, U*(2)) = (U*(z),2) = 0

donc U(z) = x. Réciproquement, si U(x) = x, alors le méme calcul montre que
U*(x) = 2. On en déduit donc que x € I. Donc B+ C I.

Soit maintenant z € I. On a, pour tout y € H, (z,U(y) —y) = (U*(z),y) —(z,y) =

0, puisque comme on vient de le voir U(z) = x si et seulement si U*(z) = x. Donc
x L B. Donc I C B*.

On a donc I = B+. Donc # = B ElB I et I est fermé (ce qui était évident par
continuité de U — Id). La premiere partie du théoréme est donc démontrée.

e Soit z € I. On a clairement, pour tout N € N* on(x) = z, donc, quand
N — 400, on(z) tend vers z = Pr(x).

Soit x € B. 1l existe y € H tel que z = U(y) — y. On a donc, pour tout N € N*,
on(z) = %(UN(y) — y), donc |lon(z)|| < £y, donc, quand N — 400, on(z)
tend vers 0 = Pr(x).

Soit x € B. Pour tout ¢ > 0, il existe y € B tel que ||z — y|| < . On a
pour tout N € N, [lon ()| < llon(z — )l + [lon(@)] < &+ [lon(y)l. Donc

limsuplloy(x)|| < e. Ceci étant vrai pour tout € > 0, cela prouve que quand
N—+o00

N — 400, on(z) tend vers 0 = Pr(z).
Finalement, on a montré le résultat sur I et sur B. Par linéarité et d’apres le
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premier point, cela implique que le résultat est vrai sur H. O

Application (théoréme ergodique de Von Neumann). Soit (X, B, i, T)
un systeme dynamique probabilisé. On note Ur : f — foT et I = {f €
L*(X,B,u) | Upf = f}. Pour tous f,g € L*(X, B, u), quand N — +o0,

%; /X F(T™(2))g(x)dpu(z) — /X Prf(z)g(z)dp(z)

Si, de plus, T est p-ergodique, alors cette limite est égale & [ fdu. [ gdu.

Preuve. e L?(X, B, 1) est un espace de Hilbert. De plus, Uz est une isométrie
de L*(X,B, ;) puisque, par invariance de p, on a, pour tout f € L?(X,B,pu) :
1f o TI3 = [1f o TPdy = [ |fdu = | £I13
D’apres la proposition précédente, quand N — +oo, % Zg:_ol oT™ tend vers
Prf dans L?(X, B, iu). Or pour tout N € N*, on a, d’apres 'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

1 N-1 1 N-1
NZ/foT".gd,u—/ij.gd,u NZ/foT"—PIf
n=0 n=0

Donc la premiere partie du théoreme est démontrée.

e Dans le cas ou T est u-ergodique, les fonctions de I sont constantes p-presque par-
tout d’apres la caractérisation de l'ergodicité. Donc [ Prfgdp = [ Prfdp. [ gdpu.
Onnote B = {foT — f, f e L*(X,B,u)}. Pour tous h € B et ¢ > 0, il existe
f € L*(X,B,u) tel que ||h — (foT — f)|l2 < e. Donc, par invariance de pu,
Uhdu‘ < [lh=(foT - f)ldu+ UfoT—fdu‘ < e. Donc [ hdu = 0. Donc
I'intégrale d’une fonction de I+ = B est nulle.

<

91l
2

Donc [ Prfdu = [ fdu, ce qui acheve la preuve. O

Remarques.
— La limite des moyennes dans L?(X, B, i) est clairement T-invariante.
Cela se voit en remarquant que pour tout NV € N*, on a :

1 & N+l 1 & N\ 1
<NZfOT>°T: N <N+1;f°T)_Nf

— On peut également faire une étude spectrale de Ur. On peut montrer
que 'ensemble des valeurs propres de Ur est un sous-groupe de S!, que
1 est valeur propre de Ur, et que si T' est ergodique, alors toutes les
valeurs propres sont simples.
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On va maintenant étendre ce résultat de convergence aux éléments de
LY(X, B, ).

Proposition. Soit (X, B, u,T) un systeme dynamique probabilisé. On
note Z = {B € B | T"Y(B) = B} la tribu des ensembles T-invariants. Pour
tout f € L' (X, B, 1), (Sn f) yen+ converge dans L' (X, B, p) de limite E(f|Z),
qui est T-invariante.

Preuve. Soit f € L'(X, B, u). Pour tout € > 0, il existe g € L?(X, B, i) tel
que ||f — g|l1 < e. Par le théoreme ergodique de Von Neumann, quand N — +o0,
Sng converge dans L%(X, B, 1), de limite notée §, et cette limite est T-invariante.
Comme p est finie, on a L?(X,B,u) C LY(X,B,u), donc la convergence se fait
aussi dans L1 (X, B, j1).

La suite (Sng)yen+ converge donc elle est de Cauchy. 11 existe donc Ny € N* tel
que pour tous M, N > Ny, ||Snyg— Snmgl|l1 < e. On a donc, pour tous M, N > Nj :
IS f = Smflln < IS f = Sngll + [1Svg — Smgllt + 1Smg — Samfll1 < 3e. Donce
la suite (Snf)yen est de~ Cauchy dans L'(X, B, i), qui est complet, donc elle
converge, de limite notée f.

Par la méme remarque que précédemment, f est T-invariante, donc Z-mesurable.
De plus, pour tout B € Z, on peut appliquer le résultat de convergence a f|p.
Or, par définition de Z, on a, pour tout N € N*, fB fdu = fB Sy fdp. Comme
(SN f) yen+ converge dans L (X, B, 1) de limite f, on obtient que Jg fdu =[5 fdp.
Cela prouve que f = E(f|1). O

Remarques.

— On pose parfois Z = {B € B | u(T7Y(B)AB) = 0} la tribu des
boréliens p-presque T-invariants.

— Pour tout f € LY(X,B,u), on a E(f o T|Z) = E(f|Z). En effet, on
constate que T~*(Z) = Z, donc pour tout B € Z, on a :

/BE(foT\I)du:/Bfon,u:/T1(B)fonu:/deu

en appliquant la formule de transfert.
— On peut remarquer directement que pour tout f € L'(X,B, u), on a
E(f|Z) oT = E(f|Z). En effet, pour tout B € Z, on a :

[ Emetan= [ pizetan= [ piimn= | s

— Les fonctions Z-mesurables sont les fonctions de I (c’est-a-dire inva-
riantes par 7" u-presque partout). En effet, ¢ est u-presque T-invariante
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si et seulement si pour tout borélien B de R, ¢~ 1(B) € .

4.5 Théoréme ergodique ponctuel de Birkhoff

Théoréme. Soient (X,B,u,T) un systeme dynamique probabilisé et
fe Ly (X,B,p).

— Pour p-presque tout x € X, Syf(x) a une limite quand N — +o0,

notée f () .

- e LY(X, B, p) (et || fll < [If]lh)

~ foT = f dans L'(X, B, j1)

- f= BUD) ~

— Si p est de plus T-ergodique, alors f = [ fdu dans L'(X, B, )

Remarques.

— Lorsqu’elle existe, la limite de Sy f(z) est appelée moyenne orbitale
(ou temporelle). L'intégrale [ fdu est appelée moyenne spatiale de f.
Le théoreme nous dit donc que si p est ergodique, alors les moyennes
temporelles et spatiales coincident.

— On a déja montré que (Syf)yey- converge dans L' (X, B, u) de limite
E(f|Z) (théoreme de Von Neumann). On peut retrouver ce résultat en
appliquant le théoreme ergodique de Birkhoff aux fonctions de L™ (X, B, i)
et le théoreme de convergence dominée, puis en utilisant la densité de
L>(X, B, p) dans LY(X, B, ).

Preuve. e D’apres le théoreme de Von Neumann, E(f|Z) est T-invariante.
Donc, quitte a remplacer f par f — E(f|Z), on peut supposer que E(f|Z) = 0.
Pour tout € > 0, on note

. 1 N-1 ;
E.(f) = {ﬂ?GX | ljleiiliEN ;::Of(T (z)) >€}

On va montrer deux résultats intermédiaires avant de montrer que E.(f) est de
mesure nulle pour tout € > 0. Cela prouvera que pour u-presque tout x € X,

on a limsupSy f(x) = 0, c’est-a-dire que Sy f(z) tend vers 0 = E(f|Z)(z) quand
N—+o00
N — +o0.

- Montrons tout d’abord que :

1
Yo € LI(X.B,0), Ve > 0, p(Eacle) < - [ o
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Soient g € LY(X, B, 1) et € > 0. Pour tout M € N*, on note :
EM(gy) = {r e X AN [1L,M] 3 go(T"(x)) > eN}

et
EM(g-)={zr € X | 3N € [1,M] Z g-(T"(z)) 2 eN}

£

On va montrer par rgcurrence que pour tous P > M et z € X, Zn 0 Ly (T (z)) >
X550 Liyi(gy (T (2))-

- Soit x € EM(gy4), il existe N € [1, M] tel que zg;ol g+(T™(x)) > eN, donc
Zﬂ/‘[_ol g+(T™(x)) > e. On en déduit par positivité de g+ que pour tout z € X,

M-1
Y=o 9+(I"(x)) = elpm(y, ().
- On suppose que pour un certain P > M, on a, pour tous P’ € [M,P] et

r e X, Zn —0 Ly (T7(2)) >€E 1EM (T (x)). Alors, soit x € X.

Six € EM(g,), alors il existe N € [[1, M] tel que Zivz_ol g+(T™(z)) > eN. Dans le
casou N < P+1— M, en appliquant I’hypothese de récurrence au rang P— N + 1
aTN(x),ona:

p
D g (T@) = Z g+(T"(x Z g+ (T"(x
n=0

P—-N
> N+ S g (TN (@)
n=0
P—-N+1-M ‘
> e (N4 Y L (TV@)
7=0
P+1-M

> & Y lguy(TV(2)
j=0

Et danslecasou N > P+1— M, on a:

P+1-M

P N-1 N
> g (T (@) = D> g+ (T"(x)+ Z g+(T" (x Z Lpug (T (@) > Y 1lpu(, (T ()
n—0 =0 =0

n=0 n=N

Enfin, si z ¢ EM (g, ), alors I'hypothese de récurrence appliquée au rang P & T'(z)
donne :

P+1-M

P
Zg+( Zg+ ™(T Z g (T7(T(2))) = Z 1 () (T7 (2))
n=0 Jj=0

Cela prouve que la propriété est vérifiée au rang P + 1.
On a donc montré la propriété annoncée par récurrence.
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Donc, en intégrant, pour tout P > M, ona: P [ gidu > (P—M+1)ep(EM (g1)).
D’otl, en divisant par P et en faisant tendre P — +oo, [ gidu > epn(EM ().
De méme, on montre que [ g_du > eu(EM(g-)). Or, la suite (Eé\/[(ng))MeN* est
croissante pour l'inclusion, de méme pour g_, et on a Ea.(g) C U e B (9+) U
Unren+ B2 (g-) (inclusion évidente si on regarde les complémentaires). On obtient
donc que :

. . 1 1
(1(Ea:(9)) < limsupp(EM (1)) + limsupu(EM (g-)) < —/9+du+ —/g—du
M—+00 M—+o00 3 15

Cest-a-dire 11(Fae(g)) < L [ |gldp.
- Montrons ensuite que :

6 >0, 3h € L®(X, B, ), / f = (hoT — h)|du < 6
X

On note B ={hoT — h, h € L>®(X,B,u)}. D’aprés une remarque précédente,
pour tout h € L>®(X,B,u),ona: E(hoT —h|Z) = E(hoT|Z)— E(h|Z) = 0. Donc
B est un sous-espace vectoriel de Ker(E(.|Z)).

Par ailleurs, d’apres le théoreme de représentation de Riesz, les formes linéaires
continues sur L'(X, B, ) sont les applications de la forme g f  gkdp, ou k €
L>°(X,B, ). Si une telle application s’annule sur B, alors on a en particulier :
[koT.kdu= [ k%dy donc, par invariance de u, on a :

/ (koT—k)*du = / (koT)2dpu—2 / koT . kdu+ / k2dp = 2 / k2dp—2 / koT.kdy = 0

donc kol = k pu—presque partout. Donc k est Z-mesurable. On a alors, pour tout
g € Ker(E(.|T)), [ gkdp = [ E(gk|Z)dp = [ k.E(g|Z)dp = 0. En conclusion, toute
forme linéaire définie sur L'(X, B, 1) qui s’annule sur B s’annule sur Ker(E(.|T)).
D’apres le corollaire du théoréme de Hahn-Banach, B est dense dans Ker(E(.|Z)).
En particulier, pour tout § > 0, il existe g € B tel que |lg — f|1 < J, d’ou le
résultat.

- Montrons enfin que :

Ve >0, p(E(f)) =0

Il est clair que pour tout ¢ > 0, on a E.(f) C E/o(f — (hoT —h))UE,/5(hoT —h)
pour tout h € L>*(X, B, u). Donc pu(E:(f)) < p(Eej2(f — (hoT —h))) +p(E. j2(ho
T—h)). Or, d’une part, pour tousz € X et N € N*, on a ‘% zg;ol(h oT — h)(T"(x))| =
LTV (2)) — h(z)| < Z||h]|oo, done E.j3(hoT —h) = @. D’autre part, d’apres le
second point, pour tout § > 0, on peut choisir h tel que fX |f—(hoT —h)|du < 0,
donc, en utilisant le premier point, pu(E./o(f — (hoT — f))) < 4?5. Finalement, on

obtient que pour tout 6 > 0, u(E.(f)) < 45—‘5, donc p(E:(f)) = 0.
e Quitte a appliquer le résultat a fi et f_, puis a additionner ces résultats, on
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peut supposer que f est positive. D’apres le lemme de Fatou, et en utilisant le fait
que T préserve p, on a :

/fd,u:/ liminfSNfd,ugliminf/ SNfd,u:/ fdu
X x N—+o0 N—+oo [Jx X

Autrement dit, par positivité, f € L' (X, B, ) et || f]l1 < ||f]l1- Il y a méme égalité
car (Sn f)nen+ converge vers f dans LY(X, B, ).

e Comme dans une remarque précédente, on constate que pour tout N € N*, on
a:SyfoTl = %SNHJ” — %f, ce qui prouve l'invariance de f en faisant tendre
N — 4o00.

e Si on n’a pas montré directement que f = E (f|Z), alors on déduit cette égalité
de la convergence dans L'(X, B, 1) donnée par le théoréme de Von Neumann, et
de la convergence presque partout donnée par le premier point. Les deux points
précédents peuvent alors étre vus comme des conséquences de cette égalité.

e Dans le cas ou u est T-ergodique, par invariance de f , f est constante p-presque
partout. De plus, X € 7 et f est 'espérance conditionnelle de f sachant Z, donc

onaf:fod,u:fod,u. O

Remarque. Il se peut que la convergence ne se fasse pas partout. Par
exemple, si on considere le doublement de ’angle 7', la mesure de Lebesgue A
(qui est T-ergodique) et f : R /Z — R / Z intégrable telle que [ fd\ # f(0),
alors, comme 0 est un point fixe de T, toutes les moyennes de Birkhoff sont
égales & f(0), donc elles ne convergent pas vers [ fd.

Corollaire. Avec les notations précédentes, si u est T-ergodique, alors
pour tout B € B, pour p-presque tout x € X, la proportion de temps que
lorbite de x passe dans B est égale a u(B). Autrement dit :

lim %Card{n efo,N —1] | T"(x) € B} = u(B)

N—+o0

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoreme de Birkhoff a la fonction 1p5. U

Corollaire. Si p et v sont deux mesures T-ergodiques distinctes, alors
elles sont singulieres.

Preuve. Soient p et v deux mesures T-ergodiques distinctes. Alors il existe
B € B tel que u(B) # v(B). D’apres le théoreme de Birkhoff appliqué a 1p

dans (X, B, T) et (X, B,1,T), E = { e X | XN (@) — M(B)}
—+o00

vérifie u(E) = let F = {3: €EX|+ Zg:_ol 1(T™(x)) N7 I/(B)} vérifie v(F') =
—+00
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1. Donc, comme E N F = &, on en déduit que E et F sont singulieres. O

Remarque. On peut montrer ce résultat sans utiliser le théoreme ergo-
dique de Birkhoff. Pour cela, on peut utiliser la décomposition de p donnée
par le théoreme de Radon-Nikodym. On montre que chacune de ses compo-
santes est également invariante par 7', puis on utilise 1'unicité de la décomposition.
Par extrémalité de p dans M7(X), I'une des composantes est nulle, ce qui
donne y=v ou p L v.

4.6 Quelques applications
Nombres normaux

Proposition. Soit un entier £ > 2. Tout réel z € [0,1] admet un
développement de la forme v = % + 3 + 3 +---, ou Vj € N, i4; €
{0,...,k — 1}, ce développement n’étant pas forcément unique.

Remarque. Les cas k = 10 (développement décimal) et k& = 2 (développement
dyadique) sont des cas usuels.

Définition. Un nombre = € [0, 1] est dit normal en base k ssi les propor-

tions de 0,...,k — 1 dans son développement sont égales (a %) Autrement
dit,
1 1
vie [0,k —1], lim —Card{n€[1,N]|in=i} =

Proposition. Soit un entier £ > 2. Si A désigne la mesure de Lebesgue,
alors A-presque tout réel de [0, 1[ est normal en base k.

Preuve. Comme pour le doublement de ’angle, on peut montrer que la mesure
R/Z — R/Z
x —  kx
x € R/7Z et n € N*, on peut vérifier que T,?_l(ac) € [%, % [ Donc, pour tous
i €[0,k—1] et N € N*, Card{n € [1,N] | i, = ¢} = Card{n € [1, N] | T,?_l(:n) €
[%, % [} D’apres le théoreme de Birkhoff, comme A ([%, % D = %, on en déduit
que Nl_i)]grrloo%(]ard{n €[1,N] | ip=1i}=1. O

de Lebesgue est invariante et ergodique pour T} : . Or, pour tous

Premiers chiffres des puissances de 2

Notation. On s’intéresse a la suite de terme général 2". Pour tout n € N,
on note r, € {1,...,9} le premier chiffre de I’écriture décimale de 2".
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Proposition. Pour tout £ € {1,...,9}, la fréquence de k dans la suite
(1) pen €t logyg (1+ £). Autrement dit,

Vk e {1,...,9}, NETOO%CMd{n € [1,N] | rn =k} =logo(1+ %)

Preuve. Soit k € {1,...,9}. Pour tout n € N, on a r, = k si et seule-
ment si il existe r > 0 tel que £.10" < 2" < (k + 1).10", si et seulement si
nlog;(2) € [logg(k),logio(k + 1)[ vu dans R /Z. Comme « = log;((2) est irra-
tionnel, on sait que la rotation T : = — x + « est A-ergodique (A désignant la
mesure de Lebesgue). Or, pour tout n € N, 7"(0) = na. D’apres le théoreme de
Birkhoff, comme A([log;o(k),logyo(k+1)[) = logyo(1+1), ona: Nl_i)liloo%Card{n €

[1.N] | o = k} = logyo(1 + ). O

Fractions continues

Proposition. La mesure de Gauss pu = ﬁ (ﬁ—wm) est ergodique pour la

transformation de Gauss T : x — {%}

Preuve. On note A la mesure de Lebesgue. On a alors Tiz)‘ <upu< ﬁ)\.
- On commence par établir une inégalité utile pour la suite. Soient (kq,...,k,) €

n L. J Iy Pn—19n—Gn—-1Pn __ (_1)’”71
N". ¢, k, est dérivable sur ]0,1] de dérivée y — @t = nfanio®
Vi, .o ke (%)

< <Qn+Qn71y)2 _ <1 + Qn71(y—x)>2
w;ﬂkn(y) — \dnt@n—12 - qn+qn_17T ;
w;ﬂmkn(w)
w;clmkn(y)

Donc, pour tous z,y €]0, 1], on a :

n-1(y—x)
gn+qn—1T

_ anl‘y_x‘ < dn—1 < .
T gntgn-1z = qn — L. Donc :

avec < 4. On en déduit que

supo 1) [V, g, | < 4info 1 (Y5, k|-
Par ailleurs, v, 1, est monotone et w,’ﬁm K, €st de signe constant, donc Jy, . x, =
Yk, k, ([0,1]) est un intervalle dont les bornes sont ¥k, . , (0) et ¥x, ., (1), donc :

Arctn) = Wtk (1) = W, O = |fo g, @] = [ 104, (@)lde <
SUPpjo,1] ’1/’21...1%"

Ensuite, soit B € B. On a BN Jk, _k, = Yk, .k, (T™(B)). Donc, toujours par mono-
tonie de ¥y, . ,,ona: N(BNJg, k,) = AUk, ..k, (T™(B))) = ‘an(B) @Z’;ﬂ...kn (x)dx
fT”(B) ‘w]/i‘lkn(x)‘dx > \NT™(B)) inf[o,l} ‘wl/ﬁkn‘

Enfin, pour tout B € B,ona B C T~"(T"(B)) donc: N(T™(B)) > In2.u(T"(B)) =
In2.u(T~"(T™(B))) > In2.u(B) > AX\(B).

Finalement, on en conclut que pour tout B € B :

1
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- Montrons maintenant Iergodicité de p a l'aide de cette inégalité. Soient B € B
tel que T71(B) = B et € > 0. A étant une mesure réguliere, p l'est aussi, donc il

existe un recouvrement tel que [0, 1]\ B C Uk1kn Jky ke, €6 A (Uklkn Jkl...kn) <
A([0,1]\ B) + €. Alors on a :

ABA([0, 1]\ B)

B) Z A(Jlﬁ---kn)

ki...kn
< 8 Z /\(Bkal...kn)
k1...kn
=8 > MBIk + ( > AJkpok, N([0,1]\ B)) = A([0, 1] \B)))
ki..kn ki...kn

= 8| Y AJkpr) —M[0,1]\B) | <8¢
k1...kn

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que A(B) = 0 ou A\([0,1] \ B) = 0.
D’apres l'inégalité du début de la preuve, on a u(B) = 0 ou u([0,1] \ B) = 0.
Finalement, u est T-ergodique. O

Corollaire. Soit [ € N*. Pour p-presque tout = € [0,1], la fréquence
d’apparition de ! dans la suite (a,(z)), oy est égale a log, (1 + 5 l+2 ) Au-
trement dit,

N1—1>r£ —Card{k € [1,N] | ax(z) =1} = 10g2< ﬁ)

Preuve. D’apres le théoreme ergodique de Birkhoff appliqué a la fonction
f = 1{z)as (@)=t} = 11, pour p-presque tout = € [0,1], la limite ci-dessus est égale

dx 1 1 1 (14 1)?
= In(1 In1+-——)) =1
/f” %1—1—3: 12<n( +7) I +l+1)> Og2<l(l+2)>
ce qui prouve le résultat. O

Corollaire. Pour p-presque tout = € [0, 1], on a :

lim (ay...ayx)"N :ﬁ (0;;1)2))10&(”)

N—+o0 nn+ 2

Preuve. Soit f : z — In([2]) = In(ai(x)). f vaut In(n) sur les intervalles
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In:}%ﬂ,%]. On a donc :

/f(x)d (m)—fi/% Inn do —ioln—nln 1+#
a _n:11n2 L 1—|—:17_n:11n2 n(n + 2)

en utilisant le calcul de la démonstration précédente. Or cette série converge, le
terme général étant équivalent a 12—2” quand n — +oo. Donc, par positivité de f,
f est p-intégrable.

D’apres le théoréeme de Birkhoff, pour u-presque tout = € [0, 1], on a :

! N1 _ly Tt d
N o) = ST w) o f g

En prenant ’exponentielle, on obtient le résultat annoncé. O
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A Annexe : Résultats généraux utilisés

On rappelle ici quelques résultats généraux qui ont été utilisés précédemment,
dans les preuves notamment. On ne les démontre évidemment pas, ce sont
des résultats tres classiques d’analyse.

Résultats de topologie

On rappelle trois théoremes importants qui nous sont utiles : le lemme de
Baire, le théoreme de Tychonov et le théoréeme de Hahn-Banach (on utilisera
essentiellement son corollaire).

Lemme (Baire). Soit (X, d) un espace métrique complet et soit 2 un
ouvert non vide de X. Alors I'espace (€2, d) est un espace de Baire, autrement
dit, toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans {2 est dense dans §2.

Remarques.

— De maniere équivalente, toute réunion dénombrable de fermés de (2
d’intérieur vide est d’intérieur vide.

— On appelle G une intersection dénombrable d’ouverts.

Théoréme (Tychonov). Soit ((Xj,dy)),cy une famille dénombrable
d’espaces métriques compacts. Alors le produit H,zf) X}, est compact pour
la topologie produit.

Théoréme (Hahn-Banach). Soient (£, ||.||) un R-espace vectoriel normé,
F un sous-espace vectoriel de E et f : I — R une forme linéaire continue de
norme || f||.
Alors il existe une forme linéaire continue f: F — R qui coincide avec f sur
F et telle que || f]| = [|f]-

Remarque. Ce théoreme ne donne pas de résultat d’unicité.
Corollaire. Soient (F,|.||) un R-espace vectoriel normé et F' un sous-
espace vectoriel de E. Il y a équivalence entre :

— F est dense dans F
— Pour toute forme linéaire continue ¢ : E — R, si ¢|p = 0, alors ¢ = 0.
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Résultats de théorie de la mesure

Voici d’abord un résultat concernant la densité dans les espaces LP.

Proposition. Soit (X, B, i) un espace mesuré et soit p € [1,+o0[. Si p
est sigma-finie, alors 'espace C°(X) des fonctions continues sur X & support
compact est dense dans LP(X, B, u).

Remarques.
— En particulier, ’espace des fonctions continues est dense dans LP (X, B, p).
— L’espace C2(X) n’est pas dense dans L™ (X, B, p).

On énonce maintenant deux théoremes de représentation de Riesz, I'un
pour les espaces LP, 'autre pour ’espace des fonctions continues.

Théoréme (de représentation de Riesz). Soit (X, B, u) un espace

mesuré, soit p € [1,+oo[ et soit p’ €|1,+o0] tel que % + L =1.Si pest

P
sigma-finie, alors I'application

[ (gH/ngdu)

est une bijection de LP (X, B, u) sur le dual (LP(X, B, 1))".

Remarque. L’hypothese de sigma-finitude pour p est utile uniquement
pour le cas p = 1.

Théoréme (de représentation de Riesz). Soient X un compact et

C°(X), I'ensemble des formes linéaires continues ¢ sur C°(X), positives (i.e.
vérifiant pour tout f € CO(X) : Vo € X, f(z) >0 = o¢(f) > 0), telles que

o(1) = 1.
p— (@ > /Xsodu)

Alors I'application
est une bijection de M;(X) sur C°(X)',..

Remarque. Plus généralement, on peut enlever 1'hypothese ¢(1) = 1
pour obtenir une bijection avec I’ensemble des mesures positives finies.

On rappelle ensuite le théoreme d’extension de Carathéodory.
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Définition. Soit E un ensemble et soit A C P(E). On dit que A est
une algebre de Boole de parties de E si et seulement si :

~-2eA

~-VAec A cAc A

-VA, Be A, ANBe A

Remarque. On peut remplacer 'axiome de stabilité par intersection
finie par la stabilité par réunion finie et/ou le premier axiome par E € A.

Théoréme (d’extension de Carathéodory, ou de Hahn-Kolmogorov).
Soient X un ensemble, A une algebre de Boole de parties de X et une appli-
cation p: A — [0, 400]. Si:
— X séerit X =, oy Xn avec Vn € N, X, € Aet u(X,,) < oo (autrement
dit, p est sigma-finie sur A),

— v est additive sur A, c’est-a-dire VA, B € A, ANB = @ = pu(AUB) =
1(A) + pu(B),

— pour toute suite (Ay), .y de A décroissante pour I'inclusion telle que
Mnen An = D, on a nl_igloou(An) =0,

alors p se prolonge de maniére unique en une mesure sur la tribu engendrée
par A.

On rappelle enfin le théoreme de Radon-Nikodym.

Définitions. Soit (X, B) un espace mesurable et soient p et v deux me-
sures sigma-finies sur X.
On dit que v est absolument continue par rapport a pu, et on note v < p, ssi
pour tout B € B, u(B) =0=v(B) =0.
On dit que p et v sont singulieres (ou étrangeres), et on note u L v, si et
seulement si il existe B € B tel que u(B) =0 et v(°B) = 0 (ou, de maniére
équivalente, VA € B, v(A) =v(AN B)).

Théoréeme (Radon-Nikodym). Soit (X, B) un espace mesurable et
soient 1 et v deux mesures sigma-finies sur X. Alors :
— Il existe un unique couple de mesures sigma-finies (A1, \2) tel que u =
)\1—|—)\2, )\1<<I/et )\QJ_I/.
— Siv < p, alors il existe f € L'(X, B, ) (unique p-presque partout) tel
que VB € B, v(B) = [, fdp.

Définition. Avec les notations du théoreme, il existe f € L*(X,B,v),
unique v-presque partout, tel que VB € B, A\(B) = || g fdv. [ est appelée
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s o 4 . . s N ;o d
dérivée de Radon-Nikodym, ou densité, de p par rapport a v, et notée 2.

Résultats de probabilités

On commence par des rappels sur I'espérance conditionnelle et quelques
propriétés élémentaires, avant d’énoncer la loi du 0-1 de Kolmogorov.

Théoréme-définition. Soient (€2, F, P) un espace probabilisé, G une
sous-tribu de F et X € L1(Q, F, P). Alors il existe un unique élément de
Y € LY(Q, F, P) vérifiant les deux propriétés suivantes :

— Y est G-mesurable

~-VAeg, [,YdP= [, XdP
Cet élément est appelé espérance conditionnelle de X sachant G, et noté
E(X|G).

Remarque. La seconde condition est équivalente a la condition sui-
vante : pour toute fonction Z : X — R G-mesurable et bornée, E(YZ) =
E(XZ). Cette condition implique clairement la précédente et I'application
du théoreme de convergence dominée assure la seconde implication.

Propriétés. Soient (2, F, P) un espace probabilisé, G, H des sous-tribus
de Fet X,Y € LY(Q, F,P).

— L’espérance conditionnelle est linéaire

- Si X <Y, alors E(X|G) < E(Y|G)

— On a E(E(X|G)) = E(X)

— Si X est indépendant de G, alors E(X|G) = E(X)

— Si X est G-mesurable, alors E(X|G) = X

— Si XY est intégrable et Y est G-mesurable, alors F(XY|G) = Y E(X|G)

~ SiH C G, alors E(E(X|G)|H) = E(X|H)

— Les propriétés classiques avec 'espérance restent valables (convergence

monotone, lemme de Fatou, inégalité de Jensen etc.)

Définition. Soit (X)), une suite de variables aléatoires définies sur un
espace de probabilité (2, F, P). La tribu asymptotique, ou tribu de queue,
de la suite (X,,), oy est la tribu T = (", .y 0(Xn, X1, .- .).

Théoréme (loi du 0-1 de Kolmogorov). Soit (X,,), .y une suite de

variables aléatoires indépendantes. Tout événement de la tribu asymptotique
de (X,),cy & pour probabilité 0 ou 1.
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Résultats divers

On rappelle d’abord le lemme de Zorn.

Définition. Soient (F, <) un ensemble ordonné, A C E et a € E. On
dit que a est un élément minimal de A si et seulement si a € A et pour tout
reA a<zr=a=ux.

Lemme (Zorn). Soit Z un ensemble partiellement ordonné. Si toute
sous-famille totalement ordonnée de Z est bornée inférieurement par un
élément de Z, alors Z possede un élément minimal.

Remarques.

— Dans le cas de parties d’'un ensemble muni de la relation d’inclusion, on
a la formulation suivante, qu'on privilégiera. Soit (X;),.; une famille
d’ensembles. Si pour toute sous-famille (X j)je ; totalement ordonnée,
NjesX; contient un X;, alors la famille (X;),., possede un élément
minimal.

— On a un résultat similaire avec les éléments maximaux.

— On rappelle que le lemme de Zorn est équivalent a I’axiome du choix.

On rappelle ensuite les propriétés qui sont utiles concernant l'opération
< différence symétrique .

Définition. Soient £ un ensemble et A, B € P(FE). La différence symétrique
de A et B est 'ensemble :

AAB = (AUB)\ (ANnB)=(A\B)U(B\A)=(“AnB)U(AN°B)

Propriétés. Soient E et F' deux ensembles. Soient A, B, C, (A,), oy des
parties de E' et A’, B' des parties de F'. Soit enfin une application f : £ — F.
On a:

- AAC C (AAB)N (BAC)

— AN (Upen An) C U, en(AAA,)

- AL (mneNA ) C U (AAA,)

Ay Ao

On termine enfin par rappeler quelques résultats d’analyse harmonique,
dont le théoreme de Poisson.

Définition. Une fonction harmonique est une application f: Q — C de
classe C? sur un ouvert Q2 de C, dont le laplacien est nul.
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Propriété. Soient U,V deux ouverts de C, f : U — V holomorphe et
h :V — C harmonique. Alors h o f est harmonique.

Définitions. On appelle noyau de Poisson 'application

DxS' = ]0,+o0]

1|2
(Z, C) = [C—z|2

ol D est le disque unité ouvert de C et S' est le cercle unité.

On note o la mesure de Lebesgue sur S (c’est-a-dire la mesure image de la
mesure de Lebesgue sur [0, 27[ par 6 — €'?).

Pour tout f € L'(S', B(S'), o), on appelle intégrale de Poisson I’application

D — C

Théoréme (Poisson). On reprend les notations ci-dessus.
— Pour toute fonction f € C°(S'), la fonction

Pf:

D — C
u: Pf(z) sizeD
S { f(z) sizes!

est continue sur D et harmonique sur D.
— Réciproquement, pour toute fonction u : D — C continue sur D et
harmonique sur D, on a, pour tout z € D :

1

T or

u(z) = Pluls)(2) = 3= [ lQ)P(:,0)do(0
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Introduction

Les résultats de grandes déviations pour les matrices aléatoires sont assez
peu nombreux. Essentiellement, il existe un grand résultat de ce type, établi
par Gérard Ben Arous et Alice Guionnet dans leur article < Large deviations
for Wigner’s law and Voiculescu’s non-commutative entropy > [2] en 1997.

En 2012, dans 'article < A large deviations principle for Wigner matrices
without Gaussian tails > [7] , Charles Bordenave et Pietro Caputo établissent
un second principe de grandes déviations, en se placant non pas dans le cadre
gaussien habituel, mais dans le cas de matrices hermitiennes dont les coeffi-
cients sont i.i.d. avec une queue de probabilité de la forme e~ avec a > 0
et a €]0, 2[. La démonstration consiste principalement en 1’étude des graphes
aléatoires associés a ces matrices aléatoires.

Dans la premiere partie de ce mémoire, les résultats classiques de grandes
déviations et de matrices aléatoires seront rappelés, et le résultat de Ben
Arous et Guionnet sera présenté. La présentation détaillée de 'article de
Bordenave et Caputo viendra dans un second temps. Enfin, la derniere par-
tie regroupera les résultats de mes travaux de recherche, ceux-ci consistant a
étendre le résultat de Bordenave et Caputo a des matrices de covariance. Le
travail n’étant pas terminé, certains points peuvent s’avérer flous ou incom-
plets.
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Notations

En plus des notations introduites au fur et a mesure, on utilisera les no-
tations générales suivantes :

alb
aVb

minimum de a et b

maximum de a et b

partie entiere de x

symbole de Kronecker : ¢; ; =1 si ¢ = j, 0 sinon
boule de centre a et de rayon r

intérieur de X

adhérence de X

ensemble des nombres complexes de module 1
ensemble des suites indexées par X de carré sommable
presque sturement

variable(s) aléatoire(s)

indépendantes identiquement distribuées

ensemble des probabilités sur X

ensemble des probabilités symétriques sur R

masse de Dirac en a

1, converge en loi vers u : pour toute fonction f continue
bornée, [ f du, — [ f dp quand n — +o0

ensemble des matrices complexes a n lignes et p colonnes
ensemble des matrices hermitiennes de taille n
transposée de A

transconjuguée de A

trace de A

rang de A

déterminant de Vandermonde

transformée de Cauchy-Stieljes de p € P(R), voir
définition B.7



1 Contexte

1.1 Les grandes déviations

La théorie des grandes déviations est un ensemble de techniques per-
mettant d’étudier les probabilités d’évenements rares. Ces techniques s’ap-
pliquent dans des situations tres variées et sont tres robustes. Les évenements
rares sont les évenements ne correspondant pas a un comportement typique
du systeme. L’objectif est d’estimer asymptotiquement la probabilité de tels
évenements en obtenant des principes de grandes déviations.

Voici un premier exemple de résultat de grandes déviations.

Théoréme 1.1 (Cramér dans R, voir [8, Théoreme 2.2.3]). Soit (X,,)n>1
une suite de v.a. i.i.d. a valeurs réelles. Pour tout n > 1, on note X, =
LS X;. Pourtoutx €R, on a :

lim 1 InP(X, > z) = —sup(Az — In E(e**1))
n—-+oo N, A>0

Ce résultat fait apparaitre deux points essentiels de la théorie des grandes
déviations. Tout d’abord, on aura typiquement des vitesses exponentielles et
I'objectif sera de trouver un équivalent des quantités InP(X, € E). En-
suite, I’équivalent en question s’exprimera a l’aide de la borne inférieure ou
supérieure d'une fonction, donc on sera ramené a des problemes de calcul
variationnel.

On va maintenant définir un principe de grandes déviations, qui est en
quelque sorte un raffinement d’une loi des grands nombres et d’un théoreme
central limite.

Définition 1.2. Soit (X, O) un espace topologique. Une fonction de taux
est une fonction f : X — [0, +00] semi-continue inférieurement (s.c.i.), c’est-
a~dire les ensembles de niveau {xr € X | f(x) < A} sont fermés pour tout
A eR.

Une fonction de taux est dite bonne lorsque ces ensembles sont compacts.

Définition 1.3. Soient (X, O) un espace topologique et v : N — R* . Une
suite (i, )nen de probabilités sur un espace mesurable (X, B) satisfait le prin-
cipe de grandes déviations (PGD) de vitesse v, gouverné par la fonction de
taux I, dans la topologie O, si pour tout A € B, on a :

1 1
—inf I(z) < liminf — In p,,(A) < limsup — In p,,(A) < — inf I(x
inf () < lim inf o) H (4) < lim sup Ok (4) < - inf I(z)
(1)



Remarques. — On définit indifféremment les notions pour des variables
aléatoires ou pour leurs lois. Par exemple, on dit qu'une suite de v.a.
satisfait un PGD si la suite de leurs lois satisfait un PGD.

— La seconde inégalité dans (1) est toujours vérifiée. On dit que (pn)nen
satisfait la borne inférieure (resp. supérieure) de grandes déviations si
elle satisfait la premiere (resp. troisieme) inégalité dans (1).

— Dans la suite, on considerera que B est la tribu borélienne associée a
O. Pour obtenir un PGD, il est alors équivalent de montrer la borne
inférieure pour les ouverts et la borne supérieure pour les fermés.

— On dit que (pn)nen satisfait un PGD faible si elle satisfait la borne
inférieure et si elle satisfait la borne supérieure pour les compacts.

On va par la suite considérer des espaces métriques. Dans ce cas, on
peut obtenir un PGD faible en étudiant uniquement les boules de 1'espace
métrique.

Proposition 1.4 (voir [1, Corollaire D.6]). On suppose que (X,d) est un
espace métrique. Si on a pour tout x € X :

1
—I(z) = limsuplimsup — In u,(B(x,d
(x) nsup lim sup 27 In g (B(x,9))

e 1
= hgn_}onf I%I_I}_il_glof o) In p1,(B(x,0))

alors (pn)nen satisfait le PGD faible de vitesse v, gouverné par la fonction
de taux I, dans la topologie induite par d.

A partir d’'un PGD faible, il est possible d’obtenir un PGD grace a un
argument supplémentaire : la tension exponentielle de la suite de mesures,
qui est I'idée que dans la bonne échelle exponentielle, la masse se concentre
sur les compacts.

Définition 1.5. Une suite (u,)nen de probabilités sur un espace mesurable
(X, B) est exponentiellement tendue pour la vitesse v si pour tout A > 0, il
existe un compact K4 de X tel que

lim sup 1 Inp,(K9) <—A
n——+o0 U(n)

Proposition 1.6 ([8, Lemme 1.2.18]). Si (fn)nen satisfait le PGD faible de
vitesse v gouverné par la fonction de taux I, et si (fn)nen est exponentiel-

lement tendue, alors (pn)nen satisfait le PGD de vitesse v gouverné par la
fonction de taux I.



Une fois qu'un PGD est établi, il est possible d’en déduire un PGD sur
un autre espace. Cette propriété est tres importante. Par exemple, dans ’ar-
ticle qui nous intéresse, on l'utilise pour obtenir un PGD pour des matrices
aléatoires a partir d'un PGD pour des graphes aléatoires.

Théoréme 1.7 (Principe de contraction, voir [8, Théoreme 4.2.1]). Si (f4n)nen
satisfait un PGD sur X gouverné par la bonne fonction de taux I et si
f X — Y est continue, alors la suite (fti,)nen des mesures images sa-
tisfait un PGD sur'Y gouverné par la bonne fonction de taux J définie par :

Vy €Y, J(y) = inf{I(z) | f(x) =y}

La proposition suivante permet également de déduire un PGD d’un autre
PGD, mais sur le méme espace métrique cette fois.

Définition 1.8. On suppose que (X, d) est un espace métrique. Soit ((Z,, Zn))nen
une suite de v.a. a valeurs dans X x X. (Z,,)nen €t (Z,,)nen sont ezponentiel-
lement équivalentes pour la vitesse v si pour tout § > 0, on a

lim — InP (d(Zn, Z,) > 5) — o

n—-+oo v(n)

Remarque. Par I'inégalité triangulaire, I’équivalence exponentielle est une
notion transitive.

Proposition 1.9 (voir [8, Théoreme 4.2.13]). On suppose encore que (X, d)
est un espace métrique et que ((Zn,Zn))neN sont des v.a. a valeurs dans
X %X X. Si (Zp)nen et (Zn)nen sont exponentiellement équivalentes pour la
vitesse v, et si (Zy)nen satisfait un PGD de vitesse v et de bonne fonction

de taux I, alors (Z,)nen satisfait le méme PGD.

Pour terminer cette partie sur les outils de grandes déviations, on énonce
un lemme utile permettant d’intervertir des opérateurs.

Lemme 1.10 (voir [8, Lemme 1.2.15]). Soient fi,..., fm des fonctions po-
sitives au voisinage de 0. On a :

e—0 e—0

limsup € In (Z f2(5)> = max limsup € In( fi(e))
i1 ==



1.2 Les matrices aléatoires

La théorie des matrices aléatoires tire ses origines des travaux du statis-
ticien Wishart dans les années 1930 et du physicien Wigner dans les années
1950. Elle est actuellement en plein essor car ses applications sont tres nom-
breuses et variées. La théorie des matrices aléatoires consiste en 1’étude du
spectre de matrices dont les coefficients sont des variables aléatoires et dont
la taille tend vers I'infini. Rigoureusement, on considere une suite de matrices
aléatoires et on étudie la limite de leur spectre.

Le premier résultat fondamental est le théoreme de Wigner. Pour énoncer
ce théoreme, on introduit des objets classiques de la théorie. Les matrices de
Wigner sont, avec les matrices de covariance, les plus étudiées. La notion
de mesure spectrale empirique est fondamentale puisque c’est cette quan-
tité qu’on cherche a faire converger en général. Enfin, la loi semi-circulaire
joue un role central en théorie des matrices aléatoires, comme le montre son
apparition dans le théoreme de Wigner.

Définition 1.11. Une matrice XV est de Wigner s’il existe p € P(R) et
v € P(C) telles que :

— X% est hermitienne de taille N

— les v.a. XZ-,N-, 1 <1 <75 <N, sont indépendantes

— les via. Xj}, 1 <4 < N, suivent la loi p

— les v.a. Xi{\g-, 1 <1< 7 <N, suivent la loi v
— v est de variance 1.
Définition 1.12. Soit A une matrice hermitienne de taille N. A est diago-
nalisable et son spectre est réel. On note \; > ... > Ay ses valeurs propres.
La mesure spectrale empiriqgue de A est la probabilité

1
Ha = N;CSA’“

Définition 1.13. La loi semi-circulaire, notée ., est la loi de densité
1
0T 2—\/4 — 22 1o ()
s

par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.

Théoréme 1.14 (Wigner, voir [1, Théoreme 2.1.1]). Soit X une matrice
de Wigner. Presque sturement, quand N — 400, I N /N~ Hse-



On déduit de ce théoreme que presque sturement, on a liminfy_, o A7 > 2.
Les théoremes de Bai-Yin et de Soshnikov donnent des résultats plus fins sur
la convergence de la plus grande valeur propre d’une matrice de Wigner.

Parmi les matrices de Wigner, les matrices gaussiennes sont d’une impor-
tance particuliere. Notamment, les ensembles gaussiens orthogonal et unitaire
ont été les premiers étudiés, car les calculs explicites pouvant étre menés dans
ces cadres ont fourni plusieurs résultats spécifiques.

Définition 1.15. Soit X une matrice symétrique telle que :
— les XZ{VJ», 1 <1< 7 <N, sont des v.a. indépendantes
— pour tout 1 <i < N, XZ]\Q suit la loi N(0,2)
— pour tout 1 <7 < j <N, XY suit la loi N(0,1).
On note P} la loi de X*¥. On dit qu'une matrice symétrique de loi P} est
dans I’Ensemble Gaussien Orthogonal (GOE).

Définition 1.16. Soit X" une matrice hermitienne telle que :
— les XZ{\;-, 1 <1< 7 <N, sont des v.a. indépendantes
— pour tout 1 <7 < N, XY suit la loi N'(0, 1)
— pour tout 1 <7 < j < N, Re(X}Y), Im(X}Y) sont indépendantes de loi
N(0,1).
On note P la loi de X¥. On dit qu'une matrice hermitienne de loi P}¥ est
dans I’Ensemble Gaussien Unitaire (GUE).

Pour les matrices du GOE et du GUE, on a beaucoup mieux que la conver-
gence des mesures spectrales empiriques. On peut en effet décrire explicite-
ment la loi des valeurs propres et des vecteurs propres, ou encore étudier
assez précisément la répartition des valeurs propres.

1.3 Présentation du résultat de Ben Arous et (Guion-
net
Ben Arous et Guionnet ont montré un principe de grandes déviations

dans un cadre qui englobe celui du GOE et du GUE.

Cadre. On considere § > 0 et V : R — R une fonction continue. On suppose
qu’il existe 8’ > 1, p’ > B, vérifiant

. V()
lim inf > 1 2
|x|—+o0 ﬁ/ In |[L’| ( )



On note P V.5 la loi de densité

(AL, Ay) = Z%\A( exp(NZV ) (3)

par rapport & la mesure de Lebesgue sur RY, oil on rappelle que A(\) =
[Ti<icjen(Xs = i) et ot Z[¥5 est la constante de normalisation

N
Zvﬁ_/RN\A( exp< NZV >d>\1...d)\N

Remarquons que, avec les notations ci-dessus, lorsqu’on prend V(z) =
Bx?/4 avec B = 1 (resp. f = 2), on retrouve la loi des valeurs propres du
GOE (resp. du GUE) renormalisées.

On définit 'entropie non commutative ¥ : P(R) — [—o00, +o00o[ par

() { JI |z =yl du(z)dp(y)  si [In(1+[z])dp(z) < +oo

—00  sinon (4)
On définit ensuite Iy g : P(R) — [0, +00] par

I s(p) { [V (x) gZ(u) —cvg st [V(z)du(z) < +oo (5)

+00  sinon
ol cyg = inf,epm) ([ V(z — 2%(v)).

On définit enfin la capacité logarithmique d’un borélien A de R par

(A) = exp (—V inf, / / lnﬁ du(m)du(y))

Avec toutes ces notations, on peut énoncer le résultat souhaité.

Lemme 1.17 (voir [1, Lemme 2.6.2]). (i) X est bien définie. De plus,
cyp est fini et Iy g est bien définie
(ii) Iy g vaut +oo si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
- [V(x) = +00
—al emste un borelzen A de R tel que u(A) >0 et v(A) =0
(i1i) Iy est une bonne fonction de tauz
(iv) Iy est une fonction strictement convere sur P(R)



(v) Iy admet un unique minimum global oyg € P(R). oy est a support
compact, c’est la seule mesure telle qu’il existe Cy g vérifiant :
— pour oy g-presque tout z, V(z) — B [In|z — y| doyg(y) = Cyg
— pour tout x ¢ supp(ov,), V(z) — B [In]x —y| dovs(y) > Cvg

Théoréme 1.18 (voir [1, Théoreme 2.6.1]). Soient (AY, ..., \Y) des v.a. de
loi Py et pV = + fozl Oxv. La suite de mesures aléatoires (1) n>1 satisfait
le PGD sur P(R) muni de la topologie faible, de vitesse N2, gouverné par la
bonne fonction de tauz Iy g.

A partir de ce théoréme, on peut démontrer que sous P, p"¥ converge
presque strement vers oy,g. De plus, on peut en déduire un PGD pour Ay =
max;<x<y A en faisant une hypothese supplémentaire sur les constantes
Z{}f 5, qui est vérifiée dans les cas du GOE et du GUE.

On va maintenant voir comment généraliser ce résultat a d’autres ma-
trices de Wigner.
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2 Etude de ’article de Bordenave et Caputo

Dans toute cette partie, on considere des matrices de Wigner. Comme
annoncé, on ne va plus considérer des coefficients gaussiens mais avec une
queue de probabilité en e, Formalisons cette hypothese.

Définition 2.1. Soient a, a €]0, +00[. On note S, (a) 'ensemble des variables
aléatoires complexes Y telles que
lim =t *InP(|Y|>1t) =a (6)
t—+o00
et telles que Y/|Y'| et |Y| sont indépendants lorsque |Y| est grand, c’est-a-dire
il existe ty > 0 et U, € P(S') tels que pour tous t > t; et U C S! mesurable,

on ait
PY/IY] €U et [Y|>1t)=9,(U)P(|Y| > 1) (7)

On note alors S, le support de v,.

Remarques. On peut déja faire quelques remarques sur cette définition :
— Si Y suit la loi de Weibull dont la fonction de répartition est t —
1—e " aveca>0,a>0,alors Y € S,(a) et J, = 6.
- SiY € S,(a) est a valeurs réelles, resp. a valeurs positives, alors S, est
inclus dans {—1, 1}, resp. {1}.
Soit a > 0. On note S,(c0) 'ensemble des v.a. Y vérifiant (6) avec
a = +00.
Soit Y une v.a. sous-gaussienne, c’est-a-dire il existe o2 > 0 tel que pour
tout A > 0, E(e)Y) < exp (ﬂ> Alors, par I'inégalité de Chernoff, on

2
obtient facilement que pour tout a €]0,2[, Y € S,(0).
- SiY € S,(a) pour a > 0, > 0, alors pour tout 3 €]0,af, Y € Sz(00).

On peut maintenant énoncer le résultat principal de I'article.

Théoreme 2.2. Soit X une matrice de Wigner. On suppose qu’il existe
a €]0,2[ et a,b €]0,+o0] tels que X152 € Sala) et X171 € Sa(b). Alors, la
suite des mesures spectrales empiriques Px /N satisfait le PGD de wvitesse
N'*e/2 dans P(R), gouverné par la bonne fonction de taur J définie par

| ®(v) sl existe v € P(R) tel que pp = psc Br
) = { +00  sinon (8)

ot ® : P(R) — [0,400] est la bonne fonction de taux définie plus loin par
(15) et B désigne la convolution libre (cf. définition B.G).
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Dans la suite de cette partie, on détaille des points de la démonstration
de ce théoreme et on termine en énongant quelques propriétés de la fonction
de taux .

La démonstration du théoreme 2.2 se divise en deux grandes parties : une
partie < matrices aléatoires > et une partie < graphes aléatoires > .

On considere dans toute la suite de cette partie que X est une matrice
vérifiant les hypotheéses du théoreme 2.2. On note ¥, (resp.t,) la loi associée

a Xi (resp. Xq1) et S, (resp. Sp) son support, comme dans la définition 2.1.

On note par ailleurs

1
= — 9
TN (9)
De plus, on décompose la matrice X en
X
— =A+B+C+D

VN

ou A, B,C, D sont les matrices de terme général

Xi7j
Ai,j = 1|Xi’j\<(lnN)2/a \/—N Bz,j = 1

Xl7j
Cij= 15\/N<|Xi,j\§€*1\/ﬁ\/—ﬁ

Xi;
(lnN)Q/QS‘XiJ‘Se\/N N
%. . (10)

Z?]
15*1\/N<\Xm»| \/N

Meéme si la notation ne le rend pas explicite, il faut garder a ’esprit que
X, A, B,C, D dépendent de N (on considere toujours des suites de matrices
aléatoires).

D

Wi T

2.1 Premiere partie de la démonstration
L’objectif de cette sous-partie est de justifier la proposition suivante.

Proposition 2.3. Les probabilités aléatoires piy, 5 et psc B pe sont expo-
nentiellement équivalentes, c’est-a-dire : pour tout o > 0, on a

. 1
W e P (A e B uc) > 5) = —o0

ot d est la distance sur P(R) définie par (25).

Pour commencer, on montre que la contribution de D dans (10) est
négligeable.
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Lemme 2.4. Lx,yN € patrprc sont exponentiellement équivalentes.
La démonstration utilise I'inégalité du rang (27) et l'inégalité de Bennett
(33) appliquée aux variables 1, Xo |2 1VN 4. C’est pour que 'application de

cette inégalité donne le résultat escompté que le seuil e "'/ N a été choisi par
les auteurs.

Ensuite, on montre que la contribution de B dans (10) est elle aussi
négligeable.

Lemme 2.5. Lx/yN €t farc sont exponentiellement équivalentes.
La démonstration utilise cette fois I'inégalité de Hoffmann-Wielandt (29)
et 'inégalité de Chernoff (32) appliquée aux variables % | X, 52 Lin ny2/e<)x, ,|<eV/N-

Les seuils (In N )2/ * et ey/N apparaissent naturellement dans cette preuve, ce
qui justifie la décomposition (10). En fait, le faible de nombre termes dans B
et dans D prédomine sur leur poids élevé, ce qui explique que ces matrices
ne contribuent pas.

Il reste donc a montrer que parc et pse B e sont exponentiellement
équivalentes, ce qui est la partie la plus délicate.

Pour cela, on montre d’abord un lemme dont la démonstration est simi-
laire aux deux lemmes précédents.

Lemme 2.6. (i) Pour tout s > 0, on note Ky = {p € P(R) | [a* du <
s}. On a :

1
i e WP (o ¢ Kaunye) = =00

(ii) De plus, soit I = {(i,7) | |X;;| > (In N)?/*}. Pour tout § >0, on a :

1 1+a/2
G s P (7] > ONT?) = —oo

Le dernier outil dont on a besoin pour démontrer la proposition 2.3 est
un résultat de liberté asymptotique uniforme. Il résulte du théoreme suivant.

Théoréme 2.7. Soit Y une matrice de Wigner vérifiant E|Y; o[> < +oo et
E|Y11]? < 4o00. I existe ¢ > 0 tel que pour tout entier N > 1, toute matrice
M € Hn(C) et tout z € C tel que Imz > 1, on a :

- - (E Y1) + E V1]
19(2) = Guy (z = 9(2))| < ¢ N1/

ot on a noté g(z) =E (Guy/mﬂw(z)).
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Corollaire 2.8. Soit Y une matrice de Wigner vérifiant E |Y;o]? < +o00 et
E |Y11]* < 4o00. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout entier N > 1 et toute matrice
M e HN(C), on a :

(E|Yi1 )" + E|Vipf*
d(E:uY/\/N.;_Ma,UscEH,UM) <c N1/2

Remarque. Dans le théoreme 2.7 et le corollaire 2.8, la constante ¢ ne
dépend en fait que des lois de Y71 et Y7 .

En utilisant les lemmes 2.5 et 2.6 le corollaire 2.8 et 'inégalité de concen-
tration (34), il est alors possible de démontrer la proposition 2.3.

2.2 Seconde partie de la démonstration

Afin d’obtenir le PGD souhaité, on va considérer des graphes aléatoires.
En effet, il y a des liens entre graphes aléatoires et matrices aléatoires. En
effet, on peut associer un graphe a une matrice hermitienne. De plus, les
notions de mesures spectrales sur les graphes aléatoires et sur les matrices
aléatoires coincident, ce qui explique la démarche adoptée par les auteurs.

Avant de démontrer un PGD pour des graphes aléatoires, on va préciser
quels types de graphes on considere et surtout de quelles topologies et de
quelles mesures on les munit.

2.2.1 Graphes pondérés et topologies

Définition 2.9. Un graphe pondéré, ou réseau, est un couple G = (V,w) ou
V est un ensemble au plus dénombrable et w est une application de V2 dans
C. G est alors un graphe orienté dont les sommets sont les éléments de V' et
les arcs sont les couples (u,v) € V? tels que w(u,v) # 0.

Définitions 2.10. Soit G = (V,w) un graphe pondéré.
— G est hermitien si Yu,v € V., w(u,v) = w(v,u). Dans ce cas, on voit G
comme un graphe non orienté a arétes simples.
— Soit un sommet v € V. Le degré de v dans G est la quantité

deg(v) = Y _ [w(v, u)f?

ueV

— G est localement fini si pour tout sommet v € V| deg(v) < +o0.
On considere maintenant que G est un graphe pondéré hermitien.
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— Soient u,v € V. Un chemin de u & v est une suite m = (ug, u1, . .., uy)
avec ug = u, ux = v et Vi € [1, k], |w(ui—1,u;)] > 0. On note 7 : u — wv.
— La longueur 3 d'un chemin m = (ug, uq,...,u;) de u a v est

2

Dr(u,v) = (Z IW(ui—l,ui)l_Q)

— On définit une distance D sur V par

D(u,v) = inf D,(u,v)

T U—V
— @ est connezxe si pour tous sommets distincts u,v € V', D(u,v) < +00.
On note G I'’ensemble des graphes pondérés hermitiens et localement finis.

Exemple 2.11. Soit H, € H,(C). Le graphe pondéré défini par V =
{1,...,n} et Vi,j € V, w(i,j) = H,(i,7) est hermitien et localement fini
(car fini). Il définit donc un élément de G, qu’on notera encore H,.

Définitions 2.12. — Un graphe pondéré enraciné est un couple (G, o),
ou G est un graphe connexe de G et o est un sommet de G. o est alors
appelé la racine de G.

— Soient (G, 0) un graphe pondéré enraciné et t > 0. Le voisinage de o
de rayon t est le graphe pondéré enraciné constitué des sommets v € V'
tels que D(o,u) < t. On le note (G, 0);.

— Deux graphes pondérés enracinés (G1,01), (Ge, 02) sont isomorphes s’il
existe une bijection o : Vg, — Vg, telle que o(01) = 09 et Yu,v € Vg,
wa, (uv U) = WG, (U(u)v U(”))‘

— On définit une semi-distance dj,. sur I’ensemble des graphes pondérés
enracinés par

1
leC((G17 01)7 (GQ, 02)) = H—T

ou T est la borne supérieure de 'ensemble 7 des t > 0 pour lesquels
il existe une bijection o : Vg, 01), = ViGs,00). telle que o(01) = 0q et
Vu,v € ‘/(Ghol)t’ |WG1 (U,U) — Wa, (U(u)7 U(U))‘ < %

Exemple 2.13. On considere les graphes pondérés enracinés (G, 01), (Ga, 02)
de la figure 1.

Pour ces deux graphes, on calcule facilement que 7 = ]0, 2] U [%, m],

3
donc dioe((G1, 01), (Ga, 02)) = 66__2\/\?-
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FIGURE 1 — Exemple 2.13

On note G, 'ensemble des classes d’équivalence de graphes pondérés en-
racinés pour la relation d’équivalence induite par la notion d’isomorphisme.
djoc est alors une distance sur G,.

Définitions 2.14. — La topologie locale est la topologie induite par dj,c.
On note g, lic>g lorsque dioe(gn, g) — 0.
— La topologie faible locale est la topologie faible sur G, associée aux

fonctions continues pour la topologie faible. On note p, 5 p si pour
toute fonction f continue bornée sur (G, dic), | f dpn — [ f dp.

Définitions 2.15. Soit G € G et soit v € V. On note G(v) la composante
connexe de v dans G et g(v) la classe d’équivalence du graphe pondéré enra-
ciné (G(v),v).

Lorsque G est fini, on définit un élément de P(G,) par

|V| 259(0 (11)

veV

U(G) est en fait la loi de la classe de (G(0),0) lorsque o suit la loi uniforme
sur V.

Définitions 2.16. — Soit p € P(G.). p est sofique s'il existe une suite

loc

(Gp)nen de graphes pondérés hermitiens finis telle que U(G,,) ~> p.
— On note, pour tout entier n > 1,

Hi,
An:{HeHn(C)wz'q,Hi,:o €S, et Vi,H,;=0ou
’ IHJI IHHI

Soit p € P(G.). p est sofique admissible s'il existe une suite (Hp)nen

telle que pour tout n € N*, H, € A, et U(Hn)lggp. S’il n’y a pas
d’ambiguité, on dira simplement que p est sofique.

On note P(G.) 'ensemble des p € P(G.) sofiques admissibles.
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Exemple 2.17. On note gy la classe du graphe constitué d’'un seul sommet
et sans aréte (poids nul). Pour tout n € N*, on note H,, la matrice carrée nulle

de taille n, alors H,, € A, et U(H,) = 13" 4§, =4d,,. Donc U(Hn)l‘,)g(ggg
La masse de Dirac 4, appartient donc aPs(G.).

Exemple 2.18. On note pour tout x € R, g, la classe du graphe constitué
d’un seul sommet avec une boucle de poids x. Soit (Y,,)n>1 une suite de v.a.
i.i.d. de loi v € P(R) telle que v-p.s., Y =0 ou \YI € Sy. Pour tout n € N*,
on note H, la matrice diagonale de taille n telle que pour tout i € [1,n],
H,(i,i) =Y;. Cela définit un élément de A,,. Par la loi des grands nombres,

quand n — 400, U(H,) = + Y7, 0g,. bCfRé dv(x) p
La mesure [; 0y, dv(x) est donc un élément de Ps(G. )

Exemple 2.19. On note pour tout z € C, g, la classe du graphe enraciné
constitué de deux sommets o et 1 tel que w(o,1) = 2z, w(1,0) = Z et w(o,0) =
w(1,1) = 0. Soit (Z2n+1)n€N une suite de v.a. i.i.d. de loi p € P(C) telle
que p-p.s., Z; = 0 ou W € S,. Pour tout n € N*, on note H, la matrice
diagonale par blocs de taille n, dont les |5 | premiers blocs sont définis par :
Vie [1,(2]], Ho(2i—1,2i) = Zoi—y, Hn(2,2i —1) = Zy;1 et H,(2i—1,2i —
1) = H,(2i,2i) = 0, et I'’éventuel bloc restant de taille 1 est nul. Cela définit
un élément de A,, et

1502 ( o2y, + 5%) si n est pair

U(Hn> =
. (ZELIW <5§z2i,1 + 5gm) + 5%) si n est impair

Par la loi des grands nombres, quand n — +oo, U(H,,) 51 1 [ (05, + 05.) dpu(z)

p.s.
La mesure § [.. (65 + 05.) du(z) est done dans P(G,).

Exemple 2.20. Soient n € N* et H,, € A,. Pour tout m € N*, on peut
considérer la division euclidienne m = kn + r de m par n, on note alors
A,, la matrice diagonale par blocs de taille m, dont les k premiers blocs

sont égaux a H, et le bloc restant de taille r est nul. Alors A,, € A,, et
loc

U(An) = L (nkU(H,) + 1d,,). Donc, quand m — +oo, U(A,,) ~ U(H,).
Ainsi, U(H ) appartient a P4(G.).

La topologie faible locale ne convient pas car on veut que Py(G,) soit
compact. On introduit donc une autre topologie, la topologie faible projec-
tive, qui convient. Pour cela, commencons par définir des troncatures.
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Pour tout ¢ €]0, 1], on note
G’ = {GeG |VYu,veV, deg(v) <02 et |w(u,v)| >0 Lo(uv)£0}

Par définition, tout G € G? est localement fini. De plus, de chaque som-
met de G sont issues au plus 6~ arétes et chaque aréte de G a un poids
inférieur & = en module.

On note comme précédemment Qz I’ensemble des classes d’équivalence
de graphes enracinés de G’ isomorphes. P(G?) est I'ensemble des p € P(G.)
dont le support est inclus dans GZ. On note enfin P,(G%) = P(G?) N P,(G.).

Les deux lemmes suivants sont des propriétés importantes des ensembles

G’

Lemme 2.21. Soient 6 €]0,1[ et 6 > 0. Il existe v > 0 tel que pour tout
entier n > 1 et tous graphes G € G, H € G? dont Uensemble des sommets
commun est V- ={1,...,n} et vérifiant

max |WG(U> 'U) - WH(u> 'U)| S e
u,veV

on a

max dioe (G (w), w), (H(u),u)) < 9.

Démonstration. Soient n > 1, G € G, H € G tels que G et H ont le méme
ensemble de sommets V = {1,...,n}.

Soient u € V et t = %. Une aréte de H a un poids inférieur & ~! en module,
donc un chemin de longueur /5 inférieure a t est par définition constitué d’au
plus t2/6* arétes. De plus, de chaque sommet de H sont issues au plus 6%
arétes, donc le voisinage (H,u); contient au plus m = 6—4°/%* sommets. I
existe donc to € |%,¢[ tel que pour tout s € [to — 55, to + =], il 0’y ait
aucun sommet a distance s de u dans H.
Soit v = min 1 63 5 1 p3+16/526

= min ( ¢

T Tom 55 16 ) On suppose que

max |(.UG(U, 'U) - WH(u> 'U)| <7
u,veV

Ainsi, d’apres I'inégalité triangulaire, on a pour tout (u,v) € V2,
|lwe(u, v)| = |wn (u, v)[] <~

et
lwe(u, v)| > |wa(u,v)] =7 >0 -1
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Soient ey, . .., e les arétes d'un chemin dans H. On a, d’apres I'inégalité (35)
et les deux inégalités ci-dessus :

& 1/2 k 1/27 2 & . . )
wae ) — 3 lwote] S )
(; ; ; lwr(ei)|  wales)]
k
) <|wG<e,.>| - |wH<e,->|)2
2\ TealeTwn(es)
5 2
< k|
(9(9 - v))
Puisque v < %, on a aussi v < g (car 6 < 1), et puisque k < g—z, on obtient

<g|wﬂ(ei)l‘2> : - (glwa(ei)r?) i < 2_2 (939/21/62m)2 B <#)2

On déduit de ce qu’on a montré que les ensembles de points a distance au
plus ty de u dans G et dans H sont les mémes. On obtient donc une bijection
o Vicwyuyy = ViH(w) )., telle que ou)=uet lwg—wpgoo| <vy< % < %
Par définition, on a donc :

dloc((G(u)> u)’ (H(U), U)) S 1 + tO = t/2

O

Lemme 2.22. (i) Pour tout @, G° est compact pour la topologie locale.
(ii) Ps(G.) est fermé pour la topologie faible locale.

Démonstration. On va démontrer le point (7).
Puisque (G, djoc) est un espace métrique complet, il suffit de montrer que G?
est fermé et précompact.

Soit (gn)nen une suite de Qi convergeant vers g € G, pour la distance dj,c.
On note (G,,0,), (G,0) des représentants de g,,g resp. et G, = (V,,,wn).
Pour tout n € N, on note t,, le réel tel que

1
dloc((Gm On)> (G’ 0)) = 1 +t

La suite (t,)nen admet une limite égale a +oo, il existe donc un entier ng tel
que pour tout n > ng, t, > 1. Par définition de la distance dj.., pour tout
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n > nyg, il existe t;, €lt, — 1,,[ et une bijection o, : Vi), — Vic,.0n)
vérifiant 0,(0) = 0, et lwg — wy 0 0| < 5 < tnl_l. '

Soit (u,v) € V2. Il existe n; > ng fel que pour tout n > nqy, u et v
appartiennent au voisinage V(g 0, . Dans le cas ol |we(u,v)| # 0, on a aussi

/
tn

th

pour tout n > ny, |wy(o,(u),o,(v))| # 0, donc

1 1
>0 _

t,— 1~ t, — 1

En faisant tendre n — +o00, on obtient donc |wg(u,v)| > 6 dans ce cas.
Ensuite, soit u € V. Comme u a au plus 6~ voisins dans G, il existe

ny > ng tel que pour tout n > ns, u et tous ses voisins appartiennent au

voisinage V(g,),, - Alors,

degg(u,v) = Y lwe(u)f

vEVgvoisin de u

DI (PTG —

UEV(Gn,On)t/ voisin de on (u)
n

> <|wn(0n<u>7an(v>>|2+ 29__11 * (tnil)Q)

tn

wa(u, v)| = |wn(on(w), on(v))] =

IN

IA

veEV,, voisin de oy (u)

degg, (o (u)) 4+ 607" (tie__ 1 (tn i 1)2)

201 1
< 024 pH
< 6°+46 (tn—1+(tn—1)2)

IA

donc, en faisant tendre n — +oo, degq(u) < 072
Finalement, G € G’ donc g € G?. G? est donc fermé pour la topologie
locale.

Soit maintenant § > 0 et soit g € GJ. On note t = % et (G,0) un
représentant de g. On a déja di,.((G,0), (G, 0);) < %th <2

D’apres un argument vu dans la démonstration du lemme précédent, puisque
G est dans G’, (G, 0); contient au plus m = 6—4*/0* sommets. Par ailleurs,
C étant précompact, on peut considérer une partie finie W de C telle que

1
{ZGC |9§|Z|§9_1}C U B((j(ﬂ),?)

et



On note alors A I'ensemble des graphes pondérés enracinés (H, 1) € G? tels
que

(H,1) = (H,1);

dkel,m], Vo ={1,...,k}

Vi<i<j<k, wg(i,j)eWw

Par construction, A ne dépend que de d et de 6, A est fini et il existe (H,1) €
A (qu’on peut choisir explicitement) tel que dio.((G,0)s, (H, 1)) < l%rt <3

On a alors djoc((G,0), (H,1)) < d. La réunion des boules de centre dans A
et de rayon ¢ pour la distance dj,. est donc un recouvrement de Qf, et donc

gi est précompact pour la distance djc.

En conclusion, GY est fermé et précompact donc compact pour la topologie
locale. O

Remarque. A partir d’'un graphe de G, on peut obtenir de maniére cano-
nique un graphe de G par une méthode de troncature. Soient les fonctions
continues

0 sizel0,d 1 size0,072—1]
Yoz 2 osize[f,20] Xo:x—= < 02—z sizelf?—1,077
1 sixz > 26 0 siz>02
Soit G = (V,w). On définit pour tous u,v € V,
Wo(u,v) = w(u,v)xe(deg(u) V deg(v))
puis
wp(u, v) = @o(u, v)xo(|wy(u, v)|) (12)
A A Xo
1
: il’)
|
|
: .
0 621 62 0 0
FIGURE 2 — Graphes de xg et xg
Par construction, Gy = (V,wy) est dans G°. De plus, on a clairement

lws| < |w|, et donc aussi degg, < degg.
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Soit maintenant g € G,.. Si (G,0) est un représentant de g, la classe de
(Gg(0),0) définit un élément gy de G?, indépendant du représentant (G, o).
Soit p € P(G,). Si g suit la loi p, la loi de gy définit un élément p, de P(G?).
On utilisera ces notations dans la suite.

Exemple 2.23. On reprend les graphes (G, 01), (G2, 05) de 'exemple 2.13 et

on compare (G1)g et (Gz)y pour différentes valeurs de @ (cf. figure 3). Remar-
guons qu'on a diec((g1)1/2, (92)1/2) = 66__2}77 ~ 0,21 et diec((g1)1/3: (92)1/3) =

3

1 1
9 = — g—
4 0 3
1 2 2 1 2 2
02 .—22 L] L]
1 3 6T I
1
o— % o=
01 L] L] L] 91 L] L]
17243
02 L] L] L] 22 L] L]
1/243

FI1GURE 3 — Exemple 2.23

Les deux lemmes suivants montrent qu’il est en fait suffisant de s’intéresser
aux graphes tronqués.

G, — G

= ge

Lemme 2.24. (i) Pour tout 0, l'application est continue

pour la topologie locale.
P(GY)

P(G.)
g ge

(ii) Pour tout 0, l'application : est continue pour la
topologie faible locale.
(iii) Pour tout g € G., gs li(ﬁg quand 60 — 0.

(iv) Pour tout p € P(G.), po lggp quand 6 — 0.
g. — g

et pour
g — ge;

Pour tout entier j > 1, on note 6; = 277 et p; :
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Gl = g
g = G
bien définies et la famille (p; ;);>i>1 forme un systeme projectif. On note alors

tous entiers j > ¢ > 1, on note p;; : . Ces applications sont

G, = {y e[[6% IVi>i>1, pis(y) = y}

i>1
G, — G.
= (pi(9))i>1

On peut donc identifier G, et G., ce qu'on fera dans la suite en utilisant
la méme notation pour ces deux ensembles.

Lemme 2.25. L’application ¢ : est bijective.

Définitions 2.26. — La topologie projective est la topologie induite par
la distance dy.;, définie sur G, par

proJ g g Z 2” dloc gOJaQG )

7>1

On note g, Igjg lorsque dpyoj(gn, ) — 0.

— La topologie faible projective est la topologie faible sur G, associée aux
fonctions continues pour la topologie projective. On note p, "~ p si pour
toute fonction f continue bornée sur (G., dpoj), [ f dpn — [ f dp.

On a alors g, ™' g, resp. Pn P p, si et seulement si pour tout 6, (g,,)e ¢ o,
loc
tesp. (pu)o %5 .

Exemple 2.27. Pour tout n € N*, on considere le graphe enraciné (G, 0)
dont ’ensemble des sommets est V,, = {0, A1,..., A, } et le poids w,, est défini
par : Vi € [1,n], wy(o, 4;) = w,(A4;,0) =1 et Vi, j € [1,n], w,(A4;,A4;) =0
(voir figure 4). On note g, la classe de (G, 0). Soit j > 1. (G,)g, est le graphe
G, lorsque n < 47 — 1, le graphe avec des poids tous nuls si n > 47, donc
dioc((92)s,+ (gn)e,) vaut l sij> ln(”+1 et 0 sinon. Donc

In(n+1) 1
— -7 — )7 " 2In2 — —
dproJ g®>gn - E : 2- - 2n vn+1 n—>+ooo

ln(n+1)
JZ2 5T

Remarquons toutefois que dioe(9s, gn) = % pour tout n > 1.

Le lemme suivant est I’aboutissement de toutes ces constructions. Il sera
utile pour démontrer le PGD du théoreme 2.30.

Lemme 2.28. (i) G. est compact pour la topologie projective.
(i1) Ps(Gy) est compact pour la topologie faible projective.
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FIGURE 4 — Exemple 2.27

2.2.2 PGD pour des graphes aléatoires

On définit deux fonctions sur I'ensemble des graphes pondérés enracinés
par
U(G0) = lwloo)l" ot BGo)=7 3 o)l (13)
veV\{o}
1 et ¢ sont clairement constantes sur les classes d’équivalence, donc peuvent
étre considérées comme des fonctions sur G,.

Lemme 2.29. ¢ et ¢ sont deux fonctions s.c.i. sur (G, dproj)-

Pour p € P(G.), on note E, I'espérance sous la loi p.
On va maintenant pouvoir énoncer le point clé de [7].

On reprend la matrice C' définie en (10), c’est-a-dire la matrice de terme
général
Xij

Ci,j = 18\/N<|Xi,j‘§571\/ﬁ \/—N

et on note Gy le graphe associé a C' comme décrit dans 'exemple 2.11, c¢’est-
a-dire le graphe dont les sommets sont 1,..., N et dont les poids sont donnés
par W(’é, ]) = Ci,]"
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Remarque. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, presque strement, quand
loc

N — 400, U(GN) ~ gg. Cela est du au fait que, comme pour B et D dans les
lemmes 2.4 et 2.5, le tres faible nombre de termes dans C' compense largement
la grandeur de ceux-ci. Le théoreme suivant permet de préciser la vitesse de
convergence.

Théoréme 2.30. (U(Gy))ns1 satisfait le PGD sur P(G.) de vitesse N'+/2,
dans la topologie faible projective, gouverné par la bonne fonction de taux

P(G.) — [0, +00]
I: PN { bE, Y +aE, ¢ szipeps(g*) (14)
+00 sinon

ot ) et ¢ sont les fonctions définies sur G, par (13).

La démonstration de la borne supérieure de grandes déviations est sem-
blable a celle du lemme 2.5. La démonstration de la borne inférieure repose
elle sur le lemme 2.21.

2.2.3 PGD pour la mesure spectrale empirique ¢

On va maintenant définir la notion de mesure spectrale afin d’obtenir un
PGD sur pe, ce qui permet d’achever la démonstration du théoreme 2.2. On
va d’abord définir cette notion en un sommet d’'un graphe tronqué, avant de
I'étendre progressivement jusqu’a Py(G.).

Soit 6 €]0, 1].

Soit G € G°. On note (e,)yey la base orthonormée canonique de I'espace
de Hilbert ¢2(V). On définit un opérateur linéaire borné auto-adjoint sur
¢*(V) par

YvoeV, Te, = Zw(u,v)eu
ueV
Pour tout v € V, il existe alors une unique probabilité sur R, notée pf
et appelée mesure spectrale au vecteur e,, telle que Vk € N, [ dul =
(ey, T"e,).

Soit (G, 0) un graphe pondéré enraciné tel que G € G’. La mesure ug est
constante sur la classe d’équivalence de (G, 0) donc on peut voir ug comme
une application de G? dans P(R). Pour tout p € P(G?), on peut alors définir
la mesure spectrale de p par : u, = E, u5.

Pour tout g > 0,

& (Gy0) = Y |w(o,v)|”

veV
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est constante sur les classes d’équivalence de graphes pondérés enracinés
(G,0), donc peut étre vue comme une application de G, dans R. Remar-

quons que &, = Y + 2¢.

On note, pour tous g > 0 et 7 > 0,
Pspr(G) ={p € Ps(G.) | B, <7}

Définition 2.31. Soient 5 €]0,2[, 7 > 0 et p € Ps3.(G.). La limite faible
1, = limg_o p1p, existe dans P(R), on I'appelle mesure spectrale de p.

Pspr(Gs) — P(R)

Lemme 2.32. Soient § €]0,2[, 7 > 0. L’application O
P

est continue pour la topologie faible projective.

Avant d’énoncer le résultat attendu, on prolonge la notion de mesure
spectrale a toute mesure sofique admissible. En effet, on I’a seulement défini

sur U0<6<2 Urs0 Ps,sr(Gs). Pour p € Py(Gi) \ <U0<B<2 U0 Psﬁ#@*))a on

définit simplement la mesure spectrale de p par 1, = dp. On peut maintenant
énoncer le théoreme attendu.

Théoréme 2.33. (jc)n>1 satisfait le PGD sur P(R) de vitesse N*T%/2 dans
la topologie faible, gouverné par la bonne fonction de taux

Qv —inf{l(p) | p, = v} (15)
ou I est la bonne fonction de taux définie par (14).

Le point clé de la démonstration de ce théoreme est le lemme 2.32, puis-
qu’il suffit ensuite simplement d’appliquer le principe de contraction.

Le théoreme 2.2 est alors démontré en regroupant la proposition 2.3 et le
théoreme 2.33 et en utilisant les arguments classiques de grandes déviations.

2.3 Propriétés de la fonction de taux

La fonction de taux J est difficile & comprendre car son expression n’est
pas tres explicite. Il est toutefois possible d’obtenir une expression simple a
I’aide du a-ieme moment dans certains cas.

Définition 2.34. Soient v € P(R) et p > 0. Le p-iéme moment de v est

my(0) = [ JaP dv(a)
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Les deux lemmes suivants permettront d’expliciter J dans certains cas
comme on le souhaite. La démonstration du premier repose sur l'inégalité
de Schatten (31) et sur I'inégalité deg(0)?/? < £5(G, 0). Le second provient
d’un passage a la limite, car les py vérifient I’égalité (17).

Lemme 2.35. Soient 8 €]0,2[, 7> 0 et p € Pss+(Gs). On a :

ma(p,) < E,&p (16)

Lemme 2.36. Soient 8 €]1,2[, 7 >0 et p € Pss+(Gs). On a :

/:c dp,(z) =E,w(o,0) (17)

On obtient finalement le théoréme suivant.

Théoréme 2.37. Soit v € P(R).
(i) On a ®(v) > (£ Ab) ma(v).
(ii) Si S, = {—1,1}, alors ®(v) < bmg(v).
(iti) Si Sy, ={—1,1} et v est symétrique, alors ®(v) = (% Ab) mqa(v).
() Si Sy, = {1} et supp(v) C Ry, alors ®(v) < bm,(v).
(v) Si Sy = {1}, a €]1,2] et v est symétrique, alors d(v) = §mq(v).
(vi) Si Sy = {1}, a €]1,2] et [z dv(z) <0, alors (v) = +o0.
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3 Extension du résultat aux matrices de co-
variance

3.1 Matrices de Wigner et matrices de covariance

Les matrices de covariance sont, avec les matrices de Wigner, les plus
étudiées dans la théorie des matrices aléatoires. En effet, les matrices de co-
variance et les matrices de Wigner ont été introduites dans leurs travaux par
le statisticien Wishart et le physicien Wigner respectivement, et c’est essen-
tiellement pour ces applications qu’est née la théorie des matrices aléatoires.

On a présenté dans la section 1.2 les outils fondamentaux pour I’étude des
matrices de Wigner, on va ici faire de méme pour les matrices de covariance.

Définition 3.1. Une matrice Y,, , est de covariance, ou de covariance empi-
rique, s'il existe u € P(C) telle que :

Yo, = Xn,pX;kL,p

— X, p est de taille n x p

—lesvia. (X,p)ij, 1 <i<n,1<j<p,sontiid. deloip

— p est de variance 1.

Le premier résultat fondamental concernant les matrices de covariance est
le théoreme de Marcenko-Pastur, sorte d’extension du théoreme de Wigner
aux matrices de covariance. Dans ce cas, la loi semi-circulaire est remplacée
par une loi de Marcenko-Pastur, dont le parametre est lié aux dimensions de
la matrice X, .

Définition 3.2. Soit ¢ > 0. La loi de Marcenko-Pastur de parameétre ¢, notée
[P, est la loi

max (1 - 1’0> 50 + \/(bc - [L’)(l’ - ac) 1[ac,bc}(x) d,’lﬂ'
C

2rxce

olt a. = (1 — /)% et b, = (1 + /¢)*.

Remarques. — On définit également pppo = 5.
— Si X suit la loi g, alors X? suit la loi papa. Avec les notations de

I'annexe B, on peut donc écrire \/fiprp1® = fse-

Théoréme 3.3 (Marcenko-Pastur, voir [3, Théoreme 3.7]). Soit Y, , une
matrice de covariance. Si % tend vers c €]0, 400 quand n — 400, alors,
presque strement, quand n — 400, [y, ,/n ~* 1M Pye-
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3.2 Problématique

Dans la théorie des matrices aléatoires, de nombreux résultats ont été
démontrés pour les modeles du GOE et du GUE, moins compliqués a étudier.
Les mathématiciens ont ensuite cherché a généraliser certains de ces résultats
aux matrices de Wigner générales, puis ensuite aux matrices de covariance.

Dans cette logique, le principe de grandes déviations obtenu par Borde-
nave et Caputo est une généralisation partielle de celui obtenu par Ben Arous
et Guionnet. Il est donc naturel de s’interroger ensuite sur son extension aux
matrices de covariance.

Mes travaux de recherche avaient pour but d’adapter le théoreme 2.2
pour les matrices de covariance. Toutefois, cela est assez long car de nom-
breux outils entrent en jeu. Je n’ai donc eu le temps de travailler que sur
I’adaptation de la premiere partie de la démonstration du théoreme 2.2. De
plus, il reste des questions en suspens et des détails a vérifier, ¢’est pourquoi
certains énoncés ci-dessous ne sont pour le moment que des conjectures. La
section 3.5 constituera un bilan du travail restant a effectuer.

Dans la suite de cette partie, on considere que X X* est une matrice de
covariance avec X de taille n x p et on suppose qu'il existe a €]0,2[ et
a €]0,+00] tels que X1 € S,(a). L'objectif est d’adapter la proposition
2.3, c’est-a-dire obtenir une équivalence exponentielle pour iy x-/, lorsque
n — 400 et 2 — ¢, ol ¢ €]0, +-00].

Pour cela, on va adopter les mémes notations que précédemment (voir (9)

et (10)) : on note

et on décompose la matrice X en

X
%_A+B+C+D

ou A, B,C, D sont les matrices de terme général

A =1 Xij B.=1 Xij
6 T X ]<(nn)?/e Jn ij = H(nn)2/e<|X; j|<ev/n %ﬁ
_ ] - .
Ci,j = 16\/ﬁ<\Xi,j\§E’1\/ﬁ \/ﬁ Dw = 15*1\/ﬁ<\X¢,j| n
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3.3 Equivalence exponentielle

On peut tout d’abord facilement adapter les lemmes 2.4 et 2.5 : a nouveau,
les contributions de B et de D sont négligeables.

Lemme 3.4. pixx+/n €t fl(a4B+C)(A+B+C)= Sont exponentiellement équivalentes.

Démonstration. La preuve est la méme que celle proposée par [7], I'inégalité
du rang (27) étant remplacée par 'inégalité du rang pour les matrices de
covariance (28). O

Lemme 3.5. pixx+/n €t jiatc)atc)- sont exponentiellement équivalentes.

Démonstration. De maniere analogue a la preuve de [7], d’apreés le lemme
3.4, 'inégalité triangulaire, 'inégalité W, < W et I'inégalité (30), il suffit de
montrer que pour tout § > 0,

lim sup n1+1 73 ln]P>< 2 Tr((A+ B+C)(A+B+C)" "+ (A+C)(A+C)") Tr(BB*) > 5) = -0

n—-+oo

Soit 0 > 0. Pour une matrice M € M,, ,(C), on a

r(MM*) = > Y [M,l

1<i<n 1<5<p

donc Tr((A+ C)(A+C)*) < Tr((A+ B+ C)(A+ B+ C)*) < Tr(XX*).
Ainsi,

P (% Tr(A+B+C)A+B+C)+(A+C)A+C))Tr(BB") > 5)
<P % Tr(XX*) Tx(BB*) > 5)
1

4p )
<P|—Tr(XX*)Y>14+6 P(—=Tr(BB") > ——
- np I )21+ )+ <n2 I )_l—l—é)

D’une part, comme Tr(XX*) = 37 . >, |Xi;|*, d’apres le théoreme
de Cramér dans R (théoreme 1.1), on a

1 1
lim — InP (— Tr(XX*) > 1+ 5) <0
np

n—-+o0o ’n,p
donc . )
ngrfmnl+a/2 lnP<n—pT(XX )>1+5> = —00 (18)
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D’autre part, puisque 2 — ¢, la méme preuve que [7] montre que

. 1 4p 1
* > —_
nhr}ra a2 InP <_n2 Tr(BB*) > T35 5) = —00 (19)

Finalement, d’apres les relations (18) et (19) et le lemme 1.10, on obtient que
Hx x+/n €6 fla+c)a+c)- sont exponentiellement équivalentes. O

3.4 Adaptation du théoreme 2.7

Comme dans le théoreme 2.7, la preuve est constituée de deux étapes :
on commence par le cas gaussien avant de traiter le cas général.

La preuve n’est pas terminée mais bien avancée. Le lemme suivant a été
démontré.

Lemme 3.6. Soient Y € M, ,(C) une matrice aléatoire, M € M,,,(C)
une matrice déterministe et z € C tel que Imz > 0. On suppose que G =
(ReYi1,ImY11) est un vecteur gaussien centré dans R? de covariance K telle

que Tr(K) =1. On a

= = G (1 =@ = (1= 1 = @)

+ nip (Tr (S <% + M) <% + M)t S%)) + (c — %) E(Tr(Sh))
(1) i @ i

+2 (% E(g Tr(Sh)) — cylE(Tr(Sh)))J+ %, = <9 Tr (S (% * M) M*h) )J

S

n

®3) (4)

_lg ( 9 _ Tr(SMM*h)) +LE <Tr <SS* (i + M) M*h))
n 1—cg np VP

' ~~

(®) (6)

20
*\ —1

Y — o —

VP +M) > 0 9= GN’O’/ﬁ+M)(Y/ﬁ+M)* (2), 9=

—~
~—

ot S = (dn _
E(g) et v =E(Y?).

S
_|._
=

Démonstration. On note S(X) = (z[, — XX*)™! pour toute matrice
X € M,,,(C), ou simplement S s’il n’y a pas d’ambigiiité.

On note Djy, (resp. Dj,) la dérivation partielle par rapport a Re Xj, (resp.
Im Xj,k)-
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Pour toutes matrices X, A € M, ,(C), on a
S(X+A)—-9(X)=S(X+A)(XA"+ AX" + AA")S(X) (21)
En effet,
SX)' = S(X+A)T = (2L, - XX*) — (2], — (XX* + XA+ AX* + AAY))
= XA + AX™ + AA”

d’ou le résultat annoncé en multipliant par S(X + A) a gauche et S(X) a
droite.

Soient a € [1,n], b€ [1,p] et j,k € [1,n].
On a donc, d’apres (21) :

S(X+A)ju=S(X)jh =Y S(X+A) (Xt Agumt Aim X gm+ A Agm) S (X ) g

l,m,q

donc

1
DopSin = }111_{% 7 [S(X + hEap)jr —S(X);x

1
= }llli% E Xl: S(X + h'Ea,b)j,le,bh'S(X)&k

+ ) S(X + hEay);ahXgpS(X) gk + S(X + hEop)jah®S(X)a
q

= (SX)j,bSa,k + Sjﬂ(X*S)b,k

et de meéme,

o1 .
D, Sik = lim — [S(X +ihEqup). — S(X);4]

.1 .
= }lll_{% 7 zl: S(X +hEqp)jiXip(—ih)S(X)ak

+ Y S(X + hEyy);aihXgpS(X) g + S(X + hEyy) j,ath(X)mk]
q
= 1(Sja(X"S)o e — (SX);45a.k)

2 . _ Y _ Y
On prend désormais X = 7 +Me S=S8 (ﬁ + M) On note par

ailleurs v = K3 + 20K, 5 — K5 I'espérance de Y7).
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Soient j, k € [1,n], a,c € [1,n] et b € [1, p].
D’apres la formule d’intégration par parties gaussienne (36), on a

E(S. i Re Ya,b K %Da,bsj,k _ L Kl,lDa,ij,k + K172D¢/z,b5j,k
PR\ ImY,, %D;bsj,k VP \ K21DopSjk + Ko2Dy, Sk
donc

E(Sj,kYa,b) = E(Kl,leij’k + KLQD(/I’ij’k + iKg,lDa,ij7k + iKQ’QD:l’bSLk)

(K11 + K1) E((SX) ;650 + Sja(XS)ok)
(K12 + iKo) E(1(S),a(X7S)bp — (5X);4Sak))]
(K11 — Ko+ iK1 + Kop) E((SX);65.k)
(K114 iK 9+ iKe1 — Koo) E(S; (X7 S)bk)]
E((SX); S0k +75a(X"S)b k)

Sl sl sl-gl-

de méme

e 1 . .
E(Sj7kYa7b) = % E(Kl,lDa,ij,k + f(lgl);’b;gj,]g — ZK271Da’ij7k — ZKQQD:LI)SJ',]Q)

1
= % E(W(SX)j,bSa,k + Sj,a(X*S>b,k>

et, en utilisant les relations, D 4(SjaYas) = DepSja-Yapt+Sjadac et Dgy(SjaYas) =
Dé,ij,a-Ya,b + 5, 40a,c, ON A :
E(Sj,a}{z,bf,b) = E(Kl,ch,b(Sj,aY;z,b) + K1,2Dé,b(5j,aYa,b)

+iK51Dcp(S)0Yap) + iK2,2D;b(Sj,aYa,b))
1

- E(Yop(K11DepSya + K12D,ySj0 — iK1 DeySya — iK22D.,5; )
+E(S; a0, (K11 + 1K1 0 — K91 + Ks))
= % E(Van(Kix = i) (SX)148ea + S5l X))
1+Z'Y;,b(K1,2 — iK52)(S (X" )0 — (SX)jpSca)) + 0a.c E(S)a)

= % E(T}{z,b(SX)j,bSc,a + Ya,ij,c(X*S)b,a) + 5a,c E(Sj,a)

: _ x)—1 —
On note ensuite G(2) = (2f, = MM*)™, 9 = Guy, irnr) yeans (2)s
g =E(g) et g = g — E(g). En particulier, on a g = < Tr(S5).
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L4 _ Y+ Y * 1 *
La formule (21) se réécrit S = G(z) + S (Mﬁ + M+ YY ) G(z)

donc, pour tous j,k € [1,n], on a

Yo

Yop=r YapYe
E(Sﬁk) = G(Z)j,k + ZE <Sj,aMa,b \/]3 -+ SjﬂTZ’)Mc’b + Sj@#) G(Z)Qk

a,b,c

M, _ .
- Gt Y [ S GICISHERRENE SN

a,b,c

M.y,

+ E((SX)j,bSa,a —|—’}/Sj7a(X*S)b,a)

1 Oa,c
+W E7Yas(SX)jpSe.a + YapSj (X S)pa) + ?’ E(Sj,a)} G(2) ek

E(S) = G(2)+ B ((FSXMS + Tr(MX"S)S + Tr(S)SX M* + 1 SSKM*
p

7 t Qt 1 * ) )
+ —=SXY'S"+ —Tr(YX*S)S +pS | G(=
Nz g S ) Gl

_ G+ ZE (S (% +M) (% +M)t5t> G(2)
2o {Cy ) Gy o
1

B <Tr(S)S <% + M) M*) G(2)

+%E (55* (% +M) M*) G(2) + E(9)G(2)

en regroupant certains termes et ot on rappelle que X = % + M. En utilisant

: _ Y Y L _a-1
les relations Tr(S) = ng et <% + M) (% + M) = zI, — S™', on a donc

E(S) = G(z)+ Z (S (% 4 M) (% 4 M)t 5t> G(2)

+gE((zg —1)8)G(2) + gE <gS <% N M) M*) o
+%E (55* (% +M) M*) G:) + E(S)G(2)
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En multipliant & droite par G(2)™' = zI, — MM* puis en soustrayant
E (%SMM* +c2gS + (1 — c)S), on a donc

E (5 ((z(l @)~ (1= Dl 1 ! _MM*))

1 Ta(s(Z o) Q;L);g) (=)
(gm0 2o (2 ) )
~E (1 fgC§SMM*) + %Eﬂ (SS* <% + M) M*)

On note h = G(2(1 — cg)* — (1 — ¢)(1 — ¢g)). En multipliant & droite par h
et en prenant < Tr, on obtient finalement la relation (20). O

Il reste ensuite a controler les termes (1) a (6) qui apparaissent pour ache-
ver la preuve du cas gaussien.

Pour commencer, on va utiliser des majorations similaires a celles de [7].
En notant [||.|| la norme subordonnée a la norme euclidienne sur C", on a
pour toutes matrices A, B € H,,(C) :

Tr(AB) < nflA]l-[IBlI (22)

De plus, on a ||S]| < |1le| et de méme

1
(2(1 = g)* = (1 = ¢)(1 - cg))|

Il s’agit donc de controler cette quantité. Puisque

hl| <
el <

Im(z(1 — ch)® — (1 — ¢)(1 — ch)) = 2Re(2) Re(1 — ch) Im(1 — ch)

+Im(z) (Re(l — ch))® — (Im(1 — ch))?) — (1 — ) Im(1 —ch) %)

cela amene naturellement a considérer des voisinages de I'infini de la forme

9

avec s,t > 0 (voir figure 5), comme on le voit dans la démonstration du
lemme suivant.

R
%7t:{z€C||Imz|>s, es
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FIGURE 5 — Domaines Vj;

Lemme 3.7. Soient s > 2c et t > 0. Soient z € Vs, et h € Be (0, %) On a

Tm(=(1 = ch)? — (1 — )(1 — ch))| > <é - %) T 2| — '1;C| (24)

Démonstration. Par I'hypothese s > 2¢, 1 — ch appartient a la boule
Be (1, %), donc

2 1
[Im(2) ((Re(1 — ch))* — (Im(1 — ch))*)| > |Imz|§(Re(1 —ch))? > 6| Im z|
De plus,
, Ot
|2Re(z) Re(1 — ch) Im(1 — ch)| < |Rez|.|]1 —ch|* < Z\ Im z|
et )
(1= &) Tm(1 — ch)| < | ;C|
Donc, d’apres la relation (23) et I'inégalité triangulaire, on a
1 t 1-—
[Im(2(1 — ch)* — (1 — ¢)(1 — ch))| > (6_92) | Im z| — 1=l
]

On aura besoin de conditions supplémentaires sur s et ¢ plus loin, comme
on en discutera dans la section 3.5.
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On a vu comment majorer ||S|| et [|]]. Ce n’est pas suffisant mais cela
permet de controler partiellement la plupart des termes dans (20).

Pour terminer cette partie, intéressons-nous un peu plus au terme (4),
dont le comportement semble différent des autres. L’idée est qu’il n’est pas
globalement négligeable mais qu’il va se compenser avec le terme (5). Le
lemme suivant est la premiere étape de la réécriture du terme (4) a I'aide
d’une série et de termes négligeables.

Lemme 3.8. On a :

(4) = % E (%(Tr SY2Tr(SY M*h) + ~ Tr(S) Tr(SS' X M*h) + Tr(S*X M*h)
np p

+y Tr(S(SH)2X M*h)) + %E ((TIJ(DS) + Tr](;)Z) Tr(SMM*h))

Démonstration. Soient a,b, ¢ € [1,n], d € [1, p]. D’apres la formule d’intégration

par parties gaussienne (36), on a :

1
E(Sa,asb,c}/;,d> = % E (Kl,ch,d(Sa,aSb,c) + K1,2D;d(5a,asb,c)
+iK2,1Dc,d(Sa,aSb,c) + iK2,2Dé,d(Sa,aSb,c))
1
= —E (Sa,a(K1,1Dc,dSb,c + K1,2Dé,d5b,c +1K51D. a5 + iK2,2D;dSb,c>)

VP

1
+— E (Sb,c(Kl,ch,dSa,a + K1,2D;d5a,a + z.[(2,1l)c,d5a,a + Z.K272D/ dSa,a))

% A
- % E (Sua [(Kua + 12,0 (SX)paSee + She(X*S)ac)
+i(K12 + iK22)(Sp,e(X"S)ae — (SX)baSe.e)])
+% E (Spo [(K11 +iK51)(SX )aaSea + Sue(X*S)aa)
1 +i(K12 +iK22)(Sa0,e(X"S)aa — (SX)a,aSea)l)

= \/]—) E (Sa,aSc,c(SX>b,d + f)/Sa,aSb,c(X*S)d,c + Sb,cSc,a(SX)a,d + fYSb,cSa,c(X*S)d,a>
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(4) = % E (Tr(S) Tr <S (% + M) M*h))

1 i} 1 )
= o EATH(S) Tr(SY M7h) + 2o E(TH(S) Tr(SMMh)
- — > E(SaaSheYed)Meghes + L B(Te(s) Te(SMM*R))

np3/2 a,b,c,d,e 7 ’ 7 7 7 np
1
- n—pQ Z E (Sa,aSc,c(SX)b,d + VSa,aSb,C(X*S)ch —+ Sb,CSc,a(SX)a,d
a,b,c,de
— 1
+vSb.eSa.c(X*S)aa) Meahep + n_p E(Tr(S) Tr(SMM*h))

1 ) _ *
= n—ZﬂE((TrSfTr(SXM h) 4+~ Tr(S) Tr(SS* X M*h) + Tr(S* X M*h)

+y Tr(S(S")’XM*h)) + nip E(Tr(S) Tr(SMM*h))

d’ou la relation annoncée en utilisant X = =

VP
Il semble qu’on puisse déja améliorer ce qui est fait ci-dessus. Par exemple,
il semble judicieux de remplacer ¢ par % dans les dernieres étapes de la

+ M dans le premier terme. [

démonstration de (20), ce qui permet déja de ne pas faire apparaitre le terme
(2). Ensuite, il semble raisonnable de ne pas considérer des matrices Y et M
générales et chercher a obtenir un controle uniforme, mais plutot considérer
des matrices dont les entrées, voire la norme, sont bornées, puisqu’on veut
ensuite appliquer le résultat avec les matrices 4 et C. A I'image de ce qui
est fait dans [10], cela peut s’avérer suffisant (voir théoreme 1.1 et conditions

p.6).

Grace aux éléments ci-dessus, on peut finalement faire la conjecture sui-
vante.

Conjecture 3.9. Il existe C' > 0 tel que pour tous entiers n,p > 1, toute
matrice aléatoire Y € M,, ,(C) ayant certains moments finis, toute matrice
déterministe M € M,, ,(C) bornée convenablement et tout z € Vs, avec s et
t a choisir, on ait

y(z) = 2_(1—=0o)1=calz f(Y)
‘Ty(z) = Gy (21 = 9(2))* = (L= )1 = (=) < O= 5

oug(z) = E (Gu(xf/ﬁ+M><Y/ﬁ+M>*(Z)>f f(Y) est une fonction des moments
finis de'Y et d > 0.
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3.5 Travail restant

Sans parler de la partie < graphes aléatoires > a adapter également, il
reste pas mal de travail.

Tout d’abord, il faut terminer le controle des termes (1) a (6) dans (20)
pour démontrer la conjecture 3.9 dans le cas gaussien. Il faudra ensuite
conclure pour le cas général, probablement a 'aide d’arguments similaires

A [7).

Ensuite, il faudra déduire une majoration de la distance entre les mesures
E (u(y/\/mM)(y/\/mM)*) et v = (imar Be \/ms)z de la majoration de
I’écart entre les transformées de Stieljes.

Pour cela, il faut déja vérifier la véracité de la relation de subordination
(40) portant sur la convolution libre rectangulaire X, (cf. définition B.16).
Ensuite, il faut considérer désormais une distance d,; adaptée au voisinage
Vs, donc définie par

dsi(p,v) = sup |Gu(z) — Gu(2)|

ZEVs,t

Apres, il semble qu’on puisse utiliser un argument semblable & [7] pour
conclure. En effet, soit z appartenant a un domaine Vs, bien choisi. On note

¢, h— (1—-ch)G (2(1 = ch)* — (1 —¢)(1 — ch))

M v

On a ¢.(G,(2)) = G,(z) si la relation de subordination (40) s’avere exacte.
De plus, si s > 2¢, pour tous h,h’ € Bc (O, %), on a
6:(0) = 6. (W) < [62(1) = (1= ch) Gy (21— ) = (1= €)(1 = ch)|
+ ‘(1 — )Gy (z(l —ch)? = (1—¢)(1 - ch)) — gbz(h')}
c(h—n')
‘Im (z2(1 —ch)? = (1 —c)(1 —ch))

(1 —ch)[z(2+c(h+h))c(h —h') — (1 —c)c(h — h')]

* ‘Im (z(1 =ch)? = (1 —c)(1 —ch))Im (2(1 — ch/)? — (1 — ¢)(1 — ch))
en utilisant les inégalités |G, (w)| < m et |G (w) — Gu(w')] < #ﬂw,‘
En exploitant (24) et le fait que z appartient a un domaine V;;, on devrait

alors pouvoir montrer que ¢, est contractante et en déduire une majoration
de d (B (uy/ymeaney/ymemn:) - v)-

Une fois ceci effectué, la proposition 2.3 devrait finir par étre adaptée pour
des matrices de covariance. En effet, il resterait a démontrer un analogue du
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lemme 2.6. Mais la preuve de ce dernier est similaire a celle des lemmes 2.4
et 2.5, et ceux-ci ont déja été adaptés pour les matrices de covariance, ce qui
laisse penser qu’on obtiendra ce qu’on souhaite. La conjecture finale pour
I’analogue de la proposition 2.3 est la suivante.

Conjecture 3.10. Les probabilités aléatoires pix x-/n et (, /oo~ B /uMp705)2
sont exponentiellement équivalentes, c’est-a-dire : pour tout 6 > 0, on a

tim_ 2 P (duy (e v (Vice Be Vimes)”) 2 6) = —oc

n—+4o0 n1+a/2
avec s et t a choisir.

Cette conjecture est la premiere des deux étapes visant a démontrer la
conjecture suivante, qui est ’adaptation du théoreme 2.2 aux matrices de
covariance.

Conjecture 3.11. Soit X € M, ,(C) une matrice aléatoire telle que 3 —
¢ €]0,400[. On suppose qu’il existe o €]0,2[ et a €]0,400] tels que X1, €
Sala). Alors, la suite des mesures spectrales empiriques jixx-/, satisfait le

PGD de vitesse n' /2 dans P(R), gouverné par une bonne fonction de tauz
J' définie par

T(n) = { ¥ (v) sl existe v € P(R) tel que p= (/7" B, \/ms)z

+00  sinon

ou &' : P(R) — [0,+00] est une bonne fonction de tauz issue d’un PGD
sur des graphes aléatoires et B, désigne la convolution libre rectangulaire de
rapport c.
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A Annexe : Résultats généraux utilisés

Dans cette annexe, on énonce quelques résultats utilisés dans les para-
graphes précédents mais on n’en donne aucune preuve.

A.1 Distances sur P(R)

Définition A.1. La distance de Kolmogorov-Smirnov est la distance définie
sur P(R) par

dics (i, v) = sup |pu(] = 00, 8]) = v/(] = 00, 1))

Remarque. On a aussi

d V) = d d
e = o ([ 700 )

ou ||.||pv désigne la norme de la variation totale.

Définition A.2. Soit p > 1. La distance LP de Wasserstein est la distance
définie sur I’ensemble des probabilités sur R admettant un moment d’ordre

P par
1
Wytu) = (inf [ o=y drte)
T JRxR

ol la borne inférieure porte sur I’ensemble des couplages 7w de u et v.

Remarques. -~ Ona

Wi (1, v) = d d
o= g (frae=fr)

ol ||.|[ssp désigne la norme de la constante de Lipschitz.
— Pour 1 <p<p',onaW,<W,.
— Pour tout p > 1, si W, (pn, pt) tend vers 0, alors g, ~ p.

Proposition A.3 (voir [7, Equation (14))). La distance d définie sur P(R)

par

d(p,v) = sup [Gu(z) = Gu(z)] (25)
vérifie

d(,u,,l/) SdKS(:u7V>/\W1(:U’7V) (26>
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A.2 Inégalités matricielles

Proposition A.4 (Inégalité du rang, voir [7, Lemme B.1}). Soient A, B €
H,(C). On a :

dxs(pa, i) < - ra(A— B) (27)

Proposition A.5 (Inégalité du rang pour des matrices de covariance, voir
[3, Théoreme A.44]). Soient A, B € M,,,(C). On a :

1
drs(paa, ppp) < - rg(A - B) (28)

Proposition A.6 (Inégalité de Hoffman-Wielandt, voir [7, Lemme B.2]).
Soient A, B € H,(C). On a :

Waua, ) </ 1v((4 - B (29

Proposition A.7 (voir [3, Corollaire A.42]). Soient A,B € M,,,(C). On

W iane ipp-) < % Tr(AA* + BB)Tr((A— B)(A— B)")  (30)

Proposition A.8 (Inégalité de Schatten, voir [7, Equation (54)]). Soient
AeH,(C) etpel0,2]. On a :

[lel? duato) < =3 (Z \Ak,jﬁ) (31)

A.3 Inégalités de concentration

Proposition A.9 (Cas particulier de I'inégalité de Chernoff). Soient X, ..., X,
des v.a. indépendantes. Pour toust € R et A >0, on a :

P (i X; > t) <e M ﬁE (M) (32)

Proposition A.10 (Cas particulier de I'inégalité de Bennett). Soient X1, ..., X,,
des v.a. de Bernoulli indépendantes, de parameétres respectifs pi, ..., pm. On
note o2 = > pi(1 — p;). Pour tout t >0, on a :

P (2 X, —p; > t) < exp (02h (%)) (33)

ot pour tout x € R, h(z) = (1 +z)In(1 + ) — z.
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Proposition A.11 (voir [7, Théoreme 2.5]). Soient k > 1, Y € H,(C)
une matrice aléatoire dont les coefficients diagonaux et sous-diagonaux sont
indépendants et bornés par k, et M € H,(C) une matrice déterministe telle

2

2/5
que [x* dpy < k2. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout t € [(%) ,1] ,ona:

cK n’t?
P (W (b enss B iy yanr) > 1) < pEveRe U Gy (34)
A.4 Autres résultats
Lemme A.12. Soient un entiern > 1, x1,...,Zn,Y1,...,Yp > 0. On a :

2

dow— D u| <> WVE—Vu) (35)

i=1 i=1 1=1

3
3
3

Proposition A.13 (Formule d’intégration par parties gaussienne, voir |7,
formule (65) et extension p. 29]). Soient une fonction F € C'(R* R) et un
vecteur gaussien centré G dans R?, de covariance K. SiE||VEF(G)|, < 400,
alors

E(F(G)G) = KE(VF(G)) (36)

Soient une fonction F € C*(R* R) et une v.a. centrée G a valeurs dans
R?, de covariance K. Si E||VF(G)|ls < 400 et sup, g2 |[HessF ()| < 400,
alors

E(F(G)G)=KE(VF(G))+ O (E IG5 sup ||HessF(z)||) (37)

z€R?
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B Annexe : Probabilités libres

Les probabilités libres ont été introduites par Voiculescu dans les années
1980 dans le but initial d’étudier les algebres de Von Neumann. Toutes les
notions probabilistes classiques ont leur analogue dans ce nouveau cadre, par-
ticulierement adapté pour étudier la loi jointe de matrices aléatoires a partir
des lois individuelles.

On va ici s’attacher plus particulierement a l’étude des différentes convo-
lutions libres, qui sont les seules notions intervenant dans 1’étude ci-dessus.

B.1 Cadre

Définition B.1. Un espace de probabilité non commutatif est un couple
(A, ¢) ot
— A est une C-algebre unitaire commutative munie d’une involution z
x*
— ¢ est une forme linéaire sur A vérifiant ¢(14) = 1, pour tous a,b € A,
¢(a*a) > 0 et ¢(ab) = $(ba).

Un élément a de A est appelé variable aléatoire non commutative.

Exemples B.2. — Soit (2, F,P) un espace de probabilité. L’espace A =
L>*(Q,C) muni de la conjugaison comme involution et de la forme
linéaire X — E(X) est un espace de probabilité non commutatif.

— Lespace M,,(C) muni de la trace normalisée L Tr est un espace de
probabilité non commutatif.

— L’espace de matrices aléatoires A = L®(Q2, My (C)) muni de la forme
linéaire XV — E (5 Tr XV) est un espace de probabilité non commu-
tatif.

Dans toute la suite de cette annexe, on se place dans un espace de pro-
babilité non commutatif (A, ¢).

Définition B.3. Les sous-algebres A, ..., A, de A sont libres si pour tous
ai,...,ap € A centrés (i.e. pour tout j € [1, k], ¢(a;) = 0) et alternants (i.e.
pour tout j € [[1,k — 1], il existe u,v € [1,n] distincts tels que a; € A, et
aj+1 € Ay), on a ¢(ay...a,) =0.

Des v.a. non commutatives sont [ibres si les sous-algebres qu’elles engendrent
sont libres.

Définition B.4. Soient ay,...,a, € A. La distribution de (a4, ..., a,) est la
forme linéaire
) C(Xl,,Xn> — C
oo P = O(Plar,....a.)
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ou C(Xy,...,X,) désigne 'ensemble des polynoémes non commutatifs a n
variables a coefficients complexes.

Exemples B.5. - Si X € L>(Q,C), pour tout P € C[X], on a

px(P) = E(P(X) = [ P(a) dPx()

La distribution de X s’identifie donc a la loi Px de X.
— Si XV € L>*(Q, My(C)), pour tout P € C[X], on a

pxn(P)=E (% TrP(XN)> =2 (% é P(Ai)> =E (/ P(x) duXN(x))

La distribution de X* s’identifie donc & la mesure spectrale moyenne
de XV,

B.2 Convolutions libres

On présente ici brievement les différentes convolutions libres. En parti-
culier, on ne s’intéressera pas aux aspects combinatoires (cumulants libres
etc.) mais on définira les convolutions libres a partir des théoremes de li-
berté asymptotique, et on ne s’intéressera pas aux problemes techniques
sous-jacents au point de vue analytique (domaines de définition, d’analy-
ticité, d’inversibilité etc.).

On commence par le cas des matrices hermitiennes.

Définitions B.6. Soient pq, o € P(R). On suppose qu'il existe des matrices
aléatoires A et B hermitiennes de taille N x IV, indépendantes, telles que 1'une
des matrices A ou B est invariante, en loi, par conjugaison par une matrice
unitaire,

A~ [ et 1B~ 2

en probabilité quand N — +oo.

Alors a4 p converge faiblement en probabilité vers une loi ne dépendant
que de p1 et ps. On appelle convolée (additive) libre des lois pq et o, et on
note pq B s, cette limite.

Lorsque de plus, A et B sont positives, g converge aussi faiblement en
probabilité vers une loi ne dépendant que de p; et py. On appelle convolée
multiplicative libre des lois py et o, et on note py X g, cette limite.
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Un outil puissant pour le calcul de convolées libres est la R-transformée.
Pour la convolution multiplicative libre, elle a un analogue, qui est la S-
transformée.

Définition B.7. Soit u € P(R) a support compact, distincte de dy. La
transformée de Cauchy de p, définie sur C\ R par

1

RZ—X

Gz~ du(x)
est inversible sur un voisinage de l'infini, ce qui permet de définir la R-

transformée de p par

1
RM:Z|—>G;1(2)——

z

sur un voisinage de 0.
Cette définition s’étend par densité a toute probabilité u € P(R).

Proposition B.8. (1) L’application p— R, est injective.
(11) Soient p,v € P(R). On a Rym, = R, + R,,.

Exemples B.9. Soient a € Ret c€e Ry. On a:
- Rs,(2) =a
- Rﬂsc(z) =z

- RMMP,C(Z) = 1_10Z

Proposition B.10. Soit u € P(R), on note v = p 8 pge. On a :
Gu(2) = Gu(z = Gu(2)) (38)
Définition B.11. Soit u € P(R, ). De maniére similaire a la définition B.7,

on définit
T

T,:z— d
pE 7 -7 ()
puis la S-transformée de p par
z+1
S,z ———
H zTu_l(z)

Proposition B.12. (1) L’application yi— S, est injective.
(11) Soient p,v € P(Ry). On a Syzy = S,.5,.

Exemples B.13. Soient a € R} et c€ Ry. On a:
- Ssu(2) =4

a
- SMMP,C(Z) = Tlcz
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Proposition B.14. Soient u € P(Ry) et ¢ € Ry, on note v = W pupspe.
On a :
Gu(z) = (1 —c+c2Gu(2)G, (2(1 — c+ c2G,(2)))

On passe maintenant au cas des matrices de covariance. Plus précisément,
on va considérer les valeurs singulieres de matrices rectangulaires.
Avant cela, on a besoin de quelques notations.

Définitions B.15. Soit u € P(R. ). La symétrisée de p est la loi symétrique

sur R définie par
n(A) + p(—A)

s()(4) = B2

pour tout borélien A.

Soit u € P(R4). La racine de y, notée /i1, est la loi de la v.a. VX,
ou X est une v.a. de loi pu. Autrement dit, c’est la mesure image de p par
lapplication = +— \/x.

Soit p € P(R). Le carré de p, noté u?, est la loi de la v.a. X2, ot X est
une v.a. de loi p. Autrement dit, c’est la mesure image de u par 'application
x> 2

Remarques.  — On notera ,/u” pour s(,/1t).
— Ilest clair que p — s(p), p— /f et p — p? sont injectives sur P(R,).

Définition B.16. Soient py, pt2 € Psym(R) et ¢ € [0,1]. On suppose qu’il
existe des matrices aléatoires A et B de taille n x p, indépendantes, telles
que 'une des matrices A ou B est invariante, en loi, par multiplication a
gauche et a droite par une matrice unitaire,

% > b o~ om et% > b o

o val. sing. de A o val. sing. de B

en probabilité quand n — +oo et % — c.

Alors 1
w2

o val. sing. de A+B

converge faiblement en probabilité vers une loi ne dépendant que de g, o
et c. On appelle convolée libre rectangulaire de rapport ¢ des lois 1 et ps, et
on note py B, ps, la symétrisée de la racine de cette limite.

Remarque. On n’a pas de convolution libre multiplicative rectangulaire.
En effet, étudier les valeurs singulieres de AB revient a étudier les valeurs
propres de AB(AB)* = ABB*A*, donc celles de A*ABB*. Le probleme peut
donc étre résolu a ’aide de la convolution multiplicative libre X.
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On va maintenant poursuivre ’analogie avec le cas < carré > et définir la
R-transformée rectangulaire.

Définition B.17. Pour tous p € P(R;) et ¢ € [0, 1], on note

Tz
M, :z+—

d
 T—1z p(x)

Soient maintenant p € Poym(R) et ¢ € [0,1]. En notant T la fonction
z+ (cz+1)(z + 1), on définit

H 20 2T (M2 (2))

I

puis la R-transformée rectangulaire de rapport ¢ de p par

CO s TO (7,2 )
H c)~1
) (2)

Proposition B.18. Soit ¢ € [0, 1].
(i) L application p— C\° est injective.
(11) Soient p,v € Pym(R). On a c'9)

oy = O+ C5.

Remarques. — On a

7O (w) = 2i <—c — 14/ (c+1)?+de(w — 1))

c

— On peut retrouver G2 a partir de C’,(f) a 'aide des formules

HO'(2) = m ot Galz) = é <T(C)1 (szf) G)) + 1)

Exemple B.19. Soit ¢ € [0,1]. On a CE/CLM—P’CS(Z) = Z.
Il est ensuite intéressant de faire le lien entre ces convolutions.

Proposition B.20. — Soit p € P(Ry). On a les relations

Tu(z) = 2Gu(:) —1 et My(2) =T, (1)

- Soit p € P(R;). Les fonctions z — zR,(z) et z — 25,(z) sont
réciproques 'une de [’autre.
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~ Soient j1,v € Psym(R). On a :
pHi v =pHBv

— Soient u,v € P(Ry) et c€[0,1]. On a :

VI parpe Be U E piyp, = \/(,U Bv) X pumee (39)

Dans la démonstration du théoreme 2.7, on a besoin de la relation de
subordination (38) pour la convolution libre < classique »>. Pour 1’adaptation
de ce théoreme aux matrices de covariance (conjecture 3.9), on a besoin d’une
relation de subordination pour la convolution libre rectangulaire.

La relation (39), tirée de [5], ainsi que le théoreme 4.1 de [10], laissent
penser que la relation de subordination suivante est vraie.

Conjecture B.21. Soient p € P(Ry) et c € [0, 1], on note

V= (\/ﬁs . vV ,UMP,CS)2
On a :

G, (2)

=G, O (2(1 = cGu(2))* = (1 = 0)(1 = G (2))) (40)

I1 faut tout d’abord vérifier qu’elle est bien valable pour les mesures p de
la forme p/ X piprpe, puis qu’on peut I’étendre a toutes les mesures grace a la
déconvolution, voir [10, p. 10 et suite].
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