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1 Cursus au sein du Magistère

Les mathématiques ont toujours été une passion pour moi, d’où mon
voeux de les enseigner. Lorsque je suis rentrée en classes préparatoires aux
grandes écoles au lycée Henri Wallon de Valenciennes, j’ai choisi spontané-
ment le parcours MPSI/MP et c’est en deuxième année que j’ai pris connais-
sance de l’existence du Magistère de Mathématiques d’Orsay, une formation
d’excellence, plus riche qu’une formation universitaire habituelle. J’ai su tout
de suite que choisir de suivre cette voie me permettrai de réussir le concours
de l’agrégation de Mathématiques, dans les meilleures conditions. Je vais
revenir avec vous sur les grandes lignes de mon expérience au sein du Ma-
gistère.

Je suis arrivée à Orsay en septembre 2009, après mes deux années en
classes préparatoires de Mathématiques spéciales. Mon année de L3 MFA
s’est bien déroulée, dans le cadre exceptionnel du campus d’Orsay. Au pre-
mier semestre, j’ai suivi le tronc commun très intéressant qui regroupait les
enseignements d’Algèbre, d’Intégrale de Lebesgue et de Topologie et Calcul

Différentiel. Pour compléter cette formation, j’ai choisi les options : Program-

mation, Algorithmique et Complexité et Mathématiques et Biologie. Cette
dernière option m’a permise de découvrir une partie des applications des ma-
thématiques au sciences du vivant. Au second semestre, j’ai suivi des cours
également très enrichissants tels que l’Analyse de Fourier, les Equations Dif-

férentielles, les Fonctions Holomorphes et les Probabilités. Pour compléter
cette formation, se sont ajoutés le cours d’Algèbre Effective et le Calcul

Formel, le cours spécifique de magistère, qui apportait des Compléments

de topologie et de théorie de la mesure, ainsi que le Projet, un travail que
j’ai eu la chance d’effectuer avec le mathématicien Daniel Perrin. Ce pro-
jet, aboutissant à une démonstration de la loi de réciprocité quadratique,
m’a permis en plus de découvrir la Théorie de Galois. Pour clôturer cette
année de licence et cette première année de magistère, j’ai choisi de faire
mon apprentissage « hors murs » dans un Laboratoire d’Analyses Médicales
à Valenciennes, sous la direction du biologiste Guillaume Obert. Pendant
ce stage de trois semaines, j’ai pu découvrir une partie du rôle des mathé-
matiques dans le domaine de la médecine comme l’analyse, le contrôle ou
l’ajustement des données.

En septembre 2010, débute mon année de M1 MFA. Des choix impor-
tants concernant les matières proposées ont été indispensables. Mon but
étant d’obtenir l’agrégation l’année suivante, j’ai décidé de suivre les cours
d’Analyse et Mathématiques Générales, les cours de Probabilités et de Sta-

tistiques ainsi que le MAO Probabilités-Statistiques. En plus de ces ensei-
gnements, j’ai apprécié les deux cours spécifiques de magistère, à savoir une
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Introduction à la Théorie Spectrale et à l’Analyse Harmonique ainsi qu’une
Introduction aux Systèmes Dynamiques. Enfin, j’ai effectué un Travail En-

cadré de Recherche, avec le chercheur Francis Choucroun, dont le sujet était
la classification des formes quadratiques sur l’ensemble Q des nombres ra-
tionnels. Cette année bien terminée me fournit alors un bagage très solide
pour entamer la préparation décisive qui est à suivre.

En septembre 2011, j’ai donc interrompu le magistère pour passer le
M2 Formation des Professeurs Agrégés de mathématiques et me présenter
au concours de l’agrégation externe, option « Probabilités et Statistiques ».
Cette préparation a été très enrichissante, elle m’a permis de consolider les
connaissances qui m’étaient acquises et de m’essayer à l’enseignement dans le
cadre d’un stage pédagogique au lycée Parc-de-Vilgénis de Massy, en classe
de Terminale S, encadré par Delphine Cheymol.

Finalement, j’ai réussi le concours de l’agrégation ! J’ai donc eu la pos-
sibilité de prendre un poste de fonctionnaire stagiaire pour la rentrée 2012,
mais j’ai choisi le report de stage. Pourquoi ?

C’est le magistère qui m’a encouragée à continuer en M2 Recherche. Les
trois années écoulées à Orsay m’ont motivée à découvrir ce qu’est vraiment
le monde de la recherche en mathématiques. Au début, je pensais faire la
spécialité « Probabilités et Statistiques », celle qui me semblait correspondre
le mieux à mon parcours. Finalement, une nouvelle spécialité a été proposée :
« Mathématiques pour les Sciences du Vivant ». Cette formation à l’inter-
face de la biologie, de l’écologie et de la médecine, m’a tout de suite attirée
et c’est pourquoi je l’ai choisie.

En septembre 2012, je suis donc revenue à Orsay pour suivre les ensei-
gnements du M2 MathSV, très complets dans les différentes branches des
mathématiques au contact des sciences du vivant. Au premier semestre, j’ai
suivi le cours accéléré introduisant les Concepts fondamentaux de la biologie

et de l’Ecologie, très instructif, ainsi que les cours d’Optimisation et Simula-

tion Numérique, de Modélisation Déterministe, d’Apprentissage Statistique

en grande dimension et de Processus Stochastiques. En plus de cela, j’ai as-
sisté au Groupe de Travail, un séminaire hebdomadaire de sensibilisation à
la modélisation en sciences du vivant. Ce sont ces exposés qui ont déterminés
le choix de mon parcours pour le second semestre : « Ecologie et modèles
d’évolution ». Pour ce dernier semestre, j’ai sélectionné les quatre cours qui
me plaisaient le plus (mes choix ont été validés par le responsable du par-
cours) : Modèles Statistiques pour la Génomique, Statistiques Spatiales pour

l’Environnement, Arbres aléatoires et modèles d’évolution et enfin Modéli-

sation Stochastique des populations structurées. En parallèle des cours, j’ai
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eu la chance de pouvoir effectuer un Projet à l’interface entre mathéma-
tiques et sciences du vivant. Pour cette première expérience concrète, j’ai
choisi un sujet en liaison avec l’écologie : « la dynamique de la dépression
de consanguinité », qui était encadré par Emmanuelle Porcher (MNHM),
Vincent Bansaye (Ecole Polytechnique) et Amandine Véber (Ecole Poly-
technique). Cette collaboration a été très intéressante et enrichissante. A ce
stade, ma décision était prise, j’avais choisi de ne pas poursuivre en thèse.
Cependant, j’ai quand même pris plaisir à effectuer un stage de recherche
de quatre mois. J’ai décidé de travailler avec Amandine Véber et Hélène
Morlon, dans l’équipe Modélisation pour l’évolution du Vivant, au Centre de
Mathématiques Appliquées de l’Ecole Polytechnique. Le sujet de mon mé-
moire consistait à donner des prédictions théoriques pour la similarité entre
deux communautés écologiques séparées par une distance géographique don-
née. Mon expérience au sein de cette équipe et du laboratoire fut excellente !

En septembre 2013, je vais avoir un poste de professeur de Mathéma-
tiques au lycée Fustel de Coulanges de Massy. Le Magistère de Mathéma-
tiques d’Orsay m’a permis d’atteindre mes objectifs et m’a poussée à les dé-
passer en effectuant un M2 Recherche. Pendant mon cursus, j’ai eu la chance
de bénéficier d’une formation exceptionnelle, de rencontrer des Professeurs,
des Enseignants-Chercheurs, des Etudiants... qui partagent ma passion, avec
lesquels j’ai eu des échanges formidables. Je suis très heureuse et fière d’avoir
suivi cette voie !
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2 Rapports réalisés au cours du Magistère

:- Projet en L3, sous la direction de Daniel Perrin :

LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE.

:- Stage de Magistère, sous la direction de Guillaume Obert :

INTERVENTION DES MATHEMATIQUES AU SEIN D’UN

LABORATOIRE D’ANALYSES MEDICALES.

:- Travail Encadré de Recherche en M1, sous la direction de Francis Chou-

croun :

NOMBRES P-ADIQUES ET FORMES QUADRATIQUES.

:- Stage Pédagogique en M2 FPA, sous la direction de Delphine Cheymol,

au lycée Parc-de-Vilgenis de Massy, avec une classe de Terminale S.

:- Projet de Recherche en M2 MathSV, sous la direction de Emmanuelle

Porcher, Vincent Bansaye et Amandine Véber :

DYNAMIQUE DE LA DEPRESSION DE CONSANGUINITE.

:- Stage de Recherche en M2 MathSV, sous la direction de Amandine

Véber et Hélène Morlon, au Centre de Mathématiques Appliquées de l’Ecole

Polytechnique :

PREDICTIONS THEORIQUES POUR LA SIMILARITE

ENTRE DEUX COMMUNAUTES ECOLOGIQUES SEPAREES

PAR UNE DISTANCE GEOGRAPHIQUE DONNEE.
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3 Introduction à un domaine de recherche :

Modélisation de β-diversité sous théorie « neutre »

3.1 Introduction

La β-diversité est une mesure de la biodiversité qui consiste à comparer
la diversité des espèces entre écosystèmes. Ceci suppose de comparer le taux
de variation en composition d’espèces parmi des communautés.

Ici, nous allons nous intéresser au renouvellement des espèces en forêt
tropicale.

Au cours des 20 dernières années, la compréhension des processus mainte-
nant la diversité des arbres dans une région tropicale donnée a bien augmenté
grâce à l’établissement de grandes parcelles où la floristique a été répertoriée.

Nous avons moins d’informations sur les facteurs qui gouvernent la β-
diversité, comme en témoigne la divergence en composition des espèces
d’arbre entre parcelles de forêt à différents endroits. En effet, le renouvel-
lement des espèces parmi les arbres tropicaux n’est qu’en voie d’être élucidé.

Pour mesurer la β-diversité, nous allons considérer la relation distance-
décroissance, un des patrons les plus décrits et étudiés en écologie, mais dont
il existe très peu de prédictions théoriques. Cette relation dit que la simi-
larité en composition des communautés écologiques décroît avec la distance
géographique qui les sépare. Il est alors intéressant d’obtenir des informa-
tions pour cette relation, pour différents modèles de la biodiversité.

Pour débuter, nous avons utilisé une extension de la théorie neutre de

la biodiversité des arbres qui a été développée par Hubbell (2001). Cette
théorie neutre de la biodiversité inspirée de la biogéographie insulaire, remet
complètement en cause l’idée d’une répartition selon les niches en considé-
rant les espèces comme équivalentes. C’est une théorie mécaniste basée sur
les mécanismes de base de dynamique des espèces (démographie, spéciation,
extinction). La répartition des espèces est expliquée par la stochasticité dé-
mographique de la dispersion et le phénomène d’échantillonnage. Nous pou-
vons distinguer dans cette théorie deux échelles, la métacommunauté et la
population locale.

Nous avons donc considéré les espèces comme équivalentes, dans le but
de montrer comment la spéciation et la limitation de dispersion des graines
peut contribuer au renouvellement des espèces. Ensuite, nous pourrions par
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exemple considérer le cas où les espèces ont différentes capacités de disper-

sion...

Ici, nous n’allons considérer que des modèles « neutres », à savoir des mo-

dèles qui ne prennent pas en compte les différences d’adaptation des espèces

à l’environnement. Les espèces seront considérées équivalentes du point de

vue de leur démographie et de leur faculté à se diversifier pour former de

nouvelles espèces.

Il existe un problème équivalent en génétique des populations, une disci-

pline qui a été initiée dans les années 1920 à 1940 par Ronald Fisher, J.B.S.

Haldane et Sewall Wright. La génétique des populations est une applica-

tion des principes fondamentaux de la génétique mendélienne à l’échelle des

populations. Il s’agit de l’étude de la distribution et des changements de

la fréquence des versions d’un gène (allèles) dans les populations d’êtres vi-
vants, sous l’influence des « pressions évolutives » (sélection naturelle, dérive
génétique, mutations, et migration).

Si on considère une espèce et un gène d’intérêt tel que les individus
peuvent porter des allèles différents de ce gène, alors lorsque la population a
une structure spatiale, les fréquences alléliques deviennent une fonction de
la coordonnée géographique.

Pour décrire les corrélations entre les diversités locales en fonction de la
distance qui les sépare, des outils existent déjà. Si la population est repré-
sentée par un nuage de points dans R2 qui évolue au cours du temps, grâce
à des événements de reproduction, alors nous pouvons décrire explicitement
les arbres généalogiques reliant un échantillon d’individus. Dans ce cas, nous
utilisons la relation de dualité que nous avons entre le modèle de reproduc-
tion et ses généalogies (théorie de la coalescence).

La théorie de la coalescence est un modèle rétrospectif de génétique des
populations. Son objectif est de suivre l’évolution de tous les allèles d’un
gène donné de tous les individus d’une population, jusqu’à une seule copie
ancestrale, appelée ancêtre commun le plus récent. Les relations d’hérédité
entre les allèles sont représentées sous la forme d’un arbre similaire à un
arbre phylogénétique. Cet arbre est aussi appelé coalescent, et la compré-
hension des propriétés statistiques du coalescent sous différentes hypothèses
forme la base de la théorie de la coalescence. Le coalescent utilise des modèles
de dérive génétique, en remontant le temps pour reconstruire la généalogie
des ancêtres. La théorie mathématique de la coalescence a été élaborée in-
dépendamment par plusieurs chercheurs au début des années 1980, mais la
formulation définitive est attribuée à John Kingman (1982).
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En supposant la taille de la population finie, si nous ne nous intéressons
plus aux allèles mais seulement aux relations de parenté entre les individus,
le coalescent peut alors être interprété comme la généalogie d’un échantillon
d’individus dans le modèle.

L’approche coalescente est rétrospective : au lieu de travailler en avant
dans le temps, nous travaillons en arrière dans le temps, en retraçant les
lignées des individus de l’échantillon jusqu’à ce qu’elles mutent ou coalescent.
Lorsque nous regardons en arrière dans le temps, les lignées fusionnent, ce
qui signifie qu’en avant dans le temps, la coalescence est un cas où une
lignée se divise en deux branches. Deux individus au temps t ont le même
allèle si leurs ancêtres au temps 0 ont le même allèle et qu’il n’y a pas eu
de mutation entre-temps. En utilisant cette dualité, nous sommes alors en
mesure d’exprimer les corrélations spatiales entre les diversités locales en
termes de probabilité de rencontre de deux marches aléatoires (les lignées
ancestrales) avant qu’apparaisse une mutation.

3.2 Un modèle neutre de β-diversité

D’après l’article de Jérôme Chave et Egbert G. Leigh Jr., paru en 2002
dans la revue « Theoretical Population Biology », A spatially Explicit Neu-

tral Model of β-Diversity in Tropical Forests.

Pour prédire le renouvellement des espèces en forêt tropicale, nous consi-
dérons deux parcelles séparées par une distance r et nous nous intéressons
à la probabilité que deux arbres pris au hasard dans chacune des parcelles
soient de la même espèce : F (r), que nous appelons fonction de similarité.

Remarque. Nous nous plaçons ici en dimension deux, mais des résultats
similaires peuvent être trouvés en dimension un ou en dimension supérieure.

Dans un premier temps, nous nous intéressons à F (x, y, t) avec x =
(x1, x2) ∈ R2, y = (y1, y2) ∈ R2 et t ∈ R, la probabilité qu’un arbre choisi au
hasard au temps t dans le voisinage dSx = dx1dx2 incluant le site x soit de la
même espèce qu’un arbre choisi au hasard dans un voisinage dSy = dy1dy2
incluant le site y, en supposant les arbres distribués suivant un processus
ponctuel de Poisson d’intensité ρ, le temps de vie moyen de chaque arbre
égal à une unité de temps (indépendamment de son espèce), le noyau de
dispersion des graines P : (x, y) ∈ R2 7→ P (x, y) ∈ R identique pour chaque
individu et la même probabilité de spéciation ν ∈ [0; 1] pour chaque nouvel
arbre.
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En trouvant la relation qui lie F (x, y, t) à F (x, y, t+ dt) et en passant à
la limite continue, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 1. Nous avons l’équation principale :

∂F (x, y, t)

∂t
= −2F (x, y, t) + 2(1− ν)Q(x, y, t),

où Q(x, y, t) représente la probabilité que si x meurt, le parent du descendant
qui le remplace soit de la même espèce que y. Elle est donnée par :

Q(x, y, t) =

∫

u∈R2

F (u, y, t)P (u, x)dSu +
1− F (y, y, t)

ρ
P (y, x).

En supposant que la probabilité que deux arbres soient conspécifiques ne
dépende que de leurs positions relatives, nous avons :
{

F (x, y, t) = F (x− y, t) = F (z, t)
P (x, y) = P (x− y) = P (z)

où z = (z1, z2) ∈ R2 et nous obtenons :

Proposition 2. À l’équilibre,

F (z) = (1− ν)

∫

u∈R2

P (u)F (z − u, z − u)du+
1− F (0)

ρ
P (z).

En supposant que F (z1, z2) et P (z1, z2) sont des fonctions uniquement
de r =

√

z21 + z22 , nous pouvons dériver une équation formelle : l’équation
de Malécot.

En supposant le noyau de dispersion de variance finie 2σ2 et r ≫ σ, nous
arrivons au théorème suivant :

Théorème 1. Si r ≫ σ et P (r) décroît avec r plus vite qu’une exponentielle
négative, on a :

F (z1, z2) ∼
1− ν

2ν
σ2∆F (z1, z2).

où ∆ est l’opérateur Laplacien.

En passant en coordonnées polaires, nous obtenons l’équation de Bessel :

∂2F (r)

∂r2
+

1

r

∂F (r)

∂r
=

2ν

σ2
F (r),
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et nous savons que la seule solution positive vérifiant limr→∞ F (r) = 0 est :

F (r) =
1

c0
K0

(

r
√
2ν

σ

)

,

où c0 est une constante et K0 est la fonction de Bessel modifiée de seconde
espèce d’ordre 0.

Remarque. Cette équation de F est vérifiée pour r ≫ σ, mais ne peut pas
être valable pour r trop petit car K0(r) diverge logarithmiquement quand r
approche zéro. Dans la suite, tous les arbres d’une même parcelle seront donc
considérés comme étant à une certaine distance κ ∈ R+ les uns des autres
(cette distance est appelée « échelle locale »). La probabilité précédemment
notée F (0) correspond alors à F (κ).

Nous avons les équivalents suivants pour la fonction de Bessel modifiée
de seconde espèce d’ordre 0 (Abramowitz M. et Stegun I. A., Handbook of

Mathematical Functions.) :

K0(r) ∼
√

π

2r
exp(−r) si r grand (r > κ, r > σ)

K0(r) ∼ − log (r) si r petit (r < κ)

Nous pouvons alors écrire des équivalents pour F (r).

Théorème 2. Pour r grand :

F (r) ≃ 1

c0

(
πσ

2r
√
2ν

)1/2

exp

(

−r
√
2ν

σ

)

,

et pour r petit :

F (r) ≃ − 1

c0
log

(

r
√
2ν

σ

)

.

Cette fonction de similarité peut être vue différemment. Dans l’article
de Barton et al. (2013), la formule de Wright-Malécot est utilisée pour ap-
procher la fonction de similarité, alors vue comme fonction génératrice des
temps de coalescence de deux lignées. En plus, une statistique permettant
de l’estimer est proposée. Cette statistique est définie en fonction des fré-
quences alléliques (fréquences des différentes espèces), d’où l’idée d’un nou-
veau modèle que nous allons présenter, permettant d’obtenir d’autres (voire
meilleures) prédictions, à partir de ce modèle...
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3.3 Modèle neutre proposé

On considère deux parcelles disjointes A et B séparées l’une de l’autre par
une distance r. La distribution spatiale des arbres est un processus ponctuel
de Poisson d’intensité ρ. Le sort d’un arbre est indépendant de son espèce
et la dispersion des graines est limitée à partir des parents.

Soit NA le nombre de points dans A. La variable aléatoire NA suit une
loi de Poisson de paramètre ρ|A|, où |A| représente l’aire de A.

Si A et B sont deux parcelles disjointes alors NA et NB sont des variables
aléatoires indépendantes.

Soit pi(A) la probabilité qu’un arbre de la parcelle A soit d’espèce i ∈ N,

pi(A) =
1

NA

∑

x∈A

1x d’espèce i.

Cette expression contient une variable aléatoire, NA. Pour faciliter les cal-
culs, nous allons donc remplacer NA par son espérance et finalement nous
posons :

pi(A) =
1

ρ|A|
∑

x∈A

1x d’espèce i.

Remarque. La probabilité pi(A) peut valoir 0.

Nous allons nous intéresser à l’indice suivant :

Définition 1. On définit l’indice de dissimilarité :

F(A,B) =
∑

i

(pi(A)− pi(B))2.

Cet indice va nous permettre d’estimer la similarité en composition d’es-
pèces des deux parcelles A et B séparées par une distance donnée.

En effet, lorsque nous développons, nous voyons apparaître l’hétérozygo-

tie entre A et B :

F(A,B) = 2HAB −HA −HB.

Nous allons supposer que F(A,B) ne dépend que de la distance entre les
parcelles A et B, que les graines se dispersent à une distance limitée et que
les arbres sont distribués de façon homogène, avec densité ρ.
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Nous pouvons calculer l’espérance de F(A,B).

Proposition 3. L’espérance de F(A,B) est donnée par :

Er[F(A,B)] = 2(F (κ)− F (r))
|A|+ |B|
ρ|A||B|
︸ ︷︷ ︸

:=C1

,

où κ détermine l’échelle « locale »et r la distance entre les parcelles A et B.

Le premier terme dépend de la distance qui sépare les parcelles A et B
et le second terme dépend des aires de ces parcelles A et B ainsi que de
l’intensité ρ selon laquelle les arbres sont répartis dans la forêt. Le seconde
terme correspond à la dissimilarité locale.

Si la distance entre les parcelles augmente alors F (r) diminue et donc
Er[F(A,B)] augmente, donc la similarité diminue (plus les parcelles sont
éloignées, moins les compositions en espèce des parcelles A et B sont simi-
laires). Si ρ augmente ou les aires des parcelles augmentent alors Er[F(A,B)]
diminue, donc la similarité augmente (plus il y a d’arbres ou plus les par-
celles sont grandes, plus les espèces sont représentées).

En s’attaquant au calcul de la variance, nous remarquons la nécessité
d’introduire une nouvelle fonction de similarité dite par paires, que nous no-
tons F (4). Il s’agit de la probabilité que quatre arbres pris au hasard forment
deux couples d’arbres conspécifiques. En supposant que cette probabilité ne
dépend que des positions relatives des différents arbres, la fonction F (4) peut
être définie sur R6 à valeurs dans [0, 1]. Ainsi, nous sommes en mesure de
déterminer une expression de la variance en fonction de F , F (4) et r.

Avec ces résultats concernant la loi de notre indice de dissimilarité consi-
déré ici, nous décidons de regarder s’il est possible d’obtenir des estimations
pour F , ainsi que pour les paramètres qui régissent l’équation de Malécot, à
savoir σ et ν.

À partir des résultats concernant l’espérance, si nous sommes en posses-
sion d’un jeu de données, nous sommes alors en mesure d’estimer F(A,B)
et nous notons F̂(A,B) cette estimation.

Pour commencer, nous pouvons alors estimer F (0) par :

F̂0 =
1

C1

lim
r→0

Er[F̂(A,B)]
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et en posant ĉ = (2 + C1)F̂0, nous pouvons alors estimer F (r) par :

F̂ (r) =
ĉ− Er[F̂(A,B)]

2

Maintenant, nous allons nous intéresser aux paramètres σ et ν, inconnus.

Dans le cas où r est petit, en utilisant l’équivalent de F (r) (théorème 2),
nous avons :

Er[F(A,B)] ≃ c+
2

c0
log

(

r
√
2ν

σ

)

où c = (2 + C1)F (0).

Ainsi :
c0
2
(Er[F(A,B)]− c) = log(r) +

log(2)

2
+

log(ν/σ2)

2

Nous pouvons alors écrire :

ν

σ2
= exp [c0 (Er[F(A,B)]− c)− 2 log(r)− log(2)]

Dans le cas où r est grand, en utilisant l’équivalent de F (r) (théorème 2),
nous avons :

Er[F(A,B)] ≃ c− 2

c0

(
πσ

2r
√
2ν

)1/2

exp

(

−r
√
2ν

σ

)

Ainsi :

(√
2π

r

)1/2

c0(Er[F(A,B)]− c) =

(√
ν

σ

)−1/2

exp

(

−
√
2r

(√
ν

σ

))

Nous pourrions alors obtenir des informations sur
√
ν/σ, en résolvant l’équa-

tion :
x−1/2 exp (−Arx)− Br = 0

où Ar =
√
2r et Br =

(√
2π/r

)1/2
c0(Er[F(A,B)]− c).

Remarque. Il semble difficile d’obtenir des informations séparées en ce qui
concerne les paramètres σ et ν, mais si nous avons des données, nous serons
quand même en mesure d’estimer la quantité ν/σ2.
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3.4 Conclusion

Des simulations nous ont permis de valider notre modèle neutre utilisant
l’indice de dissimilarité que nous avons défini. Si nous avons accès à des
données (la distribution spatiale, son intensité et les fréquences alléliques),
grâce à ce modèle neutre de β-diversité, nous serions en mesure de proposer
des estimations pour F (0) et F (r). Nous ne serions malheureusement pas
capable de fournir des estimateurs pour le taux de flux de gènes σ2 et le taux
de mutation ν. Nous ne pourrions avoir que des informations sur le rapport
ν/σ2, ce qui peut quand même être intéressant !

Pour aller plus loin, nous pourrions considérer le cas où les espèces ont

différentes capacités de dispersion et voir en quoi ceci affecte la similarité

entre deux communautés...
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INTRODUCTION

Nous allons étudier les carrés du corps fini Fq et notamment prouver la loi
de réciprocité quadratique.

La recherche des carrés dans les corps finis est utile dans nombre de ques-
tions d’algèbre. Par exemple le quotient k∗/k∗2 intervient dans l’étude du groupe
linéaire, des formes quadratiques, etc., où k est un corps (commutatif, de carac-
téristique quelconque).

La loi de réciprocité quadratique est également essentielle dans de nom-
breuses questions d’arithmétique, par exemple la recherche des entiers de la
forme x2 + dy2.

Expliquons le problème de la recherche de conditions nécessaires pour d = 5.

Soit e un entier strictement positif (si e vaut 0, on a de suite le résultat).
• Si e est de la forme x2 + 5y2 avec x et y dans N, cela implique que e est un
carré modulo 5, donc e est congru à 0 ou ±1 modulo 5.
• Si il existe p premier qui divise e, on a, modulo p, x2+5y2 ≡ 0, alors x2 ≡ −5y2.
Deux cas se présentent.
Si p divise x et y alors il existe a et b dans N tels que a2 + 5b2 = n/p2, on est
alors ramené au nombre n/p2.
Sinon, le nombre −5 est un carré modulo p. On a (−5

p ) = (−1
p )( 5p ) = (−1

p )(p5 ).
◦ Si p est congru à 1 modulo 4, alors on obtient que p est un carré modulo 5.
◦ Si p n’est pas congru à 1 modulo 4, alors on obtient que p n’est pas un carré
modulo 5.
• Si il n’existe pas p premier qui divise e, alors e est premier. Dans ce cas, −5 est
un carré modulo e. De plus, on sait que e est obligatoirement un carré modulo
5, on en déduit que e est aussi congru à 1 modulo 4.

Conjecture. Soit e un entier de la forme x2 + 5y2, avec xx et y dans N, on
obtient les conditions nécessaires suivantes sur e :
1) Si e est premier, on a :
e = 5 ou e ≡ 1 [ 4 ] et e ≡ ±1 [ 5 ].

2) Si e est divisible par p premier tel qu’on ait :
soit p = 5 ou p ≡ 1 [ 4 ] et p ≡ ±1 [ 5 ], (1)
soit p = 2 ou p ≡ −1 [ 4 ] et p ≡ ±2 [ 5 ]. (2)

3) Si e est divisible par q2, où q est premier, ne vérifiant pas les conditions pré-
cédemment données sur p.
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On constate que les cas 1. et 2.1. se rejoignent, on peut dire qu’il s’agit des bons
nombres premiers.
En ce qui concerne le cas 2.2., on remarque que si on considère deux nombres
premiers impairs distincts vérifiant ces conditions, leur produit vérifie les condi-
tions du cas 1. (il est congru à 1 modulo 4 et à ±1 modulo 5), on peut donc dire
qu’il s’agit des nombres premiers moyens, car ils doivent aller deux par deux.
Maintenant, dans le cas 3., il s’agit des autres nombres premiers tels que leur
carré doit diviser e, on peut dire qu’il s’agit des mauvais nombres premiers.

Soit P l’ensemble des nombres premiers. On peut alors considérer trois sous-
ensembles de nombres premiers qui correspondent aux trois cas évoqués ci-
dessus :

P1 = {5} ∪ {p ∈ P | p ≡ 1 [ 4 ] et p ≡ ±1 [ 5 ] }

P2 = {2} ∪ {p ∈ P | p ≡ −1 [ 4 ] et p ≡ ±2 [ 5 ] }

P3 = P \ (P1 ∪ P2)

Soit e un entier dont la décomposition en nombres premiers est
∏

p∈P p
vp(e).

Finalement, e est de la forme x2 + 5y2 avec x et y dans N si et seulement si on
a les deux conditions suivantes :
1) ∀p ∈ P3, vp(e) est pair,
2)

∑

p∈P2
vp(e) est pair.
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Chapitre 1

Les carrés de Fq

On pose F2
q = {x ∈ Fq | ∃ y ∈ Fq ; x = y2} et F∗q

2 = F2
q ∩ F∗q .

1.1 Différents cas suivant la caractéristique

1.1.1 Cas de la caractéristique égale à 2

On rappelle le résultat suivant :

Proposition 1.1.1. Soit K un corps de caractéristique p strictement supérieure
à 0.
L’application F : K −→ K définie par F (x) = xp est un homomorphisme de
corps appelé homomorphisme de Frobenius.
Si K est fini, c’est un automorphisme.
Si K = Fp, c’est l’identité.

On déduit de la proposition précédente que, dans un corps fini de caracté-
ristique 2, tout élément est un carré. On écarte définitivement ce cas.

1.1.2 Cas de la caractéristique supérieure à 2

Soit Fq un corps fini de cardinal q = pn (où p est un nombre premier impair).

Théorème 1.1.2. Les carrés de F∗q forment un sous-groupe d’indice 2 de F∗q .

Ce sous-groupe est le noyau de l’homomorphisme x → x
(q−1)

2 , à valeurs dans
{±1}.

En d’autres termes, on a les deux suites exactes fondamentales suivantes :

1 −→ {±1} −→ F∗q
u−→ F∗q

2 −→ 1 (1.1)

1 −→ F∗q
2 −→ F∗q

v−→ {±1} −→ 1 (1.2)

avec u(x) = x2 et v(x) = x
(q−1)

2 .
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Preuve du théorème :

• Soit x ∈ F∗q . On a xq−1 = 1, donc (x
q−1
2 )2 = 1, donc x = ±1. Cela montre que

v est à valeurs dans {±1}.
• Si x est dans F∗q

2, on a x = y2, avec y ∈ F∗q , donc x
q−1
2 = yq−1 = 1. Cela

montre que F∗q
2 ⊂ Kerv. Comme l’équation x

q−1
2 = 1 admet au plus q−1

2 ra-
cines, on a F∗q

2 = Kerv.
• Il en résulte que |Imv| = (q − 1)/|Kerv| = 2, de sorte que v est surjective. �

Remarques. 1) La première suite donne le nombre de carrés non nuls : (q−1)
2 .

En effet, on déduit de cette suite exacte, |F∗q2| = q−1
2 .

2) La seconde suite donne un critère pour que x, différent de 0, soit un carré, à
savoir :

x
(q−1)

2 = 1.

En effet, soit X = {x ∈ Fq|x
q−1
2 = 1}, on a |X| ≤ q−1

2 . (Un polynôme de
degré q−1

2 a au plus q−1
2 racines). D’autre part, si x appartient à F∗q

2, alors on

a x = y2, donc x
q−1
2 = yq−1 qui vaut 1 et donc F∗q

2 est inclus dans X. Il en
résulte que X est égal à F∗q

2.

Exemple. Le nombre −1 est un carré dans F∗q si et seulement si on a q ≡ 1[4].

En effet, dire que −1 est un carré dans F∗q
2 équivaut à dire que (−1) q−1

2 est
égal à 1, donc que q−1

2 est pair, ou encore qu’on a q ≡ 1[4].

Dans le même ordre d’idées on a :

Proposition 1.1.3. Le nombre 2 est un carré de Fq si et seulement si on a
q ≡ ±1[8].

Preuve : Si ζ désigne une racine primitive huitième de l’unité dans une
extension de Fq, alors l’élément y = ζ1 + ζ−1 vérifie y2 = 2.
En effet, comme ζ est une racine primitive huitième de l’unité, on a ζ4 = −1,
donc ζ2 + ζ−2 = 0. On en déduit y2 = ζ2 + ζ−2

︸ ︷︷ ︸

=0

+2 ζζ−1

︸ ︷︷ ︸

=1

.

Par ailleurs, par Frobenius, on a yq = ζq + ζ−q

• Si q ≡ ±1[8], on a yq = ζ+ζ−1, alors on obtient yq = y d’où 2
q−1
2 = yq−1 = 1.

• Si q ≡ ±5[8], on a yq = ζ5 + ζ−5, donc yq = −(ζ + ζ−1) car ζ4 = −1, alors on
obtient yq = −y, d’où 2

q−1
2 = (y)q−1 = −1.

D’après le critère donné par la seconde suite exacte, et comme q est impair, on
en déduit que le nombre 2 est un carré de Fq si et seulement si q ≡ ±1[8]. �

Remarque. À partir de maintenant, on suppose que q est un nombre premier.
On va désormais le noter p.

Définition 1.1.4. Soit p un nombre premier différent de 2 et soit x ∈ F∗p. Le
symbole de Legendre de x, noté (xp ), est défini par la formule suivante :

(
x

p
) = x

p−1
2 .
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On rappelle une propriété importante du symbole de Legendre :

Proposition 1.1.5. Le symbole de Legendre est multiplicatif, on a :
(
x

p

)(
y

p

)

=

(
xy

p

)

.

Remarque. La seconde suite exacte nous indique que le symbole de Legendre
est un homomorphisme en x et que x est un carré si et seulement si (xp ) = 1.

On a vu comment calculer le symbole de Legendre si x = −1 et x = 2, et on
a rappelé sa multiplicativité.

Il reste à calculer (np ) lorsque n est un nombre premier impair. Ceci est
l’objet de la loi de réciprocité quadratique.

1.2 La loi de réciprocité quadratique

Théorème 1.2.1. Soient n et p deux nombres premiers impairs distincts. On
a la formule :

(
n

p

)

= (−1)
(n−1)(p−1)

4

( p

n

)

.

Traduction du signe (−) en termes de congruences modulo 4 :

On écrit : nRp si n est un carré (mod p),
c’est-à-dire si n est “ reste quadratique ” (mod p),

nNp sinon.

On a donc : nRp ⇔ pRn si p ou n ≡ 1 (mod 4),

nRp ⇔ pNn si p et n ≡ −1 (mod 4).

Remarque. On peut utiliser cette formule pour calculer, par réductions suc-
cessives, les symboles de Legendre.

Exemple numérique : Grâce à la loi de réciprocité quadratique, on peut par
exemple faire le calcul suivant :

(29
43
) = (43

29
) (car 29 ≡ 1[4])

= (14
29
) (car 43− 29 = 14)

= ( 2
29
)( 7

29
) (par multiplicativité)

= −( 7
29
) (car 29 ≡ −3[8])

= −(29
7
) (car 29 ≡ 1[4])

= −(1
7
) (car 29 ≡ 1[7])

= −1.
Le nombre 29 n’est donc pas un carré. Comme 43 ≡ −1[4], alors −29 = 14 en
est un.
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Chapitre 2

Démonstration de la loi de

réciprocité.

2.1 Rappels sur la théorie de Galois.

• Groupe de Galois.

Définition 2.1.1. - Un automorphisme de corps K est un homomorphisme
bijectif de K dans lui-même.
- Un automorphisme d’une extension L/K est un automorphisme de corps
de L qui fixe les éléments de K (dont la restriction à K est l’identité).

Définition 2.1.2. Si L ⊃ K est une extension de corps (on la note également
L/K), le groupe de Galois de L sur K, G = Gal(L/K), est le groupe des
automorphismes de corps de L qui laissent fixe K.

Lemme 2.1.3. Soit σ un automorphisme de corps de K. L’ensemble {x ∈
K/σ(x) = x} est un sous-corps de K. On le note Inv(σ).

Preuve :

On a σ(1) = 1, donc 1 ∈ Inv(σ).
Soit (a, b) ∈ (Inv(σ))2. On a σ(a) = a et σ(b) = b, ce qui implique σ(a + b) =
σ(a) + σ(b) = a + b et σ(ab) = σ(a)σ(b) = ab. Par conséquent, a + b et ab
appartiennent à Inv(σ).
Soit x ∈ Inv(σ) avec x 6= 0. Alors σ(x) = x.
Or σ(x−1) = (σ(x))−1. Donc σ(x−1) = x−1, c’est-à-dire x−1 ∈ Inv(σ). �
Proposition 2.1.4. Soit K un corps, P son sous-corps premier. On a Aut(K) =
Gal(K/P ).

Preuve :

Évidemment, on a Gal(K/P ) ⊆ Aut(K).
Soit σ ∈ Aut(K). Inv(σ) est un sous-corps de K donc, puisque P est le plus
petit sous-corps de K, on a P ⊆ Inv(σ), c’est-à-dire : (∀x ∈ P, σ(x) = x). Ainsi
σ appartient à Gal(KP ). �

Définition 2.1.5. Soient K un corps, L une extension de K.
L’ensemble F = {x ∈ L | ∀g ∈ Gal(L/K), g(x) = x} est un sous-corps de L
qui contient K et est appelé le corps fixe de Gal(L/K).
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Proposition 2.1.6. Avec les notations précédentes, avec K ⊂ F ⊂ L, on a
Gal(L/K) = Gal(L/F ).

Preuve :

Si l’automorphisme σ de L laisse fixe tous les éléments de F , alors puisque
K ⊆ F , σ laisse fixe tous les éléments de K. Ainsi Gal(L/K) ⊇ Gal(L/F ).
Si g ∈ Gal(L/K), alors par définition même de F , l’automorphisme g de L laisse
fixe tous les éléments de F , donc g ∈ Gal(L/F ). Ainsi Gal(L/K) ⊆ Gal(L/F ).
�

Proposition 2.1.7. Soit H un sous-groupe d’un groupe de Galois Gal(F/K),
alors l’ensemble LH des éléments fixés par tous les éléments de H est un sous-
corps de L qui contient K. Il s’agit du corps fixe de H.

• Ordre du groupe de Galois.

Théorème 2.1.8. (de l’ordre du groupe de Galois). Soient K un corps, L une
extension de degré fini de K. Alors on a l’inégalité : |Gal(L/K)| ≤ [L : K].

Preuve :

Raisonnons par l’absurde : notant n = [L : K], supposons |Gal(L/K)| > n.
Alors il existe (n+1)K-automorphismes distincts σ1, ..., σn+1 de L. Soit (x1, ..., xn)
une base du K-espace vectoriel L. Considérons la matrice M = (σj(xi)) ∈
Mn,n+1(L). Les vecteurs colonnes C1, ..., Cn+1 de M sont n + 1 vecteurs du
L-espace vectoriel. Ln de dimension n et sont donc liés :

∃(λ1, ..., λn+1) ∈ Ln+1 \ {0} tels que
n+1∑

j=1

λjCj = 0,

c’est à dire,

∃(λ1, ..., λn+1) ∈ Ln+1 \ {0} tels que ∀i ∈ [1;n],
n+1∑

j=1

λjσj(xi) = 0.

L’application K-linéaire
∑n+1

j=1 λjσj de L dans lui-même prend la valeur 0 sur
chacun des vecteurs de la famille (x1, ..., xn) qui est une base du K-espace

vectoriel L. Elle est donc nulle. Ainsi (λ1, ..., λn+1) ∈ Ln+1\{0}, et ∑n+1
j=1 λjσj =

0.
Or σ1, ..., σn+1 sont (n + 1) homomorphismes distincts du groupe multiplicatif
L∗ dans le groupe multiplicatif L∗ ; donc ils forment une famille libre sur L, en
admettant le théorème d’Artin.
D’où la contradiction. �

Définition 2.1.9. Soit K un corps. On appelle extension galoisienne finie

de K toute extension L de K de degré fini vérifiant |Gal(L/K)| = [L : K].

Exemples. 1) Tout corps est une extension galoisienne finie de lui-même (puisque
Gal(K/K) = {idK} et [K : K] = 1).
2) L’extension Q( 3

√
2)/Q n’est pas galoisienne.

Théorème 2.1.10. Soient K un corps, L une extension de degré fini de K, F
le corps fixe de Gal(L/K).
1) On a l’égalité |Gal(L/K)| = |Gal(L/F )| = [L : F ].
2) L’extension L/K est galoisienne si et seulement si K = F .
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Nous allons admettre ce résultat ici.

• Normalité. Séparabilité.

Définition 2.1.11. Soient K un corps et L une extension algébrique de K. On
dit que L est une extension normale de K si, et seulement si, il existe P dans
K[X] tel que L = DK(P ).
Il revient au même de dire que chaque fois qu’un polynôme P (X) irréductible de
K[X] a une racine dans L, P (X) a toutes ses racines dans L (P (X) est scindé
sur L).

Définitions 2.1.12. - Soient K un corps et L une extension de K. Un élément
α de L algébrique sur K est dit séparable sur K s’il est racine simple de son
polynôme minimal.
- Une extension algébrique L d’un corps K est dite séparable si tout élément
de L est séparable sur K.
- Un polynôme irréductible de K[X] n’ayant aucune racine multiple dans une
extension de K est dit séparable.

Remarques. 1) L’extension finie L/K est automatiquement séparable si K est
fini ou de caractéristique 0.
2) L’extension finie L/K est automatiquement normale sur un corps K fini. Si
on a L = DK(P ) avec P séparable, on pose GalK(P ) = Gal(L/K).

Dans le cas galoisien, on dispose du théorème de Galois suivant :

Théorème 2.1.13. Soit L une extension galoisienne de dimension finie sur K
et G son groupe de Galois.
Soit H un sous-groupe de G et LH le corps fixe de H. Alors :
- On a L qui est une extension galoisienne de LH et H, le groupe de Galois de
l’extension LH ⊂ L.
- On a deux bijections décroissantes réciproques de l’ensemble des sous-groupes
de G sur l’ensemble E des extensions intermédiaires K ⊂M ⊂ L :
� φ : G −→ E qui à H associe LH ,
� ψ : E −→ G qui à M associe Gal(L/M).
- L’extension LH de K est galoisienne si et seulement si H est un sous-groupe
distingué de G. Alors le groupe de Galois de LH sur K est isomorphe au groupe
quotient G/H.

Ce théorème établit une bijection entre sous-groupes de G et sous-extensions
de L/K.

2.2 Galois sur un corps fini.

Posons q = pn. On a alors Fq = DFp
(Xq −X), avec Fp = Z/pZ.

Proposition 2.2.1. Le groupe de Galois Gal(Fq/Fp) est cyclique d’ordre n
engendré par l’homomorphisme de Frobenius F défini par F (x) = xp.

Preuve :

• Tout élément σ de Aut(Fq) vérifie σ(1Fq
) = 1Fq

, donc laisse fixe le sous-
corps premier Fp de Fq. L’automorphisme σ est donc un Fp-automorphisme
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de Fq. Ainsi on a Aut(Fq) = Gal(Fq/Fp). Or Fq est un espace vectoriel sur
Fp et [Fq : Fp] = n. Le théorème (de l’ordre du groupe de Galois) donne :
|Gal(Fq/Fp)| ≤ [Fq : Fp]. Ainsi on a l’inégalité |Aut(Fq)| ≤ n.
• Le Frobenius F défini par F (x) = xp est un automorphisme de corps de Fq.
• On montre aisément par récurrence que pour tout k dans N, pour tout x dans

Fq, on a F
k(x) = xp

k

. L’ordre de F est ω = min{k ∈ N∗|∀x ∈ Fq,F
k(x) = x}.

L’ensemble F∗q est un groupe d’ordre pn − 1, donc pour tout x dans F∗q , on

a xp
n−1 = 1Fq

, donc pour tout x dans Fq, on a xp
n

= x, soit F
n = idFq

.
Ainsi ω divise n. Or l’égalité F

ω = idFq
est équivalente à dire que pour tout x

appartenant à Fq, on a xp
ω

= x. Le polynôme Xpω − X à coefficients dans le
corps commutatif Fq et de degré pω a donc card(Fq) racines, soit p

n racines. On
a donc pω ≥ pn, soit ω ≥ n. Ainsi on en déduit que ω = n. �

2.3 Galois pour une extension cyclotomique.

On rappelle que pour un polynôme cyclotomique Φn, de degré ϕ(n), on a les
résultats suivants :
- Si n est premier, ϕ(n) = n− 1.
- Soit K un corps. Si n est premier avec la caractéristique de K, alors on a
Kn = DK(Xn − 1) = DK(Φn).

Proposition 2.3.1. On a un homomorphisme injectif

GalK(Φn) = Gal(Kn/K) −→ (Z/nZ)∗.

Preuve :

Soit ζ une racine n-ième de l’unité. Soit σ appartenant à Gal(Kn/K). On a
ζn = 1 et ζm 6= 1 pour 0 < m < n, d’où la même relation pour σ(ζ). Cela
montre que σ(ζ) est une racine primitive n-ième de l’unité. Elle s’écrit donc
σ(ζ) = ζaσ avec aσ un entier premier à n et ζaσ ne dépend que de la classe aσ
modulo n. On a ainsi l’application suivante :

φ : Gal(K/Kn) −→ (Z/nZ)∗

σ 7−→ aσ

On vérifie que c’est un homomorphisme de groupes :

σa ◦ σb(ζ) = (ζa)b = ζab = σab(ζ), donc σa ◦ σb = σab.

De plus, φ est injectif. En effet, si aσ = 1, on a σ(ζ) = ζ et comme σ|K = IdK ,
σ = Id. Donc GalK(Φn) = Gal(Kn/K) −→ (Z/nZ)∗ est un homomorphisme
injectif. �

Proposition 2.3.2. Avec les notations précédentes, si on décompose Φn en
produit de polynômes irréductibles sur K : Φn = P1...Pr, les Pi ont tous le
même degré d et on a d = [Kn : K] = |Gal(Φn)|. On a ϕ(n) = rd.

Preuve :

On a K ⊂ Kn = DK(Xn − 1) = K(ζ), où ζ est une racine primitive n-ième de
l’unité. Soit Φn(X) le polynôme cyclotomique qui appartient à K[X] et est de
degré ϕ(n). On décompose Φn en produit de polynômes irréductibles sur K :
Φn = P1...Pr, avec r ∈ N. Soit ζi une racine de Pi. C’est une racine de Φn,
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donc une racine primitive n-ième de 1. On a donc K(ζi) = Kn. Par ailleurs, on
a K(ζi) ≃ K[X]/Pi, d’où d̊ P i = [Kn : K]. Ainsi on a donc que les Pi sont des
polynômes irréductibles de même degré d = [Kn : K] = |Gal(Φn)|, car il s’agit
d’une extension galoisienne finie. Et on a immédiatement ϕ(n) = rd. �

On a le critère suivant pour que Φn soit irréductible :

Corollaire 2.3.3. Soient K un corps et Φn le polynôme cyclotomique de degré
ϕ(n). Le polynôme Φn est irréductible sur K si et seulement si il n’a pas de
racine dans les extensions L de K telles que [L : K] ≤ n−1

2 .

Preuve :

Si Φn est irréductible et si x appartenant à L est une racine de Φn, K[x] est un
corps de rupture de Φn, donc de degré ϕ(n), donc on a [L : K] ≥ n− 1.
Réciproquement, si Φn n’est pas irréductible, Φn = PQ et d̊ P ou d̊ Q est
inférieur ou égal à (n−1)/2. Si on a d̊ P ≤ n−1

2 et si P ′ est un facteur irréductible
de P , Φn aura une racine dans un corps de rupture de P ′, de degré inférieur ou
égal à (n− 1)/2. �

Remarque. Avec les notations précédentes, le polynôme Φn est irréductible si,
et seulement si, on a [Kn : K] = |Gal(Φn)| = ϕ(n).

2.4 Galois et permutations.

Voici une propriété importante du groupe de Galois :

Proposition 2.4.1. Soit L/K une extension galoisienne et soient x, y ∈ L. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
1) Il existe σ ∈ Gal(L/K) tel que y = σ(x),
2) x et y ont même polynôme minimal sur K.
On dit alors que x et y sont conjugués sur K.

Preuve :

• Montrons que 1) implique 2) :
Soient x et y dans L, on suppose qu’il existe σ ∈ Gal(L/K) tel que l’on ait
y = σ(x). Soient P1 et P2 les polynômes minimaux respectifs de x et y sur K.
On suppose que P1 et P2 sont des polynômes irréductibles, distincts, sur K. On
a P2(y) = 0, or y = σ(x) donc on obtient P2(y) = P2(σ(x)) = 0. Comme on
se place sur K, et que σ appartient à Gal(L/K), on a σ|K = idK , alors on a
P2(y) = P2(σ(x)) = P2(x) = 0, et donc P1 divise P2, car P1 est le polynôme
minimal de x sur K. De la même façon, on montre que P2 divise P1, car P2 est
le polynôme minimal de y sur K. Les éléments x et y ont le même polynôme
minimal sur K.
• Montrons que 2) implique 1) :
Soient x et y dans L, qui ont le même polynôme minimal P sur K. Soient K(x)
et K(y) des extensions algébriques. Tout élément a appartenant à K(x) a une
unique expression sous la forme :

a = a0 + a0x+ · · ·+ anx
n(a1, · · · , an ∈ K)

où n = d̊ P − 1. On définit l’application φ : K(x) −→ K(y) par

φ(a) = a0 + a1y + · · ·+ any
n.
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Vérifions que φ est un isomorphisme : on a immédiatement

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b).

Montrons à présent que φ(ab) = φ(a)φ(b), pour tout a et b dans K(x). On prend
a = f(x), b = g(x), ab = h(x) ; où f, g, h sont des polynômes sur K de degrés
inférieurs à d̊ P . Alors

f(x)g(x)− h(x) = ab− ab = 0.

Or comme le polynôme minimal de x divise tout polynôme s’annulant en x, alors
P divise fg − h, et donc il existe un polynôme Q sur K tel que fg = PQ + h.
On a d̊ h < d̊ P , ce qui implique que h est le reste de la division euclidienne de
fg par P . Avec le même raisonnement, on peut avoir f(y)g(y) = h(y), d’où

φ(ab) = h(y) = f(y)g(y) = φ(a)φ(b),

donc φ est un isomorphisme. De plus, comme φ est l’identité sur K, les deux
extensions K(x) et K(y) sont isomorphes. On a clairement φ(x) = y. Avec x
et y dans L, et comme on a L = DK(P ) = DK(x)(P ) = DK(y)(P ), grâce à

l’unicité du corps de décomposition, on peut prolonger φ en σ ∈ Gal(L/K) tel
que y = σ(x). �

Remarque. Soient K un corps et P ∈ K[X] un polynôme de degré m. Posons
L = DK(P ) et supposons que P a m racines distinctes x1, · · · , xm dans L ( on
dit alors que P est séparable et l’extension L/K est galoisienne ). Alors, on voit
aussitôt que le groupe de Galois G = Gal(P ) := Gal(L/K) permute les xi et
on peut l’identifier à un sous-groupe du groupe symétrique Sm Précisément, si
P = P1 · · ·Pr avec les Pi irréductibles sur K, la proposition précédente montre
que les orbites dans l’action de G sur les xi sont exactement les paquets de
racines d’un même Pj .

Corollaire 2.4.2. Soit P ∈ K[X] un polynôme séparable de degré m, soient
x1, ..., xm ses racines et soit P = P1...Pr sa décomposition en produit d’irréduc-
tibles, avec d̊ Pi = di. Supposons Gal(P ) cyclique engendré par σ. Alors, comme
permutation des xi, l’élément σ est produit de r cycles disjoints d’ordre di.

Preuve :

Notons dans un premier temps que dire qu’une permutation σ agissant sur un
ensemble X est produit de r cycles d’ordre di signifie que le groupe cyclique S
engendré par σ admet exactement r orbites de cardinal di sur X.
Soient X l’ensemble des racines de P et S =< σ >.
• Si x est une racine de Pi, on a Pi(x) = 0 et comme P est à coefficients dans K,
P (σ(x)) = 0, de sorte que l’orbite de x est incluse dans l’ensemble des racines
de Pi.
• Inversement, si x et y sont deux racines de Pi, on considère les corps K[x] et
K[y] inclus dans L. Ce sont deux corps de rupture de Pi sur K. Il existe donc
un K-isomorphisme de K[x] sur K[y] qui envoie x sur y. De plus, comme L est
le corps de décomposition de P sur K, donc sur K[x] et K[y], l’isomorphisme
s’étend en un K-isomorphisme de L sur lui-même. On a donc trouvé un élément
u dans G tel que u(x) = y, mais comme σ engendre le groupe de Galois, il existe
i tel que σi(x) = y et x et y sont dans la même orbite sous S.
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Le polynôme P étant séparable, décomposable en r polynômes irréductibles
P1 · · ·Pr, il existe donc exactement r orbites sous S, qui correspondent aux pa-
quets disjoints des racines de Pi. Finalement, l’élément σ vu comme permutation
des xi, est produit de r cycles disjoints d’ordre di. �

2.5 Discriminant.

On a vu que le groupe de Galois d’un polynôme séparable P de degré m
s’injecte dans Sm. Pour savoir s’il s’injecte dans Am (les permutations paires),
on introduit le discriminant ∆(P ) :

Définition 2.5.1. Soient x1, ..., xm les racines de P dans L = DK(P ). On pose

δ(P ) =
∏

i<j

xi − xj et ∆(P ) = δ(P )2.

Le nombre ∆(P ) est dans K∗ et s’appelle le discriminant de P .

On a bien ∆(P ) est dans K∗ car le discriminant de P est invariant par le
groupe de Galois.

Proposition 2.5.2. On a Gal(P ) ⊂ Am si et seulement si ∆(P ) est un carré
de K, i.e. si δ(P ) est dans K.

Preuve :

• On prend G = Gal(P ). L’ensemble G est un sous-groupe de Sm. Si ∆(P )
est un carré de K, alors δ appartient à K, donc δ est fixe par G. De plus, les

permutations impaires changent δ en −δ et comme la caractéristique de K est
différente de 2, on a δ 6= −δ. Par conséquent, toutes les permutations dans G
sont paires, et donc on a G ⊂ Am.
• Réciproquement, si G ⊂ Am, alors δ appartient au corps fixe de G qui est égal
à K. On obtient que ∆(P ) est un carré de K. �

Remarque. La proposition suivante donne des moyens de calculer le discrimi-
nant. On l’applique ensuite dans le cas cyclotomique.

Proposition 2.5.3. Soit P ′ le polynôme dérivé de P et soient y1, y2, ..., ym−1

ses racines dans une extension de K. On a les formules :
1)

∆(P ) = (−1)n(n−1)/2
n∏

i=1

P ′(xi),

2)

∆(P ) = (−1)n(n−1)/2nn
n−1∏

j=1

P (yj).

Preuve :

1) Si x1, x2, ..., xn désignent les racines de P , on a

P (x) =

n∏

k=1

(x− xk) donc, P ′(x) =

n∑

k=1

∏

j 6=k

(x− xj).
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On en déduit pour tout k dans [1, n],

P ′(xk) =
∏

j 6=k

(xk − xj).

Par conséquent, on a

(−1)n(n−1)/2
n∏

k=1

P ′(xk) = (−1)n(n−1)/2
∏

j 6=k

(xk − xj).

On a donc aussi

∆(P ) = (−1)n(n−1)/2
n∏

k=1

P ′(xk).

2) Si y1, y2, ..., yn−1 désignent les racines de P ′, on a

P ′(xj) = n

n−1∏

k=1

(xj − yk).

En utilisant la première formule, on trouve

∆(P ) = (−1)n(n−1)/2nn
n−1∏

k=1

n∏

j=1

(xj − yk)
︸ ︷︷ ︸

=(−1)nP (yk)

.

Comme on a
∏n−1

k=1(−1)n = ((−1)n)n−1 = (−1)n(n−1) = 1, on a donc aussi

∆(P ) = (−1)n(n−1)/2nn
n−1∏

k=1

P (yk).

�

Proposition 2.5.4. Soit n un nombre premier. Le discriminant de Φn vaut

∆(Φn) = (−1)
n(n−1)

2 nn−2.

Preuve :

Soit n un nombre premier, et P (X) = Φn(X) = (Xn − 1)/(X − 1) le polynôme

cyclotomique d’indice n. Notons ζ = e
2iπ
n . Les racines de P (X) dans C sont les

ζk, avec k appartenant à [1, n− 1].
On a P (X) = (Xn − 1)/(X − 1), alors on en déduit

P ′(X) =
nXn−1(X − 1)− (Xn − 1)

(X − 1)2
.

Donc pour tout k dans [1, n− 1], on a

P ′(ζk) =
nζk(n−1)

ζk − 1
=

n

ζk(ζk − 1)
,
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d’où :
n−1∏

k=1

P ′(ζk) =
nn−1

∏n−1
k=1 ζ

k.
∏n−1

k=1(ζ
k − 1)

.

Or les relations entre coefficients et racines d’un polynôme montrent que l’on a
∏n−1

k=1 ζ
k = (−1)n−1, et puisque les ζk−1, pour k dans [1, n−1], sont les racines

dans C du polynôme P (X + 1), on a

n−1∏

k=1

(ζk − 1) = (−1)n−1n.

On en déduit donc
n−1∏

k=1

P ′(ζk) = nn−2,

d’où

∆(P ) = (−1)(n−1)(n−2)/2
n−1∏

k=1

P ′(ζk) = (−1)(n−1)(n−2)/2nn−2.

Remarquons que l’on a (n − 1)(n − 2) = n(n − 1) + 2(1 − n), ce qui donne

(−1) (n−1)(n−2)
2 = (−1)n(n−1)

2 .(−1)(1−n) = (−1)n(n−1)
2 , car n est un nombre pre-

mier impair. Finalement on a :

∆(φn) = (−1)
n(n−1)

2 nn−2.

�

Remarque 2.5.5. Comme le nombre n est impair, on voit que ∆(Φn) est un carré

dans K si et seulement si (−1)n(n−1)/2n est un carré dans K.

Corollaire 2.5.6. Soient p et n deux nombres premiers impairs distincts. On

a GalFp
(Φn) ⊂ An−1 si et seulement si (−1)n(n−1)

2 n est un carré de Fp.

Preuve :

Le polynôme Φn est de degré n− 1. En vertu de la proposition 2.5.2., Gal(Φn)
est contenu dans An−1 si et seulement si ∆(Φn) est un carré, ou encore si et

seulement si (−1)n(n−1)
2 n est un carré dans Fp, d’après la remarque précédente.

�

2.6 Cyclotomie et corps finis.

Proposition 2.6.1. Soit p premier et n un entier tel que p ne divise pas n. On
décompose Φn en produit de r polynômes irréductibles sur Fp, tous de degré d.
Alors le nombre d est l’ordre de p dans (Z/nZ)∗.

Preuve :

On considère l’extension Fp ⊂ Fq = DFp
(Φn).

D’après la proposition 2.3.2., on a d = [Fq : Fp], donc q = pd et le groupe de

Galois, Gal(Fq/Fp) est cyclique d’ordre d, engendré par le Frobenius F défini
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par F (x) = xp.
D’après la proposition 2.3.1., on a un homomorphisme injectif

θ : GalFp
(Φn) −→ (Z/nZ)∗.

En particulier, on a θ(F ) = p. Comme θ est injectif, l’ordre de F dansGal(Fq/Fp)
est égal à l’ordre de p dans (Z/nZ)∗. Finalement, le nombre d est l’ordre de p
dans (Z/nZ)∗. �

Le point suivant est l’une des clés de la démonstration de la loi de réciprocité :

Corollaire 2.6.2. On suppose p et n premiers impairs distincts. Alors, avec
les notations précédentes, p est un carré de Fn = Z/nZ si et seulement si r est
pair.

Preuve :

Soit p et n premiers impairs distincts. On a rd = ϕ(n) = n− 1.

• Si p est un carré de Fn alors p
n−1
2 = 1, or p est d’ordre d, donc d divise

(n− 1)/2, soit d divise rd/2. Il existe alors k dans Z tel qu’on a kd = rd/2, on
a alors r = 2k et r est pair.
• Si r est pair alors il existe alors k dans Z tel qu’on a n− 1 = 2kd. De plus, p

est d’ordre d, donc on a pkd = 1, ce qui implique p
n−1
2 = 1 et p est un carré de

Fn. �

Remarque. Nous allons énoncer quelques conséquences de la proposition 2.6.1.,
bien que cela nous éloigne un peu de notre sujet.

Corollaire 2.6.3. On a les équivalences :
1) Le polynôme Φn est scindé sur Fp.
2) Le polynôme Φn a une racine dans Fp.
3) On a p ≡ 1 (mod n).

Preuve :

• L’équivalence entre 1) et 2) résulte du fait qu’il s’agit ici de racines de l’unité
et qu’alors, dès qu’on a une racine primitive, on les a toutes.
• Si p est congru à 1 modulo n, alors p ne divise pas n. On peut appliquer la
proposition 2.6.1. et donc décomposer le polynôme Φn en produit de r polynômes
irréductibles sur Fp, tous de degré d, de telle sorte que d soit l’ordre de p dans
(Z/nZ)∗. Dans ce cas, dire que p est congru à 1 modulo n est équivalent à dire
que d est égal à 1, donc que le polynôme Φn est scindé sur Fp. Finalement, on
a l’équivalence entre 3) et 1). �

Corollaire 2.6.4. Soit n supérieur ou égal à 2, il existe une infinité de nombres
premiers congrus à 1 (mod n).

Preuve :

Soit k un entier strictement positif et soit p un facteur premier de Φn(k!) (on
prend k assez grand pour avoir Φn(k!) différent de ±1). Le corollaire précédent
montre que p est congru à 1 modulo n. De plus, on voit que p est nécessairement
plus grand que k (sinon il diviserait k! et, comme on a Φn(0) = 1, on aurait une
contradiction). Finalement, il existe une infinité de nombres premiers congrus à
1 modulo n. �
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Corollaire 2.6.5. On a les équivalences :
1) Le groupe (Z/nZ)∗ est un groupe cyclique.
2) On a n = 2, 4, pα ou 2pα avec p premier impair.
3) Il existe p premier tel que le polynôme Φn est irréductible sur Fp.

Preuve :

• L’équivalence entre 1) et 2) résulte de la description de (Z/nZ)∗.
• D’après le corollaire 2.3.3., si il existe p premier tel que le polynôme Φn est

réductible sur Fp, alors il existe un entier m avec m ≤ ϕ(n)/2 tel que Φn ait

une racine dans Fpm , c’est-à-dire tel que n divise pm−1, puisque F∗p est cyclique
d’ordre pm − 1. Finalement, dire que Φn est réductible sur Fp est équivalent

à dire que p est d’ordre inférieur à ϕ(n), dans (Z/nZ)∗. Si (Z/nZ)∗ n’est pas
cyclique, cette condition est toujours réalisée, ce qui prouve que 3) implique 1).
Réciproquement, si (Z/nZ)∗ est cyclique et si on a un entier a tel que a engendre
(Z/nZ)∗, en vertu du théorème de progression arithmétique, on peut supposer
l’égalité entre a et p premier. Mais alors, comme p est d’ordre ϕ(n) dans (Z/nZ)∗,
Φn est irréductible sur Fp. On a donc prouvé l’équivalence entre 1) et 3). �

2.7 Frobenius et décomposition en cycles.

Le résultat suivant est une conséquence du corollaire 2.4.2. :

Corollaire 2.7.1. Soit p un nombre premier impair et n un entier tel que p ne
divise pas n. Posons Fq = DFp

(Φn) et soit F l’homomorphisme de Frobenius de
Fq. Alors, si d est le degré des facteurs irréductibles de Φn sur Fp, F , vu comme
élément de Sϕ(n) est un produit de r cycles disjoints d’ordre d.

Preuve :

Pour commencer, on rappelle que l’on a rd = ϕ(n).
La proposition 2.2.1 donne que DFp

(Φn) est engendré par le Frobenius F , définit
par F (x) = xp. En regardant F comme un élément de Sϕn

, si d est le degré des
facteurs irréductibles de Φn sur Fp, alors d’après le corollaire 2.4.2., on obtient
que F est un produit de r cycles disjoints d’ordre d. �

On suppose à présent que n est un nombre premier (impair), de sorte que
ϕ(n) = n− 1 = rd est pair. On a alors :

Corollaire 2.7.2. Le groupe de Galois Gal(Φn) sur Fp est contenu dans le
groupe alterné An−1 si et seulement si r = (n−1)/d est pair, c’est-à-dire encore
si p est un carré de Fn.

Preuve :

• Soit F appartenant à GalFp
(Φn), que l’on suppose inclus dans An−1.

Si d est impair, comme ϕ(n) = rd est pair, alors le nombre r est pair.
Si d est pair, F se décompose en r cycles disjoints de cardinal pair, qui sont
donc impairs, comme F est pair, alors on obtient que r est pair.
• Soit F appartenant à GalFp

(Φn), on suppose que r est pair. La permutation F
est composée d’un nombre pair de cycles disjoints d’ordre d, alors la permutation
F est nécessairement paire et on a GalFp

(Φn) qui est contenu dans An−1. �
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2.8 Conclusion.

On considère deux nombres premiers impairs distincts p et n. On regarde le
polynôme cyclotomique Φn sur le corps Fp. On va montrer la loi de réciprocité
en traduisant de deux façons différentes la condition Gal(Φn) ⊂ An−1.
D’après le corollaire 2.5.5., on aGal(Φn) ⊂ An−1 si et seulement si (−1)n(n−1)/2n
est un carré de Fp.
D’après le corollaire 2.7.2., on a Gal(Φn) ⊂ An−1 si et seulement si p est un
carré de Fn.
On en déduit donc que p est un carré de Fn si et seulement si (−1)n(n−1)/2n est
un carré de Fp. On a donc :

p
n−1
2 = ((−1)n(n−1)

2 n)
p−1
2

⇐⇒ p
n−1
2

︸ ︷︷ ︸

=( p

n
)

= (−1)n(n−1)(p−1)
4 n

p−1
2

︸ ︷︷ ︸

=(n
p
)

⇐⇒ ( pn ) = (np )((−1)
(n−1)(p−1)

4 )n

⇐⇒ ( pn ) = (np )(−1)
(n−1)(p−1)

4 car n est premier impair.

Ainsi on a donc démontré la loi de réciprocité quadratique. �
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ANNEXE

Rappels sur la caractéristique d’un corps

On rappelle d’abord que si K et K ′ sont des corps finis avec K ⊂ K ′, |K ′|
est une puissance de |K|.

Définition. Soit K un corps (quelconque). On appelle sous-corps premier

de K le plus petit sous-corps de K.

Description du sous-corps premier :

Soit ϕ : Z −→ K l’homomorphisme d’anneaux défini par ϕ(n) = n.1 = 1+· · ·+1
(n fois). Le noyau de ϕ est alors un idéal de Z, donc on a Kerϕ = pZ et comme
Z/pZ ≃ Imϕ, qui est inclus dans K, est intègre, pZ est un idéal premier. Donc
p est nul ou un nombre premier.

Définition. Le nombre p, générateur de Kerϕ est appelé la caractéristique du
corps K. La caractéristique d’un corps est donc 0, ou un nombre premier. On
la note car(K).

Remarques. 1) Si car(K) = 0, alors ϕ(Z) est inclus dans K, donc comme on
a ϕ(Z) ≃ Z, K est infini.
De plus,K contient le corps des fractions de Z, i.e Q qui est le sous-corps premier
de K.
2) Si K est fini, alors on a car(K) = p > 0. Le sous-corps premier de K est
Z/pZ. On le note aussi Fp.
3) Si K est fini et si on a car(K) = p > 0, la remarque initiale montre que l’on
a q = |K| = pn.

Rappels sur les extensions de corps commutatifs

• Degré d’une extension. Éléments algébriques.

Définition. Soient K, L des corps avec K ⊂ L. On dit que L est une exten-

sion de K.

Exemples. Nous avons les inclusions suivantes : R ⊂ C, R ⊂ R(T ), Q ⊂ Q(i)...

Remarques. 1) Si K ⊂ L, L est un K-espace vectoriel.
2) Si dimKL est finie, on pose [L : K] = dimKL et [L : K] s’appelle le degré de
L sur K.
3) Si K et L sont des corps finis, on a |L| = |K|n avec n = [L : K].
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Théorème. (de la base télescopique). Soient K ⊂ L ⊂ M des corps, (ei)i∈I
une base de L sur K, (fj)j∈J une base de M sur L. Alors (eifj)(i,j)∈I×J est
une base de M sur K.

Corollaire. (multiplicativité du degré). On a l’égalité suivante :

[M : K] = [M : L][L : K].

Preuve :
1) La famille eifj est libre sur K :
Si

∑

i,j λijeifj = 0, λij ∈ K on a
∑

j fj(
∑

i λijei = 0), donc puisque fj est une
base de M sur L, on a pour tout j,

∑

i λijei = 0 ; et puisque ei est une base de
L sur K, λij = 0 pour tous i, j.
2) Elle engendre M : Soit x ∈ M , x =

∑

j µjfj , µj ∈ L, et µj =
∑

i λijei d’où
x =

∑

i,j λijeifj avec λij ∈ K. �

Définition. 1) Soit K ⊂ L une extension et A ⊂ L. On dit que A engendre

L sur K et on écrit alors L = K(A) si L est le plus petit sous-corps de L
contenant K et A.
Si A est fini, A = {α1, ..., αn}, on note L = K(α1, ..., αn).
2) L’extension K ⊂ L est dite monogène s’il existe α ∈ L tel que L = K(α).

Remarques. 1) Si K est inclus dans L et si α appartient à L, on note K[α] le
sous-anneau de L engendré par K et α. On a K[α] ⊂ K(α).
Attention, K[α] n’est pas en général isomorphe à l’anneau des polynômes K[T ],
ni K(α) à K(T ).
2) On peut décrire K[α] et K(α) :
Si x ∈ K[α], x = P (α) avec P ∈ K[T ], i.e. x = anα

n + ...+ a0, ai ∈ K.
Si x ∈ K(α), x = P (α)/Q(α) avec Q(α) 6= 0, P,Q ∈ K[T ].
La différence entre K[α] et K[T ] (resp. K(α) et K(T )) vient du fait que l’on
peut avoir Q(α) = 0 avec Q ∈ K[T ], Q 6= 0.
De façon précise, il y a deux types d’éléments de L relativement à K :

Définition. Soit K qui est inclus dans L et α qui appartient à L. Soit ϕ :
K[T ] −→ L l’homomorphisme défini par ϕ |K= idK et ϕ(T ) = α.
Si ϕ est injectif, on dit que α est transcendant sur K.
Sinon, on dit que α est algébrique sur K.
Ceci signifie qu’il existe un polynôme P (T ), non nul, tel que P (α) = 0.

Exemples. 1) On peut montrer que e et π sont transcendants sur Q (mais pas
sur R). Dans K(T ), T est transcendant sur K.
2) Les éléments :

√
2, i, 3

√
2, · · · sont algébriques sur Q.

Structure de K(α) :
1) Si α est transcendant, on a K[α] ≃ K[T ] et K(α) ≃ K(T ) (donc K(α) est
différent de K[α]).
2) Si α est algébrique, soit I = Kerϕ. C’est un idéal principal, I = (P ), P 6= 0 et
on peut prendre P unitaire. Le polynôme P s’appelle alors le polynôme minimal
de α sur K.
On a un isomorphisme : ϕ = K[T ]/P −→ K[α]
Comme K[α] ⊂ L, K[α] est intègre, donc (P ) premier, donc P irréductible dans
K[T ] principal, donc (P ) maximal. Donc K[α] est un corps et K[α] = K(α).
On peut résumer les propriétés d’un élément algébrique dans le théorème sui-
vant :
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Théorème. Soit K ⊂ L et α ∈ L. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) α est algébrique sur K, de polynôme minimal P .
2) K[α] = K(α).
3) dimKK[α] < +∞ ; précisément dimKK[α] = d̊ (P ).

Preuve :
On a 1⇒ 2, mais aussi 2⇒ 1 (car K(T ) 6= K[T ]).
3⇒ 1 est clair également, car si α est transcendant K[α] ≃ K[T ] est de dimen-
sion infinie sur K.
Enfin 1⇒ 3 résulte de l’isomorphisme K[T ]/(P ) −→ K[α], si P est de degré n,
(1, α, ..., αn−1) est une base de K[α]/K. �

Définition. 1) Une extension K ⊂ L est dite finie si [L : K] < +∞.
2) Une extension K ⊂ L est dite algébrique si pour tout α dans L, α est
algébrique sur K.

Théorème. Soit K ⊂ L et M = {x ∈ L|x est algébrique sur K}.
Alors M est un sous-corps de L.

Preuve :
Soient α, α′ ∈M ; Considérons le sous-anneau K[α, α′] engendré par α et α′. On
a K[α, α′] = K[α]K[α′] et donc comme α′ est algébrique sur K donc a fortiori
sur K[α], le théorème 2 montre que K[α] et K[α, α′] sont des corps. De plus le
second théorème et la multiplicativité des degrés donnent K[α, α′] : K < +∞.
Mais alors comme K[α + α′] et K[αα′] sont inclus dans K[α, α′], ils sont de
dimension finie surK et α+α′ et αα′ sont donc algébriques d’où α+α′, αα′ ∈M .
�

Exemple. Soit A = {α ∈ C|α algébrique sur Q}. L’ensemble A est un corps,
algébrique sur Q, mais l’extension Q ⊂ A n’est pas finie.

Définition. Un corps K est dit algébriquement clos s’il vérifie l’une quel-
conque des propriétés suivantes :
1) Tout polynôme P ∈ K[X] de degré ≥ 1 admet une racine dans K.
2) Tout polynôme P ∈ K[X] est produit de polynômes de degré un.
3) Les éléments irréductibles de K[X] sont les X − a, a ∈ K.
4) Si K ⊂ L est algébrique, on a L = K.

Exemples. 1) L’ensemble C est algébriquement clos.
2) L’ensemble A défini ci-dessus est lui aussi algébriquement clos. C’est même
la clôture algébrique de Q [voir définition plus loin].

• Corps de rupture. Corps de décomposition.

Remarque. Nous n’allons pas rappeler la démonstration des théorèmes qui
vont suivre.

Définition. Soit K un corps, P ∈ K[X] irréductible. Une extension L ⊃ K est
un corps de rupture de P si L est une extension monogène L = K(α) avec
P (α) = 0.

Théorème. Soit P ∈ K[X], irréductible. Il existe un corps de rupture pour P ,
unique à isomorphisme près.
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Remarque. Si L est un corps de rupture de P , P n’est pas, en général, entière-
ment factorisé sur L : si on a k = Q et P (X) = X3 − 2, alors on a L = Q(3

√
2)

et on peut prendre la racine cubique réelle, de sorte que L soit contenu dans R,
mais alors, les autres racines de P ne sont pas dans L (ce sont j 3

√
2 et j2 3

√
2).

Ceci nous amène à la définition suivante :

Définition. Soit P ∈ K[X] (irréductible ou non), de degré n. Un corps de

décomposition de P sur K est une extension L de K telle que :
1) Dans L[X], P est produit de facteurs de degré 1 (ou encore, P a toutes ses
racines dans L).
2) L est minimal pour cette propriété (ou encore, les racines de P engendrent
L).

Théorème. Pour tout P appartenant à K[X], il existe un corps de décompo-
sition de P , unique à isomorphisme près.

Notation. Le corps de décomposition de P sur K est noté DK(P ).

Exemples. Soit K = Q, si on a P (X) = X3 − 2, alors on a DK(P ) = Q( 3
√
2; j)

Soit K = Q, si on a P (X) = X4 − 2, alors on a DK(P ) = Q( 4
√
2; i) · · ·

Un prolongement naturel de la notion de corps de décomposition est celle de
clôture algébrique :

Définition. Une extension K de K est appelée une clôture algébrique de K
si :
1) L’ensemble K est algébriquement clos.
2) L’ensemble K est algébrique sur K.

Exemples. On a les égalités suivantes : C = R, A = Q.

Rappels sur les polynômes cyclotomiques

• Racines de l’unité. Racines primitives.

Soit K un corps, n ∈ N∗, on considère le polynôme Pn(X) = Xn − 1.

Remarque. La dérivée de Pn est P ′n(X) = nXn−1.
Si la caractéristique p de K ne divise pas n, la seule racine de P ′n est 0, qui
n’annule pas Pn. Donc Pn n’a que des racines simples.
Si p divise n, on a n = mp et Xn − 1 = (Xm − 1)p (Frobenius) donc Pn a des
racines multiples dans un corps de décomposition.
Dans la suite, on supposera toujours n premier à la caractéristique de K.

L’ensemble des racines n-ièmes de l’unité dans K sera noté µn(K) :

µn(K) = {ζ ∈ K/ζn = 1}.

C’est un sous-groupe de K∗, de cardinal ≤ n, donc cyclique.
NotonsKn = DK(Pn), le corps de décomposition de Pn surK. Alors, |µn(Kn)| =
n et µn(Kn) ≃ Z/nZ. De plus, comme µn(K) ⊂ µn(Kn), µn(K) ≃ Z/dZ
pour un d, diviseur de n.
On étudie à présent le groupe µn(Kn).
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Définition. Une racine n-ième primitive de l’unité est un élément ζ de
Kn tel que ζn = 1 et ζd 6= 1 pour d < n. Autrement dit, ζ est un générateur de
µn(Kn).
Il y a donc ϕ(n) racines primitives de l’unité. Leur ensemble sera noté µ∗n(Kn).

Définition. Le n-ième polynôme cyclotomique φn,k ∈ Kn[X] est donné par la
formule :

φn,k(X) =
∏

ζ∈µ∗n(Kn)

(X − ζ).

Remarque. Le polynôme φn,k est un polynôme unitaire, de degré ϕ(n)

• Etude de φn,K :

Proposition. On a la formule (en omettant l’indice deK) : Xn−1 =
∏

d|n ϕd(X).

Preuve :
Cela résulte de l’égalité : µn(Kn) =

⋃

d|n µ
∗
d(Kn) (union disjointe) qui exprime

que si ζn = 1, l’ordre de ζ est un diviseur de n. �

Remarque. En comparant les degrés, on retrouve la formule : n =
∑

d|n ϕ(d).

Exemple. On a : φ1(X) = X − 1 ; X2 − 1 = φ1(X)φ2(X) = (X − 1)(X + 1).
Cette formule permet le calcul des φn par récurrence :

φn(X) =
Xn − 1

∏

d|n,d 6=n φd(X)
.

Proposition. 1) On a φn,Q(X) ∈ Z[X].
2) Soit K un corps quelconque et σ : Z −→ K l’homomorphisme canonique. On
a alors : φn,k(X) = σ(φn,Q(X)).
En particulier φn,Fp

s’obtient à partir de φn,Q par réduction modulo p.

Preuve :
1) On raisonne par récurrence sur n. On a φ1(X) = X − 1 ∈ Z[X].
Supposons la propriété établie pour d < n. Soit F (X) =

∏

d|n,d 6=n φd(X), on a

F (X) ∈ Z[X] et F unitaire. On effectue alors la division euclidienne de Xn − 1
par F (X) dans Z[X] :

Xn − 1 = F (X)P (X) +R(X) ; P,R ∈ Z[X] et d̊ R < d̊ F .

Mais comme on a Xn − 1 = φn(X)F (X) dans Q[X], alors on a F (X)(φn(X)−
P (X)) = R(X) et, pour une raison de degré, on a φn = P ∈ Z[X].
2) On raisonne encore par récurrence, le cas n = 1 étant trivial.
Dans Z[X], on a : Xn − 1 =

∏

d|n,d 6=n φd,Q(X) = φn,Q(X)F (X).

Comme σ est un homomorphisme, on a, dans Kn[X] (avec Kn = DK(Xn−1)) :
Xn − 1 = σ(Xn − 1) = σ(φn,Q)σ(F ).
Mais σ(F ) =

∏

d|n,d 6=n σ(φd,Q) =
∏

d|n,d 6=n φd,K ,

et comme Xn − 1 =
∏

d|n φd,K , il en résulte, puisque K[X] est intègre,

φn,K = σ(φn,Q). �
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Introduction

En mathématiques, et plus particulièrement en théorie algébrique des nombres
et en géométrie algébrique, le principe local-global consiste à essayer de recons-
tituer une information sur un objet global à partir d’informations sur des objets
locaux associés (ses localisations en tous les idéaux premiers), plus faciles à ob-
tenir. L’un des premiers résultats (et peut-être le plus célèbre) de passage du
local au global est le théorème de Hasse-Minkowski, démontré dans toute sa
généralité par Helmut Hasse en 1924.

L’objet de ce travail est de démontrer le principe de Hasse, en passant par
la classification des formes quadratiques sur Qp, pour aboutir à la classification
des formes quadratiques sur Q.

Ce TER se divise en cinq chapitres. Dans un premier temps, on introduit
les nombres p-adiques. Ils jouent un rôle crucial dans la classification des formes
quadratiques sur Q, on en détaille donc les propriétés. Dans un second temps,
on s’intéresse aux symboles de Legendre et Hilbert. Ensuite, on fait quelques
rappels sur les formes quadratiques. C’est au chapitre 4 que la classification des
formes quadratiques sur le corps des nombres p-adiques Qp a lieu. Enfin, le der-
nier chapitre est consacré à la démonstration du théorème de Hasse-Minkowski,
dont découle la classification des formes quadratiques sur Q.
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Chapitre 1

Les nombres p-adiques

Dans tout ce chapitre, p va désigner un nombre premier.

1.1 L’anneau Zp des entiers p-adiques

1.1.1 Définitions.

Commençons par définir les entiers p-adiques :

Définition 1.1.1. Un entier p-adique est une classe d’équivalence de suites
x := {x0, x1, · · · , xn, · · · } d’entiers telle que ∀n, xn ≡ xn−1 mod p

n ; deux suites
sont équivalentes si xn ≡ x′n mod p

n, ∀n.

On peut également écrire la suite d’entiers sous la forme

{a0, a0 + a1p, a0 + a1p+ a2p
2, · · · }

et si l’on veut, se borner à prendre des entiers ai dans l’intervalle [0, p− 1]. Cela
suggère l’écriture suivante pour un entier p-adique "x =

∑∞
i=0 aip

i".

À présent, intéressons nous à l’anneau des entiers p-adiques :

Pour tout n ≥ 1, posons An = Z/pnZ ; c’est l’anneau des classes d’entiers
(mod pn). Un élément de An définit de manière évidente un élément de An−1 ;
on obtient ainsi un homomorphisme

ϕn : An −→ An−1

qui est surjectif, et de noyau pn−1An. La suite :

· · · −→ An −→ An−1 −→ · · · −→ A2 −→ A1

forme un "système projectif ", indexé par les entiers ≥ 1.

Définition. Un système projectif d’ensembles (resp. de groupes, resp. d’an-
neaux) indexé par N est la donnée de :
i) une suite (Xn)n∈N d’ensembles (resp. de groupes, resp. d’anneaux) ;
ii) une suite (ϕn : Xn+1 → Xn)n∈N d’applications (resp. d’homomorphismes de
groupes, resp. d’homomorphismes d’anneaux).
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Définition. Soit (Xn, ϕn) un système projectif. On appelle limite projective

de ce système l’ensemble

X = lim
←−

(Xn, ϕn) = {(xn)n∈N ∈ Πn∈NXn|∀n ∈ N, ϕn(xn+1) = xn}

Définition 1.1.2. On appelle anneau des entiers p-adiques, et on note Zp,
la limite projective du système (An, ϕn) défini ci-dessus.

Par définition, un élément de Zp = lim
←−

(An, ϕn) est une suite x = (· · · , xn, · · · , x1),
avec :

xn ∈ An et ϕn(xn) = xn−1 si n ≥ 2.

L’addition et la multiplication de Zp sont définies "coordonnées par coordon-
nées" ; autrement dit, Zp est un sous-anneau du produit

∏

n≥1 An. Si l’on munit
les An de la topologie discrète, et

∏
An de la topologie produit, l’anneau Zp se

trouve muni d’une topologie qui en fait un espace compact :

Proposition 1.1.3. L’anneau
∏

n≥1 An (muni de la topologie produit) est com-
pact.

Preuve :

Pour tout entier naturel n strictement positif, l’anneau An est compact car fini.
La proposition résulte du théorème de Tychonoff. �

Proposition 1.1.4. L’anneau Zp est compact.

Preuve :

Il suffit de montrer que Zp est fermé dans
∏

n≥1 An. Comme ce dernier est
compact, Zp le sera aussi.
Soit (x(n))n∈N ∈ ZN

p , une suite de Zp convergeant vers x ∈
∏

n≥1 An. Soit
xq(n) ∈ Z/pqZ la q-ième coordonnée de x(n) et xq celle de x. Il s’agit de montrer
que x est un élément de Zp, c’est-à-dire que pour tout entier naturel q strictement
positif ϕq+1(xq+1) = xq. Pour tout q > 0, l’application ϕq+1 est continue de
Z/pq+1Z dans Z/pqZ (c’est une application entre deux espaces munis de la
topologie discrète). Le résultat souhaité s’obtient par passage à la limite dans
l’égalité ϕq+1(xq+1(n)) = xq(n) (qui est vraie car pour tout n, on a x(n) ∈ Zp.
�

1.1.2 Les propriétés de Zp.

Soit εn : Zp −→ An l’application qui associe à un entier p-adique x sa n-ième
composante xn.

Proposition 1.1.5. La suite 0 −→ Zp
pn

−→ Zp
εn−→ An −→ 0 est exacte.

(On peut donc identifier Zp/p
nZp à An = Z/pnZ.)

Preuve :

La multiplication par p (donc aussi par pn) est injective dans Zp ; en effet, si
x = (xn) est un entier p-adique tel que px = 0, on a pxn+1 = 0 pour tout n,
ce qui entraîne que xn+1 est de la forme pnyn+1, avec yn+1 ∈ An+1 ; comme
xn = ϕn+1(xn+1), on voit que xn est également divisible par pn, donc est nul.
Il est clair que le noyau de εn contient pnZp ; inversement, si x = (xm) appar-
tient à Ker(εn), on a xm ≡ 0 (mod pn) pour tout m ≥ n, ce qui signifie qu’il
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existe un élément ym−n bien déterminé de Am−n tel que xm = pnym−n. Les yi
définissent un élément y de Zp = lim

←−
Ai, et l’on vérifie tout de suite que pny = x,

ce qui achève de démontrer la proposition.�

Proposition 1.1.6. i) Pour qu’un élément de Zp (resp. de An) soit inversible,
il faut et il suffit qu’il ne soit pas divisible par p.
ii) Si U désigne l’ensemble des éléments inversibles de Zp, tout élément de Zp

différent de 0 s’écrit de façon unique sous la forme pnu, avec u ∈ U et n ≥ 0.

(Un élément de U est appelé une unité p-adique.)

Preuve :

Il suffit de prouver i) pour les An. Si x ∈ An n’appartient pas à pAn, son image
dans A1 = Fp est non nulle, donc inversible ; il existe alors y, z ∈ An tels que
xy = 1 − pz, d’où xy(1 + pz + · · · + pn−1zn−1) = 1, ce qui montre que x est
inversible.
D’autre part, si x ∈ Zp est non nul, il existe un plus grand entier n tel que
xn = εn(x) soit nul ; on a alors x = pnu, avec u non divisible par p, d’où u ∈ U
d’après i). L’unicité de cette décomposition est évidente.�

Notation. Soit x un élément non nul de Zp ; écrivons x sous la forme pnu, avec
u ∈ U. L’entier n est appelé la valuation p-adique de x, et notée vp(x). On pose
vp(0) = +∞, et l’on a :

vp(xy) = vp(x) + vp(y)

vp(x+ y) ≥ inf (vp(x), vp(y)).

Il en résulte aussitôt de ces formules que Zp est un anneau intègre.

Proposition 1.1.7. La topologie de Zp peut être définie par la distance

d(x, y) = e−vp(x−y).

L’anneau Zp est un espace complet, dans lequel Z est dense.

Preuve :

Les idéaux pnZp forment une base de voisinages de 0 ; comme x ∈ pnZp équivaut
à vp(x) ≥ n, on voit bien que la topologie de Zp est définie par la distance

d(x, y) = e−vp(x−y).

Comme Zp est compact, il est complet. Enfin, si x = (xn) est un élément de Zp,
et si yn ∈ Z est congru à xn (mod pn), on a lim yn = x, ce qui prouve que Z est
dense dans Zp.�

1.2 Le corps Qp des nombres p-adiques.

1.2.1 Définition.

Définition 1.2.1. On appelle corps des nombres p-adiques, et on note Qp,
le corps des fractions de l’anneau Zp.

7



On voit tout de suite que Qp = Zp[p
−1]. Tout élément x de Q∗p s’écrit de

façon unique sous la forme pnu, avec n ∈ Z, u ∈ U ; ici encore, n s’appelle la
valuation p-adique de x, et se note vp(x). On a vp(x) ≥ 0 si et seulement si
x ∈ Zp.

Remarques. 1) On aurait pu définir Qp (resp. Zp) comme le complété de Q
(resp. Z) pour la distance p-adique d.
2) la distance d vérifie l’inégalité "ultramétrique" :

d(x, z) ≤ sup (d(x, y), d(y, z)).

On en déduit facilement qu’une suite un a une limite si et seulement si lim
(un+1 − un) = 0 ; de même, une série converge si et seulement si son terme
général tend vers 0.

1.2.2 Les premières propriétés de Qp.

Notons que l’anneau Zp est intègre.

Remarque. Les propriétés suivantes de Qp, se déduisent des propriétés de Zp.

Proposition 1.2.2. Tout x ∈ Q∗p admet une unique représentation x = pnu,
où n ∈ Z et u est une unité de Zp.

Preuve :

En effet, si x = a/b où a et b appartiennent à Zp, on sait que a = pha′ et b = pkb′

où a′ et b′ sont des unités de Zp, donc x = ph−ka′/b′. Si pnu = pmv où u et v
sont de unités de Zp, supposons par exemple que n ≥ m, alors pn−m = vu−1

est une unité, et n−m = v(pn−m) = 0, d’où u = v, ce qui prouve l’unicité.�

Proposition 1.2.3. La fonction v définie sur Qp par x = pv(x)u, u unité de Zp,
pour x 6= 0 et v(0) = +∞, est une valuation sur Qp, c’est-à-dire une application
de Qp dans Z ∪ {+∞} satisfaisant les propriétés suivantes :
i) ∀x ∈ Qp, v(x) = +∞ ⇔ x = 0 ;
ii) ∀x et y ∈ Qp, v(xy) = v(x) + v(y) ;
iii) ∀x et y ∈ Qp, v(x+ y) ≥ inf(v(x), v(y)).

Preuve :

C’est immédiat. �

Proposition 1.2.4. L’injection canonique de Z dans Zp se prolonge de façon
unique en un isomorphisme de Q sur un sous-corps de Qp.

Proposition 1.2.5. Soient a ∈ Qp, n ∈ Z, on a :

Vn(a) = {x ∈ Qp | v(x− a) ≥ n}.

La topologie pour laquelle Vn(a) est une base de voisinages de a fait de Qp

un corps topologique localement compact. L’application y 7→ p−n(y − a) est un
homéomorphisme de Vn(a) sur Zp = V0(0).

Proposition 1.2.6. Soit x ∈ Qp, il existe une unique suite d’entiers dans
[0, p−1], (an)n≥0 et n0 ∈ Z, tels que la série

∑

n≥n0
anp

n converge vers x. Cette
série est appelée développement de Hensel de x. Si an0

6= 0, n0 = v(x).
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Preuve :

Commençons par montrer l’unicité :
Si a =

∑

n≥n0
anp

n et b =
∑

n≥n0
bnp

n sont deux telles séries différentes, notons
n2 le plus petit entier relatif tel que an2 6= bn2 . Alors :

0 = |a− b|p = |(an2
− bn2

)pn2 +
∑

n≥n2+1

(an − bn)pn|p = p−n2 ,

d’après le principe des triangles isocèles. En effet :

|(an2 − bn2)p
n2 |p = p−n2 et |

∑

n≥n2+1

(an − bn)pn|p ≤ p−(n2+1),

car | |p est ultramétrique. C’est absurde, on a donc l’unicité du développement.
Montrons à présent l’existence :
On se ramène au cas où |x|p = 1, en multipliant x par une puissance conve-
nable de p ; en effet, l’ensemble des valeurs absolues p-adiques des rationnels est
{pn, n ∈ Z}

⋃
{0}, qui est un fermé pour (R, | |) et est donc égal à l’ensemble

des valeurs absolues de Qp. Ainsi, si x 6= 0, |x|p = pm, pour m bien choisi, et
on multiplie x par pm. On montre alors que l’on peut approcher x par une suite
d"entiers positifs (ni)i≥1 tels que |x− ni|p ≤ p−i et ni ≤ pi − 1.
Démontrons d’abord le résultat pour x = a

b ∈ Q. Si l’on choisit a et b premiers
entre eux, comme |x|p = 1, p ∤ b et donc pi et b sont premiers entre eux, et on
choisit une relation de Bezout kpi+ lb = 1 (on choisit l de telle sorte que al soit
un entier positif). Dès lors, |ab − al|p = |ab (1− lb)|p = |kpi|p ≤ p−i.
On peut alors écrire la décomposition de al en base p :

al =
∑

j<i

cjp
j +

∑

j≥i

cjp
j .

On a bien :
d =

∑

j<i

cjp
j ≤ pi − 1

et

|x− d|p = |x− al + (al − d)|p ≤ max{|x− al + (al − d)|p, |
∑

j<i

cjp
j |p} = p−i.

Maintenant, si x ∈ Qp , on choisit y ∈ Q tel que |x − y|p ≤ p−i et ni ≤ pi − 1
tel que |y − ni|p ≤ p−i. On obtient que |x− ni|p = |(x− y) + (y − ni)|p ≤ p−i.
Pour finir, il suffit de voir, si x ∈ Qp et (ni)i≥1 la suite d’entiers associés, alors
ni et ni+1 ont leurs i premiers termes de la décomposition en base p, les termes
en pj , où j < i se simplifient. Par conséquent, les ni sont les sommes partielles
d’une série de la forme

∑
anp

n, avec an ≤ p− 1, qui converge vers x.�

Proposition 1.2.7. L’image canonique de Q dans Qp est dense.

Preuve :

Soient en effet a ∈ Qp, a =
∑

n≥n0
anp

n son développement de Hensel et soit
k ∈ Z. Le voisinage Vk(a) de a contient l’image du rationnel

∑

n0≤n<k anp
n.

D’où la densité de l’image canonique de Q dans Qp. �

Proposition 1.2.8. Soient x un rationnel non nul, vp(x) l’exposant de p dans
la décomposition de x en facteurs premiers : vp(x) est la valuation de l’image
de x dans Qp.
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1.2.3 L’espace métrique Qp

Si p est un nombre premier, on note vp : Q∗ → Z la valuation p-adique : si a
est un entier, vp(a) est le plus grand entier n tel que pn divise a, et vp(b

−1a) =
vp(a)− vp(b) si a et b sont des entiers. Il n’est pas difficile de vérifier que vp est
bien définie et est une valuation sur Q (en posant vp(0) = +∞).

Définition 1.2.9. On définit sur Qp la valeur absolue p-adique par |x|p =
p−v(x) pour x 6= 0 et |0|p = 0. Elle satisfait la relation suivante :

∀x, y ∈ Qp, |x+ y|p ≤ max(|x|, |y|).

On dit qu’une suite (un) converge vers l si limn |un − l|p = 0.

Lemme 1.2.10. Pour la topologie p-adique, on a les propriétés suivantes :
i) L’adhérence de Z est Zp, lequel est compact. Le corps Qp est localement com-
pact.
ii) Une suite (un) ∈ Zp converge si et seulement si limn(un+1 − un) = 0. De
même, une série

∑

n un converge si et seulement si limn un = 0.

Preuve :

i) Soit x = (xn)n ∈ Zp. Alors, |x−xn| ≤ p−n, et la suite d’entiers converge donc
vers x. Ensuite, Qp = ∪m≥0p

−mZp.

L’application : Zp −→ ∏

n≥1 Zp/p
nZp

x 7−→ (x mod pn)n≥1

est injective, continue et d’image fermée.

La compacité de Zp découle donc de la compacité du produit
∏

n≥1 Zp/p
nZp.

On en déduit immédiatement la compacité de Qp.
ii) Le second point provient de l’inégalité ultramétrique

|uM + · · ·+ uN |p ≤ max
M≤n≤N

(|un|p). �

Lemme 1.2.11. Toute boule de l’espace métrique Qp en est une partie à la fois

ouverte et fermée.

Preuve :

Notons B(a, r) (resp. B′(a, r)) la boule ouverte (resp. fermée) de centre a et de
rayon r. Si x ∈ Qp : |x| ∈ {pn|n ∈ Z}, soient donc n et n′ définis par :

pn < r ≤ pn+1 et pn
′ ≤ r < pn

′+1 ,

alors :
B(a, r) = B(a, pn+1) = B′(a, pn)

et :
B′(a, r) = B′(a, pn

′

) = B(a, pn
′+1),

d’où le lemme. �

Corollaire 1.2.12. L’espace Qp est totalement discontinu.
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Preuve :

En effet, un espace topologique séparé est totalement discontinu si tout point
possède une base de voisinages à la fois ouverts et fermés. �

Théorème 1.2.13. (Ostrowski) Une norme non triviale sur Q est équivalente
à la norme usuelle | |∞ ou à la norme p-adique pour un nombre premier p.

Preuve :

Commençons par supposer qu’il existe k ∈ N tel que ‖k‖ > 1. Comme ‖1‖ = 1,
l’inégalité triangulaire implique ‖k‖ ≤ k et il existe α ∈]0, 1] tel que l’on ait

‖k‖ = kα. Soit m ∈ N. On peut écrire m en base k sous la forme m =
∑n

i=0 aik
i

avec ai ∈ {0, 1, · · · , k − 1} et an 6= 0 de telle sorte que l’on a m ≥ kn. Comme

‖ai‖ ≤ ai ≤ k − 1 et ‖ki‖ = ‖k‖i, on obtient la majoration :

‖m‖ ≤ (k − 1)
n∑

i=1

kiα =
k − 1

kα − 1
(k(n+1)α − 1) ≤ kα(k − 1)

kα − 1
knα ≤ Cmα,

où C = kα(k − 1)/(kα − 1) est indépendant de m.

On peut appliquer cette inégalité à mm, ce qui nous donne ‖m‖n ≤ Cmnα

et, prenant la racine n-ième de cette inégalité et passant à la limite, l’inégalité

‖m‖ ≤ mα. On a donc :
log ‖m‖
logm

≤ log ‖k‖
log k

quel que soit m ∈ N.

Par symétrie, on en déduit le fait que si ‖m‖ > 1,alors cette inégalité est une

égalité.

Dans le cas général, il existe n ∈ N tel que l’on ait ‖knm‖ > 1, ce qui montre

que l’on a égalité quel que soit m ∈ N puis, en utilisant la multiplicativité de la

norme et le fait que ‖ − 1‖ = 1, que ‖x‖ = |x|α∞ quel que soit x ∈ Q.

On a donc montré que s’il existe k ∈ N tel que ‖k‖ > 1, alors ‖ ‖ est équivalente

à la norme usuelle.

Dans le cas contraire, on a ‖l‖ ≤ 1 pour tout nombre premier l. Comme on a

supposé ‖ ‖ non triviale, il existe au moins un nombre premier p tel que ‖p‖ < 1.
Si il en existe un autre q, alors quel que soit n ∈ N, on peut, d’après le théorème

de Bézout, trouver un, vn ∈ Z tels que l’on ait unp
n + vnq

n = 1. On obtient

donc :

1 = ‖1‖ = ‖unpn + vnq
n‖ ≤ ‖un‖.‖p‖n + ‖vn‖.‖q‖n ≤ ‖p‖n + ‖q‖n,

ce qui est impossible pour n assez grand.

Il existe donc un et un seul nombre premier p tel que ‖p‖ < 1 et ‖ ‖ est

équivalente à la norme p-adique. Ceci termine la démonstration. �

Remarque. Finalement, Qp est le complété de Q pour la norme p-adique et Zp

est l’anneau de ses entiers. Son idéal maximal est pZp car |Q∗p|p = |Q∗|p = pZ

et donc, si |x|p < 1, alors |x|p ≤ p−1. De plus, on a que l’espace Qp est un corps

ultramétrique complet et qu’une série converge dans Qp si et seulement si son

terme général tend vers 0.
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1.3 Equations p-adiques.

Lemme 1.3.1. Soit · · · → Xn → Xn−1 → · · · → X1 un système projectif, et
soit X = lim

←−
Xn sa limite projective. Si les xn sont finis et non vides, X est

non vide.

Preuve :

Le fait que X soit 6= ∅ est clair si les Xn → xn−1 sont surjectifs ; on va se
ramener à ce cas. Pour cela, notons Xn,p l’image de Xn+p dans Xn ; pour n
fixe, les Xn,p forment une famille décroissante d’ensembles finis non vides ; il en
résulte que cette famille est stationnaire , i.e. queXn,p est indépendant de p pour
p assez grand. Soit Yn cette valeur limite des Xn,p. On vérifie immédiatement
que Xn → Xn−1 applique Yn sur Yn−1 ; comme les Yn sont non vides, on a
lim
←−

Yn 6= ∅ ; d’où a fortiori, lim
←−

Xn 6= ∅. �

Notation. Si f ∈ Zp[X1, · · · , Xm] est un polynôme à coefficients dans Zp, et
si n est un entier ≥ 1, on note fn le polynôme à coefficients dans An déduit de
f par réduction ( mod pn).

Proposition 1.3.2. Soient f (i) ∈ Zp[X1, · · · , Xm] des polynômes à coefficients
entiers p-adiques. Il y a équivalence entre :
i) Les f (i) ont un zéro commun dans (Zp)

m.

ii) Pour tout n ≥ 1, les polynômes f
(i)
n ont un zéro commun dans (An)

m.

Preuve :

Soit X (resp. Xn) l’ensemble des zéros communs aux f (i) (resp. aux f
(i)
n ). Les

Xn sont finis, et l’on a X = lim
←−

Xn ; d’après le lemme précédent, X est non vide
si et seulement si les Xn sont non vides ; d’où la proposition. �

Définition 1.3.3. Un point x = (x1, · · · , xm) de (Zp)
m est dit primitif si l’un

des xi est inversible, c’est-à-dire si les xi ne sont pas tous divisibles par p ; on
définit de manière analogue les éléments primitifs de (An)

m.

Proposition 1.3.4. Soient f (i) ∈ Zp[X1, · · · , Xm] des polynômes homogènes à
coefficients entiers p-adiques. Il y a équivalence entre :
i) Les f (i) ont un zéro commun non trivial dans (Qp)

m.
ii) Les f (i) ont un zéro commun primitif dans (Zp)

m.

iii) Pour tout n ≥ 1, les f
(i)
n ont un zéro commun primitif dans (An)

m.

Preuve :

L’implication ii)⇒ i) est évidente. Inversement, si x = (x1, · · · , xm) est un zéro
commun non trivial des f (i), posons :

h = inf(vp(x1), · · · , vp(xm)), et y = p−hx.

Il est clair que y est un élément primitif de (Zp)
m, et que c’est un zéro commun

des f (i) ; on a donc bien i) ⇒ ii).
En ce qui concerne l’équivalence de ii) et iii), elle résulte du lemme qui précède.
�

1.4 Les carrés de Qp.

Lemme 1.4.1. Pour tout n ∈ N∗, on a vp(n!) ≤
n

p−1 .

12



Preuve :

Soit n ∈ N∗, il existe un plus grand entier k tel que kp ≤ n. Le nombre d’entiers
inférieurs ou égaux à n divisibles par p est alors k = ⌊np ⌋. Plus généralement, le

nombre d’entiers inférieurs ou égaux à n divisibles par pk est ⌊ n
pk ⌋. Ainsi, on a :

vp(n!) =
∑

k∈N∗

⌊ n
pk
⌋ ≤

∑

k∈N∗

n

pk
=

n

p− 1
.

�

Lemme 1.4.2. Soient p un nombre premier impair et N ∈ N. On a :

∀n ∈ N∗, vp

(
(pN+1)n

n!

)

≥ n
p− 2

p− 1
.

Preuve :

Soit n ∈ N∗. On a :

vp

(
(pN+1)n

n!

)

= vp((p
N+1)n)− vp(n!)

= n(N + 1)− vp(n!)
≥ n− vp(n!)
≥ n− n

p−1

≥ np−2
p−1

�

Remarque. Si z ∈ Zp, on a donc :

lim
n→+∞

vp

(
(pN+1z)n

n!

)

= +∞.

Lemme 1.4.3. Soit N ∈ N. On a :

∀n ∈ N∗, v2

(
(2N+2)n

n!

)

≥ n.

Preuve :

Soit n ∈ N∗. On a :

v2

(
(2N+2)n

n!

)

= v2((2
N+2)n)− v2(n!)

= n(N + 2)− v2(n!)
≥ 2n− v2(n!)
≥ 2n− n
≥ n

�

Corollaire 1.4.4. (Structure de Q∗p) Soit p un nombre premier impair. On a :

Q∗p
∼= pZ × Z∗p

∼= pZ × F∗p × Zp.
Q∗2
∼= 2Z × Z∗2

∼= 2Z × {±1} × Z2.
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(Si on considère l’application suivante :

θ : pZ × Z∗p → Q∗p
(pn, u) 7→ pnu

L’application θ est trivialement un homomorphisme. D’après la proposition 1.2.2,
il est surjectif : en effet, soit x ∈ Q∗p, alors il existe n ∈ Z et u ∈ Z∗p uniques tels
que x = pnu, ainsi θ(pn, u) = x. C’est également une injection : soit x dans son
noyau, alors θ(pn, u) = 1, c’est-à-dire n = 0 et u = 1. donc on a

Q∗p
∼= pZ × Z∗p.)

Corollaire 1.4.5. (Structure de Q∗2p ) Soit p un nombre premier impair. On
a :

Q∗2p
∼= p2Z × F∗2p × Zp.

Q∗22
∼= 22Z × 2Z2.

Preuve :

D’après le corollaire qui précède, Q∗p
∼= pZ×F∗p×Zp d’où Q∗2p

∼= p2Z×F∗2p ×2Zp
∼=

p2Z × F∗2p × Zp car 2 est inversible dans Zp.

De même, Q∗22
∼= 22Z × {1} × 2Z2

∼= 22Z × 2Z2. �

Remarque. Les formules du corollaire précédent prouvent que Q∗2p est un sous-
groupe ouvert de Q∗p. De plus on a le théorème suivant :

Théorème 1.4.6. Soit p un nombre premier. Un entier p-adique est un carré
si et seulement si c’est un carré modulo p (resp. modulo 8), pour p 6= 2 (resp.
p = 2).

Corollaire 1.4.7. Soit p un nombre premier impair. On a :

Q∗p/Q
∗2
p
∼= Z/2Z× Z/2Z.

Q∗2/Q
∗2
2
∼= Z/2Z× Z/2Z× Z/2Z.

Preuve :

Les deux corollaire précédents nous donnent :

Q∗p/Q
∗2
p
∼= pZ/p2Z × F∗p/F

∗2
p .

Q∗2/Q
∗2
2
∼= Z/22Z × {±1} × Z2/2Z2.

Or on sait que pour p premier impair, F∗p/F
∗2
p
∼= {±1}. La proposition 1.1.5

donne Z2/2Z2
∼= Z/2Z. Enfin, pZ/p2Z ∼= Z/2Z, pour tout nombre premier. D’où

le corollaire. �

Remarque. En d’autres termes, on peut dire que :
1) Si p 6= 2, le groupe Q∗p/Q

∗2
p est un groupe de type (2, 2) ; il admet {1, p, u, up}

où u est une unité p-adique (et u n’est pas un carré modulo p).
2) Si p = 2, le groupe Q∗2/Q

∗2
2 est de type (2, 2, 2) ; il admet pour représentants

{±1,±5,±2,±10}.
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Chapitre 2

Les symboles de Legendre et

Hilbert

2.1 Le symbole de Legendre.

2.1.1 Les carrés de Fq.

On pose F2
q = {x ∈ Fq | ∃ y ∈ Fq ; x = y2} et F∗q2 = F2

q ∩ F∗q .

Remarque. Par Frobenius, dans un corps fini de caractéristique 2, tout élément
est un carré.

Dans le cas où la caractéristique est supérieure à 2, soit Fq un corps fini de
cardinal q = pn (où p est un nombre premier impair). On a le résultat suivant :

Théorème 2.1.1. Les carrés de F∗q forment un sous-groupe d’indice 2 de F∗q .

Ce sous-groupe est le noyau de l’homomorphisme x → x
(q−1)

2 , à valeurs dans
{±1}.

En d’autres termes, on a les deux suites exactes fondamentales suivantes :

1 −→ {±1} −→ F∗q
u−→ F∗q

2 −→ 1 (2.1)

1 −→ F∗q
2 −→ F∗q

v−→ {±1} −→ 1 (2.2)

avec u(x) = x2 et v(x) = x
(q−1)

2 .

Remarques. 1) La première suite donne le nombre de carrés non nuls : (q−1)
2 .

2) La seconde suite donne un critère pour que x, différent de 0, soit un carré, à
savoir :

x
(q−1)

2 = 1.

Preuve du théorème :

• Soit x ∈ F∗q . On a xq−1 = 1, donc (x
q−1
2 )2 = 1, donc x = ±1. Cela montre que

v est à valeurs dans {±1}.
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• Si x est dans F∗q
2, on a x = y2, avec y ∈ F∗q , donc x

q−1
2 = yq−1 = 1. Cela montre

que F∗q
2 ⊂ Kerv. Comme l’équation x

q−1
2 = 1 admet au plus q−1

2 racines, on a
F∗q

2 = Kerv.
• Il en résulte que |Imv| = (q − 1)/|Kerv| = 2, de sorte que v est surjective. �

2.1.2 Définition et propriétés.

Définition 2.1.2. Soit p un nombre premier différent de 2 et soit x ∈ F∗p. Le
symbole de Legendre de x, noté (xp ), est défini par la formule suivante :

(
x

p
) = x

p−1
2 .

Remarque. Le symbole de Legendre est à valeurs dans {±1}. On a :
(

x
p

)

= 1 si x est un carré modulo p ;

−1 sinon.

On étend le symbole de Legendre à Z tout entier en posant
(

x
p

)

= 0 si p divise

x et
(

x
p

)

=
(

x
p

)

si p ne divise pas x ; où x est l’image de x dans F∗p.

Nous allons admettre la proposition suivante :

Proposition 2.1.3. i) ∀x, y ∈ Z2,
(

x
p

)(
y
p

)

=
(

xy
p

)

,

ii) ∀y ∈ F∗p,
(

y
p

)

=
(

y−1

p

)

.

2.1.3 La loi de réciprocité quadratique.

Nous admettons le résultat suivant :

Théorème 2.1.4. (Loi de réciprocité quadratique) Soient n et p deux
nombres premiers impairs distincts. On a la formule :

(
n

p

)

= (−1)
(n−1)(p−1)

4

( p

n

)

,

(
2

p

)

= (−1) p2−1
8 .

Remarque. On peut démontrer cette loi en partant le lemme de Gauss.

Soit p un nombre premier 6= 2, et soit S une partie de F∗p telle que F∗p soit la

réunion disjointe de S et de −S ; dans la suite, on prend S = {1, · · · , p−1
2 }.

Si s ∈ S et a ∈ F∗p, on peut écrire as sous la forme

as = es(a)sa avec es(a) = ±1 et sa ∈ S.

Lemme 2.1.5. (Gauss) On a :

(
a

p

)

=
∏

s∈S

es(a).
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Preuve :

On remarque d’abord que, si s et s′ sont deux éléments distincts de S, on a
sa 6= s′a (car sinon, on aurait s = ±s′, contrairement au choix de S). On en
conclut que s 7→ sa est une bijection de S sur lui-même. Faisons alors le produit
des égalités as = es(a)sa. On obtient :

a
p−1
2

∏

s∈S

s = (
∏

s∈S

es(a))
∏

s∈S

sa = (
∏

s∈S

es(a))
∏

s∈S

s

d’où
a

p−1
2 =

∏

s∈S

es(a),

ce qui démontre le lemme, puisque
(

a
p

)

= a
p−1
2 dans Fp. �

Traduction du signe (−) en termes de congruences modulo 4 :

On écrit : nRp si n est un carré (mod p),
c’est-à-dire si n est “ reste quadratique ” (mod p),

nNp sinon.

On a donc : nRp ⇔ pRn si p ou n ≡ 1 (mod 4),

nRp ⇔ pNn si p et n ≡ −1 (mod 4).

2.2 Le symbole de Hilbert.

On rappelle que V désigne l’ensemble des nombres premiers union {∞}, et
on pose Q∞ = R.

2.2.1 Définition et propriétés.

Définition 2.2.1. Soient a, b ∈ Q∗v. On pose :
(a, b)v = 1 si z2 − ax2 − by2 = 0 a une solution différente de (0, 0, 0)

dans Q3
v

(a, b)v = −1 sinon.
Le nombre (a, b)v = ±1 s’appelle le symbole de Hilbert de a et b, relativement
à Qv.

Remarque. Il est clair que (a, b)v ne change pas lorsqu’on multiplie a et b
par des carrés ; le symbole de Hilbert définit donc une application de Q∗v/Q

∗2
v ×

Q∗v/Q
∗2
v dans {±1}.

Soient Ω une clôture algébrique de Qv et ω une racine carrée de b dans Ω
(où b ∈ Qv) ; on a alors :

Qv[
√
b] = {α+ ωβ|α, β ∈ Qv} ⊂ Ω

et on définit la norme N sur Qv[
√
b] par :

N(α+ ωβ) = α2 − bβ2.

17



Elle vérifie N(1) = 1 et N(xy) = N(x)N(y) pour tout x, y ∈ Qv[
√
b].

Cette formule munit N(Qv[
√
b]) = {N(x)|x ∈ Qv[

√
b]} d’une structure de

groupe, pour b 6∈ Q2
p. Ce groupe est appelé le groupe des normes des éléments

de Qv[
√
b].

Proposition 2.2.2. Soient a et b deux éléments de Q∗v. Alors

(a, b)v = 1⇐⇒ a ∈ N(Qv[
√
b]∗)

Preuve :

Si b est un carré, on a b = c2 avec c ∈ Q∗v, et ainsi Qv[
√
b] = Qv et N(Qv[

√
b]∗) =

Q∗v. Par ailleurs, l’équation z2 − ax2 − by2 = 0 admet (0, 1, c) comme solution
et donc (a, b)v = 1, d’où la proposition dans ce cas. Supposons que b n’est pas
un carré.
(⇒) Supposons que (a, b)v = 1. Par définition, il existe (x0, y0, z0) ∈ Q3

v\{0} tel
que z20 − ax20− by20 = 0. On a x0 6= 0 car sinon on aurait z20 − by20 = 0 (car sinon

z0 = 0, ce qui n’est pas) et b =
z2
0

y2
0

ce qui n’est pas possible car b n’est pas un

carré. On peut donc écrire a =
z2
0

x2
0
−b y

2
0

x2
0
= N

(
z0
x0
− ω y0

x0

)

où N et ω sont définis

comme précédemment. Ainsi a ∈ N(Qv[
√
b]∗).

(⇐) Soit a ∈ N(Qv[
√
b]∗). Il existe α et β dans Q∗v tels que a = α2 − bβ2. Le

triplet (1, β, α) est une solution non triviale de l’équation z2 − ax2 − by2 = 0 et
(a, b)v = 1. �

Proposition 2.2.3. Le symbole de Hilbert satisfait aux formules :
i) (a, b)v = (b, a)v et (a, c2)v = 1 ;
ii) (a,−a)v = 1 et (a, 1− a)v = 1 ;
iii) (a, b)v = 1⇒ (aa′, b)v = (a′, b)v ;
iv) (a, b)v = (a,−ab)v = (a, (1− a)b)v ;
v) (a, a)v = (a,−1)v.
(Dans ces formules, a, a′, b, c désignent des éléments de Q∗v ; on suppose a 6= 1
lorsque la formule contient le terme 1− a.)

Preuve :

i) L’équation z2− ax2− c2y2 = 0 admet pour solution (0, 1, c) donc on a immé-
diatement (a, c2)v = 1.
Soit (x0, y0, z0) une solution non triviale de z2 − ax2 − by2 = 0 alors (y0, x0, z0)
est une solution non triviale de z2 − bx2 − ay2 = 0 et réciproquement, d’où
(a, b)v = (b, a)v.
ii) On a que z2−ax2+ay2 = 0 admet (1, 1, 0) pour solution, d’où (a,−a)v = 1.
On a aussi que z2 − ax2 − (1 − a)y2 = 0 admet (1, 1, 1) pour solution, d’où
(a, 1− a)v = 1.

iii) Si (a, b)v = 1 alors on a :
(a′, b)v = 1 ⇔ a′ ∈ N(Qv[

√
b]∗)

⇔ aa′ ∈ N(Qv[
√
b]∗)

⇔ (aa′, b)v = 1
Soit encore (aa′, b)v = (a′, b)v. iv) Puisque (a,−a)v = 1 on a (a, b)v = (a,−ab)v
d’après iii). On raisonne de même en utilisant (a, 1− a)v = 1. v) On a (a, a)v =
(a,−a2)v (d’après iv)), mais (a,−a2)v = (a,−1)v. �
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2.2.2 La bilinéarité du symbole de Hilbert.

Nous allons admettre les résultats suivants :

Théorème 2.2.4. Soient a et b deux éléments de Q∗v.
Si v =∞, (a, b)∞ vaut 1 si a > 0 ou b > 0 et vaut −1 sinon.
Si v = p 6= ∞, il existe deux entiers relatifs α et β, et deux éléments ua et ub
dans Z∗p uniques tel que a = pαua et b = pβub.

(a, b)p = (−1)αβ p−1
2

(
ua

p

)β (
ub

p

)α

si p 6= 2,

= (−1)ua−1
2

ub−1

2 +α
u2
b
−1

8 +β
u2
a−1

8 si p = 2.

Théorème 2.2.5. Le symbole de Hilbert est une forme bilinéaire non dégénérée
sur le F2-espace vectoriel Q∗v/Q

∗2
v (pour les lois + et . ).

La bilinéarité de (a, b)v correspond à la formule suivante :

(aa′, b)v = (a, b)v(a
′, b)v;

L’assertion "(a, b)v est non dégénérée" signifie que, si b ∈ Q∗v est tel que (a, b)v =
1 pour tout a ∈ Q∗v, on a b ∈ Q2

v.

2.2.3 Propriétés globales.

Théorème 2.2.6. (Formule du produit) Si a, b ∈ Q∗, on a (a, b)v = 1 pour
presque tout v ∈ V , et on a :

∏

v∈V

(a, b)v = 1.

(L’expression "presque tout v ∈ V " signifie "tous les éléments de V sauf un
nombre fini".)

Preuve :

Puisque le symbole de Hilbert est bilinéaire, il suffit de prouver le théorème dans
le cas où a et b sont égaux à −1 ou à un nombre premier.

Premier cas : a = −1 et b = −1.

On a (−1,−1)∞ = (−1,−1)2 = −1 et (−1,−1)p = 1 pour tout p 6= ∞ et
différent de 2 dans V .
En effet, on a (−1,−1)∞ = −1, car l’équation z2 + x2 + y2 = 0 n’admet pas de
solution non triviale dans R3. On a également (−1,−1)2 = −1, car les carrés
modulo 8 sont 0, 1 et 4 et de plus, ∀k ∈ Z, on a :

(1 + 2k)2 = 1 + 4k + 4k2

= 1 + 4 (k + k2)
︸ ︷︷ ︸

pair

≡ 1 [8].

On en déduit que z2+x2+y2 ≡ 0 [8]. Et comme les carrés de Q∗2 correspondent
aux carrés modulo 8, on a le résultat.
Pour tout p premier impair différent de l’infini, (−1,−1)p = 1 découle du fait
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que si on a z2 + x2 + y2 = 0 alors z2 + x2 = −y2. Si on prend z = 1 alors
l’équation se ramène à 1 + x2 = −y2. Si on note A l’ensemble des éléments de
Fp de la forme 1 + x2 et B ceux de la forme −y2. On a immédiatement que A
et B ont chacun (p + 1)/2 éléments ; A ∩ B 6= ∅, on en déduit que l’équation
admet nécessairement une solution non triviale. D’où le théorème dans ce cas.

Deuxième cas : a = l premier et b = −1.

Si l = 2, on a (2,−1)v = 1 pour tout v ∈ V , d’où le théorème dans ce cas.

Si l 6= 2 on a (l,−1)v = 1 pour tout v 6= l impair dans V et (l,−1)l = (−1) l−1
2 =

(l,−1)2. Le produit est bien égal à 1, d’où le théorème dans ce cas.

Troisième cas a = l et b = l′ premiers.

Si l = l′, on a (l, l)v = (l,−1)v pour tout V , et on est ramené au cas pré-
cédent. Si l 6= l′, deux cas se présentent :

Cas où l’ = 2 : on a (l, 2)v = 1 pour tout v 6= l impair dans V . De plus,

(l, 2)2 = (−1) l2−1
8 et (l, 2)l =

(
2
l

)
= (−1) l2−1

8 . D’où le théorème dans ce cas.

Cas où l′ 6= 2 : on a (l, l′)v = 1 pour tout v ∈ V distinct de 2, l et l′. De

plus, (l, l′)2 = (−1) l−1
2

l′−1
2 , (l, l′)l =

(
l′

l

)

et (l, l′)l′ =
(

l
l′

)
mais on a :

(l, l′)2(l, l
′)l(l, l

′)l′ = (−1) l−1
2

l′−1
2

(
l′

l

) (
l
l′

)

=
(

l
l′

) (
l
l′

)

= 1

d’où le théorème dans ce cas. �

Remarque. La formule du produit est essentiellement équivalente à la loi de
réciprocité quadratique.

Théorème 2.2.7. Soit (ai)i∈I une famille d’éléments de Q∗ et soit (εi,v)i∈I,v∈V
une famille de nombres égaux à ±1, avec |I| <∞. Pour qu’il existe x ∈ Q∗ tel
que (ai, x)v = εi,v pour tout i ∈ I et tout v ∈ V , il faut et il suffit que les trois
conditions suivantes soient satisfaites :
i) Presque tous les εi,v sont égaux à 1.
ii) Pour tout i ∈ I, on a

∏

v∈V εi,v = 1.
iii) Pour tout v ∈ V , il existe xv ∈ Q∗v tel que (ai, xv)v = εi,v pour tout i ∈ I.

Preuve :

La nécessité de i) et ii) résulte de la formule du produit ; celle de iii) est triviale
(en prenant xv = x).

La suffisance de ces conditions fait appel aux trois lemmes qui suivent :

Lemme 2.2.8. (Lemme chinois) Soient a1, · · · , an, m1, · · · ,mn des entiers,
les mi étant premiers entre eux deux à deux. Il existe un entier a tel que a ≡ ai(
mod mi) pour tout i.

Preuve :

Soit m le produit des mi. Le théorème de Bézout montre que l’homomorphisme
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canonique

Z/mZ→
n∏

i=1

Z/miZ

est un isomorphisme. Le lemme en résulte. �

Lemme 2.2.9. (Théorème d’approximation) Soit S une partie finie de V .
L’image de Q dans

∏

v∈S Qv est dense dans ce produit (pour la topologie produit
de celles des Qv).

Preuve :

Quitte à agrandir S, on peut supposer que

S = {∞, p1, · · · , pn}

où les pi sont des nombres premiers distincts, et il s’agit de démontrer que Q est
dense dans R×Qp1×· · ·×Qpn

. Soit donc (x∞, x1, · · · , xn) un point de ce produit,
et montrons que ce point est adhérent à Q ; quitte à faire une homothétie de
rapport entier, on peut supposer que l’on a xi ∈ Zpi

pour 1 ≤ i ≤ n ; il s’agit
alors de montrer que, pour tout ε > 0, et tout entier N ≥ 0, il existe x ∈ Q tel
que :

|x− x∞| ≤ ε et vpi
(x− xi) ≥ N pour i = 1, · · · , n.

D’après le "théorème chinois", appliqué aux mi = pNi , il existe x0 ∈ Z tel que
vpi

(x0 − xi) ≥ N pour tout i. Choisissons d’autre part un entier q ≥ 2 qui soit
premier à tous les pi (par exemple un nombre premier). Il est facile de voir que
les rationnels de la forme a/qm, a ∈ Z, m ≥ 0, sont denses dans R (cela provient
simplement de ce que qm →∞). On peut donc choisir un tel nombre u = a/qm

tel que :
|x0 − x∞ + upN1 · · · pNn | ≤ ε.

Le nombre rationnel x = x0 + upN1 · · · pNn répond alors à la question. �

Lemme 2.2.10. (Théorème de Dirichlet) Si a et m sont des entiers ≥ 1
premiers entre eux, il existe une infinité de nombres premiers p tels que p ≡ a(
mod m).

Nous allons admettre ce résultat ici.

Revenons à présent au théorème 2.2.7, et soit (εi,v) une famille de nombres
égaux à ±1, et satisfaisant aux conditions i), ii) et iii). Quitte à multiplier les
ai par le carré d’un entier, on peut supposer que tous les ai sont entiers. Soit S
le sous-ensemble de V formé de ∞, 2, et des facteurs premiers premiers des ai ;
soit T l’ensemble des éléments v ∈ V tels qu’il existe i ∈ I avec εi,v = −1 ; ces
deux ensembles sont finis. Distinguons deux cas :

1) Le cas où on a S ∩ T = ∅.

Posons
a =

∏

l∈T et l 6=∞

l et m = 8
∏

l∈S et l 6=2,∞

l.

Puisque S ∩ T = ∅, les entiers a et m sont premiers entres eux, et, d’après
le théorème de Dirichlet, il existe un nombre premier p ≡ a( mod m) tel que
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p 6∈ S∪T . Nous allons voir que le nombre x = ap répond à la question, autrement
dit que (ai, x)v = εi,v, pour tout i ∈ I et tout v ∈ V .
Si v ∈ S, on a εi,v = 1 puisque S∩T = ∅, et il faut donc vérifier que (ai, x)v = 1.
Si v = ∞, cela provient de ce que x est > 0 ; si v est un nombre premier l, on
a x ≡ a2( mod m), d’où x ≡ a2( mod 8) pour l = 2, x ≡ a2( mod l) pour
l 6= 2 ; comme x et a sont des unités l-adiques, cela montre que x est un carré
dans Q∗l , et l’on a bien (ai, x)v = 1.
Si v = l n’appartient pas à S, ai est une unité l-adique. Comme l 6= 2, on a :

(ai, b)l =
(ai
l

)vl(b)

pour tout b ∈ Q∗l ,

en se référant au théorème 2.2.4. Si l 6∈ T ∪ {p}, x est une unité l-adique, d’où
vl(x) = 0, et la formule ci-dessus montre que (ai, x)l = 1 ; d’autre part, on a
εi,l = 1, puisque l 6∈ T . Si l ∈ T , on a vl(x) = 1, d’autre part la condition iii)
montre qu’il existe xl ∈ Q∗l tel que (ai, xl)l = εi,l pour tout i ∈ I ; comme l’un
des εi,l est égal à −1 (puisque l appartient à T ), on a vl(xl) ≡ 1( mod 2), d’où :

(ai, x)l =
(ai
l

)

= (ai, xl)l = εi,l pour tout i ∈ I.

Reste enfin le cas l = p, que l’on ramène aux autres cas grâce à la formule du
produit :

(ai, x)p =
∏

v 6=p

(ai, x)v =
∏

v 6=p

εi,v = εi,p.

Cela achève la démonstration du théorème 2.2.7 dans le cas S ∩ T = ∅.

2) Cas général.

On sait que les carrés de Q∗v forment un sous-groupe de Q∗v. D’après le théorème
d’approximation, il existe donc x′ ∈ Q∗ tel que x′/xv soit un carré dans Q∗v pour
tout v ∈ S. On a en particulier :

(ai, x
′)v = (ai, xv)v = εi,v pour tout v ∈ S.

Si l’on pose ηi,v = εi,v(ai, x
′)v, la famille ηi,v vérifie les conditions i), ii) et iii),

et de plus ηi,v = 1 si v ∈ S. D’après le 1) ci-dessus, il existe donc y ∈ Q∗ tel que

(ai, y)v = ηi,v ∀i ∈ I et v ∈ V.

Si l’on pose x = yx′, il est clair que x répond à la question. �
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Chapitre 3

Formes quadratiques.

3.1 Définitions.

Rappelons pour commencer la notion générale de forme quadratique :

Définition. Un module sur A (ou A-module) est un ensemble V muni d’une
loi de composition interne +, et d’une loi de composition externe (par A) × tel
que :
i) V soit un groupe commutatif ;
ii) ∀λ ∈ A, ∀x, y ∈ V , λ× (x+ y) = λ× x+ λ× y ;
iii) ∀λ, µ ∈ A, ∀x ∈ V , (λ+ µ)× x = λ× x+ µ× x ;
iv) ∀λ, µ ∈ A, ∀x, (λµ)× x = λ× (µ× x) ;
v) ∀x ∈ V , 1× x = x.

Définition 3.1.1. Soit V un module sur un anneau commutatif A. Une appli-
cation Q : V −→ A est appelée forme quadratique sur V si :
1) On a Q(ax) = a2Q(x) pour a ∈ A et x ∈ V .
2) L’application (x, y) 7−→ Q(x+ y)−Q(x)−Q(y) est une forme bilinéaire.

Un tel couple (V,Q) est appelé un module quadratique.

Dans tout ce chapitre, nous nous limiterons au cas où A est un corps K
de caractéristique différente de 2 ; le A-module V est alors un K-espace vecto-
riel ; nous le supposerons de dimension finie. On posera :

x.y =
1

2
[Q(x+ y) − Q(x) − Q(y)],

ce qui a un sens puisque la caractéristique de K est différente de 2.

L’application (x, y) 7→ x.y est une forme bilinéaire symétrique sur V ; on
l’appelle le produit scalaire associé à Q.

On a Q(x) = x.x. Cela établit une correspondance bijective entre formes
quadratiques et formes bilinéaires symétriques (il n’en serait plus de même en
caractéristique 2).
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Si (V,Q) et (V ′, Q′) sont deux modules quadratiques, on appelle mor-

phisme (ou morphisme métrique) de (V,Q) dans (V ′, Q′) toute application
linéaire f : V → V ′ telle que Q′ ◦ f = Q ; on a alors f(x).f(y) = x.y pour
x, y ∈ V .

Soit (ei)1≤i≤n une base de V . On appelle matrice de Q par rapport à
cette base, la matrice A = (aij), où aij = ei.ej ; c’est une matrice symétrique.

Si x =
∑
xiei est un élément de V , on a :

Q(x) =
∑

i,j

aijxixj ,

ce qui montre que Q(x) est une "forme quadratique" en x1, · · · , xn au sens usuel.

Si on modifie la base (ei) au moyen d’une matrice inversible X, la matrice
A′ de Q par rapport à la nouvelle base est X.A.tX où tX désigne la transposée
de X.
On a en particulier :

det(A′) = det(A). det(X)2

ce qui montre que det(A) est déterminé à la multiplication près par un élément
de K∗2 ; on l’appelle le discriminant de Q, et on le note disc (Q).

3.2 Orthogonalité.

Soit (V,Q) un module quadratique sur K. Deux éléments x et y de V sont
dits orthogonaux si x.y = 0.

L’ensemble des éléments orthogonaux à une partie H de V est noté H0 ;
c’est un sous-espace vectoriel de V .

Si V1 et V2 sont deux sous-espaces vectoriels de V , on dit que V1 et V2
sont orthogonaux si V1 ⊂ V 0

2 , i.e. si x ∈ V1, y ∈ V2 entraîne x.y = 0.

L’orthogonal V 0 de V tout entier est appelé le radical (ou le noyau) de
V , et noté rad (V ). Sa codimension s’appelle le rang de Q.

Si V 0 = 0, on dit que Q est non dégénérée ; cela équivaut à dire que
le discriminant de Q est différent de 0 (auquel cas on peut le considérer comme
un élément du groupe K∗/K∗2).

Soit U un sous-espace vectoriel de V , et soit U∗ le dual de U . Soit qU :
V → U∗ l’application qui associe à tout x de V la forme linéaire (y ∈ U 7→ x.y).
Le noyau de qU est U0. En particulier, on voit que Q est non dégénérée si et
seulement si qV : V → V ∗ est un isomorphisme.

Définition 3.2.1. Soient U1, · · · , Um des sous-espaces vectoriels de V . On dit
que V est somme directe orthogonale des Ui si ceux-ci sont deux à deux

orthogonaux et si V en est la somme directe. On écrit alors :

V = U1

∧
⊕ · · ·

∧
⊕ Um.

24



Remarque. Si x ∈ V a pour composante xi dans Ui, on a

Q(x); = Q1(x1) + · · ·+Qm(xm)

où Qi = Q|Ui
désigne la restriction de Q à Ui. Inversement, si (Ui, Qi) est une

famille de modules quadratiques, la formule ci-dessus munit V = ⊕Ui d’une

forme quadratique Q, dite somme directe des Qi, et l’on a V = U1

∧
⊕ · · ·

∧
⊕ Um.

Proposition 3.2.2. Si U est un supplémentaire de rad(V ) dans V , on a :

V = U
∧
⊕ rad(V ).

Preuve :

C’est clair. �

Proposition 3.2.3. Supposons (V,Q) non dégénéré. Alors :
i) Tout morphisme métrique de V dans un module quadratique (V ′, Q′) est in-
jectif.
ii) Pour tout sous-espace vectoriel U de V , on a :

U00 = U, dimU + dimU0 = dimV

rad(U) = rad(U0) = U ∩ U0.

Pour que U soit non dégénérée, il faut et il suffit que U0 le soit, auquel cas

V = U
∧
⊕ U0.

iii) si V est somme directe orthogonale de deux sous-espaces, ceux-ci sont non
dégénérés, et chacun d’eux est l’orthogonal de l’autre.

Preuve :

Si f : V → V ′ est un morphisme métrique, et si f(x) = 0, on a x.y = f(x).f(y) =
0 pour tout y ∈ V ; d’où x = 0 puisque (V,Q) est non dégénéré.
Si U est un sous-espace vectoriel de V , l’homomorphisme qU : V → U∗ défini
plus haut est surjectif ; en effet, il s’obtient en composant qV : V → V ∗ avec

la surjection canonique V ∗ → U∗, et l’on a que qV est bijectif. On a donc une

suite exacte :

0→ U0 → V → U∗ → 0

d’où dimV = dimU∗ + dimU0 = dimU + dimU0.
Ceci montre que U et U00 sont de même dimension ; comme U est contenu dans
U00, on a u = U00 ; la formule rad(U) = U ∩U0 est évidente ; en l’appliquant à
U0, et en tenant compte de ce que U00 = U , on en déduit que rad(U0) = rad(U),
d’où en même temps la dernière assertion de ii). Enfin, iii) est triviale.�

3.3 Vecteurs isotropes.

Définition 3.3.1. Un élément x d’un module quadratique (V,Q) est dit iso-
trope si l’on a Q(x) = 0. Un sous-espace U de V est dit isotrope si tous ses
éléments sont isotropes.

On a évidemment le résultat suivant :

U isotrope ⇔ U ⊂ U0 ⇔ Q|U = 0.
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Définition 3.3.2. On appelle plan hyperbolique tout module quadratique
ayant une base formée de deux éléments isotropes x, y tels que x.y 6= 0.

Quitte à multiplier y par 1/x.y, on peut supposer que x.y = 1. La matrice

de la forme quadratique par rapport à x, y est alors simplement

(
0 1
1 0

)

; son

discriminant est −1 (en particulier, elle est non dégénérée).

Proposition 3.3.3. Soit x un élément isotrope différent de 0 d’un module qua-
dratique non dégénéré (V,Q). Il existe alors un sous-espace U de V qui contient
x et qui est un plan hyperbolique.

Preuve :

Puisque V est non dégénéré, il existe z ∈ V tel que x.z = 1. soit y = 2z−(z.z)x,

sachant que x est isotrope, on a :
Q(y) = (2z −Q(z)x).(2z −Q(z)x)

= 4Q(z) +Q(z)2Q(x)− 4Q(z)(x.z)
= 0

En d’autres termes y est un élément isotrope. De plus :

y.x = (2z −Q(z)x).x = 2z.x−Q(z)Q(x) = 2

qui est non nul car la caractéristique est différente de 2. Et le sous-espace U =
Kx+Ky est alors un plan hyperbolique. �

Corollaire 3.3.4. Si (V,Q) est non dégénéré et contient un élément isotrope
non nul, on a Q(V ) = K.
Autrement dit, pour tout a ∈ K, il existe v ∈ V tel que Q(v) = a.

Preuve :

Compte tenu de la proposition précédente, il suffit ici de montrer le résultat
quand V est un plan hyperbolique, de base x, y avec x, y isotropes et x.y = 1.
Si a ∈ K, on a alors a = Q(x+ a

2y), d’où Q(V ) = K.�

3.4 Bases orthogonales.

Définition 3.4.1. Une base (e1, · · · , en) d’un module quadratique (V,Q) est
dite orthogonale si elle est formée d’éléments deux à deux orthogonaux, i.e. si

V = Ke1
∧
⊕ · · ·

∧
⊕ Ken.

Remarque. Il revient au même de dire que la matrice de Q par rapport à cette
base est une matrice diagonale :








a1 0 · · · 0
0 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · an








Si x =
∑
xiei, on a alors Q(x) = a1x

2
1 + · · ·+ anx

2
n.

Théorème 3.4.2. Tout module quadratique (V,Q) possède une base orthogo-
nale.
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Preuve :

Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur n = dimV .
Le cas n = 0 est trivial.
Si V est isotrope, toute base de V est orthogonale. Sinon, on choisit un élément
e1 ∈ V tel que e1.e1 6= 0. L’orthogonal H de e1 est un hyperplan, et comme

e1 n’appartient pas à H, on a V = Ke1
∧
⊕ H ; vu l’hypothèse de récurrence,

H possède une base orthogonale (e2, · · · , en) ; il est clair que (e1, e2, · · · , en) est
une base orthogonale de V . Ce qui prouve le théorème. �

Définition 3.4.3. Deux bases orthogonales

e = (e1, · · · , en) et e′ = (e′1, · · · , e′n)

de V sont dites contiguës si elles ont un élément en commun (i.e. s’il existe i
et j tels que ei = e′j).

Théorème 3.4.4. Supposons V non dégénéré de dimension ≥ 3, et soient
e = (e1, · · · , en), e′ = (e′1, · · · , e′n) deux bases orthogonales de V . Il existe une
suite finie e(0), e(1), · · · , e(m) de bases orthogonales de V telle que e(0) = e,
e(m) = e′, et que e(i) soit contiguë à e(i+1) pour 0 ≤ i < m.

On dit que e(0), · · · , e(m) est une chaîne de bases orthogonales contiguës

reliant e à e′.

Preuve :

Nous distinguons trois cas :
i) On a (e1.e1)(e

′
1.e
′
1)− (e1.e

′
1)

2 6= 0.
Cela revient à dire que e1 et e′1 ne sont pas proportionnels et que le plan
P = Ke1 +Ke′1 est non dégénéré. Il existe alors ǫ2, ǫ

′
2 ∈ P tels que :

P = Ke1
∧
⊕ Kǫ2 et P = Ke′1

∧
⊕ Kǫ′2.

Soit H l’orthogonal de P ; comme P est non dégénéré, on a V = H
∧
⊕ P . Soit

(e′′3 , · · · , e′′n) une base orthogonale de H. On peut alors relier e à e′ au moyen
de la chaîne :

e→ (e1, ǫ2, e
′′
3 , · · · , e′′n)→ (e′1, ǫ

′
2, e

′′
3 , · · · , e′′n)→ e′

d’où le théorème, dans ce cas.
ii) On a (e1.e1)(e

′
2.e
′
2)− (e1.e

′
2)

2 6= 0.
On raisonne de la même manière, en remplaçant e′1 par e′2.
iii) On a (e1.e1)(e

′
i.e
′
i)− (e1.e

′
i)

2 = 0 pour i = 1, 2.
On démontre d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.4.5. Il existe x ∈ K tel que ex = e′1 + xe′2 soit non isotrope, et

engendre avec e1 un plan non dégénéré.

Preuve :

On a ex.ex = e′1.e
′
1+x

2(e′2.e
′
2) ; on doit donc prendre x2 distinct de−(e′1.e′1)/(e′2.e′2).

D’autre part, pour que ex engendre avec e1 un plan non dégénéré, il faut et il
suffit que (e1.e1)(ex.ex)− (e1.ex)

2 6= 0. �

27



Si l’on explicite en tenant compte de l’hypothèse iii), on trouve que le pre-
mier membre est −2x(e1.e′1)(e1.e′2). Or l’hypothèse iii) entraîne e1.e

′
i 6= 0 pour

i = 1, 2. On voit donc que ex vérifie les conditions du lemme si et seulement si
l’on a à la fois x 6= 0 et x2 6= −(e′1.e′1)/(e′2.e′2). Cela élimine au plus trois valeurs
de x ; si K a au moins quatre éléments, on peut donc trouver un tel x. Reste
le cas où K = F3 (le cas K = F2 est exclu puisque caract(K) 6= 2). Mais dans
ce cas, tout carré non égal à 1, et l’hypothèse iii) s’écrit (e1.e1)/(e

′
2.e
′
2) est donc

égal à 1, et, pour réaliser la condition x2 6= 0, −1, il suffit de prendre x = 1.
Ceci étant, choisissons ex = e′1 + xe′2 vérifiant les conditions du lemme. Comme
ex n’est pas isotrope, il existe e′′2 tel que (ex, e

′′
2) soit une base orthogonale de

Ke′1
∧
⊕ Ke′2. Posons : e′′ = (ex, e

′′
2 , e

′
3, · · · , e′n), c’est une base orthogonale de V .

Comme Ke1 +Kex est un plan non dégénéré, la partie i) de la démonstration
montre que l’on peut relier e à e′′ par une chaîne de bases contiguës ; d’autre
part e′ et e′′ sont contiguës ; d’où le théorème. �

3.5 Théorème de Witt.

Soient (V,Q) et (V ′, Q′) deux modules quadratiques non dégénérés ; soit U
un sous-espace vectoriel de V , et soit

s : U −→ V ′

un morphisme métrique injectif de U dans V ′. On cherche à prolonger s à un
sous-espace plus grand que U , et si possible à V tout entier. On commence par
le cas où U est dégénéré :

Lemme 3.5.1. Si U est dégénéré, on peut prolonger s en un morphisme mé-
trique injectif s1 : U1 → V ′, où U1 contient U comme hyperplan.

Preuve :

Soient x un élément non nul de rad(U) et l une forme linéaire sur U telle que
l(x) = 1. Comme V est dégénéré, il existe y ∈ V tel que l(u) = u.y pour tout
u ∈ U ; de plus, on peut supposer que y.y = 0 (remplacer y par y − λx, avec

λ = 1
2y.y). Le sous-espace U1 = U

∧
⊕ Ky contient U comme hyperplan.

La même construction, appliquée à U ′ = sU , x′ = sx, et l′ = l ◦ s−1 donne

U ′1 = U ′
∧
⊕ Ky′. Soit s1 : U1 → U ′1 l’application linéaire qui coïncide avec s sur

U et applique y sur y′ ; il est immédiat que s1 répond à la question. �

Théorème 3.5.2. (Witt) Si (V,Q) et (V ′, Q′) sont isomorphes, et non dégé-
nérés, tout morphisme métrique injectif

s : U −→ V ′

d’un sous-espace vectoriel U de V peut être prolongé en un isomorphisme de V
sur V ′.

Preuve :

Puisque V et V ′ sont isomorphes, on peut supposer que V = V ′. D’autre part,
en appliquant le lemme précédent, on voit que l’on peut se restreindre au cas
où U est non dégénéré. On raisonne alors par récurrence sur la dimension de U .
Si dimU = 1, U est engendré par un élément x non isotrope ; si y = s(x),
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on a y.y = x.x. On peut choisir ǫ = ±1 tel que x + ǫy ne soit pas isotrope ;
sinon, en effet, on aurait 2x.x + 2x.y = 2x.x − 2x.y = 0, ce qui entraînerait
x.x = 0. Choisissons un tel ǫ, et soit H l’hyperplan orthogonal à z = x + ǫy ;

on a V = Kz
∧
⊕ H. Soit σ la symétrie par rapport à H, i.e. l’automorphisme

de V qui est l’identité sur H et qui change z en −z. Comme x− ǫy appartient
à H, on a : σ(x − ǫy) = x − ǫy et σ(x + ǫy) = −x − ǫy, d’où σ(x) = −ǫy.
L’automorphisme −ǫσ prolonge donc s.

Si dimU > 1, on décompose U sous la forme U1

∧
⊕ U2, avec U1, U2 6= 0.

D’après l’hypothèse de récurrence, la restriction s1 de s à U1 se prolonge en un
automorphisme σ1 de V ; quitte à remplacer s par σ−1

1 ◦s, on peut donc supposer
que s est l’identité sur U1. Le morphisme s applique alors U2 dans l’orthogonal
V1 de U1 ; d’après l’hypothèse de récurrence, la restriction de s à U2 se prolonge
donc en un automorphisme σ2 de V1 ; l’automorphisme σ de V qui est l’identité
sur U1 et σ2 sur V1 répond à la question. �

Corollaire 3.5.3. Deux sous-espaces isomorphes d’un module quadratique non
dégénéré ont des orthogonaux isomorphes.

Preuve :

On prolonge un isomorphisme entre les deux sous-espaces en un automorphisme
du module, et l’on restreint ce dernier aux orthogonaux, d’où le résultat. �

3.6 Traductions.

Soit

f(X) =
n∑

i=1

aiiX
2
i + 2

∑

i<j

aijXiXj

une forme quadratique à n variables sur K ; on pose aij = aji si i > j, de
sorte que la matrice A = (aij) est symétrique. Le couple (Kn, f) est un module
quadratique, dit associé à f (ou à la matrice A).

Définition 3.6.1. Deux formes quadratiques f et f ′ sont dites équivalentes si
les modules correspondants sont isomorphes.

On écrit alors f ∼ f ′. Si A et A′ sont les matrices respectives de f et f ′,
cela revient à dire qu’il existe une matrice inversible X telle que A′ = X.A.tX.

Soient f(X1, · · · , Xn) et g(X1, · · · , Xm) deux formes quadratiques ; on note

f
.
+ g (ou simplement f + g si aucune confusion n’est possible) la forme qua-

dratique
f(X1, · · · , Xn) + g(Xn+1, · · · , Xn+m)

en n +m variables. Cette opération correspond à celle de somme orthogonale.
On écrit de même f

.
− g (ou simplement f − g) pour f

.
+ (−g).

Voici quelques exemples de traductions :

Définition 3.6.2. Une forme f(X1, X2) à deux variables est dite hyperbolique

si l’on a :

f ∼ X1X2 ∼ X2
1 −X2

2 .
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Cela signifie que le module (K2, f) correspondant est un plan hyperbolique.

On dit qu’une forme f(X1, · · · , Xn) représente un élément a de K s’il existe
x ∈ Kn, x 6= 0, tel que f(x) = a. En particulier, f représente 0 si et seulement
si le module quadratique correspondant contient un élément isotrope non nul.

Proposition 3.6.3. Si f représente 0, et est non dégénérée, on a f ∼ f2
.
+ g,

où f2 est hyperbolique. De plus, f représente tout élément de K.

C’est la traduction de la proposition 3.3.3 et de son corollaire 3.3.4.

Corollaire 3.6.4. Soit g = g(X1, · · · , Xn−1) une forme quadratique non dégé-
nérée, et soit a ∈ K∗. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) g représente a.

ii) On a g ∼ h
.
+ aZ2, où h est une forme en n− 2 variables.

iii) La forme f = g
.
− aZ2 représente 0.

Preuve :
Il est clair que ii) ⇒ i). Inversement, si g représente a, le module quadratique
V correspondant à g contient un élémentx tel que x.x = a ; si H désigne l’or-

thogonal de x, on a V = H
∧
⊕ Kx d’où g ∼ h + aZ2 où h désigne la forme

quadratique attachée à une base de H.
L’implication ii) ⇒ iii) est immédiate.

Enfin, si la forme f = g
.
− aZ2 a un zéro non trivial (x1, · · · , xn−1, z), on a,

soit z = 0, auquel cas g représente 0, donc aussi a, soit z 6= 0, auquel cas
g(x1/z, · · · , xn−1/z) = a, d’où iii) ⇒ i). �

Corollaire 3.6.5. Soient g et h deux formes non dégénérées de rang ≥ 1, et
soit f = g

.
− h. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f représente 0.
b) Il existe a ∈ K∗ qui est représenté par g et par h.

c) Il existe a ∈ K∗ tel que g
.
− aZ2 et h

.
− aZ2 représentent 0.

Preuve :
L’équivalence b) ⇔ c) résulte du corollaire 3.6.4.
L’implication b) ⇒ a) est triviale.
Montrons que a) ⇒ b). Un zéro non trivial de f peut s’écrire sous la forme
(x, y), avec g(x) = h(y). Si l’élément a = g(x) = h(y) est 6= 0, il est clair que b)
est vérifiée. Si a = 0, l’une des formes, g par exemple, représente 0, donc tout
élément de K, et en particulier, toute valeur non nulle prise par h. �

Le théorème 3.4.2 se traduit en la classique décomposition des formes qua-
dratiques en "sommes de carrés" :

Théorème 3.6.6. Soit f une forme quadratique en n variables. Il existe a1, · · · , an ∈
K tels que f ∼ a1X

2
1 + · · ·+ anX

2
n.

Le rang de f est le nombre des indices i tels que ai 6= 0. Il est égal à n si et
seulement si le discriminant a1 · · · an de f est 6= 0 (autrement dit, si f est non
dégénérée).

Enfin, le corollaire au théorème de Witt donne le théorème de "simplifica-
tion" suivant :
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Théorème 3.6.7. Soient f = g
.
+ h et f ′ = g′

.
+ h′ deux formes quadratiques

non dégénérées. Si f ∼ f ′ et g ∼ g′, on a h ∼ h′.

Corollaire 3.6.8. si f est non dégénérée, on a

f ∼ g1
.
+ · · ·

.
+ gm

.
+ h

où g1, · · · , gm sont hyperboliques, et h ne représente pas 0. Cette décomposition
est unique, à équivalence près.

Remarque. Le nombre m des facteurs hyperboliques peut être caractérisé
comme la dimension des sous-espaces isotropes maximaux du module quadra-
tique correspondant à f .

3.7 Formes quadratiques sur Fq.

Soit p un nombre premier différent de 2, et soit q = pf une puissance de p ;
soit Fq un corps à q éléments.

Proposition 3.7.1. Une forme quadratique sur Fq de rang ≥ 2 (resp. de rang
≥ 3) représente tout élément de F∗q (resp. de Fq).

Preuve :
Il s’agit ici de montrer que, si a, b, c ∈ Fq sont non nuls, l’équation ax2 + by2 =
c (∗) a une solution.
Soit A (resp. B) l’ensemble des éléments de Fq de la forme ax2 (resp. de la
forme c − by2), avec x ∈ Fq (resp. avec y ∈ Fq). On voit rapidement que A et
B ont chacun (q + 1)/2 éléments ; on a donc A ∩ B 6= ∅, d’où une solution de
l’équation (∗). �

Rappelons d’autre part que le groupe F∗q/F
∗2
q a deux éléments. Notons a

un élément de F∗q qui n’est pas un carré.

Proposition 3.7.2. Toute forme quadratique non dégénérée de rang n sur Fq

est équivalente à
X2

1 + · · ·+X2
n−1 +X2

n

ou
X2

1 + · · ·+X2
n−1 + aX2

n

suivant que son discriminant est ou non un carré.

Preuve :
Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur n.
C’est clair si n = 1. La proposition précédente permet de montrer que la forme
f représente 1. Cette forme est donc équivalente à X2

1

.
+ g, où g est une forme à

n− 1 variables, et l’on applique l’hypothèse de récurrence à g. D’où le résultat.
�

Corollaire 3.7.3. Pour que deux formes quadratiques non dégénérées sur Fq

soient équivalentes, il faut et il suffit qu’elles aient même rang et même discri-
minant.

(Le discriminant est alors considéré comme un élément du groupe quotient
F∗q/F

∗2
q .)
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Chapitre 4

Formes quadratiques sur Qp.

Dans cette partie, p désigne un nombre premier ; on note K le le corps p-
adique Qp.

Tous les modules quadratiques considérés sont relatifs à K, et sont supposés
non dégénérés ; on fait les mêmes conventions pour les formes quadratiques.

4.1 Les deux invariants.

Soit (V,Q) un module quadratique de rang n ; nous noterons d(Q) son dis-
criminant ; c’est un élément de K∗/K∗2. Si e = (e1, · · · , en) est une base ortho-
gonale de V , et si l’on pose ai = ei.ei, on a :

d(Q) = a1 · · · an (dans K∗/K∗2).

Dans tout ce qui suit, nous nous permettrons souvent de noter par la même
lettre un élément de K∗ et sa classe modulo K∗2.
Rappelons d’autre part que, si a et b sont des éléments de K∗, on a le symbole
de Hilbert (a, b), égal à ±1. Nous poserons :

ε(e) =
∏

i<j

(ai, aj).

On a ε(e) = ±1. De plus, ε(e) est un invariant de (V,Q). En effet :

Théorème 4.1.1. Le nombre ε(e) ne dépend pas du choix de la base orthogonale
e.

Preuve :
Si n = 1, on a ε(e) = 1. Si n = 2, on a ε(e) = 1 si et seulement si la forme
Z2−a1X2−a2Y 2 représente 0, autrement dit (cf. corollaire 3.6.4) si et seulement
si a1X

2 + a2Y
2 représente 1 ; mais cette dernière condition signifie qu’il existe

x ∈ V tel que Q(x) = 1, et cela ne dépend pas de e. Pour n ≥ 3, on raisonne par
récurrence sur n. D’après le théorème 3.4.4, il suffit de prouver que ε(e) = ε(e′)
sont contiguës. Mais, vu la symétrie du symbole de Hilbert, ε(e) ne change pas
de valeur lorsqu’on permute les ei ; on peut donc supposer que e′ = (e′1, · · · , e′n)
est tel que e′1 = e1. Si l’on pose a′i = e′i.e

′
i, on a a′1 = a1. On peut écrire ε(e)

sous la forme :
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ε(e) = (a1, a2 · · · an)
∏

2≤i<j(ai, aj)

= (a1, d(Q)a1)
∏

2≤i<j(ai, aj)

puisque d(Q) = a1 · · · an.
De même

ε(e′) = (a1, d(Q)a1)
∏

2≤i<j

(a′i, a
′
j).

Mais l’hypothèse de récurrence, appliquée à l’orthogonal de e1, montre que l’on
a : ∏

2≤i<j

(ai, aj) =
∏

2≤i<j

(a′i, a
′
j),

d’où le résultat recherché. �

Nous écrirons désormais ε(Q) à la place de ε(e).

Traduction : Si f une forme quadratique à n variables, et si

f ∼ a1X
2
1 + · · ·+ anX

2
n,

les deux éléments

d(f) = a1 · · · an (dans K∗/K∗2) et ε(f) =
∏

i<j

(ai, aj) (dans {±1})

sont des invariants de la classe d’équivalence de f .

4.2 Représentation d’un élément de Qp par une

forme quadratique.

Lemme 4.2.1. i) Le nombre d’éléments du F2-espace vectoriel Q∗p/Q
∗2
p est 2r,

avec r = 2 si p 6= 2 et r = 3 si p = 2.
ii) Si a ∈ Q∗p/Q

∗2
p et ε = ±1, soit Hε

a l’ensemble des x ∈ Q∗p/Q
∗2
p tels que

(x, a) = ε. Si a = 1, H1
a a 2r éléments et H−1

a = ∅. Si a 6= 1, Hε
a a 2r−1

éléments.
iii) Soient a, a′ ∈ Q∗p/Q

∗2
p et ε, ε′ = ±1 ; on suppose que Hε

a et Hε′

a′ sont non

vides. Pour que Hε
a ∩Hε′

a′ = ∅, il faut et il suffit que a = a′ et ε = −ε′.

Preuve :
On a que si p 6= 2, le groupe Q∗p/Q

∗2
p est un groupe de type (2, 2), autrement

dit isomorphe à (Z/2Z)2. Et si p = 2, le groupe Q∗p/Q
∗2
p est un groupe de type

(2, 2, 2), donc isomorphe à (Z/2Z)3. L’assertion i) en découle.
Pour l’assertion ii), le cas a = 1 est trivial ; si a 6= 1, on a que l’homomorphisme
b 7→ (a, b) applique Q∗p/Q

∗2
p sur {±1} ; son noyau H1

a est donc un hyperplan de
Q∗p/Q

∗2
p et a 2r−1 éléments ; son complémentaire H−1

a a 2r−1 éléments (c’est un
hyperplan "affine" parallèle à H).
Enfin, si Hε

a et Hε′

a′ sont non vides et disjoints , ils ont nécessairement 2r−1

éléments chacun et sont complémentaires l’un de l’autre ; cela entraîne H1
a =

H1
a′ , d’où

(x, a) = (x, a′) pour tout x ∈ Q∗p/Q
∗2
p ;
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comme le symbole de Hilbert est non dégénéré, on en déduit a = a′ et évidem-
ment ε = −ε′ ; la réciproque est triviale. �

Soit maintenant f une forme quadratique de rang n ; soit d = d(f) et ε = ε(f)
ses deux invariants.

Théorème 4.2.2. Pour que f représente 0, il faut et il suffit que :
i) n = 2 et d = −1 (dans Q∗p/Q

∗2
p ) ;

ii) n = 3 et (−1,−d) = ε ;
iii) n = 4 et, soit d 6= 1, soit d = 1 et ε = (−1,−1) ;
iv) n ≥ 5.
(En particulier, toute forme à au moins 5 variables représente 0.)

Avant de démontrer ce théorème, nous allons en donner une conséquence :

Soit a ∈ Q∗p/Q
∗2
p , et soit fa = f

.
− aZ2 (cette forme est définie à équiva-

lence près). On sait que fa représente 0 si et seulement si f représente a. Or,
on a :

d(fa) = −ad, et ε(fa) = (−a, d)ε.
En appliquant le théorème précèdent à fa et en tenant compte de ces formules,
on obtient :

Corollaire 4.2.3. Soit a ∈ Q∗p/Q
∗2
p . Pour que f représente a, il faut et il suffit

que :
i) n = 1 et a = d ;
ii) n = 2 et (a,−d) = ε ;
iii) n = 3 et, soit a 6= −d, soit a = −d et (−1,−d) = ε ;
iv) n ≥ 4

(Précisons que, dans cet énoncé comme dans celui du théorème 4.2.2, a et d
sont considérés comme des éléments de Q∗p/Q

∗2
p ; ainsi, l’inégalité a 6= −d signifie

que a n’est pas égal au produit de −d par un carré.)

Preuve du théorème :
On écrit f sous la forme f ∼ a1X

2
1 + · · · + anX

2
n, et l’on considère les cas

n = 2, 3, 4 et ≥ 5.

i) Le cas n = 2.

La forme f représente 0 si et seulement si −a1/a2 est un carré ; mais −a1/a2 =
−a1a2 = −d dans Q∗p/Q

∗2
p ; on doit donc avoir −d = 1, soit d = −1.

ii) Le cas n = 3.

La forme f représente 0 si et seulement si la forme

−a3f ∼ −a3a1X2
1 − a3a2X2

2 −X2
3

représente 0. Or par définition même du symbole de Hilbert, cette dernière forme
représente 0 si et seulement si l’on a : (−a3a1,−a3a2) = 1.
En développant, on trouve :

(−1,−1)(−1, a1)(−1, a2)(a3, a3)(a1, a2)(a1, a3)(a2, a3) = 1.
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Mais on a (a3, a3) = (−1, a3), on peut donc réécrire la condition ci-dessus sous
la forme :

(−1,−1)(−1, a1a2a3)(a1, a2)(a1, a3)(a2, a3) = 1

ou encore (−1,−d)ε = 1, donc (−1,−d) = ε.

iii) Le cas n = 4.

D’après le corollaire 3.6.5, on a que f représente 0 si, et seulement si, il existe
un élément x ∈ Q∗p/Q

∗2
p qui est représenté par les deux formes

a1X
2
1 + a2X

2
2 et − a3X2

3 − a4X2
4 .

D’après le cas ii) du corollaire 4.2.3, un tel x est caractérisé par les conditions
suivantes :

(x,−a1a2) = (a1, a2) et (x,−a3a4) = (−a3,−a4).

Soit A la partie de Q∗p/Q
∗2
p définie par la première condition, et soit B celle

définie par la seconde. Pour que f ne représente pas 0, il faut et il suffit que
A∩B = ∅. Or A et B sont évidemment non vides ( on a a1 ∈ A et −a3 ∈ B, par
exemple). D’après la partie iii) du lemme 4.2.1, la relation A ∩B = ∅ équivaut
donc à :

a1a2 = a3a4 et (a1, a2) = −(−a3,−a4).
La première condition signifie que d = 1. Si elle est réalisée, on a :

ε = (a1, a2)(a3, a4)(a3a4, a3a4) ;

en utilisant la relation (x, x) = (−1, x), on obtient :

ε = (a1, a2)(a3, a4)(−1, a3a4)
= (a1, a2)(−a3,−a4)(−1,−1).

On voit ainsi que la seconde condition s’écrit :

ε = (−1,−1),

d’où le résultat cherché.

iv) Le cas n ≥ 5.

Il suffit de traiter le cas n = 5. En utilisant le lemme 4.2.1 et la partie ii)
du corollaire 4.2.3, on voit qu’une forme de rang 2 représente au moins 2r−1

éléments de Q∗p/Q
∗2
p , il en est a fortiori de même pour les formes de rang ≥ 2.

Comme 2r−1 ≥ 2, f représente au moins un élément a ∈ Q∗p/Q
∗2
p qui est distinct

de d. On a :
f ∼ aX2

.
+ g

où g est une forme de rang 4. Le discriminant de g est égal à d/a ; il est donc
différent de 1, et d’après iii), la forme g représente 0. Il en est alors de même de
f , ce qui achève la démonstration du théorème 4.2.2. �

Remarque. Soit f une forme quadratique ne représentant pas 0. Les résultats
ci-dessus montrent que le nombre d’éléments de Q∗p/Q

∗2
p qui sont représentés

par f est égal à 1 si n = 1, à 2r−1 si n = 2, à 2r − 1 si n = 3, et à 2r si n = 4.
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4.3 Classification.

Théorème 4.3.1. Deux formes quadratiques sur Qp sont équivalentes si et
seulement si elles ont même rang, même discriminant, et même invariant ε.

Preuve :
Que deux formes équivalentes aient mêmes invariants résulte de la définition de
ceux-ci. La réciproque se démontre par récurrence sur le rang n des deux formes
f et g considérées (le cas n = 0 étant trivial). Le corollaire du théorème du
paragraphe précédent, montre que f et g représentent les mêmes éléments de
Q∗p/Q

∗2
p ; on peut donc trouver a ∈ Q∗p qui est représenté à la fois par f et par

g ; cela permet d’écrire :

f ∼ aZ2
.
+ f ′ et g ∼ aZ2

.
+ g′

où f ′ et g′ sont des formes de rang n− 1. On a :

d(f ′) = ad(f) = ad(g) = d(g′)
ε(f ′) = ε(f)(a, d(f ′)) = ε(g)(a, d(g′)) = ε(g′)

ce qui montre que f ′ et g′ ont les mêmes invariants. compte tenu de l’hypothèse
de récurrence, on a f ′ ∼ g′, d’où f ∼ g. �

Corollaire 4.3.2. A équivalence près, il existe une forme de rang 4 et une seule

qui ne représente pas 0 ; si (a, b) = −1, c’est la forme z2 − ax2 − by2 + abt2.

Preuve :
D’après le théorème du paragraphe précédent, une telle forme est caractérisée
par d(f) = 1, ε(f) = −(−1,−1), et un calcul immédiat montre que z2 − ax2 −
by2 + abt2 a ces propriétés. �

Remarque. On peut caractériser cette forme comme le norme réduite de l’unique
corps non commutatif de degré 4 sur Qp.

Proposition 4.3.3. Soient n ≥ 1, d ∈ Q∗p/Q
∗2
p et ε = ±1. Pour qu’il existe

une forme quadratique f de rang n telle que d(f) = d et ε(f) = ε, il faut et il

suffit que l’on ait :

n = 1, ε = 1 ;
ou n = 2, d 6= −1 ;
ou n = 2, ε = 1 ;
ou n ≥ 3.

Preuve :
Le cas n = 1 est trivial.
Si n = 2, on a f ∼ aX2 + bY 2 et , si d(f) = −1, ε(f) = (a, b) = (a,−ab) = 1 ;
on ne peut donc pas avoir simultanément d(f) = −1 et ε(f) = −1. Inversement,
si d = −1, ε = 1, on prend f = X2 − Y 2 ; si d 6= −1, il existe a ∈ Q∗p tel que
(a,−d) = ε, et l’on prend f = aX2 + adY 2.
Si n = 3, on choisit a ∈ Q∗p/Q

∗2
p distinct de −d ; d’après ce qu’on vient de voir,

il existe une forme g de rang 2 telle que d(g) = ad, ε(g) = ε(a,−d) ; la forme

aZ2
.
+ g convient.

Le cas n ≥ 4 se ramène au cas n = 3 en prenant f de la forme g(X1, X2, X3) +
X2

4 + · · ·+X2
n, où g a les invariants voulus. �
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Corollaire 4.3.4. Le nombre des classes de formes quadratiques de rang n sur
Qp, p 6= 2 (resp. p = 2) est égal à 4 (resp. 8) si n = 1, à 7 (resp. 15) si n = 2,
et à 8 (resp. 16) si n ≥ 3.

Preuve :
On sait que d(f) peut prendre 4 valeurs si p 6= 2 et 8 valeurs si p = 2. Comme
ε(f) peut prendre deux valeurs, on a le résultat. �

4.4 Le cas réel.

Soit f une forme quadratique de rang n sur le corps R des nombres réels.
On sait que f est équivalente à

X2
1 + · · ·+X2

r − Y 2
1 − · · · − Y 2

s

où r et s sont deux entiers ≥ 0 tels que r + s = n ; le couple (r, s) ne dépend
que de f ; on l’appelle la signature de f .

On dit que f est définie si r ou s vaut 0, autrement dit si f a un signe
constant ; sinon, on dit que f est indéfinie (c’est le cas où f représente 0).

L’invariant ε(f) se définit comme dans le cas de Qp ; comme (−1,−1) = −1,
on a :

ε(f) = (−1)s(s−1)/2 =

{
1 si s ≡ 0, 1 ( mod 4)

−1 si s ≡ 2, 3 ( mod 4).

D’autre part :

d(f) = (−1)s =

{
1 si s ≡ 0 ( mod 2)

−1 si s ≡ 1 ( mod 2).

On voit ainsi que la connaissance de d(f) et ε(f) équivaut à celle de la classe
de s modulo 4 ; en particulier, d(f) et ε(f) déterminent f à équivalence près si
n ≤ 3.
On pourrait également vérifier que les partie i), ii) et iii) du théorème 4.2.2 et
de son corollaire sont valables sur R.
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Chapitre 5

Formes quadratiques sur Q.

Toutes les formes quadratiques considérées sont à coefficients dans Q, et sont
supposées non dégénérées.

5.1 Invariants d’une forme.

On note V la réunion de l’ensemble des nombres premiers et du symbole ∞,
et l’on convient que Q∞ = R.

Soit f ∼ a1X
2
1 + · · ·+anX2

n une forme quadratique de rang n. On lui associe
les invariants suivants :
i) Le discriminant d(f) ∈ Q∗/Q∗2, égal à a1 · · · an.
ii) Soit v ∈ V . L’injection Q → Qv permet de considérer f comme une forme
quadratique sur Qv, que nous noterons fv. Les invariants de fv seront notés
dv(f) et εv(f).
Il est clair que dv(f) est l’image de d(f) par Q∗/Q∗2 → Q∗v/Q

∗2
v ; on a :

εv(f) =
∏

i<j

(ai, aj)v.

La formule du produit entraîne la relation :

∏

v∈V

εv(f) = 1.

iii) La signature (r, s) de la forme quadratique réelle f∞ est un autre invariant
de f .

Les invariants dv(f), εv(f), et (r, s) sont parfois appelés les invariants locaux
de f .

5.2 Représentation d’un nombre par une forme.

Théorème 5.2.1. (Hasse-Minkowski) Pour que f représente 0, il faut et il

suffit que, pour tout v ∈ V , la forme fv représente 0.

On appelle aussi ce théorème le principe local-global : f a un zéro "global"
si et seulement si f a partout un zéro "local".
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Remarque. En référence à ce théorème, on dit qu’une classe de variétés définies
dur Q "vérifie le principe de Hasse" si l’existence d’un zéro réel et d’un zéro
p-adique pour tout p entraîne l’existence d’un zéro rationnel. On peut ainsi
reformuler le théorème de Hasse-Minkowski en disant que les quadriques ou
hypersurfaces de degré 2 vérifient le principe de Hasse.

Preuve : Soit f une forme quadratique sur Q. Il suffit de traiter le cas où
f est non dégénérée (dans le cas contraire, f représente déjà 0).

Il est immédiat que si f représente 0 dans Q, elle représente 0 dans chacun
des Qv.

Pour avoir la suffisance, on écrit f sous la forme :

f = a1X
2
1 + · · ·+ anX

2
n, ai ∈ Q∗.

Quitte à remplacer f par a1f , on peut en outre supposer que a1 = 1.
On considère séparément les cas n = 2, 3, 4 et ≥ 5.

i) Le cas n = 2.

On a f = X2
1 − aX2

2 ; comme f∞ représente 0, a est strictement positif.
Si on écrit a sous la forme :

a =
∏

p∈V \∞

pvp(a)

Le fait que fp représente 0 montre que a est un carré dans Qp, donc que vp(a)
est pair. il en résulte que a est un carré dans Q, et f représente bien 0.

ii) Le cas n = 3 (Legendre).

On a f = X2
1 − aX2

2 − bX2
3 ; quitte à multiplier a, b par des carrés, on peut

supposer que a et b sont des entiers sans facteurs carrés (i.e. vp(a), vp(b) sont
égaux à 0 ou à 1 pour tout nombre premier p). On peut aussi supposer que
|a| ≤ |b|. On raisonne alors par récurrence sur l’entier m = |a|+ |b|.
Si m = 2, on a :

f = X2
1 ± X2

2 ± X2
3 ;

le cas de X2
1 +X2

2 +X2
3 est exclu, puisque f∞ représente 0 ; dans les autres cas,

f représente bien zéro.
Supposons m > 2, i.e. |b| ≥ 2, et écrivons b sous la forme :

b = ± p1 · · · pk

où les pi sont des nombres premiers distincts. Soit p l’un des pi ; nous allons voir
que a est un carré modulo p. C’est évident si a ≡ 0( mod p). Sinon, a est une
unité p-adique ; par hypothèse, il existe (x, y, z) ∈ (Qp)

3 tel que

z2 − ax2 − by2 = 0

et l’on peut supposer (x, y, z) primitif (cf. proposition 1.3.4). On a z2−ax2 ≡ 0(
mod p). On en conclut que, si x ≡ 0( mod p), il en est de même de z, et by2 est
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divisible par p2 ; comme vp(b) = 1, cela entraîne y ≡ 0( mod p) contrairement
au fait que (x, y, z) est primitif. On a donc x 6≡ 0( mod p), ce qui montre bien
que a est un carré ( mod p). Ceci étant, comme Z/bZ =

∏
Z/piZ, on voit que

a est un carré modulo b. Il existe donc des entiers t, b′ tels que :

t2 = a + bb′

et l’on peut choisir t de telle sorte que |t| ≤ |b|/2. La formule bb′ = t2 − a
montre que bb′ est une norme de l’extension K(

√
a)/K, où K = Q ou Qv ; on

en conclut que f représente 0 dans K si et seulement si il en est de même de
f ′ = X2

1 −aX2
2 −b′X2

3 . En particulier, f ′ représente 0 dans chacun des Qv. Mais
l’on a :

|b′| = | t
2 − a
b

| ≤ |b|
4

+ 1 < |b| puisque |b| ≥ 2.

Ecrivons b′ sous la forme b′′u2 avec b′′ sans facteurs carrés ; on a a fortiori
|b′′| < |b|. L’hypothèse de récurrence s’applique donc à la forme :

f ′′ = X2
1 − aX2

2 − b′′X2
3

qui est équivalente à f ′. On voit ainsi que f ′′ représente 0 dans Q, et il en est
de même pour f .

iii) Le cas n = 4.

On a :
f = aX2

1 + bX2
2 − (cX2

3 + dX2
4 ).

Soit v ∈ V . Puisque fv représente 0, le corollaire 3.6.5 montre qu’il existe xv ∈
Q∗v qui est représenté à la fois par aX

2
1 + bX2

2 et par cX
2
3 + dX2

4 ; d’après la
partie ii) du corollaire 4.2.3 (qui s’applique également à Q∞ = R), cela revient
à dire que l’on a :

(xv,−ab)v = (a, b)v et (xv,−cd)v = (c, d)v.

Comme
∏

v∈V (a, b)v =
∏

v∈V (c, d)v = 1, on peut appliquer le théorème 2.2.7,
et l’on en conclut qu’il existe x ∈ Q∗ tel que :

(x,−ab)v = (a, b)v et (x,−cd)v = (c, d)v pour tout v ∈ V.

La forme aX2
1 + bX2

3 − xZ2 représente alors 0 dans chacun des Qv, donc dans
Q d’après ce que l’on vient de voir. On en conclut que x est représenté dans Q
par aX2

1 + bX2
2 , et le même argument s’applique à cX2

3 + dX2
4 ; d’où le fait que

f représente 0.

iv) Le cas n ≥ 5.

On raisonne par récurrence sur n. On écrit f sous la forme

f = h
.
− g

avec h = a1X
2
1 + a2X

2
2 , g = −(a3X2

3 + · · ·+ anX
2
n).

Soit S la partie de V formée de∞,2 et des nombres premiers p tels que vp(ai) 6= 0
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pour un i ≥ 3 ; c’est un ensemble fini. Soit v ∈ S. Puisque fv représente 0, il
existe av ∈ Q∗v qui est représenté dans Qv par h et par g ; il existe donc xvi ∈ Qv,
i = 1, · · · , n, tels que :

h(xv1, x
v
2) = av = g(xv3, · · · , xvn).

Mais les carrés de Q∗v forment un ensemble ouvert. On en conclut au moyen du
théorème d’approximation, qu’il existe x1, x2 ∈ Q tels que, si a = h(x1, x2), on
ait a/av ∈ Q∗2v pour tout v ∈ S. Considérons maintenant la forme :

f1 = aZ2
.
− g.

Si v ∈ S, g représente av dans Qv, donc aussi a puisque a/av ∈ Q∗2v ; on en
conclut que f1 représente 0 dans Qv.
Si v 6∈ S, les coefficients −a3, · · · ,−an de g sont des unités p-adiques ; il en est
de même de dv(g), et , puisque v 6= 2, on a εv(g) = 1. Comme le rang de g
est ≥ 3, le théorème 4.2.2 montre que g représente 0. Dans tous les cas, on voit
que f1 représente 0 dans Qv ; comme le rang de f1 est n − 1, l’hypothèse de
récurrence montre que f1 représente 0 dans Q, i.e. que g représente a dans Q ;
comme h représente a, on en déduit bien que f représente 0, ce qui achève la
démonstration. �

Corollaire 5.2.2. Soit a ∈ Q∗. Pour que f représente a dans Q il faut et il

suffit qu’il en soit ainsi dans chacun des Qv.

Preuve :
Cela résulte du théorème, appliqué à la forme aZ2

.
− f . �

Corollaire 5.2.3. (Meyer) Une forme quadratique de rang ≥ 5 représente 0
si et seulement si elle est indéfinie (c’est-à-dire si elle représente 0 dans R).

Preuve :
D’après le théorème 4.2.2, une telle forme représente 0 dans chacun des Qp. Ce
qui prouve le résultat. �

Corollaire 5.2.4. Soit n le rang de f . Supposons que n = 3 (resp. n = 4 et
d(f) = 1). Si f représente 0 dans tous les Qv sauf un au plus, alors f représente
0.

Preuve :
Supposons que n = 3. D’après le théorème 4.2.2, f représente 0 dans Qv si et
seulement si l’on a :

(−1,−d(f))v = εv(f). (∗)v

Mais les deux familles εv(f), (−1,−d(f))v vérifient la formule du produit (cha-
pitre 1). On en conclut que si (∗)v est vraie pour tout v sauf un au plus, (∗)v
est vraie pour tout v ; d’après le théorème de Hasse-Minkowski, la forme f re-
présente 0.
Lorsque n = 4 et d(f) = 1, on raisonne de la même manière, l’égalité (∗)v étant
remplacée par :

(−1,−1)v = εv(f).

Le corollaire est alors démontré. �

41



5.3 Classification.

Théorème 5.3.1. Soient f et f ′ deux formes quadratiques sur Q. Pour que f
et f ′ soient équivalentes sur Q, il faut et il suffit qu’elles le soient sur chacun
des Qp.

Preuve :
La nécessité est triviale. Pour prouver la suffisance, on raisonne par récurrence
sur le rang n de f et f ′. Si n = 0, il n’y a rien à démontrer. Sinon, il existe a ∈ Q∗

représenté par f , donc aussi par f ′ (corollaire 5.2.2). On a alors f ∼ aZ2
.
+ g,

f ′ ∼ aZ2
.
+ g′. D’après le théorème 3.6.7, on a g ∼ g′ sur Qv pour tout v ∈ V .

L’hypothèse de récurrence montre alors que g ∼ g′ sur Q, d’où f ∼ f ′.

Corollaire 5.3.2. Soient (r, s) et (r′, s′) les signatures de f et de f ′. Pour que
f et f ′ soient équivalentes, il faut et il suffit que l’on ait :

d(f) = d(f ′), (r, s) = (r′, s′) et εv(f) = εv(f
′) pour tout v ∈ V.

Preuve :
En effet, ces conditions expriment simplement que f et f ′ sont équivalentes sur
chacun des Qv. �

Remarque. Les invariants d = d(f), εv = εv(f) et (r, s) ne sont pas arbitraires.
Ils vérifient les relations suivantes :
(1) εv = 1 pour presque tout v ∈ V , et

∏

v∈V εv = 1 ;
(2) εv = 1 si n = 1, ou si n = 2 et si l’image dv de d dans Q∗v/Q

∗2
v est égale à

−1 ;
(3) r, s ≥ 0 et r + s = n ;
(4) d∞ = (−1)s ;
(5) ε∞ = (−1)s(s−1)/2.

Inversement, on a la proposition suivante, que nous allons admettre :

Proposition 5.3.3. Soient d, (εv)v∈V et (r, s) vérifiant les relations (1) à (5)
ci-dessus. Il existe alors une forme quadratique de rang n sur Q, ayant pour
invariants d, (εv)v∈V et (r, s).
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Conclusion

Dans ce TER, nous avons donc démontré le "principe de Hasse" et montré
qu’en définissant le rang, le discriminant, les invariants εv et la signature, on
aboutit aux théorèmes de classification suivants :

i) Soit q une puissance d’un nombre premier impair. Deux formes quadratiques
sur Fq sont équivalentes si et seulement si elles ont même rang et même discri-
minant.

ii) Soit p un entier premier. Deux formes quadratiques sont équivalentes sur Qp

si et seulement si elles ont même rang, même discriminant et même invariant εp.

iii) Deux formes quadratiques sont équivalentes sur R si et seulement si elles
ont même rang et même signature.

iv) Deux formes quadratiques sont équivalentes sur Q si et seulement si elles
sont équivalentes sur chacun des Qv, v ∈ V .
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Dynamique de la dépression de consanguinité : effets

combinés de la dominance et de la super-dominance

Etienne Adam, Lucile Morelle

Encadré par E. Porcher, A. Véber, V. Bansaye

1 Introduction

Une majorité des espèces de plantes à fleur possèdent les fonctions mâles et femelles sur
le même individu, ce qui permet de l’autofécondation. Néanmoins on peut observer dans la
nature une grande diversité des taux d’autofécondation : proche de 100% chez le blé, proche
de 5% chez le maïs et des taux intermédiaires chez d’autres espèces. Comment expliquer
une telle diversité ? Pour mieux comprendre l’évolution des taux d’autofécondation, il est
judicieux d’étudier les forces évolutives contrôlant ce taux. La plus importante d’entre elles
est la dépression de consanguinité. C’est la diminution de la valeur sélective des individus
issus d’autofécondation. Elle peut être causée par deux mécanismes différents : les muta-
tions délétères récessives et la superdominance. Les mutations délétères récessives sont des
mutations qui ne s’expriment qu’à l’état homozygote. L’autofécondation augmente l’ho-
mozygotie donc diminue la valeur sélective moyenne. Néanmoins sur une longue échelle de
temps les mutations ont tendance à être éliminées par la sélection naturelle (ce phénomène
s’appelle la purge de la dépression). La superdominance a lieu quand les individus hétéro-
zygotes ont une meilleure valeur sélective que les homozygotes.
L’effet de ces deux phénomènes séparés sur l’autofécondation a déjà été étudié mais pas
encore conjointement. L’objectif de ce projet est d’étudier l’effet combiné de ces deux phé-
nomènes. Pour cela nous avons commencé par poser un modèle probabiliste en population
finie à deux loci : mutation délétère sur un locus et superdominance sur le second lo-
cus. Puis nous avons plutôt étudié la dynamique des génotypes à taux d’autofécondation
constant du modèle déterministe limite en grande population. Nous avons dans un premier
temps regardé les deux effets séparément puis nous avons fait des simulations pour voir
la dynamique sur les deux loci. Ensuite nous avons cherché les taux d’autofécondation
stables, c’est à dire qui ne peuvent être envahis par l’arrivée d’un nouveau taux. Nous
n’avons traité que le cas à un seul locus pour les modèles d’invasion.

2 Modèle

2.1 Présentation

Nous nous plaçons dans une population diploïde de taille constante N , et un taux d’au-
tofécondation σ. Nous allons nous intéresser à deux gènes di-alléliques, l’un avec mutation
délétère récessive et l’autre avec superdominance.

Au premier locus : mutation délétère récessive, avec deux allèles a et A ;

Génotype AA Aa aa

Valeur sélective 1 1− hs 1− s

où s ≃ 1 et h petit.

Au deuxième locus : superdominance, avec deux allèles B et C ;

1



Génotype BB BC CC

Valeur sélective 1− t 1 1− t

Dans la population, on peut distinguer 10 génotypes :

AB/AB AB/AC AC/AC AB/aB AB/aC

Fréquence x1 x2 x3 x4 x5
Fitness wi 1− t 1 1− t (1− hs)(1− t) 1− hs

AC/aB AC/aC aB/aB aB/aC aC/aC

Fréquence x6 x7 x8 x9 x10
Fitness wi 1− hs (1− hs)(1− t) (1− s)(1− t) 1− s (1− s)(1− t)

Définition 2.1.1. On définit la valeur sélective moyenne par W =
10∑

i=1
wixi

On fait évoluer la population de génération en génération en temps discret de la ma-
nière suivante :
∗ Un individu pris au hasard dans la population meurt.
∗ L’individu mort est remplacé par un nouvel individu obtenu selon le processus de repro-
duction suivant :
- une mère est choisie aléatoirement proportionnellement à son fitness, elle est donc de
génotype i avec probabilité wixi/W ,
- chaque individu possède la même quantité de pollen, il en garde une proportion σ pour
faire de l’auto-fécondation et en envoie une quantité 1− σ pour faire de l’allofécondation
- la mère reçoit donc une part σ de son propre pollen et une portion 1/N de l’ensemble du
pollen envoyé pour l’allofécondation par tous les individus.

- le père est donc de type

{
i avec probabilité σ + (1− σ)xi
j ; j 6= i avec probabilité (1− σ)xj

Il reste donc à déterminer quel peut être le génotype de l’enfant sachant que sa mère
est de type i et son père de type j. Pour le cas d’un seul locus, ceci est résumé dans le
tableau suivant :
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Fréquence Fréquence Fréquence
Couple des descendants des descendants des descendants

mère × père AA Aa aa

AA×AA 1

AA×Aa 1/2 1/2

AA× aa 1

Aa× aa 1/2 1/2

Aa×Aa 1/4 1/2 1/4

Aa× aa 1/2 1/2

aa×AA 1

aa×Aa 1/2 1/2

aa× aa 1

2.2 Limite en grande population

On va regarder la limite de notre processus X(n) ∈ [0, 1]10 lorsque N tend vers +∞.
On note Mi l’événement {mère de génotype i}, Pi l’événement {père de génotype i},
Pa(i, j) l’événement Mi ∩ Pj et Di l’événement {descendant de génotype i}.

Soit Φk la probabilité d’avoir un descendant de génotype k. On a :

Φk =
∑

i,j

P(Mi)P(Pj)P(Dk|Pa(i, j)).

Théorème 2.2.1. Lorsque N tend vers +∞, le processus (X(n), n ∈ N) tend vers le pro-

cessus déterministe (xn) défini par xn+1
i = Φi(x

n). Si on change l’échelle de temps, X(n)
tend vers une solution de l’équation différentielle x′i = Φi(x)− xi

Démonstration : On considère le processus (X̃(t), t ≥ 0), défini par X̃(t) = X([Nt]),
X(0) = (x1, ..., x10).
On regarde le générateur de ce processus.

Soit f ∈ C2(R10,R), regardons la quantité E(f(X̃(t)))−f(X̃(0))
t en t = 1/N .

On obtient : N
10∑

i,j=1,i 6=j

xiΦjf(x1, ..., xi − 1/N, ..., xj + 1/N, ..., x10)− f(X̃0)

En regroupant les termes, et en faisant tendre N vers +∞ on obtient :

G∞f(x) =
10∑

i=1

∂if(x)(Φi(x)− xi)

D’où le résultat. �

Nous allons maintenant étudier plus en détail ces équations différentielles.

3 Dynamique des génotypes à taux d’autofécondation constant

3.1 Cas de la superdominance seule

Si l’on ne regarde que le locus avec superdominance, la limite en grande population
donne l’équation différentielle suivante :







dx1

dt = (σ+(1−σ)x1)(1−t)x1+(σ+(1−σ)x2)x2/4+(1−σ)(2−t)x1x2/2
W − x1

dx2

dt = (σ+(1−σ)x2)x2/2+2(1−σ)(1−t)x1x3+(1−σ)(1−t)(x1+x3)x2/2
W − x2

dx3

dt = (σ+(1−σ)x3)(1−t)x3+(σ+(1−σ)x2)x2/4+(1−σ)(2−t)x2x3/2
W − x3

(1)

3



Ci-dessous le champ représenté pour t = 0.4 et σ = 0.8 :

On voit la présence d’un point fixe qui est attractif. On peut calculer précisément la valeur
d’un point fixe en fonction de t et σ :

Proposition 3.1.1. Pour une condition initiale où x1(0) = x3(0), on a un équilibre en
x1 = x3 = x, x2 = 1− 2x, où x est une solution dans [0, 1/2] de 2tX2 − (1 + t/2− σ/2 +
σt/2)X + 1/4 = 0.

Démonstration : Comme x1 et x3 ont un rôle symétrique, on admet qu’à l’équilibre
x1 = x3.
On annule dx1

dt :
Wx1 = (σ + (1− σ)x1)(1− t)x1 + (σ + (1− σ)x2)x2/4 + (1− σ)(2− t)x1x2/2
(1−2tx1)x1 = (σ+(1−σ)x1)(1−t)x1+(σ+(1−σ)(1−2x1))

2/4+(1−σ)(2−t)x1(1−2x1)/2
2tx21 − (1 + t/2− σ/2 + σt/2)x1 + 1/4 = 0
Le discriminant ∆ = (1 + t/2 − σ/2 + σt/2)2 − 2t est toujours positif lorsque t et σ sont
entre 0 et 1 (pour ces valeurs il atteint son minimum en σ = 1 et t = 0.5 et on a ∆ = 0).
On peut vérifier que l’on a toujours une solution dans [0, 1/2]. �

Remarque 3.1.2. Les cas σ = 0 et σ = 1 donnent des solutions simples : pour σ = 0,
x = 1/4 (x ne dépend pas de t !), pour σ = 1, si t > 1/2 alors x = 1/4t ou x = 1/2, si
t < 1/2, x = 1/2.

Ci-dessous on a représenté la fréquence des différents génotypes à l’équilibre en fonction
du taux d’autofécondation. Comme attendu, un plus fort taux d’autofécondation diminue
l’hétérozygotie, donc la valeur sélective moyenne.
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Définition 3.1.3. On appelle dépression de consanguinité la diminution de la valeur

sélective due à l’autofécondation. Si on note Wσ le fitness moyen à l’équilibre d’une popu-

lation ayant un taux d’autofécondation σ, alors la dépression de consanguinité D vaut :

D = W0−Wσ

W0

Ci-dessous la dépression de consanguinité pour le locus avec superdominance :
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3.2 Cas de la mutation délétère

Sans mutation, l’allèle délétère récessive va être complètement éliminé par la sélection

naturelle. Il faut donc ajouter un taux de mutation u à notre modèle. On considère qu’un

individu de type AA a une probabilité u de muter en Aa, et un individu Aa a une proba-

bilité u de muter en aa. On néglige les doubles mutations car le facteur u est très petit.

A l’équilibre, la fréquence du génotype aa sera très faible, mais il restera encore des indi-

vidus de type Aa, les mutations empêchant l’élimination totale de l’allèle a.

On représente ci-dessous la fréquence des différents génotypes à l’équilibre en fonction du

taux d’autofécondation et la dépression de consanguinité :

Proposition 3.2.1. On a l’approximation à l’équilibre suivante : x2 ∼ u(2−σ)
sσ+2h(1−σ)

Le fitness moyen de la population augmente avec le taux d’autofécondation. C’est parce

que l’on regarde juste la fréquence à l’équilibre donc il y a eu la purge de l’allèle délétère.

Une autofécondation totale semble donc favorisée.
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3.3 Cas des 2 loci

On va maintenant combiner les deux loci. Comme on a dix génotypes différents, il est
difficile de faire une étude mathématique rigoureuse, on se contentera donc de faire des
simulations numériques.
On a d’abord calculé les fréquences à l’équilibre des différents génotypes en fonction du
taux d’autofécondation. On obtient le graphe suivant :

On remarque que l’allure des courbes pour les génotypes de type AA est la même pour le
locus seul de la superdominance. Ceci laisse à penser que l’on aura la même courbe pour
la dépression de consaguinité. C’est en effet le cas :

Plus le taux d’autofécondation est élevé, plus le fitness moyen est faible. Il semble donc
que l’autofécondation ne soit pas favorisée.
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4 Des taux intermédiaires ?

4.1 Dépression de consanguinité

Sur les précédentes courbes, nous avons vu que la dépression de consanguinité était
monotone avec le taux d’autofécondation. Ceci laisse penser que les taux d’autofécondation
stables d’un point de vue évolutif sont de 0 ou 100%. Ce qui n’est pas satisfaisant au vu
des données statistiques sur le taux d’autofécondation chez les plantes à fleur, car il y a
une portion non négligeable à taux intermédiaire.
On va maintenant légèrement complexifier notre modèle. L’autofécondation peut être un
avantage sélectif : en effet elle limite la perte de pollen et permet aussi la reproduction sans
la présence proche d’un congénère. On va modéliser ceci en attribuant une valeur sélective
v > 1 aux individus issus de l’autofécondation (et 1 pour ceux issus de l’allofécondation).
Pour le cas de la superdominance seule cela donne :







dx1

dt = (vσ+(1−σ)x1)(1−t)x1+(vσ+(1−σ)x2)x2/4+(1−σ)(2−t)x1x2/2
W ∗ − x1

dx2

dt = (vσ+(1−σ)x2)x2/2+2(1−σ)(1−t)x1x3+(1−σ)(1−t)(x1+x3)x2/2
W ∗ − x2

dx3

dt = (vσ+(1−σ)x3)(1−t)x3+(vσ+(1−σ)x2)x2/4+(1−σ)(2−t)x2x3/2
W ∗ − x3

(2)

où W ∗ = (vσ + 1− σ)W .

Observons la dépression de consanguinité obtenue pour le locus de la superdominance

seul avec v = 1.2 :

On a une dépression de consanguinité minimale pour σ = 0.46, ce qui pourrait expliquer

la possibilité d’un taux d’autofécondation intermédiaire.

Pour le locus de la mutation délétère, on ne peut pas avoir de minimum de la dépression de

consanguinité dans ]0, 1[. On ne peut donc pas expliquer la présence de taux intermédiaires

avec ce seul locus.

Pour les 2 loci ensembles, on a vu que les courbes des fréquences des génotypes étaient

proches de celle du locus de la superdominance. On obtient là aussi un minimum intermé-

diaire pour la dépression de consanguinité :
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On observe un minimum de la dépression de consanguinité pour un taux d’autofécondation
σ = 0.52.
L’étude avec les deux loci ressemble beaucoup au cas de la superdominance seule.

4.2 Modèle d’invasion

On considère encore notre population de plantes, avec deux loci, sur le premier locus on
a de la superdominance et le second locus détermine le taux d’autofécondation. On consi-
dère qu’au temps t = 0, la population n’est constituée que de l’allèle Eσ sur le second
locus (donc a un taux d’autofécondation σ) la fréquence des génotypes BB, BC, CC étant
à l’équilibre calculé précédemment. On fait apparaître par mutation un allèle Eσ′ sur le
second locus (on introduit à une très faible fréquence des individus de type BC EσEσ′) et
on regarde l’évolution des génotypes. On considère que les individus de type EσEσ′ ont un
taux d’autofécondation σ+σ′

2 et les individus de type Eσ′Eσ′ ont un taux d’autofécondation
σ.
Il y a alors trois types de comportements possibles :
- la mutation est éliminée, il n’y a pas invasion
- la mutation persiste et cohabite avec l’allèle Eσ

- il y a invasion, l’allèle Eσ est éliminé, il ne reste plus que des Eσ′

On représente ensuite les résultats sur un graphe où en abscisse on a le taux d’autoféconda-
tion initial et en ordonnée le taux d’autofécondation mutant. On note par un ⊕ les zones où
il y a invasion et par un ⊖ celles où il n’y a pas invasion. On peut alors lire graphiquement
le taux d’autofécondation σ∗ qui ne peut être envahi («stratégie évolutivement stable»),
tous les points d’abscisse σ∗ sont dans une zone ⊖. Ce taux n’existe pas forcément.
Pour v ≥ 1, (on rappelle que v est la valeur sélective des individus issus de l’autoféconda-
tion), il y a invasion dès lors que σ′ > σ. Donc seul un taux d’autofécondation à 100% est
évolutivement stable.
Pourtant on a vu précédemment que pour v = 1.2 et t = 0.4, le fitness moyen atteignait
son maximum en σ = 0.46. On peut donc avoir une invasion d’un taux d’autofécondation
qui va diminuer le fitness moyen de la population. En fait on a invasion si la population
mutante se développe plus vite que la population initiale. Pour v ≥ 1, l’autofécondation
est favorisée, donc la croissance est d’autant plus grande que le taux d’autofécondation est
grand.
Peut-on considérer v < 1 ? Cela ne serait pas complètement absurde d’un point de vue
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biologique : on peut considérer que nos individus sont proches, ce qui limite la difficulté de
trouver un partenaire et la perte de pollen, aussi l’autofécondation peut, sur des loci non
considérés, amener des mutations létales. Donc il est possible de considérer que la valeur
sélective des individus issus de l’autofécondation est inférieure à 1.
On a étudié notre modèle d’invasion pour v = 0.8. On obtient le graphique suivant :

On a une stratégie évolutivement stable en σ = 0.9. Jusqu’à σ = 0.8, chaque taux se fait
envahir par tous les taux qui lui sont supérieurs, tandis qu’il n’y a pas d’invasion pour les
taux inférieurs. A partir de σ = 0.8, il y a des forts taux qui n’envahissent plus. Au delà
de σ = 0.9, il y a invasion par quelques taux inférieurs.

5 Conclusion

A partir de notre modèle que nous avons petit à petit complexifié nous avons montré que
l’on pouvait trouver des taux d’autofécondation intermédiaires qui maximisent le fitness
moyen de la population. L’étude, pour chacun des locus pris séparément, des fréquences
génotypiques à l’équilibre apporte des informations intéressantes pour les deux loci pris
ensembles car dans ce dernier cas tout ressemble beaucoup au cas de la superdominance
seule mais une étude mathématique est trop pénible à cause de la grande dimension du
problème, c’est pourquoi nous avons surtout eu recours à des simulations numériques sous
Matlab. Les résultats sur le modèle d’invasion nous montrent que la stabilité d’un taux
n’est pas synonyme de grand fitness moyen de la population. En effet, lorsqu’un nouveau
taux d’autofécondation apparaît, il y a invasion si la population mutante se développe plus
vite que la population résidente. Cette vitesse de développement est certes liée à la valeur
sélective mais pas seulement. D’où les résultats que l’on obtient lorsqu’on met une valeur
sélective pour l’autofécondation supérieure à celle de l’allofécondation : on a un maximum
du fitness moyen pour un taux intermédiaire mais l’équilibre évolutivement stable a lieu
lorsqu’il y a autofécondation à 100%. Pour obtenir un équilibre évolutivement stable in-
termédiaire il faut considérer que la valeur sélective de l’autofécondation est inférieure à
celle de l’allofécondation. Nous rappelons que ces résultats ne concernent que le locus de
la superdominance seule. Nous n’avons pas eu le temps de traiter les deux loci ensembles
(la procédure serait assez lourde car il y aurait une trentaine de génotypes à considérer !).
Il y a aussi de nombreuses autres pistes que nous n’avons pas explorées : traiter le cas des
populations finies, prendre en compte la limitation en pollen,...
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✓ ❚❤❡♦)❡%✐❝❛❧ D♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❇✐♦❧♦❣② ✔✱ ❆ !♣❛$✐❛❧❧② ❊①♣❧✐❝✐$ ◆❡✉$.❛❧ ▼♦❞❡❧ ♦❢ β✲❉✐✈❡.!✐$② ✐♥ ❚.♦♣✐❝❛❧
❋♦.❡!$! ❡% ❧❡ ❝❤❛♣✐%)❡ "✉✐✈❛♥%✱ E ❧✬❛)%✐❝❧❡ ❞❡ ◆✳ ❍✳ ❇❛)%♦♥✱ ❆✳ ▼✳ ❊%❤❡)✐❞❣❡✱ ❏✳ ❑❡❧❧❡❤❡) ❡%

❆✳ ❱4❜❡)✱ ♣❛)✉ ❡♥ ✷✵✶✸ ❞❛♥" ❧❛ )❡✈✉❡ ✓ ❚❤❡♦)❡%✐❝❛❧ D♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❇✐♦❧♦❣② ✔✱ ■♥❢❡.❡♥❝❡ ✐♥ $✇♦

❞✐♠❡♥!✐♦♥! ✿ ❛❧❧❡❧❡ ❢.❡=✉❡♥❝✐❡! ✈❡.!✉! ❧❡♥❣$❤! ♦❢ !❤❛.❡❞ !❡=✉❡♥❝❡ ❜❧♦❝❦!✳ ❊♥"✉✐%❡✱ ❞❛♥" ✉♥ ❞❡)♥✐❡)

❝❤❛♣✐%)❡✱ "♦✉" ❧✬❤②♣♦%❤0"❡ ❞❡ ♥❡✉%)❛❧✐%4✱ ♥♦✉" ♥♦✉" ✐♥%4)❡""❡)♦♥" E ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥❞✐❝❡ ♣❡)♠❡%%❛♥%

❞❡ ♣)4❞✐)❡ ❧❛ "✐♠✐❧❛)✐%4 ❡♥ ❝♦♠♣♦"✐%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%4" 4❝♦❧♦❣✐*✉❡" "4♣❛)4❡" ♣❛) ✉♥❡ ❞✐"%❛♥❝❡

❞♦♥♥4❡✱ ✐❧ "✬❛❣✐)❛ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞0❧❡ ♥❡✉%)❡ ❞❡ β✲❞✐✈❡)"✐%4✳

✹



❈❤❛♣✐%&❡ ✶

❯♥ ♠♦❞%❧❡ ♥❡✉)*❡ ❞❡ β✲❞✐✈❡*.✐)/

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✱ ♥♦✉# ♣*.#❡♥)♦♥# ❧✬.)✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛*)✐❝❧❡ ❞❡ ❏.*3♠❡ ❈❤❛✈❡ ❡) ❊❣❜❡*) ●✳ ▲❡✐❣❤

❏*✳✱ ♣❛*✉ ❡♥ ✷✵✵✷ ❞❛♥# ❧❛ *❡✈✉❡ ✓ ❚❤❡♦*❡)✐❝❛❧ A♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❇✐♦❧♦❣② ✔✱ ❆ !♣❛$✐❛❧❧② ❊①♣❧✐❝✐$ ◆❡✉$.❛❧

▼♦❞❡❧ ♦❢ β✲❉✐✈❡.!✐$② ✐♥ ❚.♦♣✐❝❛❧ ❋♦.❡!$!✳

A♦✉* *❡♣*.#❡♥)❡* ❧❡ *❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥) ❞❡# ❡#♣E❝❡# ❡♥ ❢♦*G) )*♦♣✐❝❛❧❡✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ✉)✐❧✐#❡* ❧❡

♠♦❞E❧❡ ✓ ♥❡✉)*❡ ✔ ♦H ❧❡ #♦*) ❞✬✉♥ ❛*❜*❡ ♥✬❡#) ♣❛# ❛✛❡❝). ♣❛* ❧✬❡#♣E❝❡ J ❧❛K✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛♣♣❛*)✐❡♥)✱

❧❛ ❞✐#♣❡*#✐♦♥ ❞❡# ❣*❛✐♥❡# ❡#) ❧✐♠✐).❡ J ♣❛*)✐* ❞❡# ♣❛*❡♥)#✱ ❡) ❧❛ #♣.❝✐❛)✐♦♥ ❡#) ❡♥ .K✉✐❧✐❜*❡ ❛✈❡❝

❧✬❡①)✐♥❝)✐♦♥ ❛❧.❛)♦✐*❡✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ❝❛❧❝✉❧❡* ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ #✐♠✐❧❛*✐).✱ ❝✬❡#)✲J✲❞✐*❡ ❧❛ ♣*♦❜❛❜✐❧✐).

F (r) K✉❡ ❞❡✉① ❛*❜*❡#✱ ♣*✐# ❛✉ ❤❛#❛*❞ ❞❛♥# ❞❡✉① ♣❛*❝❡❧❧❡# ❞❡ ❢♦*G)✱ ❛♣♣❛*)✐❡♥♥❡♥) J ❧❛ ♠G♠❡
❡#♣E❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐#)❛♥❝❡ r K✉✐ #.♣❛*❡ ❧❡# ♣❛*❝❡❧❧❡#✳ ◆♦✉# #✉♣♣♦#❡*♦♥# ♣♦✉* ❝❡❧❛ K✉❡ ❧❡
♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐#♣❡*#✐♦♥ ❞❡# ❣*❛✐♥❡# P (r)✱ ❝✬❡#)✲J✲❞✐*❡ ❧❛ ❞✐#)*✐❜✉)✐♦♥ ❞❡# ❣*❛✐♥❡# J ♣❛*)✐* ❞❡ ❧❡✉*#
♣❛*❡♥)#✱ ❡) ❧❡# ♣❡*#♣❡❝)✐✈❡# ❞❡ ♠♦*)❛❧✐). ❡) ❞❡ *❡♣*♦❞✉❝)✐♦♥✱ #♦♥) ❧❡# ♠G♠❡# ♣♦✉* )♦✉# ❧❡# ❛*❜*❡#✱

✐♥❞.♣❡♥❞❛♠♠❡♥) ❞❡ ❧❡✉* ❡#♣E❝❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐# K✉❡ ♥♦✉# ❛✉*♦♥# ♣*.#❡♥). ❧❡ ♠♦❞E❧❡ ❡) ♦❜)❡♥✉ ✉♥❡

❢♦*♠✉❧❡ ❣.♥.*❛❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ❞❡✉① ♣♦✉* ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ #✐♠✐❧❛*✐).✱ ♥♦✉# ❞.*✐✈❡*♦♥#✱ ❞❡ ❝❡))❡

.K✉❛)✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ❞❡ ▼❛❧.❝♦)✳ ◆♦✉# *❡❣❛*❞❡*♦♥# ♣❧✉# ♣❛*)✐❝✉❧✐E*❡♠❡♥) ❧❡ ❝❛# ❞❡# ♥♦②❛✉①

❞❡ ❞✐#♣❡*#✐♦♥ ❞❡ ●❛✉##✱ J ❧❛ ❢♦✐# ❡♥ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ❞❡✉① ❡) ❡♥ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ #✉♣.*✐❡✉*❡✱ ❝❡ K✉✐ ♥♦✉#

♣❡*♠❡))*❛ ❞✬❛✈♦✐* ✉♥❡ ✐❞.❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦*)❡♠❡♥) ❞❡ Fd(r)✱ d ≤ 3✱ ♣♦✉* r ❣*❛♥❞✱ ♣♦✉* )♦✉) ♥♦②❛✉
❞❡ ❞✐#♣❡*#✐♦♥ P (r)✱ K✉✐ ❞.❝*♦Q) ❛##❡③ *❛♣✐❞❡♠❡♥) ♣♦✉* r ❣*❛♥❞✱ ♣✉✐# ♥♦✉# ♥♦✉# ✐♥).*❡##❡*♦♥#
❛✉ ❝❛# ❞❡# ♥♦②❛✉① ✓ ❢❛)✲)❛✐❧❡❞ ✔ ✭J K✉❡✉❡ ❧♦✉*❞❡✮✳ ❊♥#✉✐)❡✱ ♥♦✉# ❝♦♥#✐❞.*❡*♦♥# ❧❡ ❝❛# ❧✐♠✐)❡ ❞❡

♥♦♥✲#♣.❝✐❛)✐♦♥ ❡) ♥♦✉# ♠❡))*♦♥# ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐). ❞❡ ❝❡ ♠♦❞E❧❡ ♥❡✉)*❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞E❧❡ ❞❡

♠❛*❝❤❡# ❛❧.❛)♦✐*❡# ❝♦❛❧❡#❝❡♥)❡#✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉* ✈.*✐✜❡* ❧❛ ♣*.❝✐#✐♦♥ ❞❡# ♣*.❞✐❝)✐♦♥# ❞✉ ♠♦❞E❧❡✱ ❞❡#

#✐♠✉❧❛)✐♦♥# ♥✉♠.*✐K✉❡# #❡*♦♥) ✉)✐❧✐#.❡#✳

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

A♦✉* ❝♦♠♠❡♥❝❡*✱ ♥♦✉# ❞.✜♥✐##♦♥# ❧❛ β✲❞✐✈❡*#✐).✳ ■❧ #✬❛❣✐) ❞✬✉♥❡ ♠❡#✉*❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❞✐✈❡*#✐).
K✉✐ ❝♦♥#✐#)❡ J ❝♦♠♣❛*❡* ❧❛ ❞✐✈❡*#✐). ❞❡# ❡#♣E❝❡# ❡♥)*❡ .❝♦#②#)E♠❡# ♦✉ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❣*❛❞✐❡♥)# ❡♥✈✐✲

*♦♥♥❡♠❡♥)❛✉①✳ ❈❡❧❛ #✉♣♣♦#❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛*❡* ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ )❛①♦♥# K✉✐ #♦♥) ✉♥✐K✉❡# J ❝❤❛❝✉♥ ❞❡#

.❝♦#②#)E♠❡#✳ ❈✬❡#) ❧❡ )❛✉① ❞❡ ✈❛*✐❛)✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣♦#✐)✐♦♥ ❞✬❡#♣E❝❡# ❞❛♥# ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❤❛❜✐)❛)#

♦✉ ♣❛*♠✐ ❞❡# ❝♦♠♠✉♥❛✉).#✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡#✉*❡ K✉❛♥)✐)❛)✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡*#✐). ❞❡# ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉).# ❞❡# ❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥)# ❝❤❛♥❣❡❛♥)#✳

❆✉ ❝♦✉*# ❞❡# 20 ❞❡*♥✐E*❡# ❛♥♥.❡#✱ ❧❛ ❝♦♠♣*.❤❡♥#✐♦♥ ❞❡# ♣*♦❝❡##✉# ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❧❛ ❞✐✈❡*#✐).
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❞❡" ❛$❜$❡" ❞❛♥" ✉♥❡ $(❣✐♦♥ ,$♦♣✐❝❛❧❡ ❞♦♥♥(❡ ❛ ❜✐❡♥ ❛✉❣♠❡♥,(✱ ❣$2❝❡ 3 ❧✬(,❛❜❧✐""❡♠❡♥, ❞❡ ❣$❛♥❞❡"

♣❛$❝❡❧❧❡" ♦5 ❧❛ ✢♦$✐",✐7✉❡ ❛ (,( $(♣❡$,♦$✐(❡✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ♠♦✐♥" ❞✬✐♥❢♦$♠❛,✐♦♥" "✉$ ❧❡" ❢❛❝,❡✉$" 7✉✐ ❣♦✉✈❡$♥❡♥, ❧❛ β✲❞✐✈❡$"✐,(✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥
,(♠♦✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦"✐,✐♦♥ ❞❡" ❡"♣=❝❡" ❞✬❛$❜$❡ ❡♥,$❡ ♣❛$❝❡❧❧❡" ❞❡ ❢♦$>, 3 ❞✐✛($❡♥,"

❡♥❞$♦✐,"✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❧❡ $❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥, ❞❡" ❡"♣=❝❡" ♣❛$♠✐ ❧❡" ❛$❜$❡" ,$♦♣✐❝❛✉① ♥✬❡", 7✉✬❡♥ ✈♦✐❡

❞✬>,$❡ (❧✉❝✐❞(✳ ❊♥ ✉,✐❧✐"❛♥, ✉♥❡ ❡①,❡♥"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,❤(♦$✐❡ ♥❡✉,$❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❞✐✈❡$"✐,( ❞❡" ❛$❜$❡" ❞❡

❍✉❜❜❡❧❧ ✭✷✵✵✶✮✱ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ♠♦♥,$❡$ ❝♦♠♠❡♥, ❧❛ "♣(❝✐❛,✐♦♥ ❡, ❧❛ ❧✐♠✐,❛,✐♦♥ ❞❡ ❞✐"♣❡$"✐♦♥ ❞❡"

❣$❛✐♥❡" ♣❡✉, ❝♦♥,$✐❜✉❡$ ❛✉ $❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥, ❞❡" ❡"♣=❝❡"✳

❯♥❡ ♠❡"✉$❡ ❞✉ $❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥, ❞❡" ❡"♣=❝❡"✱ ♦✉ β✲❞✐✈❡$"✐,(✱ ❡", ❧❛ $❡❧❛,✐♦♥ ❞✐",❛♥❝❡✲❞(❝$♦✐""❛♥❝❡ ✿
❝♦♠♠❡♥, ❧✬❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ $❛♣✐❞❡ ❞❡ r ❢❛✐, ❞✐♠✐♥✉❡$ ❧❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐,( F (r) 7✉❡ ❞❡✉① ❛$❜$❡" ❝❤♦✐"✐"

❛✉ ❤❛"❛$❞ "(♣❛$(" ❞✬✉♥❡ ❞✐",❛♥❝❡ r "♦✐❡♥, ❞❡ ❧❛ ♠>♠❡ ❡"♣=❝❡✳

■❝✐✱ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ♣$♦♣♦"❡$ ✉♥❡ ❞($✐✈❛,✐♦♥ ❡①❛❝,❡ ❡, ❣(♥($❛❧❡ ❞❡ F (r) ❡♥ ✉,✐❧✐"❛♥, ,♦✉, ♥♦②❛✉

❞❡ ❞✐"♣❡$"✐♦♥ "②♠(,$✐7✉❡ ❡, ♥♦✉" ❧✬❛♣♣❧✐7✉❡$♦♥" 3 ❞❡" ♥♦②❛✉① ♣❛$,✐❝✉❧✐❡$"✳

M♦✉$ ❞(✈❡❧♦♣♣❡$ ❞❡" ♣$(❞✐❝,✐♦♥" ❞✉ ♠♦❞=❧❡✱ ♥♦✉" ❞($✐✈❡$♦♥" ❞✬❛❜♦$❞ F (r) 7✉❛♥❞ ❧❡" ❣$❛✐♥❡"

"♦♥, ❞✐"♣❡$"(❡" ❛✉,♦✉$ ❞❡ ❧❡✉$ ♣❛$❡♥, "✉✐✈❛♥, ✉♥❡ ❞✐",$✐❜✉,✐♦♥ ❣❛✉""✐❡♥♥❡ "②♠(,$✐7✉❡✳ ❈❡,,❡

❢♦$♠✉❧❡ ❡", ❝♦♥♥✉❡ ✭▼❛❧(❝♦,✱ ✶✾✹✽✮ ❡, ❞❡" ❛♣♣$♦①✐♠❛,✐♦♥" ✭◆❛❣②❧❛❦✐✱ ✶✾✼✻✮ ❡, $("✉❧,❛," ❛"②♠♣✲

,♦,✐7✉❡" ✭❙❛✇②❡$✱ ✶✾✼✼❛✮ ♦♥, ❞(❥3 (,( ♦❜,❡♥✉"✳

❊♥"✉✐,❡✱ ♥♦✉" ✉,✐❧✐"❡$♦♥" ❞❡" "✐♠✉❧❛,✐♦♥" ♥✉♠($✐7✉❡" ❞❡ ♥♦,$❡ ♠♦❞=❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ,❡",❡$ ❧❛ ♣$(✲

❝✐"✐♦♥ ❞❡" ♣$(❞✐❝,✐♦♥" ❞❡ ♥♦,$❡ ♠♦❞=❧❡✳ ❆ ♣❛$,✐$ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ F (r)✱ ♣♦✉$ r ❞♦♥♥(✱
3 ❧✬(7✉✐❧✐❜$❡✱ ♥♦✉" (✈❛❧✉❡$♦♥" ❧❛ ✈❛$✐❛❜✐❧✐,( ❞❡ F (r) ❡, ❛♣♣$❡♥❞$♦♥" ❝♦♠♠❡♥, ❧❡" ❝♦♥❞✐,✐♦♥"

✐♥✐,✐❛❧❡" ❛✛❡❝,❡♥, ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬(7✉✐❧✐❜$❡✳

✶✳✷ ▼♦❞&❧❡

❖♥ ❝♦♥"✐❞=$❡ ❞❡✉① ♣❛$❝❡❧❧❡" A ❡, B✱ ❞♦♥, ♦♥ ❝♦♥♥❛\, ❧❛ ✢♦$✐",✐7✉❡✱ ❛✈❡❝ S ❡"♣=❝❡" ❡♥ ,♦✉,

❡, ♥♦✉" ♥♦,♦♥" ✿

{
pA

s = ♣$♦♣♦$,✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉" ❛♣♣❛$,❡♥❛♥, 3 ❧✬❡"♣=❝❡ s "✉$ ❧❛ ♣❛$❝❡❧❧❡ A.
pB

s = ♣$♦♣♦$,✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉" ❛♣♣❛$,❡♥❛♥, 3 ❧✬❡"♣=❝❡ s "✉$ ❧❛ ♣❛$❝❡❧❧❡ B.

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✷✳✵✳✶✳ pA
s ❡! pB

s ♣❡✉✈❡♥! ✈❛❧♦✐* 0✳

❉,✜♥✐0✐♦♥ ✶✳✷✳✵✳✷✳ ❖♥ ❞.✜♥✐! ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✿

F (A,B) =

S∑

s=1

pA
s p

B
s .

❈✬❡3! ❧❛ ♣*♦❜❛❜✐❧✐!. 5✉❡ ❞❡✉① ❛*❜*❡3 ❝❤♦✐3✐3 ❛✉ ❤❛3❛*❞✱ ✉♥ ❞❛♥3 A✱ ❧✬❛✉!*❡ ❞❛♥3 B✱ 3♦✐❡♥! ❞❡ ❧❛

♠;♠❡ ❡3♣<❝❡✳

❈❡, ✐♥❞✐❝❡ ♣❡$♠❡, ❞❡ ♠❡"✉$❡$ ❧❛ "✐♠✐❧✐,✉❞❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦"✐,✐♦♥ ❞✬❡"♣=❝❡" ❞❡" ♣❛$❝❡❧❧❡" A ❡, B✳

✻



◆♦✉# #✉♣♣♦#♦♥# &✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦❞♦♠✐♥❛♥❝❡ F (A,B) ♥❡ ❞/♣❡♥❞ &✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐#0❛♥❝❡ &✉✐
#/♣❛1❡ ❧❡# ♣❛1❝❡❧❧❡# A ❡0 B✱ &✉❡ ❧❡# ❣1❛✐♥❡# #❡ ❞✐#♣❡1#❡♥0 4 ✉♥❡ ❞✐#0❛♥❝❡ ❧✐♠✐0/❡ ❛✉0♦✉1 ❞❡ ❧❡✉1
♣❛1❡♥0✱ ❡0 &✉❡ ❧❡# ❛1❜1❡# #♦♥0 ❞✐#01✐❜✉/# ❞❡ ❢❛7♦♥ ❤♦♠♦❣9♥❡ #✉1 ✉♥❡ #✉1❢❛❝❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥#✐0/ ρ
♣❛1 ✉♥✐0/ ❞✬❛✐1❡✳

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ♥♦✉# ✐♥0/1❡##❡1 4 ❧❛ ♣1♦❜❛❜✐❧✐0/ &✉❡ ❞❡✉① ❛1❜1❡#✱ ♣1✐# ❛✉ ❤❛#❛1❞ ❞❛♥# ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡# ♣❛1❝❡❧❧❡# ❛♣♣❛10✐❡♥♥❡♥0 4 ❧❛ ♠=♠❡ ❡#♣9❝❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐#0❛♥❝❡ r ❡♥01❡ ❧❡# ♣❛1❝❡❧❧❡# ✿
F (r)✳

❉❛♥# ✉♥ ♣1❡♠✐❡1 0❡♠♣#✱ ♥♦✉# ♥♦✉# ♣❧❛7♦♥# ❡♥ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ 2 ❡0 ♥♦✉# ♥♦✉# ✐♥0/1❡##♦♥# 4
F2(x, y, t)✱ ❧❛ ♣1♦❜❛❜✐❧✐0/ &✉✬✉♥ ❛1❜1❡ ❝❤♦✐#✐ ❛✉ ❤❛#❛1❞ ❛✉ 0❡♠♣# t ❞❛♥# ❧❡ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ dSx = dx1dx2

✐♥❝❧✉❛♥0 ❧❡ #✐0❡ x = (x1, x2) #♦✐0 ❞❡ ❧❛ ♠=♠❡ ❡#♣9❝❡ &✉✬✉♥ ❛1❜1❡ ❝❤♦✐#✐ ❛✉ ❤❛#❛1❞ ❞❛♥# ✉♥ ✈♦✐#✐✲
♥❛❣❡ dSy = dy1dy2 ✐♥❝❧✉❛♥0 ❧❡ #✐0❡ y = (y1, y2)✳

❈♦♠♠❡♥0 1❡❧✐❡1 F2(x, y, t+ dt) 4 F2(x, y, t) ❄

C♦✉1 1/♣♦♥❞1❡ 4 ❝❡00❡ &✉❡#0✐♦♥ ♥♦✉# ❢❛✐#♦♥# ❧❡# ❤②♣♦0❤9#❡# #✉✐✈❛♥0❡# ✿

(i) ❧❛ ❞✐#01✐❜✉0✐♦♥ #♣❛0✐❛❧❡ ❞❡# ❛1❜1❡# ❡#0 ✉♥ ♣1♦❝❡##✉# ♣♦♥❝0✉❡❧ ❞❡ C♦✐##♦♥ ❞✬✐♥0❡♥#✐0/ ρ✱
(ii) 0♦✉0 ❛1❜1❡ ❡♥ ✈✐❡ ❛✉ 0❡♠♣# t ❛ ✉♥❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐0/ dt ❞❡ ♠♦✉1✐1 ❛✉ 0❡♠♣# t + dt ✐♥❞/♣❡♥✲

❞❛♠♠❡♥0 ❞✉ #♦10 ❞❡# ❛✉01❡# ❛1❜1❡#✱ 0❡❧ &✉❡ ❧❡ 0❡♠♣# ❞❡ ✈✐❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❤❛&✉❡ ❛1❜1❡ ❡#0 ✉♥❡ ✉♥✐0/

❞❡ 0❡♠♣#✱ ✐♥❞/♣❡♥❞❛♠♠❡♥0 ❞❡ #♦♥ ❡#♣9❝❡✱

(iii) ✉♥❡ ♣♦10✐♦♥ P (x, y)dSy ❞❡# ❣1❛✐♥❡# ❞✬✉♥ ❛1❜1❡ ❛✉ #✐0❡ x✱ ❛00❡1✐0 ❞❛♥# dSy✱ ♦E P (x, y)
❡#0 ❧❡ ✓ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐#♣❡1#✐♦♥ ✔✱

(iv) ❝❤❛&✉❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛1❜1❡ ❛ ✉♥❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐0/ ν ❞✬=01❡ ❞✬✉♥❡ ❡#♣9❝❡ ❡♥0✐91❡♠❡♥0 ♥♦✉✈❡❧❧❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✵✳✸✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❧❛ (❡❧❛*✐♦♥ #✉✐✈❛♥*❡ ✿

F2(x, y, t+ dt) = (1− 2dt)F2(x, y, t) + 2dt(1− ν)Q(x, y, t), ✭✶✳✶✮

♦-

Q(x, y, t) =

∫

u
F2(u, y, t)P (u, x)dSu +

1− F2(y, y, t)

ρ
P (y, x),

❛✈❡❝ dSy > 1/ρ.

❉0♠♦♥#*(❛*✐♦♥✳ ❯♥ ❞❡# ❞❡✉① ❛1❜1❡# ♠❡✉10 ❡♥01❡ t ❡0 t+dt✱ ❛✈❡❝ ♣1♦❜❛❜✐❧✐0/ 2dt ❡0 ✉♥ #❡✉❧ ❛1❜1❡
♠❡✉10 ♣❛1 ✉♥✐0/ ❞❡ 0❡♠♣#✳ ❙✐ ❧✬❛1❜1❡ ♠♦10 #❡ #✐0✉❡ ❡♥ x✱ ✐❧ ❡#0 ✐♠♠/❞✐❛0❡♠❡♥0 1❡♠♣❧❛❝/ ♣❛1 ❧❡
❞❡#❝❡♥❞❛♥0 ❞✬✉♥ ❛1❜1❡ ✈♦✐#✐♥✳ ❖♥ ♥♦0❡ Q(x, y, t) ❧❛ ♣1♦❜❛❜✐❧✐0/ &✉❡ ❧❡ ♣❛1❡♥0 ❞❡ ❝❡ ❞❡#❝❡♥❞❛♥0
#♦✐0 ❝♦♥#♣/❝✐✜&✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛1❜1❡ ❡♥ y✳

▲❡# ❛1❜1❡# ❡♥ x ❡0 y #♦♥0 ❝♦♥#♣/❝✐✜&✉❡# ❛✉ 0❡♠♣# t+ dt #✐ ✿
✲ ❛✉❝✉♥ ❞❡# ❞❡✉① ❛1❜1❡# ♥✬❡#0 ♠♦10 ❡0 ✐❧# /0❛✐❡♥0 ❝♦♥#♣/❝✐✜&✉❡# ❛✉ 0❡♠♣# t✱
✲ ✉♥ ❞❡# ❞❡✉① ❛1❜1❡# ❡#0 ♠♦10✱ ❞✐#♦♥# ❝❡❧✉✐ ❡♥ x✱ ✐❧ ❡#0 1❡♠♣❧❛❝/ ♣❛1 ❧❡ ❞❡#❝❡♥❞❛♥0 ❞✬✉♥ ❛1❜1❡
✈♦✐#✐♥✱ ❝♦♥#♣/❝✐✜&✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛1❜1❡ ❡♥ y ❡0 ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛# ❡✉ ❞❡ ♠✉0❛0✐♦♥✳

❖♥ ♦❜0✐❡♥0 ✿

F2(x, y, t+ dt) = (1− 2dt)F2(x, y, t) + 2dt(1− ν)Q(x, y, t)

✼



❉!"❡$♠✐♥♦♥) * ♣$!)❡♥" Q(x, y, t)✳

▲❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐"! 1✉❡ ❧✬❛$❜$❡ ❡♥ x )♦✐" $❡♠♣❧❛❝! ♣❛$ ❧❡ ❞❡)❝❡♥❞❛♥" ❞✬✉♥ ❛$❜$❡ ❞❛♥) ❧❡ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ dSu

❞❡ u = (u1, u2) ❡)" P (u, x)dSu✱ ❡" ❧❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐"! 1✉❡ ❝❡ ♣❛$❡♥" )♦✐" ❝♦♥)♣!❝✐✜1✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛$❜$❡

❡♥ y ❡)" F2(u, y, t)✳

❙✐ ❧✬❛$❜$❡ ❡♥ x ❡)" $❡♠♣❧❛❝! ♣❛$ ❧❡ ❞❡)❝❡♥❞❛♥" ❞✬✉♥ ❛$❜$❡ ❞❛♥) ❧❡ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ dSy ❞❡ y✱ )♦♥
♣❛$❡♥" ❛ ✉♥❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐"! 1/(ρdSy) ❞✬;"$❡ ❡♥ y ❡" 1 − 1/(ρdSy) ❞✬;"$❡ ✉♥ ❛✉"$❡ ❛$❜$❡ ❞❛♥) ❧❡
✈♦✐)✐♥❛❣❡✱ 1✉✐ ♣❧✉) "❛$❞ ❛✉$❛ ✉♥❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐"! F2(y, y, t) ❞✬;"$❡ ❝♦♥)♣!❝✐✜1✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛$❜$❡ ❡♥ y✳

❖♥ ❛ dSy > 1/ρ. ✭❝✬❡)"✲*✲❞✐$❡ 1✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥) ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❛♥) dSy✮✱ ❞♦♥❝ 1−1/(ρdSy) > 0 ❀
❝✬❡)" ❜✐❡♥ ❞!✜♥✐✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ✿

Q(x, y, t) =

∫

u
F2(u, y, t)P (u, x)dSu − F2(y, y, t)P (y, x)dSy

+

(
1

ρdSy
+ (1− 1

ρdSy
)F2(y, y, t)

)

P (y, x)dSy,

❝✬❡)"✲*✲❞✐$❡ ✿

Q(x, y, t) =

∫

u
F2(u, y, t)P (u, x)dSu +

1

ρdSy
(1− F2(y, y, t))P (y, x)dSy,

❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥" ✿

Q(x, y, t) =

∫

u
F2(u, y, t)P (u, x)dSu +

1− F2(y, y, t)

ρ
P (y, x).

❊♥ ♣❛))❛♥" * ❧❛ ❧✐♠✐"❡ ❝♦♥"✐♥✉❡ ❞❛♥) ❧✬!❣❛❧✐"! ✭✶✳✶✮✱ ♦♥ ♦❜"✐❡♥" ❧✬!1✉❛"✐♦♥ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡ ✿

∂F2(x, y, t)

∂t
= −2F2(x, y, t) + 2(1− ν)Q(x, y, t) ✭✶✳✷✮

❙✐ ♦♥ )✉♣♣♦)❡ 1✉❡ ❧❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐"! 1✉❡ ❞❡✉① ❛$❜$❡) )♦✐❡♥" ❞❡ ❧❛ ♠;♠❡ ❡)♣G❝❡ ♥❡ ❞!♣❡♥❞ 1✉❡ ❞❡

❧❡✉$) ♣♦)✐"✐♦♥) $❡❧❛"✐✈❡) ✿

{
F2(x, y, t) = F2(x− y, t)
P (x, y) = P (x− y)

❊♥ ❢❛✐)❛♥" ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ z = y − x✱ ♦♥ ❛ ✿
∂F2(z, t)

∂t
= −2F2(z, t) + 2(1− ν)

(∫

u
F2(u− z − x, t)P (u− x)dSu +

1− F2(0, t)

ρ
P (z)

)

.

❊♥ ❢❛✐)❛♥" ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ v = u− x✱ ♦♥ ❛ ✿
∂F2(z, t)

∂t
= −2F2(z, t) + 2(1− ν)

(∫

v
F2(v − z, t)P (v)dSv +

1− F2(0, t)

ρ
P (z)

)

.

▲✬!1✉❛"✐♦♥ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡ ✭✶✳✷✮ ❞❡✈✐❡♥" ❞♦♥❝ ✿

∂F2(x, t)

∂t
= −2F2(x, t) + 2(1− ν)

(∫

u
P (u)F2(x− u, t)dSu +

1− F2(0, t)

ρ
P (x)

)

,

✽



❡! " ❧✬%&✉✐❧✐❜*❡✱ ♦♥ ♦❜!✐❡♥! ✿

F2(x) = (1− ν)
(∫

u
P (u)F2(x− u)du+

1− F2(0)

ρ
P (x)

)

,

/♦✐! ✿

F2(x1, x2) =(1− ν)
(∫

u1,u2

P (u1, u2)F2(x1 − u1, x2 − u2)du1du2

+
1− F2(0, 0)

ρ
P (x1, x2)

)

. ✭✶✳✸✮

✶✳✸ ❊$✉❛'✐♦♥ ❞❡ ▼❛❧/❝♦'

◆♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❞%*✐✈❡* ✉♥❡ %&✉❛!✐♦♥ ❢♦*♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬%&✉❛!✐♦♥ ♣*%❝%❞❡♥!❡ (1.3)✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✸✳✵✳✹✳ ▲❛ "#❛♥%❢♦#♠)❡ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❜✐✲❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡" %♦♥ ✐♥✈❡#%❡✱ ♣♦✉# ✉♥❡

❢♦♥❝"✐♦♥ ✐%♦"#♦♣✐6✉❡ Z(r) %♦♥" ✿

z(q) = 2π

∫ ∞

r=0
Z(r)J0(rq)rdr,

Z(r) =
1

2π

∫ ∞

q=0
z(q)J0(rq)qdq,

♦8 J0 ❡%" ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❇❡%%❡❧ ❞❡ ♣#❡♠✐:#❡ ❡%♣:❝❡✱ ❞✬♦#❞#❡ 0✳

❚❤!♦./♠❡ ✶✳✸✳✵✳✺✳ =♦✉# ν > 0✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ %✉✐✈❛♥"❡ ✿

F2(r) =
1− F2(0)

ρ

1

2π

∞∑

j=1

(1− ν)j
∫ ∞

q=0
p(q)jJ0(rq)qdq, ✭✶✳✹✮

♦8 J0 ❡%" ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❇❡%%❡❧ ❞❡ ♣#❡♠✐:#❡ ❡%♣:❝❡✱ ❞✬♦#❞#❡ 0✳

❉)♠♦♥%"#❛"✐♦♥✳ ◆♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ♣*❡♥❞*❡ ❧❛ !*❛♥/❢♦*♠%❡ ❞❡ ❋♦✉*✐❡* ❞❡ ♥♦!*❡ %&✉❛!✐♦♥ (1.3)✳ ❖♥

♣♦/❡ ✿

{
f2(k,m) = ❧❛ !*❛♥/❢♦*♠%❡ ❞❡ ❋♦✉*✐❡* ❞❡ F2(x, y)
p(k,m) = ❧❛ !*❛♥/❢♦*♠%❡ ❞❡ ❋♦✉*✐❡* ❞❡ P (x, y)

◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ✿

F2(k,m) = (1− ν)
(

p(k,m)f2(k,m) +
1− F2(0)

ρ
p(k,m)

)

.

❉❡ ♣❧✉/✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ |(1− ν)p(k,m)| < 1✱ ❞♦♥❝ ✿

f2(k,m) =
1− F2(0)

ρ

(1− ν)p(k,m)
1− (1− ν)p(k,m)
︸ ︷︷ ︸

,

/♦♠♠❡ ❞❡/ !❡*♠❡/ ❞✬✉♥❡ /%*✐❡ ❣%♦♠%!*✐&✉❡ ❞❡ *❛✐/♦♥ (1− ν)p(k,m)

❞✬♦B ✿

f2(k,m) =
1− F2(0)

ρ

∞∑

j=1

(1− ν)jp(k,m)j .

✾



❖♥ "✉♣♣♦"❡ '✉❡ P (x, y) ❡( F2(x, y) "♦♥( ❞❡" ❢♦♥❝(✐♦♥" ✉♥✐'✉❡♠❡♥( ❞❡ r =
√

x2 + y2
✳

❆❧♦1"✱ ❧❡✉1" (1❛♥"❢♦1♠4❡" ❞❡ ❋♦✉1✐❡1 p(k,m) ❡( f2(k,m) "♦♥( ❞❡" ❢♦♥❝(✐♦♥" ✉♥✐'✉❡♠❡♥( ❞❡
q =

√
k2 +m2

✳

❉♦♥❝ ♦♥ ♦❜(✐❡♥( ✿

f2(q) =
1− F2(0)

ρ

∞∑

j=1

(1− ν)jp(q)j . ✭✶✳✺✮

❙✐ ♦♥ ♣1❡♥❞ ❧❛ (1❛♥"❢♦1♠4❡ ❞❡ ❋♦✉1✐❡1 ✐♥✈❡1"❡ ❞❡ (1.5)✱ ♦♥ ❛ ✿

F2(r) =
1− F2(0)

ρ

1

2π

∫ ∞

q=0

∞∑

j=1

(1− ν)jp(q)jJ0(rq)qdq.

?♦✉1 ν > 0✱ ❧❡" "41✐❡" "♦♥( ❛❜"♦❧✉♠❡♥( ❝♦♥✈❡1❣❡♥(❡"✱ ♥♦✉" ♣♦✉✈♦♥" ❞♦♥❝ ✉(✐❧✐"❡1 ❋✉❜✐♥✐ ❡(
✐♥(❡1✈❡1(✐1 "♦♠♠❡ ❡( ✐♥(4❣1❛❧❡✱ ❞✬♦B ❧❡ 14"✉❧(❛( ✿

F2(r) =
1− F2(0)

ρ

1

2π

∞∑

j=1

(1− ν)j
∫ ∞

q=0
p(q)jJ0(rq)qdq.

❖♥ "✉♣♣♦"❡ ♠❛✐♥(❡♥❛♥( '✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐"♣❡1"✐♦♥ P (r) ❛ ✉♥❡ ✈❛1✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡ 2σ2
✱ ❡( r ≫ σ✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✸✳✵✳✻✳

σ2 =

∫

x,y
x2P (x, y)dxdy =

∫

x,y
y2P (x, y)dxdy

❚❤!♦./♠❡ ✶✳✸✳✵✳✼✳ ❙✐ r ≫ σ ❡# P (r) ❞%❝'♦)# ❛✈❡❝ r ♣❧✉/ ✈✐#❡ 0✉✬✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥#✐❡❧❧❡ ♥%❣❛#✐✈❡✱

♦♥ ❛ ✿

F2(x, y) ≃
(1− ν)σ2

2ν
∆F2(x, y) ✭✶✳✻✮

♦7 ∆ ❡/# ❧✬♦♣%'❛#❡✉' ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✳

❉%♠♦♥/#'❛#✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ r ≫ σ✱ ♦♥ ♣❡✉( ♥4❣❧✐❣❡1 ❧❡ (❡1♠❡ ♠✉❧(✐♣❧✐❝❛(✐❢ 1− F2(0, 0)✱ ❞✬♦B ✿

F2(x, y) ≃ (1− ν)
∫

P (w, z)F2(x− w, y − z)dwdz.

❈♦♠♠❡ P (r) ❞4❝1♦G( ❛✈❡❝ r ♣❧✉" ✈✐(❡ '✉✬✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥(✐❡❧❧❡ ♥4❣❛(✐✈❡ ✭❝♦♠♠❡ ❝✬❡"( ❧❡ ❝❛" ♣♦✉1 ❧❡
♥♦②❛✉ ❣❛✉""✐❡♥ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❛❧♦1" ♦♥ ♣❡✉( ❞4✈❡❧♦♣♣❡1 F2(x− w, y − z) ❡♥ "41✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦1 ❛✉
✈♦✐"✐♥❛❣❡ ❞❡ (x, y) ❡( ♥4❣❧✐❣❡1 ❧❡" (❡1♠❡" ❞✬♦1❞1❡ "✉♣41✐❡✉1 J ❞❡✉①✳ ❉✬♦B ✿

F2(x− w, y − z) ≃F2(x, y)−
(

w
∂F2(x, y)

∂x
+ z

∂F2(x, y)

∂y

)

+
1

2

(

w2∂
2F2(x, y)

∂x2
+ wz

∂2F2(x, y)

∂x∂y
+ z2∂

2F2(x, y)

∂y2

)

.

✶✵



❈♦♠♠❡ P (x, y) ❡$% ✐$♦%'♦♣❡ ❛❧♦'$

∫

x,y
xyP (x, y)dxdy = 0.

❉❡ ♣❧✉$✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❛✉$$✐ ✿ ∫

x,y
P (x, y)dxdy = 1,

∫

x,y
xP (x, y)dxdy =

∫

x,y
yP (x, y)dxdy = 0.

❉✬♦2 ✿

F2(x, y) ≃ (1− ν)
(

F2(x, y) +
1

2
σ2

[
∂2F2(x, y)

∂x2
+
∂2F2(x, y)

∂y2

])

.

❈✬❡$%✲4✲❞✐'❡ ✿

F2(x, y) ≃
(1− ν)σ2

2ν
∆F2(x, y).

❙✐ ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ♥♦✉$ ♣❛$$♦♥$ ❡♥ ❝♦♦'❞♦♥♥8❡$ ♣♦❧❛✐'❡$ ❡% ♥♦✉$ $✉♣♣♦$♦♥$ 9✉❡ ν ≪ 1✱ ♥♦✉$
❛✈♦♥$ ✐♠♠8❞✐❛%❡♠❡♥% ❧✬89✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❇❡$$❡❧ ✿

d2F2(r)

dr2
+
1

r

dF2(r)

dr
= (2ν/σ2)F2(r).

❊% ♥♦✉$ $❛✈♦♥$ 9✉❡ ❧❛ $❡✉❧❡ $♦❧✉%✐♦♥ ♣♦$✐%✐✈❡ %❡❧❧❡ 9✉❡ limr→∞ F2(r) = 0 ❡$% ✿

F2(r) = cK0

(

r
√
2ν

σ

)

♦2 K0 ❡$% ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❇❡$$❡❧ ♠♦❞✐✜8❡ ❞❡ $❡❝♦♥❞❡ ❡$♣>❝❡✱ ❞✬♦'❞'❡ 0 ❡% c ❡$% ✉♥❡ ❝♦♥$%❛♥%❡✳

❈❡%%❡ 89✉❛%✐♦♥ ❞❡ F2 ❡$% ✈8'✐✜8❡ ♣♦✉' r ≫ σ✱ ♠❛✐$ ♥❡ ♣❡✉% ♣❛$ @%'❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉' r ♣❡%✐% ❝❛'
K0(r) ❞✐✈❡'❣❡ ❧♦❣❛'✐%❤♠✐9✉❡♠❡♥% 9✉❛♥❞ r ❛♣♣'♦❝❤❡ ③8'♦✳ E♦✉' r ❣'❛♥❞✱ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♣♦✉✈♦✐'
❢❛✐'❡ ❧✬❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥ ✿

K0(r) ≃
√
π

2r
exp(−r).

✶✳✹ ◆♦②❛✉ ❞❡ ●❛✉++

◆♦✉$ ♥♦✉$ ♣❧❛H♦♥$ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ♦2 P (r) ❡$% ❧❛ ❞❡♥$✐%8 ❣❛✉$$✐❡♥♥❡ '❛❞✐❛❧❡♠❡♥% $②♠8%'✐9✉❡✳
E♦✉' ❝♦♠♠❡♥❝❡'✱ ♥♦✉$ ❝❤❡'❝❤♦♥$ ✉♥❡ ❡①♣'❡$$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ $✐♠✐❧❛'✐%8 ❡♥ ❞✐♠❡♥$✐♦♥

❞❡✉① ❀ ❞❛♥$ ❝❡ ❝❛$✱ ♥♦✉$ $❛✈♦♥$ ❝❛❧❝✉❧❡' ❡①❛❝%❡♠❡♥% ✭✶✳✹✮✳ ❊♥$✉✐%❡✱ ♥♦✉$ ♥♦✉$ ✐♥%8'❡$$❡'♦♥$ ❛✉

❝❛$ ♠✉❧%✐✲❞✐♠❡♥$✐♦♥♥❡❧✳

✶✶



✶✳✹✳✶ ❊♥ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ ❞❡✉①

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳✶✳ ❙✐ P (r) ❛❞♠❡& ♣♦✉* &*❛♥,❢♦*♠.❡ ❞❡ ❋♦✉*✐❡* p(q)✱ ❛❧♦*, p(q)j ❡,& ❧❛

&*❛♥,❢♦*♠.❡ ❞❡ ❋♦✉*✐❡* ❞❡ ❧❛ ❞❡♥,✐&. ❞❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐&. ❞✬✉♥❡ ,♦♠♠❡ ❞❡ j ✈❛*✐❛❜❧❡, ❛❧.❛&♦✐*❡, ✐♥❞.✲
♣❡♥❞❛♥&❡,✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❞❡♥,✐&. P (r)✳

P (r) =
1

2πσ2
exp(−r2/2σ2)⇒ p(q) = exp(−σ2q2/2),

p(q)j = exp(−jσ2q2/2)⇒ ❞❡♥#✐%& =
1

2πjσ2
exp(−r2/2jσ2)

❉✬❛♣+,# ❝❡ .✉✐ ♣+&❝,❞❡✱ ❡♥ ♣+❡♥❛♥% ❧❛ %+❛♥#❢♦+♠&❡ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✐♥✈❡+#❡ ❞❡ ❧✬&.✉❛%✐♦♥ ✭✶✳✺✮✱ ♥♦✉#

♣♦✉✈♦♥# ❞♦♥❝ &❝+✐+❡ ✿

F2(r) =
1

2πσ2

1− F2(0)

ρ

∞∑

j=1

(1− ν)j
j

exp(− r2

2jσ2
).

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳✷✳

F2(0) =
ln(1/ν)

2ρπσ2 + ln(1/ν)
.

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ =♦✉+ r = 0✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✿

F2(0) =
1

2πσ2

1− F2(0)

ρ

∞∑

j=1

(1− ν)j
j

.

❖+✱ ♥♦✉# #❛✈♦♥# .✉❡ ✿

∞∑

j=1

(1− ν)j
j

= ln(
1

ν
),

❞✬♦? ✿

F2(0) =
ln(1/ν)

2ρπσ2 + ln(1/ν)
.

❘❡♠❛!0✉❡ ✶✳✹✳✶✳✸✳ +♦✉' ❧❡% !❝♦❧♦❣✉❡%✱ 1− F2(0) ❡%& ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛)✐*+ ❞❡ ❙✐♠♣%♦♥✳

❈❡ .✉✐ ♣+&❝,❞❡ ♥♦✉# ❛♠,♥❡ A

F2(r) =
1

2ρπσ2 + ln(1/ν)

∞∑

j=1

(1− ν)j
j

exp

(

− r2

2jσ2

)

. ✭✶✳✼✮

❚❤5♦!6♠❡ ✶✳✹✳✶✳✹✳ ❙✐ r > σ ❡& ν < 10−6
✿

F2(r) ≃
1

2ρπσ2 + ln(1/ν)
2K0

(

r
√
2ν

σ

)

. ✭✶✳✽✮

❙✐ r < σ ❡& ν < 0.01 ✿

F2(r) ≃
1

2ρπσ2 + ln(1/ν)

[

ln

(
1

ν

)

− r2π2

12σ2

]

. ✭✶✳✾✮

✶✷



❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❉!♠♦♥%&♦♥' ❞✬❛❜♦&❞ (1.8) , ♣❛&%✐& ❞❡ ❧✬❡①♣&❡''✐♦♥ (1.7)✳ ❙♦✐❡♥% r ≫ σ ❡% ν <
10−6

✱ ❞❡ %❡❧❧❡ '♦&%❡ 5✉❡ ♥♦✉' ♣♦✉✈♦♥' &❡♠♣❧❛❝❡& (1− ν)j ♣❛& exp(−jν) ✿
∞∑

j=1

(1− ν)j
j

exp

(

− r2

2jσ2

)

≃
∞∑

j=1

exp(−jν)
j

exp

(

− r2

2jσ2

)

.

▲❛ '♦♠♠❡ ❞❛♥' (1.7) ❡'% ✉♥❡ '!&✐❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❀ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ✜♥❛❧❡♠❡♥% ✿

∞∑

j=1

(1− ν)j
j

exp

(

− r2

2jσ2

)

≃
∫ ∞

y=0
exp

(

−yν − r2

2yσ2

)
dy

y
.

❖&✱ ❝❡%%❡ ✐♥%!❣&❛❧❡ ❡'% ❝♦♥♥✉❡ ✭●&❛❞'❤%❡②♥ ❛♥❞ ❘②③❤✐❦✱ ✷✵✵✵✱ ✭✸✳✹✼✶✳✾✮✮✱ ❡❧❧❡ ✈❛✉% ✿

2K0(r
√
2ν/σ).

N❛& ❝♦♥'!5✉❡♥%✱ ♥♦✉' ♦❜%❡♥♦♥' (1.8) ✿

F2(r) ≃
1

2ρπσ2 + ln(1/ν)
2K0

(

r
√
2ν

σ

)

.

❉!♠♦♥%&♦♥' , ♣&!'❡♥% (1.9) , ♣❛&%✐& ❞❡ ❧✬❡①♣&❡''✐♦♥ (1.7)✳ ❙♦✐❡♥% ν < 0.01 ❡% r ≪ σ✱ ❞❡ %❡❧❧❡
'♦&%❡ 5✉❡ exp(−r2/2jσ2) ≃ 1− r2/2jσ2

✿

∞∑

j=1

(1− ν)j
j

exp

(

− r2

2jσ2

)

≃
∞∑

j=1

(1− ν)j
j

(

1− r2

2jσ2

)

.

❆✐♥'✐✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥'

F2(r) ≃
1

2ρπσ2 + ln(1/ν)





∞∑

j=1

(1− ν)j
j

− r2

2σ2

∞∑

j=1

(1− ν)j
j2



 .

❈♦♠♠❡ ν < 0.01✱ ❛❧♦&' ♥♦✉' ❛✈♦♥'

∞∑

j=1

(1− ν)j
j2

≃ π2

6
.

◆♦✉' ❡♥ ❞!❞✉✐'♦♥' (1.9) ✿

F2(r) ≃
1

2ρπσ2 + ln(1/ν)

[

ln

(
1

ν

)

− r2π2

12σ2

]

≃ F2(0)−
1

2ρπσ2 + ln(1/ν)

r2π2

12σ2

✶✸



✶✳✹✳✷ ◆♦②❛✉① ❣❛✉++✐❡♥+ ♠✉❧1✐❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❡❧+

◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❣(♥()❛❧✐#❡) (1.7) . /♦✉/ ❡#♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ d✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳✶✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐)♣❡+)✐♦♥ ❣❛✉))✐❡♥ ✭)②♠/0+✐1✉❡✱ +❛❞✐❛❧✮ ❡♥ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ d ❡)0
❞/✜♥✐ ♣❛+ ✿

P (x1, · · · , xd) =
1

(
√
2πσ)d

exp

(

−
∑d

i=1 x
2
i

2σ2

)

.

❉❛♥# ❧❛ #✉✐/❡✱ ♥♦✉# ♥♦/❡)♦♥# Fd ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ #✐♠✐❧❛)✐/( ❡♥ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ d✳

❚❤!♦-.♠❡ ✶✳✹✳✷✳✷✳ 7♦✉+ r > σ ❡0 ν < 10−6
✿

Fd(r) ≃
1− Fd(0)

ρ

2

(2πσ2)d/2

(
r2

2νσ2

)2−d/4

×Kd/2−1

(

r
√
2ν

σ

)

♦8 Kd/2−1 ❡)0 ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❇❡))❡❧ ❞❡ )❡❝♦♥❞❡ ❡)♣<❝❡ ❞✬♦+❞+❡ d/2− 1✳

❉/♠♦♥)0+❛0✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ /)❛♥#❢♦)♠(❡ ❞❡ ❋♦✉)✐❡) p(q) ❞❡ ❧❛ ❞❡♥#✐/( ❣❛✉##✐❡♥♥❡ P (r) 9✉✐ ❡#/
exp(−σ2q) ♣♦✉) /♦✉/❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ d✱ ♥♦✉# /)♦✉✈♦♥#

Fd(r) =
1− Fd(0)

ρ

∞∑

j=1

(1− ν)j
(σ
√
2jπ)d

exp

(

− r2

2jσ2

)

✭✶✳✶✵✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# . ❞❡✉① ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✱ ❞✬❛♣)@# ν < 10−6
✱ ♦♥ ♣❡✉/ ♣♦#❡) (1−ν)j ≃ exp(−νj)✱ ♦♥

)❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ #♦♠♠❡ ♣❛) ❧✬✐♥/(❣)❛❧❡ ❡/ ♦♥ ✉/✐❧✐#❡ ✉♥❡ ❢♦)♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❇❡##❡❧ ❞❡ #❡❝♦♥❞❡

❡#♣@❝❡ ❞✬♦)❞)❡ d/2− 1 ✭●)❛❞#❤/❡②♥ ❡/ ❘②③❤✐❦✱ 2000✱ (3.741.9)✮✱ ♣♦✉) ♦❜/❡♥✐) ✜♥❛❧❡♠❡♥/✱ ♣♦✉)
r > σ ✿

Fd(r) ≃
1− Fd(0)

ρ

2

(2πσ2)d/2

(
r2

2νσ2

)2−d/4

×Kd/2−1

(

r
√
2ν

σ

)

❘❡♠❛-3✉❡ ✶✳✹✳✷✳✸✳ 7♦✉+ ❧❡) ♣+♦❜❧<♠❡) ❜✐♦❧♦❣✐1✉❡)✱ ❝❡00❡ /1✉❛0✐♦♥ ♥✬❡)0 ✉0✐❧❡ 1✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥)✐♦♥

1✱ 2 ♦✉ 3✳

❚❤!♦-.♠❡ ✶✳✹✳✷✳✹✳

F1(r) ≃
1

1 + ρσ
√
2ν

exp

(

−r
√
2ν

σ

)

✭✶✳✶✶✮

F3(r) ≃
1− F3(0)

2πρσ2r
exp

(

−r
√
2ν

σ

)

✭✶✳✶✷✮

❉/♠♦♥)0+❛0✐♦♥✳ ❖♥ ✉/✐❧✐#❡ ❧❡ ❢❛✐/ 9✉❡

K1/2(x) = K−1/2(x) =

√
π

2x
exp(−x).

✶✹



❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✹✳✷✳✺✳ F1(r) ❞!❝#♦%& ❞❡ ❢❛*♦♥ ❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ r ❡& ♥❡ ❞✐✈❡#❣❡ ♣❛2 3✉❛♥❞ r
❛♣♣#♦❝❤❡ 0✳

 ♦✉# ❞%&❡#♠✐♥❡# F3(0)✱ ♥♦✉, ❞❡✈♦♥, ♣❛#&✐# ❞❡ (1.10)✱ ❝❛# (1.12) ♥✬❛ ♣❛, ❞❡ ❧✐♠✐&❡ %✈✐❞❡♥&❡
3✉❛♥❞ r ❛♣♣#♦❝❤❡ 0✳
❆✈❡❝ ✉♥❡ ❡##❡✉# ♥❡ ❞%♣❛,,❛♥& ♣❛, 1% ♣♦✉# ν ≤ 10−4

✱ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, %❝#✐#❡ ✿

∞∑

j=1

(1− ν)j
j3/2

≃
∞∑

j=1

1

j3/2
= ζ(3/2)

♦8 ζ(s) =
∑∞

j=1
1
js ❡,& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❩❡&❛ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳

❉❛♥, ❝❡ ❝❛,✱ ♥♦✉, ♦❜&❡♥♦♥, ✿

F3(0) ≃
ζ(3/2)

ρ(2πσ2)3/2 + ζ(3/2)

❋✐♥❛❧❡♠❡♥&✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ✿

F3(r) ≃
√
2πσ

ρr(2πσ2)3/2 + ζ(3/2)r
exp

(

−r
√
2ν

σ

)

✭✶✳✶✸✮

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✹✳✷✳✻✳ ▲❛ 3✉❛♥&✐&! Fd(0) #❡♣#!2❡♥&❡ ❡♥ ❢❛✐& ❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐&! 3✉❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉2 ♣#✐2

❛✉ ❤❛2❛#❞ ❞❛♥2 ✉♥❡ ♠:♠❡ ♣❛#❝❡❧❧❡ 2♦✐❡♥& ❞❡ ❧❛ ♠:♠❡ ❡2♣;❝❡✳ ❈✬❡2& ✉♥❡ ♠❡2✉#❡ ❞❡ ❧✬α✲❞✐✈❡#2✐&!
✭❞✐✈❡#2✐&! ❞❡2 ❡2♣;❝❡2 3✉✐ ❝♦❡①✐2&❡♥& ❞❛♥2 ✉♥❡ #!❣✐♦♥✮✳ ◗✉❛♥❞ d ❛✉❣♠❡♥&❡ ❞❡ 1 B 3✱ Fd(0) ❞❡✈✐❡♥&
♣#♦❣#❡22✐✈❡♠❡♥& ♠♦✐♥2 2❡♥2✐❜❧❡ ❛✉ &❛✉① ❞❡ 2♣!❝✐❛&✐♦♥ ν ✿ F1(0) ❞!♣❡♥❞ ❞❡ ν ❡♥

√
ν✱ F2(0) ❡♥

❞!♣❡♥❞ ❧♦❣❛#✐&❤♠✐3✉❡♠❡♥& ❡& Fd(0), d ≥ 3✱ ♥❡ ❞!♣❡♥❞ ♣❧✉2 ❞❡ ν✱ ♣♦✉# ν 2✉✣2❛♠♠❡♥& ♣❡&✐&✳ F❛#

❛✐❧❧❡✉#2✱ 3✉❛♥❞ ν ❛♣♣#♦❝❤❡ 0✱ ♣♦✉# r ✭2✉✣2❛♠♠❡♥&✮ ❣#❛♥❞✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ✿

Fd(r) ∼
1

rd−2
.

▲❛ ,✐♠✐❧❛#✐&% ❡♥ ✉♥❡✱ ❞❡✉① ❡& &#♦✐, ❞✐♠❡♥,✐♦♥, ❞❡ ❧✬❡,♣❛❝❡ ❡,& ❝♦♠♣❛#%❡ ❞❛♥, ❧❛ ✜❣✉#❡ ✶✳✶✳

❚❤/♦$1♠❡ ✶✳✹✳✷✳✼✳ ✭❙❛✇②❡&✱ ✶✾✾✼❛✮ F♦✉# ❞❡2 ♥♦②❛✉① ❞❡ ❞✐2♣❡#2✐♦♥ ❛✈❡❝ ♠♦♠❡♥&2 ✜♥✐2 ✿

✲ ❊♥ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ 1✱ ♣♦✉# &♦✉& ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐2♣❡#2✐♦♥ &❡❧ 3✉❡

∫
r5P (r)dr < ∞✱ F1(r) ❛ ✉♥❡

❡①♣#❡22✐♦♥ ♣#♦♣♦#&✐♦♥♥❡❧❧❡ B ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬!3✉❛&✐♦♥ (1.11) ❛✈❡❝ ✉♥ &❡#♠❡ ❞❡ ❝♦##❡❝&✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐&✉❞❡

O(ν(1 + 1/r))✳
✲ ❊♥ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ 2✱ ♣♦✉# &♦✉& ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐2♣❡#2✐♦♥ &❡❧ 3✉❡

∫
r3P (r)dr < ∞✱ F2(r) ❛ ✉♥❡

❡①♣#❡22✐♦♥ ♣#♦♣♦#&✐♦♥♥❡❧❧❡ B ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬!3✉❛&✐♦♥ (1.9) B ❧✬♦#❞#❡ ❞♦♠✐♥❛♥&✱ ❛✈❡❝ ✉♥ &❡#♠❡ ❞❡

❝♦##❡❝&✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐&✉❞❡ O(ν)✳
✲ ❊♥ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ 3✱ ♣♦✉# &♦✉& ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐2♣❡#2✐♦♥ &❡❧ 3✉❡

∫
r2P (r)dr < ∞✱ F3(r) ❛ ✉♥❡

❡①♣#❡22✐♦♥ ♣#♦♣♦#&✐♦♥♥❡❧❧❡ B ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬!3✉❛&✐♦♥ (1.12) B ❧✬♦#❞#❡ ❞♦♠✐♥❛♥&✱ ❛✈❡❝ ✉♥ &❡#♠❡ ❞❡

❝♦##❡❝&✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐&✉❞❡ O(ν)✳

■❝✐✱ ♥♦✉, ❞✐,♦♥, 3✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ f(r) ❡,& ♣#♦♣♦#&✐♦♥♥❡❧❧❡ H ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ g(r) ,✐ ❧❛ ❧✐♠✐&❡
limr→∞ (f(r)/g(r)) ❡,& ✉♥❡ ❝♦♥,&❛♥&❡ ✐♥❞%♣❡♥❞❛♥&❡ ❞❡ r✳  ❛# ❝♦♥,%3✉❡♥&✱ ♣♦✉# &♦✉& ♥♦②❛✉ ❞❡
❞✐,♣❡#,✐♦♥ P (r) 3✉✐ ❞%❝#♦J& ❛,,❡③ #❛♣✐❞❡♠❡♥& ♣♦✉# r ❣#❛♥❞✱ ❧❡, %3✉❛&✐♦♥, (1.11)✱ (1.9) ❡& (1.12)
❞%❝#✐✈❡♥& ♣#%❝✐,%♠❡♥& ❧❡, ❝♦♠♣♦#&❡♠❡♥&, ❞❡ Fd(r)✱ d ≤ 3✱ ♣♦✉# r ❣#❛♥❞✳

✶✺



❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❬❈❤❛✈❡ ❛♥❞ ▲❡✐❣❤✱ ✷✵✵✷❪ 234❞✐❝6✐♦♥8 6❤4♦3✐9✉❡8 ♣♦✉3 ❧❛ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ 8✐♠✐❧❛3✐64 ❡♥

✉♥❡✱ ❞❡✉① ❡6 63♦✐8 ❞✐♠❡♥8✐♦♥8 ❞❡ ❧✬❡8♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐8♣❡38✐♦♥ ●❛✉88✐❡♥ ✭❧✐❣♥❡8 ♣❧❡✐♥❡8✮

❡6 ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥8✐♦♥ ♣♦✉3 ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐8♣❡38✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥6✐❧❧4❡✮✳ 2♦✉3 ❧❡ ♥♦②❛✉

●❛✉88✐❡♥✱ σ = 8 ❡6 ν = 10−6
❡6 ♣♦✉3 ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✱ c = 1✳ 2♦✉3 ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉3❡ ❝♦♠♣❛3❛✐8♦♥✱

❧❛ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❝♦33❡8♣♦♥❞❛♥6 ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❛ 464 ♠✉❧6✐♣❧✐4❡ ♣❛3 3✳

✶✳✺ ◆♦②❛✉① ✓ ❢❛+✲+❛✐❧❡❞ ✔ ✭3 4✉❡✉❡ ❧♦✉5❞❡✮

▲♦389✉❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥6 ❞✬♦3❞3❡ 63♦✐8 ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐8♣❡38✐♦♥ ♥✬❡86 ♣❛8 ✜♥✐✱ ❧❡ 6❤4♦3F♠❡ ❧✐♠✐6❡

❞❡ ❙❛✇②❡3 ♥❡ ♣❡✉6 ♣❛8 I63❡ ❛♣♣❧✐9✉4✳ ❇✐❡♥ 9✉❡ ❧❡8 ♥♦②❛✉① ❞❡ ❞✐8♣❡38✐♦♥ ❛✈❡❝ ✈❛3✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡

❛✐❡♥6 ❧♦♥❣6❡♠♣8 464 ❝♦♥8✐❞4348 ❝♦♠♠❡ ✐♥❛♣♣3♦♣3✐48 ♣♦✉3 ❞❡8 ♣3♦❜❧F♠❡8 4❝♦❧♦❣✐9✉❡8✱ ♣✉✐89✉❡

❧❡8 4❝❤❛♥6✐❧❧♦♥8 ✜♥✐8 ♦♥6 ❞❡8 ✈❛3✐❛♥❝❡8 ✜♥✐❡8✱ ✐❧ ❛ 464 ♠♦♥634 9✉❡ ❧❡8 ♥♦②❛✉① ❞❡ ❞✐8♣❡38✐♦♥ ✓ ❢❛6✲

6❛✐❧❡❞ ✔ ✭O 9✉❡✉❡ ❧♦✉3❞❡✮ ♣❡✉✈❡♥6 ❡①♣❧✐9✉❡3 ❝❡36❛✐♥8 ♣❤4♥♦♠F♥❡8 4❝♦❧♦❣✐9✉❡8✳

■❝✐✱ ♥♦✉8 ❛❧❧♦♥8 ♥♦✉8 ✐♥643❡88❡3 ❛✉① ♥♦②❛✉① ✓ ❢❛6✲6❛✐❧❡❞ ✔ ❞❡ ❧❛ ❢♦3♠❡ 8✉✐✈❛♥6❡ ✭❈❧❛3❦ ❡6 ❛❧✳✱

✶✾✾✾✮ ✿

P (r) =
p

πc2(1 + r2/c2)p+1
✭✶✳✶✹✮

▲❡ k✲✐)♠❡ ♠♦♠❡♥- ❡.- ✜♥✐ .✐ ❡- .❡✉❧❡♠❡♥- .✐ k < 2p✳ ❉♦♥❝ ❧❡ -❤5♦6)♠❡ ❞❡ ❙❛✇②❡6 ❡.- ✈❛❧❛❜❧❡

.✐ ❡- .❡✉❧❡♠❡♥- .✐ p > 3/2✳

◗✉❡❧❧❡ ❡.- ❧❛ ❢♦6♠❡ ❞❡ F (r) @✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐.♣❡6.✐♦♥ ❡.- B @✉❡✉❡ ❧♦✉6❞❡ ❄

❊♥ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ❞❡✉①✱ ❧❛ -6❛♥.❢♦6♠5❡ ❞❡ ❋♦✉6✐❡6 ❞❡ (1.14) ❡.- ✿

p(q) = 2π

∫ ∞

0

pc2p

π(c2 + r2)p+1
J0(rq)rdr

= 2p
(cq

2

)p Kp(cq)

Γ(p+ 1)

✶✻



♦! Kp ❡#$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❇❡##❡❧ ♠♦❞✐✜/❡ ❞❡ ❞❡✉①✐2♠❡ ❡#♣2❝❡ ❞✬♦5❞5❡ p✳

■❝✐✱ ❧❛ ❞✐#$❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐#♣❡5#✐♦♥ ♠/❞✐❛♥❡ ❡#$ c
√
3 ❡$ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✿

F2(r) =
1− F2(0)

ρ

1

2π

∞∑

j=1

(1− ν)j
∫ ∞

q=0

(

2p
(cq

2

)p Kp(cq)

Γ(p+ 1)

)j

J0(rq)qdq.

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✺✳✵✳✽✳ ❙✐ p = 1/2✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐+♣❡-+✐♦♥ ✓ ❢❛0✲0❛✐❧❡❞ ✔ (1.14) ❝♦--❡+♣♦♥❞ ❛✉

♥♦②❛✉ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡♥ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❞❡✉①✱ c/(2π(c2+ r2)3/2)✳ ❈❡00❡ ❞❡♥+✐09 ❛❞♠❡0 ♣♦✉- 0-❛♥+❢♦-♠9❡
❞❡ ❋♦✉-✐❡- p(q) = exp(−cq)✳ ▲❛ ❞❡♥+✐09 ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡♥ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ d ❡+0 Cdc/(c

2 + r2)(d+1)/2
✳

■❝✐✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ C1 = 1/π✱ C2 = 1/2π✱ ❡0 C3 = 1/π2
✳

❚❤.♦$0♠❡ ✶✳✺✳✵✳✾✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ d✱ ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ +✐♠✐❧❛-✐09 ❝♦--❡+♣♦♥❞❛♥0 ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡

❈❛✉❝❤② ❡+0 ✿

Fd(r) = Cd
1− Fd(0)

ρ

∞∑

j=1

(1− ν)j jc

(r2 + j2c2)(d+1)/2
✭✶✳✶✺✮

❚❤.♦$0♠❡ ✶✳✺✳✵✳✶✵✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐+♣❡-+✐♦♥ ❡+0 ❞❡ ❈❛✉❝❤②✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉- 0-❛♥+❢♦-♠9❡ ❞❡ ❋♦✉-✐❡-

p(q) = exp(−cq)✱ +✐ d > 1✱ ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ +✐♠✐❧❛-✐09 Fd(r) ❡+0 ✐♥❞9♣❡♥❞❛♥0❡ ❞❡ r✱ ❧♦-+@✉❡ r ≪ c✱
❛❧♦-+ @✉❡ Fd(r) ∼ r1−d

✱ ❧♦-+@✉❡ r ≫ c✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✺✳✵✳✶✶✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❞❡✉①✱ ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ +✐♠✐❧❛-✐09 ❝♦--❡+♣♦♥✲

❞❛♥0 ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐+♣❡-+✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡+0 ❝♦♠♣❛-9 B ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ +✐♠✐❧❛-✐09 ❝♦--❡+♣♦♥❞❛♥0

❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●❛✉++✱ B ❧❛ ✜❣✉-❡ ✶✳✶ ♣❛❣❡ ✶✻✳

H♦✉- d ≥ 2✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦-0❡♠❡♥0 ❞❡ Fd(r) ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❈❛✉❝❤② 0❡♥❞ B -❡++❡♠❜❧❡- ❛✉ ❝♦♠♣♦-✲

0❡♠❡♥0 ❞❡ Fd+1(r) ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ●❛✉++✳

✶✳✻ ▼♦❞&❧❡ ❞✉ ✈♦+❛♥+ ❡+ ❧✐♠✐+❡ ❞❡ ♥♦♥✲1♣3❝✐❛+✐♦♥

▼❛✐♥$❡♥❛♥$✱ ♥♦✉# ❝♦♥#✐❞/5♦♥# ❧❡ ❝❛# ❧✐♠✐$❡ ♦! ❧❡ $❛✉① ❞❡ #♣/❝✐❛$✐♦♥ ❛♣♣5♦❝❤❡ ③/5♦✳ ❖♥ #✬✐♥✲

$/5❡##❡ ✐❝✐ ❛✉ ❝❛# ♦! σ <∞✳

◗✉❛♥❞ σ <∞✱ ❧✬❛♣♣5♦①✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉#✐♦♥ (1.6) #✬❛♣♣❧✐F✉❡ ❛✈❡❝ ∆F (r) = 0 F✉❛♥❞ ν = 0✳
❉❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ ❧❛ #❡✉❧❡ #♦❧✉$✐♦♥ #$❛❜❧❡ ❡#$ F (r) = C ❡$ ❧✬/F✉❛$✐♦♥ (1.3) ♥♦✉# ❞♦♥♥❡ C = 1✳ ❈❡ F✉✐
✐♠♣❧✐F✉❡ F✉✬✉♥❡ ✉♥✐F✉❡ ❡#♣2❝❡ ♣❡✉$ /✈❡♥$✉❡❧❧❡♠❡♥$ ♣♦✉##❡5 #✉5 ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦5J$✳

▼❛✐♥$❡♥❛♥$✱ ♥♦✉# ♥❡ ♥♦✉# ♣❧❛K♦♥# ♣❧✉# ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# #$❛$✐♦♥♥❛✐5❡✳ ❖♥ #✉♣♣♦#❡ F✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛#

❞❡ #♣/❝✐❛$✐♦♥✱ ❡$ F✉✬❛✉ $❡♠♣# t = 0✱ ❧❡# N ❛5❜5❡# ❞❡ ❧❛ ❢♦5J$ #♦♥$ ❞✬✉♥❡ ❡#♣2❝❡ ❞✐✛/5❡♥$❡✳ ❆❧♦5#✱

❛♣52# ✉♥ ❣5❛♥❞ ♥♦♠❜5❡ t ❞❡ ❣/♥/5❛$✐♦♥# ❞✬❛5❜5❡#✱ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ $♦$❛❧ ❞✬❡#♣2❝❡# 5❡#$❛♥$❡# #❡5❛✐$

∼ N ln(t)/t ✭5/#✉❧$❛$ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉5 ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❞✉ ✈♦$❛♥$✮✳

❉❡ ♣❧✉#✱ ❞✬❛♣52# ❈♦① ❡$ ●5✐✛❡❛$❤ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣♦✉5 t ❣5❛♥❞ ❡$ r ❣5❛♥❞ ✿

F2(r) ∼ 1− ln(γr2/σ2)

ln(t)

♦! γ ❡#$ ❧❛ ❝♦♥#$❛♥$❡ ❞✬❊✉❧❡5✳

✶✼



❆✐♥#✐✱ #✐ σ <∞✱ F2(r) ❝♦♥✈❡)❣❡ +♦✉❥♦✉)# ✈❡)# 1✱ ♠❛✐# +)0# ❧❡♥+❡♠❡♥+✳

◗✉❛♥❞ σ <∞✱ ❧❛ ✈❛)✐❛+✐♦♥ ❞❡ F (r) ❞❛♥# ❧❡ +❡♠♣# ♣❡✉+ 6+)❡ #✐♠✉❧7❡ ❡♥ ✉+✐❧✐#❛♥+ ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡
❛✈❡❝ ❧❡ ✓ ♠♦❞0❧❡ ❞✉ ✈♦+❛♥+ ✔ ❀ ❞❛♥# ❝❡ ♠♦❞0❧❡✱ ✉♥ ✓ ✈♦+❛♥+ ✔ ❡#+ ❧♦❝❛❧✐#7 ; ❝❤❛=✉❡ #✐+❡ ❞✬✉♥

)7#❡❛✉ ❜✐❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧✳ ❆✉ ❞7❜✉+✱ ❝❤❛=✉❡ ✓ ✈♦+❛♥+ ✔ ♣)7❢0)❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛+ ❞✐✛7)❡♥+✱ ❡+ ; ❝❤❛=✉❡

7+❛♣❡✱ ❝❤❛=✉❡ ✓ ✈♦+❛♥+ ✔ ❝❤♦✐#✐+ ❛✉ ❤❛#❛)❞ ✉♥ ❞❡ #❡# 4 ♣❧✉# ♣)♦❝❤❡# ✈♦✐#✐♥# ❡+ ❛❞♦♣+❡ #❛
♣)7❢7)❡♥❝❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✻✳✵✳✶✷✳ ◆♦✉# ❞%✜♥✐##♦♥# ❧❡ ♠♦❞#❧❡ ❞✉ ✈♦(❛♥( ♣♦✉, ✉♥❡ ❢♦,.( ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-.❡

#✉✐✈❛♥0❡ ✿

✲ ✉♥ ❛.❜.❡ ❡#0 ❧♦❝❛❧✐#% 5 ❝❤❛7✉❡ #✐0❡ ❞✬✉♥ .%#❡❛✉ ❜✐❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧ 7✉✐ .❡♣.%#❡♥0❡ ❧❛ ❢♦.;0✱

✲ ❛✉ 0❡♠♣# t = 0✱ ❝❤❛7✉❡ ❛.❜.❡ ❡#0 ❞✬✉♥❡ ❡#♣-❝❡ ❞✐✛%.❡♥0❡✱
✲ ❝❤❛7✉❡ ❛.❜.❡ ♠♦.0 ❡#0 .❡♠♣❧❛❝% ♣❛. ❧❡ ❞❡#❝❡♥❞❛♥0 ❞✬✉♥ ❞❡ #❡# 4 ♣❧✉# ♣.♦❝❤❡# ✈♦✐#✐♥#✳

◆♦✉# ❡♥ ❞7❞✉✐#♦♥# ✉♥ ♠♦❞0❧❡ ❞❡ ♠❛)❝❤❡# ❛❧7❛+♦✐)❡# ❝♦❛❧❡#❝❡♥+❡# ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐0)❡ #✉✐✈❛♥+❡ ✿

❛✉ +❡♠♣# t✱ ❧✬❛)❜)❡ ❛✉ #✐+❡ x ❛ ❞✬✉♥❡ ❡#♣0❝❡ +)❛♥#♠✐#❡ ♣❛) ❡①❛❝+❡♠❡♥+ ✉♥ ❛♥+7❝7❞❡♥+✱ ♣♦✉)
❝❤❛=✉❡ +❡♠♣# t − τ < t✳ ❙♦✐+ Ax(τ) ❧❛ ♣♦#✐+✐♦♥ ❞❡ ❝❡+ ❛♥+7❝7❞❡♥+ ❛✉ +❡♠♣# t − τ ✱ +❡❧ =✉❡
Ax(0) = x✳ ▲❡ ♣)♦❝❡##✉# (Ax(τ))τ≥0 ❡#+ ✉♥❡ ♠❛)❝❤❡ ❛❧7❛+♦✐)❡✱ ♦G ❧❛ ❞✐#+❛♥❝❡ ; ❝❤❛=✉❡ ♣❛# ❞❡

+❡♠♣# ‖ Ax(τ)−Ax(τ + 1) ‖2 ❡#+ 7❣❛❧❡ ; 1✳

❈♦♠♠❡ τ ❛✉❣♠❡♥+❡✱ t− τ ❞✐♠✐♥✉✱ ❞❡ #♦)+❡ =✉❡ ❝❡# ♠❛)❝❤❡# ❛❧7❛+♦✐)❡# ✈♦②❛❣❡♥+ ❡♥ ❛))✐0)❡
❞❛♥# ❧❡ +❡♠♣#✳

❙✐ ❛✉ +❡♠♣# t = 0 ❝❤❛=✉❡ ❛)❜)❡ ❡#+ ❞✬✉♥❡ ❡#♣0❝❡ ❞✐✛7)❡♥+❡✱ ❛❧♦)# F2(x, y, t) )❡♣)7#❡♥+❡ ❧❛
♣)♦❜❛❜✐❧✐+7 =✉✬❛✉ +❡♠♣# t ❧❡# ❛)❜)❡# ❡♥ x ❡+ y #♦✐❡♥+ ❞❡ ❧❛ ♠6♠❡ ❡#♣0❝❡✱ ❛✉+)❡♠❡♥+ ❞✐+✱ ❧❛
♣)♦❜❛❜✐❧✐+7 =✉❡ ❧❡✉)# ❡#♣0❝❡# ♦♥+ 7+7 +)❛♥#♠✐#❡# ♣❛) ❧❡ ♠6♠❡ ❛♥❝6+)❡✳ ❈✬❡#+✲;✲❞✐)❡ ✿

F2(x, y, t) = P[∃τ, Ax(τ) = Ay(τ)]

❆✉ +❡♠♣# min{τ ;Ax(τ) = Ay(τ)}✱ ❧❡# ♠❛)❝❤❡# ❛❧7❛+♦✐)❡# ❞❡ ❝❡# #✐+❡# ❝♦❛❧❡#❝❡♥+ ❡+ ♣♦✉) +♦✉+
τ ♣❧✉# ❣)❛♥❞✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉# =✉✬✉♥❡ ♠❛)❝❤❡ ❛❧7❛+♦✐)❡ ✭=✉✐ ❝♦))❡#♣♦♥❞ ; ❧❡✉) ❛♥❝6+)❡ ❝♦♠♠✉♥✮✳

❙✐ ❧❡# ♣)7❢7)❡♥❝❡# #❡ +)❛♥#♠❡++❡♥+ #❛♥# #♣7❝✐❛+✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞0❧❡ ❞✉ ✈♦+❛♥+ ♣)7❞✐+ =✉❡✱ ♣♦✉)

❞❡# #②#+0♠❡# ❡♥ ✉♥❡ ♦✉ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✱ ✉♥❡ ♣)7❢7)❡♥❝❡ ❧✬❡♠♣♦)+❡)❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥+✱ +❛♥❞✐# =✉✬❡♥

❞✐♠❡♥#✐♦♥ +)♦✐# ♦✉ ♣❧✉#✱ ❞✐✛7)❡♥+❡# ♣)7❢7)❡♥❝❡# ❝♦❡①✐#+❡)♦♥+✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❝❡❧❛ ♣♦✉) ❧❡# ♠6♠❡#

)❛✐#♦♥# =✉❡ ❞✐✛7)❡♥+❡# ♠❛)❝❤❡# ❛❧7❛+♦✐)❡# #❡ )❡♥❝♦♥+)❡♥+ ♣)❡#=✉❡ #N)❡♠❡♥+✱ ❡♥ +❡♠♣# #✉✣#❛♥+✱

❡♥ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✉♥ ♦✉ ❞❡✉①✱ ♠❛✐# ♣❛# ❡♥ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ +)♦✐# ♦✉ ♣❧✉#✳

▲❛ ❞✐✛✉#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡#♣0❝❡ ; +♦✉+❡ ❧❛ ❢♦)6+ ❡#+ ❞7❝)✐+❡ ♣❛) ❧❡ )7#✉❧+❛+ #✉✐✈❛♥+ ✿

❚❤!♦./♠❡ ✶✳✻✳✵✳✶✸✳ ✭❚❤2♦,#♠❡ ❞❡ ❈♦①✱ ✶✾✽✾✮

✲ ❙✐ ❛✉ 0❡♠♣# t = 0 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# N ❛.❜.❡# ❡#0 ❞✬✉♥❡ ❡#♣-❝❡ ❞✐✛%.❡♥0❡✱ ❧❡ 0❡♠♣# ♠♦②❡♥ τ .❡7✉✐#
♣♦✉. 7✉✬✉♥❡ ❡#♣-❝❡ ❡♥✈❛❤✐##❡ ❧❛ ♣❛.❝❡❧❧❡ ❡#0 ✿

τ ≃ 2N

π
(ln(N))2.

✲ ❙✐ ❛✉ 0❡♠♣# t = 0 ✉♥❡ ♣.♦♣♦.0✐♦♥ ps ❞❡# N ❛.❜.❡# ❡#0 ❞❡ ❧✬❡#♣-❝❡ s✱ ❧❡ 0❡♠♣# τ .❡7✉✐# ♣♦✉.
7✉✬✉♥❡ ❡#♣-❝❡ ❡♥✈❛❤✐##❡ ❧❛ ♣❛.❝❡❧❧❡ ❡#0 ✿

τ ≃ 2Hs

π
N ln(N), Hs = −

S∑

s=1

ps ln(ps),

✶✽



♦! Hs ❡#$ ❧✬❡♥$(♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬,$❛$ ✐♥✐$✐❛❧✳

✶✳✼ ❊①♣&'✐❡♥❝❡, ♥✉♠&'✐/✉❡,

▲❡" ❢♦%♠✉❧❡" ❞*%✐✈*❡" ❞❛♥" ❧❡" "❡❝0✐♦♥" ♣%*❝*❞❡♥0❡" "✬❛♣♣❧✐3✉❡♥0 ♣♦✉% ❞❡" ❡"♣❛❝❡" ❣*♦❣%❛✲

♣❤✐3✉❡" ✐♥✜♥✐"✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ❧❡" "②"0<♠❡" %*❡❧" "♦♥0 ✜♥✐"✳ ▲❡ 0❤*♦%<♠❡ ❞❡ ❈♦① ♠♦♥0%❡ 3✉❡ ❧♦%"3✉❡

ν = 0 ❧❡ 0❡♠♣" %❡3✉✐" ♣♦✉% 3✉✬✉♥❡ ❡"♣<❝❡ ❡♥✈❛❤✐""❡ ❧❛ ♣❛%❝❡❧❧❡ ❞*♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ 0❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛%❝❡❧❧❡
❡0 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦"✐0✐♦♥ ❡♥ ❡"♣<❝❡" ✐♥✐0✐❛❧❡✳ ▲♦%"3✉❡ ν > 0✱ ❧❡ ❢❛✐0 3✉❡ ❧❛ ❢♦%>0 "♦✐0 ✜♥✐❡ ♣❡✉0 ❛✛❡❝0❡%
❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐0* F (r) ❞❡ ❞✐✈❡%"❡" ♠❛♥✐<%❡"✳

■❝✐✱ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ✉0✐❧✐"❡% ❞❡" "✐♠✉❧❛0✐♦♥" ♥✉♠*%✐3✉❡" ♣♦✉% ❛❜♦%❞❡% ❝❡" 3✉❡"0✐♦♥"✳

B♦✉% "✐♠✉❧❡% ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ♥❡✉0%❡ ❞❡ ❍✉❜❜❡❧❧✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐"♣❡%"✐♦♥ ❧✐♠✐0*❡✱ ♥♦✉" ❝♦♥"✐❞*%♦♥" ✉♥❡

❢♦%>0 ❞❡ N = L2
❛%❜%❡" "✉% ✉♥ %*"❡❛✉ ❝❛%%*✱ ♦D E ❝❤❛3✉❡ ♣❛" ❞❡ 0❡♠♣" ✭*❣❛❧ E ✉♥❡ ❣*♥*%❛0✐♦♥✮ ✿

(i) ✉♥ ❛%❜%❡ ❝❤♦✐"✐ ❛✉ ❤❛"❛%❞✱ ✐♥❞*♣❡♥❞❛♠♠❡♥0 ❞❡ "♦♥ ❡"♣<❝❡✱ ♠❡✉%0 ❀
(ii) ❧✬❛%❜%❡ ♠♦%0 ❡"0 ✐♠♠*❞✐❛0❡♠❡♥0 %❡♠♣❧❛❝* ♣❛% ❧❡ ❞❡"❝❡♥❞❛♥0 ❞✬✉♥ ❞❡ "❡" ✈♦✐"✐♥" ❀
(iii) ❛✈❡❝ ♣%♦❜❛❜✐❧✐0* 2πP (r)rdr✱ ❧❛ ❞✐"0❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ 3✉✐ ✈✐❡♥0 ❞❡ ♠♦✉%✐% ❛✉ ♣❛%❡♥0 ❞❡ "♦♥

%❡♠♣❧❛J❛♥0 ❡"0 ❝♦♠♣%✐"❡ ❡♥0%❡ r ❡0 r + dr✱ ♦D P (r)✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐"♣❡%"✐♦♥✱ ❡"0 ❧❡ ♠>♠❡ ♣♦✉%
0♦✉" ❧❡" ❛%❜%❡" ❀

(iv) ❛✈❡❝ ♣%♦❜❛❜✐❧✐0* ν✱ ❧❡ %❡♠♣❧❛J❛♥0 ❡"0 ✉♥ ♠✉0❛♥0 ✭✉♥❡ ❡"♣<❝❡ ❝♦♠♣❧*0❡♠❡♥0 ♥♦✉✈❡❧❧❡✮✳

B♦✉% *✈❛❧✉❡% ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐0*✱ ♥♦✉" ♣%♦❝*❞♦♥" ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐<%❡ "✉✐✈❛♥0❡ ✿ ♦♥ ❢❛✐0 ✈❛%✐❡%

ν ❡0 P (r)✱ ❡0 ♣♦✉% ❝❤❛3✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (ν, P (r))✱ ♦♥ ❢❛✐0 50−200 %*♣*0✐0✐♦♥"✳ ❊♥"✉✐0❡✱ ♦♥ *✈❛❧✉❡ F (r)
♣♦✉% ❝❤❛3✉❡ %*♣*0✐0✐♦♥✳ B♦✉% ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡" %*♣*0✐0✐♦♥"✱ 3✉❛♥❞ ❧✬*3✉✐❧✐❜%❡ ❡"0 ❛00❡✐♥0✱ ♦♥ ❝❤♦✐"✐0

❛✉ ❤❛"❛%❞ 100N ≃ 108
♣❛✐%❡" ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉" ❞✉ %*"❡❛✉ ❡0 ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ "✬✐❧" "♦♥0 ❝♦♥"♣*❝✐✜3✉❡"✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✼✳✵✳✶✹✳ ❊♥ ,✈❛❧✉❛♥$ F (r) ❞❡ ❝❡$$❡ ❢❛4♦♥✱ ✐❧ ❞♦✐$ 6✉❛♥❞ ♠8♠❡ ② ❛✈♦✐( ❞❡# ♣(♦✲

❜❧<♠❡# ❞❡ ❝♦((,❧❛$✐♦♥# ❛✉ #❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛6✉❡ ,❝❤❛♥$✐❧❧♦♥✳✳✳

❊♥ ❢❛✐0✱ ♥♦✉" "✐♠✉❧♦♥" ❧❡" ♠❛%❝❤❡" ❛❧*❛0♦✐%❡" ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ❞❡" ✈♦0❛♥0"✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✉

♣"❡✉❞♦✲0❡♠♣" τ = 0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛%❝❤❡ ❛❧*❛0♦✐%❡ ♣❛% "✐0❡✳ ❈❤❛3✉❡ ♠❛%❝❤❡ ❛❧*❛0♦✐%❡ "❡ ❞*♣❧❛❝❡ ❡♥
♠♦②❡♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦✐" ♣❛% ♣❛" ❞❡ 0❡♠♣" ❡0 ❧❡" ♠❛%❝❤❡" ❛❧*❛0♦✐%❡" ❝♦❛❧❡"❝❡♥0 0♦✉❥♦✉%" E ❧❛ %❡♥❝♦♥0%❡✳

❯♥ *✈*♥❡♠❡♥0 ❞❡ "♣*❝✐❛0✐♦♥ %❡♣%*"❡♥0❡ ❧✬❛♥*❛♥0✐""❡♠❡♥0 ❞✬✉♥❡ ♠❛%❝❤❡ ❛❧*❛0♦✐%❡✳ B❛% ❞*✜♥✐0✐♦♥✱

❧❛ ♣%❡♠✐<%❡ %❡♣%*"❡♥0❛0✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡"♣<❝❡ ♥✬❛ ♣❛" ❞✬❛♥❝>0%❡ ❝♦♥"♣*❝✐✜3✉❡✳ ❚♦✉0❡" ❧❡"

♠❛%❝❤❡" ❛❧*❛0♦✐%❡" 3✉✐ ♦♥0 ♣%*❝*❞❡♠♠❡♥0 ❝♦❛❧❡"❝* ❛✈❡❝ ❧✬❛♥*❛♥0✐""❡♠❡♥0 ❞✬✉♥❡ ♠❛%❝❤❡ ❞*✜♥✐0

✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ "✐0❡" ✭❧❡" ♣♦"✐0✐♦♥" ✐♥✐0✐❛❧❡" ❞❡ ❝❡" ♠❛%❝❤❡" ❛❧*❛0♦✐%❡"✮ ❛✉3✉❡❧" ♦♥ ✜①❡ ✉♥ ❧❛❜❡❧

❞✬❡"♣<❝❡✳ ❖♥ ❡①*❝✉0❡ ❞❡" "✐♠✉❧❛0✐♦♥" 0❛♥0 3✉❡ 0♦✉0❡" ❧❡" ♠❛%❝❤❡" ♥✬♦♥0 ♣❛" ❝♦❛❧❡"❝* ♦✉ "✉❜✐0

✉♥ ❛♥*❛♥0✐""❡♠❡♥0✳ ❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥0✱ ❝❤❛3✉❡ "✐0❡ ❞❛♥" ❧❡ %*"❡❛✉ ❛ ✉♥ ❧❛❜❡❧ ❞✬❡"♣<❝❡✱ ❡0 ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡

✉♥❡ 0❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉%❛0✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞✐"0%✐❜✉0✐♦♥ *3✉✐❧✐❜%*❡ ❞✬❡"♣<❝❡"✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✼✳✵✳✶✺✳ ❉❛♥# ❧✬❛❧❣♦(✐$❤♠❡ ❞❡# ♠❛(❝❤❡# ❛❧,❛$♦✐(❡#✱ ✉♥ ♣❛# ❞❡ $❡♠♣# ❝♦((❡#♣♦♥❞ @

❞❡✉① ♣❛# ❞❡ $❡♠♣# ❞❡ ❧❛ ✈❡(#✐♦♥ ❞✐(❡❝$❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❧❡ ♣❛(❛♠<$(❡ σ2
❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐#♣❡(#✐♦♥ 6✉✬♦♥

✉$✐❧✐#❡ ❞❛♥# ❧❡# ❢♦(♠✉❧❡# ❛♥❛❧②$✐6✉❡# ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ #✐♠✐❧❛(✐$, ❞❡✈(❛✐$ 8$(❡ ♠✉❧$✐♣❧✐, ♣❛( ❞❡✉①✳

❆00❡✐♥❞%❡ ❧✬*3✉✐❧✐❜%❡ ✈❛ ♣%❡♥❞%❡ ♣❧✉" ❞❡ 0❡♠♣" 3✉❛♥❞ ν ❡"0 ♣❧✉" ♣❡0✐0✳ ◗✉❛♥❞ ν = 3.81×10−6
✱

❧❡ 0❡♠♣" ❥✉"3✉✬E ❧✬*3✉✐❧✐❜%❡ ❡"0 106
♣❛" ❞❡ 0❡♠♣" ✭∼ 2/ν ❣*♥*%❛0✐♦♥"✮✳
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▲❡" ❛$❜$❡" ♠♦$(" ✈♦♥( +($❡ $❡♠♣❧❛❝/" "❡✉❧❡♠❡♥( ♣❛$ ❧❡ ❞❡"❝❡♥❞❛♥( ❞✬✉♥ ❞❡ "❡" 3✉❛($❡" ♣❧✉"

♣$♦❝❤❡" ✈♦✐"✐♥" ❡( ♦♥ ♣$❡♥❞ ✉♥❡ ❞✐"(❛♥❝❡ ❡♥($❡ ❧❡" ♣♦✐♥(" ❞✉ $/"❡❛✉ /❣❛❧❡ 7 ✉♥ ✭ρ = 1✮✳

◆♦✉" ❝♦♠♣❛$♦♥" ❧❡" ♣$/❞✐❝(✐♦♥" ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ "✐♠✐❧❛$✐(/ F (r) ♠♦②❡♥♥/❡ "✉$
50 $/♣/(✐(✐♦♥" ❧❛♥❝/❡" ❡♥ ✉(✐❧✐"❛♥( ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐"♣❡$"✐♦♥ ❞❡" ♣❧✉" ♣$♦❝❤❡" ✈♦✐"✐♥"✳ ▲❡" $/"✉❧(❛("
♦❜(❡♥✉" "♦♥( $❡♣$/"❡♥(/" ✜❣✉$❡ ✶✳✷✳ ◆♦✉" ❝♦♥"(❛(♦♥" 3✉❡ ♣♦✉$ r > σ ❧❡" $/"✉❧(❛(" "♦♥( ❜♦♥"✱

❛❧♦$" 3✉❡ ♣♦✉$ r < σ ✐❧" "♦♥( ♠♦✐♥" "❛(✐"❢❛✐"❛♥("✳

◆♦✉" (❡"(♦♥" /❣❛❧❡♠❡♥( ❧❡" ♣$/❞✐❝(✐♦♥" ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ "✐♠✐❧❛$✐(/ F (r) ♠♦②❡♥✲
♥/❡ "✉$ 200 $/♣/(✐(✐♦♥" ❧❛♥❝/❡" ❡♥ ✉(✐❧✐"❛♥( ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐"♣❡$"✐♦♥ ❣❛✉""✐❡♥✱ ❡♥ "✉♣♣♦"❛♥( 3✉❡
❧❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐(/ 3✉✬✉♥ ❞❡"❝❡♥❞❛♥( $❡♠♣❧❛❝❡ "♦♥ ♣❛$❡♥( ❡"( ♥✉❧❧❡✳ ▲❡" $/"✉❧(❛(" ♦❜(❡♥✉" "♦♥( $❡♣$/✲

"❡♥(/" ✜❣✉$❡ ✶✳✸✳ ◆♦✉" ❝♦♥"(❛(♦♥" 3✉❡ ❧♦$"3✉❡ σ2
❡"( ♣❧✉" ♣❡(✐(✱ ❧❛ "✐♠✐❧❛$✐(/ ❞/❝$♦E( ♣❧✉" ✈✐(❡✱

❡( "✐ θ ❛✉❣♠❡♥(❡ ❛❧♦$" ❡❧❧❡ ❞/❝$♦E( ♠♦✐♥" ✈✐(❡✳

▲❛ (❛❜❧❡ ❡♥ ✜❣✉$❡ ✶✳✹✱ ♥♦✉" ♣❡$♠❡( ❞❡ ❞✐$❡ 3✉❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐"♣❡$"✐♦♥ ❞❡" ♣❧✉" ♣$♦❝❤❡"

✈♦✐"✐♥"✱ ❧❛ ❝♦$$❡"♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥($❡ ❧❡" ✈❛❧❡✉$" ♣$/❞✐(❡" ❞❡ ξ ❡( c✱ ❡( ❧❡" ✈❛❧❡✉$" ❛❥✉"(/❡" ❞❡ ♥♦($❡
F (r) "✐♠✉❧/❡ "♦♥( ❡♥ ❛❝❝♦$❞ ❛✈❡❝ ❧❛ (❤/♦$✐❡ ❡( ♣♦✉$ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐"♣❡$"✐♦♥ ❣❛✉""✐❡♥✱ ❧❡" ✈❛❧❡✉$"
♣$/❞✐(❡" ❞❡ ξ "♦✉"✲❡"(✐♠❡♥( ❧❡" ✈❛❧❡✉$" ♦❜"❡$✈/❡" ❞❡ ξ ❥✉"(❡ 3✉❛♥❞ ξ ❡"( ♣❧✉" ❣$❛♥❞ 3✉❡ ❧❛ (❛✐❧❧❡
❞✉ "②"(<♠❡ ❡( "✐♥♦♥ ❧❡" $/"✉❧(❛(" "♦♥( ❡♥ ❛❝❝♦$❞ ❛✈❡❝ ❧❡" ♣$/❞✐❝(✐♦♥" (❤/♦$✐3✉❡"✳

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❬❈❤❛✈❡ ❛♥❞ ▲❡✐❣❤✱ ✷✵✵✷❪ ❋♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ "✐♠✐❧❛$✐(/ ❞❛♥" ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ♥❡✉($❡ ❛✈❡❝ ❞✐"♣❡$"✐♦♥

❞❡" ♣❧✉" ♣$♦❝❤❡" ✈♦✐"✐♥"✳ ✭❆✮ ❙✐♠✐❧❛$✐(/ ♠♦②❡♥♥/❡ "✉$ 50 ♠❡"✉$❡"✱ ♣♦✉$ ($♦✐" (❛✉① ❞❡ "♣/❝✐❛(✐♦♥
❞✐✛/$❡♥("✱ ν = θ/N ✱ θ = 4, 8, 16✱ N = 10242

✳ ▲❡" ❧✐❣♥❡" ♣♦✐♥(✐❧❧/❡" $❡♣$/"❡♥(❡♥( ❧❡" ($❛❝❡" ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝(✐♦♥ cK0(x/ξ✮ ♣♦✉$ ❞❡" ✈❛❧❡✉$" ❞❡ c ❡( ξ ❝♦$$❡"♣♦♥❞❛♥( ❛✉① ✈❛❧❡✉$" ❞❡ θ ✭❞❡ ❤❛✉( ❡♥ ❜❛"✮✳
✭❇✮ ❙✐♠✐❧❛$✐(/ ♣♦✉$ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡" 50 ♠❡"✉$❡"✱ ♣♦✉$ θ = 16✱ ❡( "✐♠✐❧❛$✐(/ ♠♦②❡♥♥❡✳
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❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❬❈❤❛✈❡ ❛♥❞ ▲❡✐❣❤✱ ✷✵✵✷❪ ❋♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ 7✐♠✐❧❛:✐6; ❞❛♥7 ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ♥❡✉6:❡ ❛✈❡❝ ❞✐7♣❡:7✐♦♥

❣❛✉77✐❡♥♥❡✳ ❙✐♠✐❧❛:✐6; ♠♦②❡♥♥;❡ 7✉: 200 :;♣;6✐6✐♦♥7 ❛✈❡❝ ν = θ/N ✱ N = 10242
✳ ✭❆✮ ❆✈❡❝ θ = 16✱

σ2 = 2, 4, 8, 16 ✭❞❡ ❤❛✉6 ❡♥ ❜❛7✮✳ ✭❇✮ ❆✈❡❝ ξ = 256✱ {θ, σ2} = {16, 1}, {32, 2}, {64, 4}, {128, 8}✳

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❬❈❤❛✈❡ ❛♥❞ ▲❡✐❣❤✱ ✷✵✵✷❪ ❚❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛:❛✐7♦♥ ❡♥6:❡ ❧❡7 ✈❛❧❡✉:7 ♣:;❞✐6❡7 ❞❡ ξ ❡6

c ❡6 ❝❡❧❧❡7 6:♦✉✈;❡7 ❡♥ ❛❥✉76❛♥6 cK0(r/ξ) I ❧❛ ❢♦♥❝6✐♦♥ F (r) ❞❡7 7✐♠✉❧❛6✐♦♥7 ❛✈❡❝ ❞✐✛;:❡♥67

6❛✉① ❞❡ 7♣;❝✐❛6✐♦♥ ν = θ/N ❡6 ❞✐✛;:❡♥67 ♣❛:❛♠<6:❡7 ❞❡ ❞✐7♣❡:7✐♦♥ σ ✭N = 1024 × 1024✮✳ ▲❡
♥♦♠❜:❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡7♣<❝❡7 ❞❛♥7 ❧❡ 7②76<♠❡✱ S✱ ❡76 ;❣❛❧❡♠❡♥6 ❞♦♥♥;✳ ▲❡7 6:♦✐7 ♣:❡♠✐<:❡7 ❧✐❣♥❡7

❝♦::❡7♣♦♥❞❡♥6 ❛✉① :;7✉❧6❛67 ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐7♣❡:7✐♦♥ ❞❡7 ♣❧✉7 ♣:♦❝❤❡7 ✈♦✐7✐♥7 ✭✜❣✉:❡ ✶✳✷✮ ❡6

❧❡7 7❡♣6 ❞❡:♥✐<:❡7 I ❝❡✉① ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉77✐❡♥ ✭✜❣✉:❡ ✶✳✸✮✳ O♦✉: ❝❛❧❝✉❧❡: ❧❡7 ✈❛❧❡✉:7 ♣:;❞✐6❡7

❞❡ c✱ ♦♥ ❛ 7✉♣♣♦7; P✉❡ C0 = 0✳

✶✳✽ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

◆♦✉7 ❛✈♦♥7 ❝❛❧❝✉❧; ❧❛ ♣:♦❜❛❜✐❧✐6; F (r) P✉❡ ❞❡✉① ❛:❜:❡7 7;♣❛:;7 ♣❛: ✉♥❡ ❞✐76❛♥❝❡ r 7♦✐❡♥6

❞❡ ❧❛ ♠R♠❡ ❡7♣<❝❡✱ ❡♥ 7✉♣♣♦7❛♥6 ✉♥❡ ❝♦♥❝✉::❡♥❝❡ ;P✉✐✈❛❧❡♥6❡✱ ✉♥❡ ❞✐7♣❡:7✐♦♥ ❧✐♠✐6;❡ ❡6 ✉♥

;P✉✐❧✐❜:❡ ❡♥6:❡ ❧❛ 7♣;❝✐❛6✐♦♥ ❡6 ❧✬❡①6✐♥❝6✐♦♥✱ ❡6 ♥♦✉7 ❛✈♦♥7 ♣✉ ;6✉❞✐; ❧❡7 7✐♠✉❧❛6✐♦♥7 ❡✛❡❝6✉;❡7

♣❛: ❈❤❛✈❡ ❡6 ▲❡✐❣❤ ✭✷✵✵✷✮✳

◆♦✉7 ❛✈♦♥7 ❛♣♣:✐7 ❝♦♠♠❡♥6 ❧❛ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ 7✐♠✐❧❛:✐6; F (r) ❞;❝:♦S6 ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥6❛6✐♦♥ ❞❡
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❧❛ ❞✐$%❛♥❝❡ )✉✐ $+♣❛-❡ ❧❡$ ❛-❜-❡$ ❝♦♠♣❛-+$ ❡% )✉❡❧$ $♦♥% ❧❡$ ❢❛❝%❡✉-$ )✉✐ ❛✛❡❝%❡♥% ❧❛ ✈✐%❡$$❡ ❞❡

❧❛ ❞+❝-♦✐$$❛♥❝❡✳ F (r) ❞+♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ❞✉ $②$%6♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ $✐ d = 1✱ F (r) ❞+❝-♦9% ♣❧✉$

❧❡♥%❡♠❡♥% )✉❡ ❧♦-$)✉❡ d = 2✳ ▲❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ $✐♠✐❧❛-✐%+ ❞+♣❡♥❞ +❣❛❧❡♠❡♥% ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐$♣❡-$✐♦♥

❝♦♥$✐❞+-+✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡$% = )✉❡✉❡ ❧♦✉-❞❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❣❛✉$$✐❡♥✱ ❝✬❡$% ❝♦♠♠❡ $✐ ❧❛ ❢♦-?% $✬+%❡♥❞❛✐%

= ✉♥❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ $✉♣+-✐❡✉-❡✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ d✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐$♣❡-$✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✱ ♥♦✉$ ♦❜✲

%❡♥♦♥$ ❞❡$ -+$✉❧%❛%$ $❡♠❜❧❛❜❧❡$ = ❝❡✉① ❡♥ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ d+1✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐$♣❡-$✐♦♥ ❞❡ ●❛✉$$✳

▲❛ %❤+♦-✐❡ ♥❡✉%-❡ $✉❣❣6-❡ )✉❡ ❧❛ $♣+❝✐❛%✐♦♥ ❡% ❧❛ ❞✐$♣❡-$✐♦♥ ❧✐♠✐%+❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥% ❧❡ -❡♥♦✉✲

✈❡❧❧❡♠❡♥% ❞❡$ ❡$♣6❝❡$✳ ❊♥ ❢❛✐%✱ ♦♥ ♣❡✉% $❡✉❧❡♠❡♥% -+$♦✉❞-❡ ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ♥❡✉%-❡ ❞❡ β✲❞✐✈❡-$✐%+ $✐

F (r) ❡①♣-✐♠❡ ✉♥ +)✉✐❧✐❜-❡ ❡♥%-❡ $♣+❝✐❛%✐♦♥ ❡% ❡①%✐♥❝%✐♦♥✱ ♠❛✐$ ❝❡% +)✉✐❧✐❜-❡ ❡$% ❧♦♥❣ = ❛%%❡✐♥❞-❡

✭2/ν ♣♦✉- ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡$ ♣❧✉$ ♣-♦❝❤❡$ ✈♦✐$✐♥$✱ ❛❝❝+❧+-❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣-♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬+)✉✐❧✐❜-❡ ❛✈❡❝ ✉♥

♥♦②❛✉ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❧❛ %❤+♦-✐❡ ♥❡✉%-❡ ♣❡-♠❡% ❞❡ ❢❛✐-❡ ❞❡$ ♣-+❞✐❝%✐♦♥$ )✉❛♥%✐%❛%✐✈❡$

❡% %❡$%❛❜❧❡$✳

✷✷



❈❤❛♣✐%&❡ ✷

■♥❢#$❡♥❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥,✐♦♥, ❜❛,#❡ ,✉$

❧❡, ❢$#1✉❡♥❝❡, ❛❧❧#❧✐1✉❡,

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✱ ♥♦✉# ♣*.#❡♥)♦♥# ❧✬.)✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛*)✐❝❧❡ ❞❡ ◆✳ ❍✳ ❇❛*)♦♥✱ ❆✳ ▼✳ ❊)❤❡*✐❞❣❡✱ ❏✳

❑❡❧❧❡❤❡* ❡) ❆✳ ❱.❜❡*✱ #♦✉♠✐# ❡♥ ✷✵✶✸ C ❧❛ *❡✈✉❡ ✓ ❚❤❡♦*❡)✐❝❛❧ G♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❇✐♦❧♦❣② ✔✱ ■♥❢❡$❡♥❝❡

✐♥ '✇♦ ❞✐♠❡♥,✐♦♥, ✿ ❛❧❧❡❧❡ ❢$❡0✉❡♥❝✐❡, ✈❡$,✉, ❧❡♥❣'❤, ♦❢ ,❤❛$❡❞ ,❡0✉❡♥❝❡ ❜❧♦❝❦,✳

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ♣*.#❡♥)❡* ✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❞✬✐♥❢.*❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐#✐♥❛❣❡✱ N ✱ ❜❛#.❡ #✉* ❧❡#
❢*.K✉❡♥❝❡# ❛❧❧.❧✐K✉❡#✳ ❙✉* ❞❡# ♣.*✐♦❞❡# ✐♥)❡*♠.❞✐❛✐*❡# ✭✶✵✲✶✵✵ ❣.♥.*❛)✐♦♥#✱ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧❡#

♣♦♣✉❧❛)✐♦♥# K✉✐ ✈✐✈❡♥) ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❛♣♣*♦❝❤❡♥) ✉♥ K✉❛#✐✲.K✉✐❧✐❜*❡ K✉✐ ❡#) ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥)

❞❡ ❧❡✉* #)*✉❝)✉*❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡) ❞❡ ❧❡✉* ❤✐#)♦✐*❡✳ ❙✉* ❞❡ )❡❧❧❡# .❝❤❡❧❧❡#✱ ❧❛ ❝♦✈❛*✐❛♥❝❡ ♥♦*♠❛❧✐#.❡

❞❡# ❢*.K✉❡♥❝❡# ❛❧❧.❧✐K✉❡# ✭✐❡✳ FST ♣❛* ♣❛✐*❡✮ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣❛*✐)❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐#)❛♥❝❡✱ ❡) ♥❡

❞.♣❡♥❞ K✉❡ ❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡✱ N ✱ ❡) ❞✬✉♥❡ ✓ .❝❤❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ✔✱ κ✱ ❞❡ )❡❧❧❡ #♦*)❡ K✉❡ ❧❡
)❛✉① ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❣R♥❡#✱ σ2

✱ ♥❡ ♣❡✉) ♣❛# S)*❡ ✐♥❢.*.✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ♠♦♥)*❡* ❝♦♠♠❡♥) ❧❡# ❝♦**.❧❛)✐♦♥#

#♣❛)✐❛❧❡# ♣❡✉✈❡♥) S)*❡ ♣*✐#❡# ❡♥ ❝♦♠♣)❡✱ ❡♥ #✉♣♣♦#❛♥) ✉♥❡ ❞✐#)*✐❜✉)✐♦♥ ❣❛✉##✐❡♥♥❡ ❞❡# ❢*.K✉❡♥❝❡#

❛❧❧.❧✐K✉❡#✱ ❝❡ K✉✐ ♥♦✉# ♣❡*♠❡))*❛ ❞❡ ❞♦♥♥❡* ❞❡# ❡#)✐♠❛)✐♦♥# ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈*❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉*

N ❡) κ✳

✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❆✉ ❝♦✉*# ❞✉ ❞❡*♥✐❡* #✐R❝❧❡✱ ✉♥❡ ❣*❛♥❞❡ ♣❛*)✐❡ ❞❡# *❡❝❤❡*❝❤❡# ❡♥ ❣.♥.)✐K✉❡ ❞❡# ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥#

❛ .). ❝♦♥#❛❝*.❡ C ❞♦♥♥❡* ✉♥ #❡♥# C ❧❛ *.♣❛*)✐)✐♦♥ #♣❛)✐❛❧❡✳ ▲❡# ❞♦♥♥.❡# ❣.♥.)✐K✉❡# ♣❡✉✈❡♥) S)*❡

✉)✐❧✐#.❡# ♣♦✉* ❡#)✐♠❡* ❧❡# )❛✉① ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❣R♥❡# ❡) ♣♦✉* ❞.❞✉✐*❡ ❧✬❤✐#)♦✐*❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥✳ ▲❛

#)*✉❝)✉*❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ✐♥)❡*❛❣✐) .❣❛❧❡♠❡♥) ❛✈❡❝ ❧❛ #.❧❡❝)✐♦♥✱ ❡♠♣S❝❤❛♥) ❧✬❛❞❛♣)❛)✐♦♥ ❡) ♣*♦✲

♠♦✉✈❛♥) ❧❛ ❞✐✈❡*❣❡♥❝❡✳ ❯♥ ♠♦❞R❧❡ ♥❡✉)*❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ #)✉❝)✉*.❡ ❡#) ❡##❡♥)✐❡❧ #✐ ♥♦✉# ✈♦✉❧♦♥#

❞.)❡❝)❡* ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ #.❧❡❝)✐♦♥ C ❞❡# ❧♦❝✐ #♣.❝✐✜K✉❡#✳

■❝✐✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❡①♣❧♦✐)❡* ✉♥❡ ❝❛*❛❝).*✐#)✐K✉❡ ♣❛*)✐❝✉❧✐R*❡ ❞❡# ❣*❛♥❞❡# ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥# #♣❛)✐❛❧❡✲

♠❡♥) #)*✉❝)✉*.❡# ✿ ❧❡# ❧✐❣♥.❡# ❛♥❝❡#)*❛❧❡# ❞❡ ❞❡✉① ❣R♥❡# .❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥.# ❧✬✉♥ C ❝Y). ❞❡ ❧✬❛✉)*❡

✈♦♥) #♦✐) ❝♦❛❧❡#❝❡* *❛♣✐❞❡♠❡♥)✱ #♦✐) #✬.❧♦✐❣♥❡* ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉)*❡✱ ❡) #✬✉♥✐* #❡✉❧❡♠❡♥) ❞❛♥# ✉♥ ♣❛##.

❧♦✐♥)❛✐♥ ✭❲❛❦❡❧❡②✱ ✷✵✵✽✮✳ ❈❡))❡ *.♣❛*)✐)✐♦♥ )*R# ✈❛*✐❛❜❧❡ ❞❡# )❡♠♣# ❞❡ ❝♦❛❧❡#❝❡♥❝❡ *❡✢R)❡ ✉♥❡

#.♣❛*❛)✐♦♥ ❞❡# .❝❤❡❧❧❡# ❞❡ )❡♠♣# ❡♥)*❡ ❞.*✐✈❡ ❛❧.❛)♦✐*❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡) ❞.*✐✈❡ ❛❧.❛)♦✐*❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡❧❛

❡#) ❝♦♥#✐❞.*. C ❧❛ ❢♦✐# ❞❛♥# ❧❡# ♠♦❞R❧❡# ❞✬^❧❡#✱ ❡) ❞❛♥# ❧❡# ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥# K✉✐ #♦♥) *.♣❛*)✐❡# #✉*

❞❡✉① ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳ ❈❡))❡ #.♣❛*❛)✐♦♥ ♣❡*♠❡))*❛✱ ❡♥ ♣*✐♥❝✐♣❡✱ ❧✬✐♥❢.*❡♥❝❡ *♦❜✉#)❡ ❞❡ ❧❛ #)*✉❝)✉*❡

✷✸



❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❜❛-.❡ -✉/ ❧❡- ❢/.1✉❡♥❝❡- ❛❧❧.❧✐1✉❡- 2 ♣❧✉-✐❡✉/- ❧♦❝✐✳

4❧✉-✐❡✉/- ♠♦❞6❧❡- ❞✬.✈♦❧✉'✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥-✐♦♥- ♦♥' ❞.❥2 .'. ♣/♦♣♦-.-✳ ❉❛♥- '♦✉- ❝❡- ♠♦✲

❞6❧❡-✱ -✉/ ❞❡- .❝❤❡❧❧❡- ❞❡ '❡♠♣- ✐♥'❡/♠.❞✐❛✐/❡- ✭-✉✣-❛♠♠❡♥' ❣/❛♥❞❡- ♣♦✉/ 1✉❡ ♥♦✉- ♥❡ ✈♦②♦♥-

♣❛- ❧❡- ❞.'❛✐❧- ❞✉ ♠.❝❛♥✐-♠❡ ❞❡ /❡♣/♦❞✉❝'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ♠❛✐- ❛--❡③ ♣❡'✐'❡- ♣♦✉/ 1✉❡ ♥♦✉- ♥❡ ✈♦②♦♥-

♣❛- ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡- ♠✉'❛'✐♦♥- ♦✉ ❧❡- ❡✛❡'- ❞❡ -.❧❡❝'✐♦♥✮✱ ❧❛ -'/✉❝'✉/❡ ❣.♥.'✐1✉❡ ♥✬❡-' ❞.'❡/♠✐♥.❡

1✉❡ ♣❛/ ❞❡✉① ♣❛/❛♠6'/❡- ✿ ❧❡ '❛✉① ❞❡ ❞✐✛✉-✐♦♥ ❞❡- ❧✐❣♥.❡- ❛♥❝❡-'/❛❧❡-✱ σ2
✱ ❡' ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐✲

-✐♥❛❣❡✱ N ✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ❡♥ ✉'✐❧✐-❛♥' ❧❡ ❢❛✐' 1✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❣.♥./❛'/✐❝❡ ❞✉ '❡♠♣- ❛✉ ♣❧✉- /.❝❡♥'

❛♥❝F'/❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉- ♣✉✐--❡ F'/❡ ✐♥'❡/♣/.'.❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣/♦❜❛❜✐❧✐'. ❞✬✐❞❡♥'✐'. ❞❛♥-

✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ ♠✉'❛'✐♦♥ 2 ✐♥✜♥✐'. ❞✬❛❧❧6❧❡-✱ ♥♦✉- ♣♦✉//♦♥- ✉'✐❧✐-❡/ ❧❛ ❢♦/♠✉❧❡ ❞❡ ❲/✐❣❤'✲▼❛❧.❝♦'

❝❧❛--✐1✉❡ ♣♦✉/ .'✉❞✐❡/ ❧❡ '❡♠♣- ❞❡ ❝♦❛❧❡-❝❡♥❝❡ ❞❡- ❧✐❣♥.❡- ❛♥❝❡-'/❛❧❡- ❞✬✉♥ .❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❞❡ '❛✐❧❧❡
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❧❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡-' ✜①.❡✳
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❝❡--❛✐/❡✳ ❉❛♥- '♦✉- ❧❡- ❝❛-✱ ❞❡- ❣/❛♥❞- .❝❤❛♥'✐❧❧♦♥- ✈♦♥' /❛♣✐❞❡♠❡♥' ❢✉-✐♦♥♥❡/ ❡' ❛✐♥-✐ ♠❡♥❡/
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❢♦/♠❛'✐♦♥- ♥.❣❧✐❣❡❛❜❧❡- -✉/ ❧❛ ♠✉'❛'✐♦♥ ❞❛♥- ✉♥❡ -.1✉❡♥❝❡ ❝♦✉/'❡✳ ■❧ ❢❛✉' ❞♦♥❝✱ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡✱

♣/❡♥❞/❡ ❞❡ ❣/❛♥❞- .❝❤❛♥'✐❧❧♦♥- 2 ❞❡ ♠✉❧'✐♣❧❡- ❧♦❝✐ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥- ❧❡- -♦♥❞❛❣❡- '/❛❞✐'✐♦♥♥❡❧- -✉/

FST ✮✳ ❉❛♥- ♥♦'/❡ ❝♦♥'❡①'❡ -♣❛'✐❛❧✱ ♥♦✉- ❛❧❧♦♥- ♥♦✉- ✐♥'./❡--❡/ 2 ❧✬❡-'✐♠❛'✐♦♥ ❞✉ ♣❛/❛♠6'/❡ N ✳

◆♦'/❡ ♦❜❥❡❝'✐❢ ❡-' ❞✬✐❧❧✉-'/❡/ ❝♦♠♠❡♥'✱ ❞❛♥- ❝❡ ❝❛❞/❡✱ ❝❡''❡ -'/❛'.❣✐❡ ❞✬.❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❡✉' F'/❡

✉'✐❧✐-.❡✳

❉❛♥- ✉♥ ♣/❡♠✐❡/ '❡♠♣-✱ ♥♦✉- ❛❧❧♦♥- ❞.'❡/♠✐♥❡/ ❧❛ ❢♦/♠✉❧❡ ❞❡ ❲/✐❣❤'✲▼❛❧.❝♦' ❝❧❛--✐1✉❡✱ 1✉✐

❞.'❡/♠✐♥❡/❛ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❣.♥./❛'/✐❝❡ ❞✉ '❡♠♣- ❞❡ ❝♦❛❧❡-❝❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥.❡-✳ ◆♦✉- ♠❡''/♦♥- ❡♥
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❧❡ ❝❛❞/❡ ❞✉ ♠♦❞6❧❡ -'❡♣♣✐♥❣ -'♦♥❡✳ ◆♦✉- ✉'✐❧✐-❡/♦♥- ❧❛ ❞✉❛❧✐'. ❡♥'/❡ ❧❡- ❢/.1✉❡♥❝❡- ❛❧❧.❧✐1✉❡-
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❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❝♦♥(✐♥✉✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛.❛♠0(.❡ ❞❡ ✈❛.✐❛♥❝❡ σ2 ∈ (0,∞)✱ ❡( 2✉❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥5❡# ♥❡ ♣❡✉✈❡♥(

❢✉#✐♦♥♥❡. 2✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥(✱ ❝✬❡#(✲9✲❞✐.❡✱ 2✉❛♥❞ ❡❧❧❡# #♦♥( .❛✐#♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥( ♣.♦❝❤❡# ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉(.❡✳

=❧✉# ♣.5❝✐#5♠❡♥(✱ ♥♦✉# ♥♦✉# ❝♦♥❝❡♥(.♦♥# #✉. ❧❡# ♠♦❞0❧❡# ♦> ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐(5 ❞✬✐❞❡♥(✐(5 ❞✬5(❛(

❡#( ❜✐❡♥ ❛♣♣.♦❝❤5❡ ♣❛. ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ❞❡ ❲.✐❣❤(✲▼❛❧5❝♦( ❝❧❛##✐2✉❡✳

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✷✳✶✳✶✳ ❙✐ T ❡#$ ❧❡ $❡♠♣# ❞❡ ❝♦❛❧❡#❝❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥0❡# 0❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥0❡# 2 ✉♥❡ ❝❡3✲

$❛✐♥❡ ❞✐#$❛♥❝❡ x✱ ❡$ µ ❞0#✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐$❡##❡ 2 ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❡# ♠✉$❛$✐♦♥# $♦♠❜❡♥$ #✉3 ❧✬❛3❜3❡ ❣0♥0❛❧♦❣✐7✉❡✱

❛❧♦3#

Ex[e
−2µT ] ≃







K0(x/lµ)
N+log(lµ/κ) ♣♦✉3 |x| > κ,

log(lµ/κ)
N+log(lµ/κ) ♣♦✉3 |x| ≤ κ,

♦: lµ = σ/
√
2µ✱ N > 0 ❡#$ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐#✐♥❛❣❡✱ κ ❡#$ ✉♥❡ 0❝❤❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ #✉3 ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❛

♣3♦❜❛❜✐❧✐$0 ❞✬✐❞❡♥$✐$0 ❞✬0$❛$ ❡#$ 2 ♣❡✉ ♣3;# ❝♦♥#$❛♥$❡ ❡$ K0 ❡#$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❇❡##❡❧ ♠♦❞✐✜0❡ ❞❡

#❡❝♦♥❞❡ ❡#♣;❝❡ ❞✬♦3❞3❡ 0✳

❘❡♠❛$-✉❡ ✷✳✷✳✶✳✷✳ ■❧ #✬❛❣✐$ ❞❡ ❧❛ ♠A♠❡ ❢♦3♠✉❧❡ ❞❡ ▼❛❧0❝♦$ ❞0♠♦♥$30❡ ❞❛♥# ❧✬❛3$✐❝❧❡ ❞❡ ❈❤❛✈❡

❡$ ▲❡✐❣❤ ✭✷✵✵✷✮✳ ■❝✐✱ ♣♦✉3 ♦❜$❡♥✐3 ❝❡$$❡ 07✉❛$✐♦♥✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ✉$✐❧✐#❡3 ❧❛ ❞✉❛❧✐$0 ❞✉ ♠♦❞;❧❡ ♥❡✉$3❡

❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ♠❛3❝❤❡# ❛❧0❛$♦✐3❡# ❝♦❛❧❡#❝❡♥$❡#✳

❉0♠♦♥#$3❛$✐♦♥✳ =♦✉. ❞5♠♦♥(.❡. ❝❡ .5#✉❧(❛(✱ ♥♦✉# (.❛✈❛✐❧❧♦♥# ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞0❧❡ #(❡♣♣✐♥❣ #(♦♥❡ #✉.

Z
2
✳ ■❧ ② ❛ 2N ❣0♥❡# ❞❛♥# ❝❤❛2✉❡ ❞0♠❡✳ ◆♦✉# #✉♣♣♦#♦♥# 2✉❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ 5✈♦❧✉❡ ❡♥ ❣5♥5.❛(✐♦♥#

❞✐#❝.0(❡#✳ ❉❛♥# ❝❤❛2✉❡ ❣5♥5.❛(✐♦♥✱ ❧❡# ♣.❡♠✐❡.# ❞❡#❝❡♥❞❛♥(# #♦♥( ❣5♥5.5# ♣❛. 5❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡

❲.✐❣❤(✲❋✐#❤❡. ❞❛♥# ❝❤❛2✉❡ ❞0♠❡✳ ❊♥#✉✐(❡✱ ✉♥❡ ♣.♦♣♦.(✐♦♥ g1(x− y) ❞❡# ❞❡#❝❡♥❞❛♥(# ❛✉ ❞0♠❡

x ♠✐❣.❡ ✈❡.# ❧❡ ❞0♠❡ y✳

=❧✉(G( 2✉❡ ❞✬✐♥(.♦❞✉✐.❡ ✉♥ ♠5❝❛♥✐#♠❡ ❞❡ ♠✉(❛(✐♦♥✱ ♥♦✉# ♣❡♥#♦♥# 9 ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ❞❡ ❲.✐❣❤(✲

▼❛❧5❝♦( ❝♦♠♠❡ ❞5❝.✐✈❛♥( ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❣5♥5.❛(.✐❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❣5♥5.❛(✐♦♥# ❡♥ ❛..✐0.❡ ❥✉#2✉✬❛✉

♣❧✉# .5❝❡♥( ❛♥❝I(.❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉# 5❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥5# 9 ❧❛ #5♣❛.❛(✐♦♥ x ✭✈❡❝(❡✉. 9 ❞❡✉①

❞✐♠❡♥#✐♦♥#✮ ❞❛♥# ❧❛ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥✳

❙♦✐( ψt(x) ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐(5 2✉❡ ❞❡✉① ❣0♥❡# 5❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥5# ❞❡ #5♣❛.❛(✐♦♥ x ❛✐❡♥( ❧❡✉. ♣❧✉# .5❝❡♥(
❛♥❝I(.❡ ❝♦♠♠✉♥ ❡①❛❝(❡♠❡♥( t ❣5♥5.❛(✐♦♥# ❞❛♥# ❧❡ ♣❛##5✳

=♦✉. t > 1✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❞5❝♦♠♣♦#❡. ❝❡((❡ 2✉❛♥(✐(5 ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #5♣❛.❛(✐♦♥ ❞❡# ❛♥❝I(.❡#

✐♠♠5❞✐❛(# ❞❡ ❝❡# ❞❡✉① ❣0♥❡#✳

❙✐ ❧❡# ❞❡✉① ❣0♥❡# ♦♥( #✉.❣✐ ❝♦♠♠❡ ❞❡# ♠✐❣.❛♥(# ❞✉ ♠I♠❡ ❞0♠❡✱ ❛❧♦.# ❛✈❡❝ ♣.♦❜❛❜✐❧✐(5 1/2N ✱

✐❧# ♦♥( ✉♥ ❛♥❝I(.❡ ❝♦♠♠✉♥ 9 ❧❛ ❣5♥5.❛(✐♦♥ ♣.5❝5❞❡♥(❡✳

▲❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐(5 2✉❡ ❞❡✉① ❣0♥❡# 5❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥5# ❞❡ #5♣❛.❛(✐♦♥ x ❛✐❡♥( ❧❡✉. ♣❧✉# .5❝❡♥( ❛♥❝I(.❡

❝♦♠♠✉♥ 9 ❧❛ ❣5♥5.❛(✐♦♥ ♣.5❝5❞❡♥(❡ ❡#( ❞♦♥♥5❡ ♣❛. ψ1(x)✳ ■❧ #✬❛❣✐( ❞❡ ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐(5 2✉✬✐❧# ❛✐❡♥(
✉♥ ❛♥❝I(.❡ ❝♦♠♠✉♥ 9 ❧❛ ❣5♥5.❛(✐♦♥ ♣.5❝5❞❡♥(❡✱ ♠✉❧(✐♣❧✐5❡ ♣❛. ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐(5 2✉❡ ❧❡# ❞❡✉① ❣0♥❡#

❞❡ #5♣❛.❛(✐♦♥ x ❛✐❡♥( #✉.❣✐ ❝♦♠♠❡ ❞❡# ♠✐❣.❛♥(# ❞✉ ♠I♠❡ ❞0♠❡ y ✭❞♦♥♥5❡ ♣❛. G1(x)✱ ❧❡ ♣.♦❞✉✐(
❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♣✐❡# ❞❡ g1✮✳ ❆✐♥#✐✱

ψ1(x) =
1

2N
G1(x),

✷✺



❊♥ ❢❛✐%✱ G1(x) ❝♦))❡+♣♦♥❞ . ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ +0♣❛)❛%✐♦♥ ❞❡+ ❞❡✉① ❧✐❣♥0❡+✳

❙✐✱ ❞✬❛✉%)❡ ♣❛)%✱ ✐❧+ ♦♥% ❞❡+ ♣❛)❡♥%+ ❞✐+%✐♥❝%+✱ ❞❡ +0♣❛)❛%✐♦♥ y✱ ❛❧♦)+ ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐%0 8✉❡ ❧❡✉)
♣❧✉+ )0❝❡♥% ❛♥❝9%)❡ ❝♦♠♠✉♥ +♦✐% t ❣0♥0)❛%✐♦♥+ ❞❛♥+ ❧❡ ♣❛++0 ❡+% ψt−1(y)✳

;♦✉) t > 1✱ ♥♦✉+ ❛))✐✈♦♥+ . ❧❛ )0❝✉))❡♥❝❡ ✿

ψt(x) =
∑

y

{

G1(x− y)ψt−1(y)−
1{y=0}
2N

G1(x− y)ψt−1(0)

}

. ✭✷✳✶✮

❊♥ ❡✛❡%✱ ❝♦♠♠❡ t > 1✱ ❧❡+ ❞❡✉① ❣C♥❡+ 0❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥0+ ❞❡ +0♣❛)❛%✐♦♥ x ♥✬♦♥% ♣❛+ ❧❡✉) ♣❧✉+
)0❝❡♥% ❛♥❝)9%)❡ ❝♦♠♠✉♥ . ❧❛ ❣0♥0)❛%✐♦♥ ♣)0❝0❞❡♥%❡✳ ❆ ❝❡%%❡ ❣0♥0)❛%✐♦♥✱ ✐❧+ ♦♥% ❞❡+ ♣❛)❡♥%+

❞✐+%✐♥❝%+ ❞❡ +0♣❛)❛%✐♦♥ y ❛✈❡❝ ♣)♦❜❛❜✐❧✐%0 G1(x − y)✱ 8✉✐ ❡✉① ❛✉)♦♥% ❧❡✉) ♣❧✉+ )0❝❡♥% ❛♥❝9%)❡
❝♦♠♠✉♥ t−1 ❣0♥0)❛%✐♦♥+ ❞❛♥+ ❧❡ ♣❛++0 ❛✈❡❝ ♣)♦❜❛❜✐❧✐%0 ψt−1(y)✳ ◆♦✉+ ❢❛✐+♦♥+ ❞♦♥❝ ✉♥❡ +♦♠♠❡
+✉) y✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❧♦)+8✉❡ y = 0✱ ♥♦✉+ +♦♠♠❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦H ❧❡+ ❣C♥❡+ +♦♥% ❞❡+ ♠✐❣)❛♥%+ ❞✉
♠9♠❡ ❞C♠❡ ❡% ✐❧+ +♦♥% ❞♦♥❝ ❞✐+%✐♥❝%+ ❛✈❡❝ ♣)♦❜❛❜✐❧✐%0 1 − 1/(2N)✱ ❝❡ 8✉✐ ❢❛✐% ❛♣♣❛)❛I%)❡ ❞❛♥+
❧❛ +♦♠♠❡ ❧❡ %❡)♠❡ ❝♦))❡❝%✐❢ −1{y=0}G1(x− y)ψt−1(0)/(2N)✳

❈❡❧❛ ♣❡✉% 0❣❛❧❡♠❡♥% +✬0❝)✐)❡ ✿

ψt(x) =
1

2N

(

Gt(x)−
t−1∑

τ=1

Gt−τ (x)ψτ (0)

)

, ✭✷✳✷✮

♦H Gt ❡+% ❧❛ t✲C♠❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ G1✳

❈❡❧❛ ♣❡✉% +❡ ♠♦♥%)❡) ♣❛) )0❝✉))❡♥❝❡ +✉) t > 1 ✿

✲ ▲❛ ♣)♦♣)✐0%0 ❡+% +❛%✐+❢❛✐%❡ ♣♦✉) t = 2 ✿

ψ2(x) =
∑

y

{

G1(x− y)ψ1(y)−
1{y=0}
2N

G1(x− y)ψ1(0)

}

=
∑

y

{

G1(x− y)
G1(y)

2N
−

1{y=0}
2N

G1(x− y)ψ1(0)

}

=
1

2N

(

G2(x)−
2−1∑

τ=1

Gt−τ (x)ψτ (0)

)

✲ ❖♥ +✉♣♣♦+❡ 8✉❡ ❝❡%%❡ ♣)♦♣)✐0%0 ❡+% +❛%✐+❢❛✐%❡ ♣♦✉) t− 1✱ ❝✬❡+%✲.✲❞✐)❡ ✿

ψt−1(x) =
1

2N



Gt−1(x)−
(t−1)−1
∑

τ=1

G(t−1)−τ (x)ψτ (0)



 .

✷✻



✲ ▼♦♥$%♦♥& '✉❡ ❝❡$$❡ ♣%♦♣%✐-$- ❡&$ ✈%❛✐❡ ♣♦✉% t ✿

ψt(x) =
∑

y

{

G1(x− y)ψt−1(y)−
1{y=0}
2N

G1(x− y)ψt−1(0)

}

=
∑

y






G1(x− y)




1

2N



Gt−1(y)−
(t−1)−1
∑

τ=1

G(t−1)−τ (y)ψτ (0)









− 1

2N
G1(x)ψt−1(0)

}

=
1

2N

[
∑

y

(G1(x− y)Gt−1(y))−G1(x)ψt−1(0)

−
∑

y

t−2∑

τ=1

(

G1(x− y)G(t−1)−τ (y)ψτ (0)
)

]

 ❛" ❋✉❜✐♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉, ✐♥,❡"✈❡",✐" ❧❡/ ❞❡✉① /♦♠♠❡/ ✿

ψt(x) =
1

2N

[

∑

y

(G1(x− y)Gt−1(y))−G1(x)ψt−1(0)

−
t−2
∑

τ=1

(

∑

y

(

G1(x− y)G(t−1)−τ (y)
)

ψτ (0)

)]

=
1

2N

[

Gt(y)−Gt−(t−1)(x)ψt−1(0)−
t−2
∑

τ=1

(Gt−τ (y)ψτ (0))

]

=
1

2N

[

Gt(y)−
t−1
∑

τ=1

(Gt−τ (y)ψτ (0))

]

❊❝"✐✈♦♥/ T ♣♦✉" ❧❡ ♠♦♠❡♥, ✭❛❧7❛,♦✐"❡✮ ❛✉9✉❡❧ ❧❡/ ❞❡✉① ❣;♥❡/ ♣❛",❛❣❡♥, ❧❡✉" ♣❧✉/ "7❝❡♥,

❛♥❝<,"❡ ❝♦♠♠✉♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❣7♥7"❛,"✐❝❡ ❞❡ T ✱ 9✉✐ ❞7♣❡♥❞ ❜✐❡♥ /@" ❞❡ ❧❛ ❞✐/,❛♥❝❡ ❞✬7❝❤❛♥✲
,✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡♥,"❡ ❧❡/ ❞❡✉① ❣;♥❡/✱ ❡/, ❞7✜♥✐❡ ♣❛" φ(z, x) = Ex[z

T ] ✭❧✬✐♥❞✐❝❡ x ❞❛♥/ ❧✬❡/♣7"❛♥❝❡
7,❛♥, ✉,✐❧✐/7 ♣♦✉" ✐♥❞✐9✉❡" 9✉❡ ❧❛ ❞✐/,❛♥❝❡ ❞✬7❝❤❛♥,✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡/, x✮✳

▼✉❧,✐♣❧✐♦♥/ (2.2) ♣❛" zt
❡, /♦♠♠♦♥/ /✉" t ✿

∞
∑

t=1

ztψt(x) =

∞
∑

t=1

zt

[

1

2N

(

Gt(x)−
t−1
∑

τ=1

Gt−τ (x)ψτ (0)

)]

=
1

2N

∞
∑

t=1

zt

[

Gt(x)−
t−1
∑

τ=1

Gt−τ (x)ψτ (0)

]

=
1

2N

∞
∑

t=1

ztGt(x)−
1

2N

∞
∑

t=1

zt
t−1
∑

τ=1

Gt−τ (x)ψτ (0)

✷✼



∞
∑

t=1

ztψt(x) =
1

2N

∞
∑

t=1

ztGt(x)−
1

2N

∞
∑

t=1

t−1
∑

τ=1

[

zt−τGt−τ (x)
]

[zτψτ (0)]

❙♦✐# G̃✱ ❧❛ Z✲#(❛♥*❢♦(♠-❡ ✭#(❛♥*❢♦(♠-❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐*❝(4#❡✮ ❞❡ G ❀

G̃(z, x) =

∞
∑

t=1

Gt(x)z
t. ✭✷✳✸✮

❉❡ ♣❧✉* ✿

φ(z, x) = Ex[z
T ] =

∞
∑

t=1

ztψt(x)

❉✬♦> ✿

φ(z, x) =
1

2N

∞
∑

t=1

ztGt(x)−
1

2N

∞
∑

t=1

t−1
∑

τ=1

[

zt−τGt−τ (x)
]

[zτψτ (0)]

=
G̃(z, x)

2N
− G̃(z, x)φ(z, 0)

2N

❊# ♥♦✉* ♦❜#❡♥♦♥* ✿

φ(z, x) =
G̃(z, x)

2N
(1− φ(z, 0))

A♦*♦♥* x = 0 ♣♦✉( #(♦✉✈❡( ✉♥❡ ❡①♣(❡**✐♦♥ ♣♦✉( φ(z, 0) ✿

φ(z, 0) =
G̃(z, 0)

2N
− G̃(z, 0)φ(z, 0)

2N

=
G̃(z, 0)

2N

[

1/

(

1 +
G̃(z, 0)

2N

)]

=
G̃(z, 0)

2N

2N

2N + G̃(z, 0)

=
G̃(z, 0)

2N + G̃(z, 0)

❊♥ *✉❜*#✐#✉❛♥#✱ ♦♥ ❛ ✿

φ(z, x) =
G̃(z, x)

2N

(

1− G̃(z, 0)

2N + G̃(z, 0)

)

=
G̃(z, x)

2N

2N + G̃(z, 0)− G̃(z, 0)
2N + G̃(z, 0)

❋✐♥❛❧❡♠❡♥# ✿

φ(z, x) =
G̃(z, x)

2N + G̃(z, 0)
✭✷✳✹✮

✷✽



❈❡❧❛ ♣%❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦%♠❡ ♣❛%,✐❝✉❧✐/%❡♠❡♥, 0✐♠♣❧❡ 0✐ g1 ❡0, ✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉00✐❡♥ ❞✐0❝%3,✐03 4✉❡ ♥♦✉0
♣♦✉✈♦♥0 ❡♥0✉✐,❡ ❛♣♣%♦❝❤❡% ♣❛% ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐0♣❡%0✐♦♥ 0,%✐❝,❡♠❡♥, ❣❛✉00✐❡♥✳ ❙✉% ✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡

✐♥✜♥✐✱

1

2N
Gt(x) =

1

2N t exp
(

− |x|
2

4σ2t

)

, ✭✷✳✺✮

♦@ N = 4Nπσ2
❡0, ❧❛ ,❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐0✐♥❛❣❡ ✭❝❡ 4✉✐ ❝♦%%❡0♣♦♥❞ A ❧❛ ❞✐0♣❡%0✐♦♥ ❞❡0 ❧✐❣♥3❡0 ✐♥❞✐✈✐✲

❞✉❡❧❧❡0 ❛✉ ,❛✉① σ2/2✱ ❧❡ ❢❛❝,❡✉% 0✉♣♣❧3♠❡♥,❛✐%❡ ❞❡✉① %30✉❧,❛♥, ❞✉ ❢❛✐, 4✉❡ G1 %3❣✐, ❧❛ 03♣❛%❛,✐♦♥

❡♥,%❡ ❧❡0 ❞❡✉① ❧✐❣♥3❡0✮✳

❊♥ ❡✛❡,✱ 0✐ g1 ❡0, ❣❛✉00✐❡♥ ❛❧♦%0✱ ♥♦✉0 ❝♦♥♥❛✐00♦♥0 Gt✱ ♣♦✉% t ≥ 1✳ F❛% %3❝✉%%❡♥❝❡ 0✉% t ≥ 1✱
♥♦✉0 ♣♦✉✈♦♥0 ♠♦♥,%❡% 4✉❡ ✿

Gt(x) =
1

4πσ2t
exp

(

− |x|
2

4σ2t

)

✲ ▲❛ ♣%♦♣%✐3,3 ❡0, 0❛,✐0❢❛✐,❡ ♣♦✉% t = 1 ✿

G1(x) =

∫

exp

(

− |t|
2

2σ2

)

exp

(

−|x− t|
2

2σ2

)

dt

(2πσ2)2

=

∫

exp

(

−|t|
2 + |x|2 + |t|2 − 2x · t

2σ2

)

dt

(2πσ2)2

=

∫

exp

(

−(
√
2|t| − |x|/

√
2)2 + |x|2

2σ2

)

dt

(2πσ2)2

=
exp(−|x|2/(4σ2))

(2πσ2)2

∫

exp

(

−(
√
2|t| − |x|/

√
2)2

2σ2

)

dt

❖♥ ❢❛✐, ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ u =
√
2|t| − |x|/

√
2 ❀ du = 2dt✱ ❞✬♦@ ✿

G1(x) =
exp(−|x|2/(4σ2))

(2πσ2)2

∫

exp

(

− u2

2σ2

)
du

2

❖%✱

∫

exp

(

− u2

2σ2

)
du

2
=
1

2
2πσ2 = πσ2

❉✬♦@

G1(x) =
1

4πσ2
exp

(

−|x|
2

4σ2

)

✲ ❖♥ 0✉♣♣♦0❡ 4✉❡ ❧❛ ♣%♦♣%✐3,3 ❡0, 0❛,✐0❢❛✐,❡ ♣♦✉% t− 1✱ ❝✬❡0,✲A✲❞✐%❡ ✿

Gt−1(x) =
1

4πσ2(t− 1)
exp

(

− |x|2
4σ2(t− 1)

)

✷✾



✲ ▼♦♥$%♦♥& '✉❡ ❧❛ ♣%♦♣%✐.$. ❡&$ ✈%❛✐❡ ♣♦✉% t ✿

Gt(x) =

∫

Gt−1(u)G1(x− u)du

=

∫

exp

(

− |u|2
4σ2(t− 1)

)

exp

(

−|x− u|
2

4σ2

)

du

(4πσ2)2(t− 1)

=
1

(4πσ2)2(t− 1)

∫

exp

(

−|u|
2 + (t− 1)|x− u|2
4σ2(t− 1)

)

du

=
1

(4πσ2)2(t− 1)

∫

exp

(

−|u|
2 + (t− 1)|x|2 + (t− 1)|u|2 − 2(t− 1)x · u

4σ2(t− 1)

)

du

Gt(x) =
1

(4πσ2)2(t− 1)

∫

exp

(

−(
√
t|u|+ (t− 1)|x|/

√
t)2 + |x|2(t− 1− (t− 1)2/t)

4σ2(t− 1)

)

du

=
1

(4πσ2)2(t− 1)

∫

exp

(

−(
√
t|u|+ (t− 1)|x|/

√
t)2 + |x|2(t− 1)/t

4σ2(t− 1)

)

du

=
exp(−|x|2(t− 1)/(4tσ2(t− 1)))

(4πσ2)2(t− 1)

∫

exp

(

−(
√
t|u|+ (t− 1)|x|/

√
t)2

4σ2(t− 1)

)

du

❖♥ ❢❛✐$ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ v =
√
t|u|+ (t− 1)|x|/

√
t ❀ dv = tdu✱ ❞✬♦< ✿

Gt(x) =
exp(−|x|2/(4σ2t))

(4πσ2)2(t− 1)

∫

exp

(

− |v|2
4σ2(t− 1)

)

dv

t

❖%✱

∫

exp

(

− v2

4σ2(t− 1)

)

dv

t
=
4πσ2(t− 1)

t

❉✬♦<

Gt(x) =
1

4πσ2t
exp

(

− |x|
2

4σ2t

)

◆♦✉& .❝%✐✈♦♥& ♠❛✐♥$❡♥❛♥$ η(x) ♣♦✉% ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐$. '✉❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥.❡& ❞❡ &.♣❛%❛$✐♦♥ x ❢✉&✐♦♥♥❡♥$

@ ❧❛ ❣.♥.%❛$✐♦♥ ♣%.❝.❞❡♥$❡✳ ❆✐♥&✐ ✿

∫

R2

η(x)dx =
1

2N
.

❊♥ ❡✛❡$✱ ✐❧ &✬❛❣✐$ ❞❡ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐$. '✉❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥.❡& ❢✉&✐♦♥♥❡♥$ @ ❧❛ ❣.♥.%❛$✐♦♥ ♣%.❝E❞❡♥$❡✱ ♦% ❧❛

♣%♦❜❛❜✐❧✐$. '✉❡ ❞❡✉① ❣E♥❡& ❞❡ &.♣❛%❛$✐♦♥ x ❛✐❡♥$ ✉♥ ❛♥❝F$%❡ ❝♦♠♠✉♥ @ ❧❛ ❣.♥.%❛$✐♦♥ ♣%.❝E❞❡♥$❡

❡&$ ❞♦♥♥.❡ ♣❛% G1(x)/(2N) ❡$

∫

R2

1

2N
G1(x)dx =

1

2N

∫

R2

G1(x)dx =
1

2N
,

❝❛% G1(x) ❡&$ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ &.♣❛%❛$✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥.❡ ❡$ &♦♥ ✐♥$.❣%❛❧❡ &✉% R
2

❡&$ .❣❛❧❡ @ 1✳

◆♦✉& ♣♦✉✈♦♥& ❛❧♦%& .❝%✐%❡ ✿

N =
2πσ2

∫

R2 η(x)dx
, ✭✷✳✻✮
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❝❛" ♥♦✉& &❛✈♦♥& (✉❡ N = 4Nπσ2
✳

●",❝❡ - ❧✬0(✉❛1✐♦♥ ✭✷✳✸✮✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣"♦①✐♠❛1✐♦♥ ❝♦♥1✐♥✉❡ ✭✷✳✺✮ ♣♦✉" Gt✱ ❡1 ❡♥ ✉1✐❧✐&❛♥1 ❧❡

❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥1 ❡♥ &0"✐❡ ❡♥1✐="❡ ❞❡ log(1− z)✱ z < 1✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❞♦♥❝ ✿

1

2N
G̃(z, 0) =

1

2N
∞
∑

t=1

zt

t
=

1

N log

(

1√
1− z

)

❡1

1

2N
G̃(z, x) =

1

N
∞
∑

t=1

zt

2t
exp

(

− |x|
2

4σ2t

)

❆ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ (✉❡ |x|
√
1− z/σ ♥✬❡&1 ♣❛& 1"♦♣ ♣❡1✐1✱ |x|/σ > 2✱ ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡1 z &✉✣&❛♠♠❡♥1

♣"♦❝❤❡ ❞❡ 1✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ✿

1

2N
G̃(z, x) ≃ 1

N K0

( |x|
σ

√
1− z

)

,

♦B K0 ❡&1 ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❇❡&&❡❧ ♠♦❞✐✜0❡ ❞❡ ❞❡✉①✐=♠❡ ❡&♣=❝❡ ❞❡ ❞❡❣"0 ③0"♦✳

❊♥ ❡✛❡1✱ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ♦B z &✉✣&❛♠♠❡♥1 ♣"♦❝❤❡ ❞❡ 1✱ ♦♥ ♣❡✉1 "❡♠♣❧❛❝❡" zt
♣❛" exp(−t(1−z))✱

❞✬♦B ✿

1

2N
∞
∑

t=1

zt

t
exp

(

− |x|
2

4σ2t

)

=
1

2N
∞
∑

t=1

1

t
exp (−t(1− z)) exp

(

− |x|
2

4σ2t

)

≃ 1

2N

∫ ∞

0
exp

(

−t(1− z)− |x|2
4σ2t

)

dt

t

≃ 1

N K0

( |x|
σ

√
1− z

)

❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ❧♦"&(✉❡ |x| ↓ 0✱ N G̃(z, x)/(2N) 1❡♥❞ ✈❡"& log(1/
√
1− z) ❛❧♦"& (✉❡ K0(|x|

√
1− z/σ)

❞✐✈❡"❣❡✳

◆♦✉& ❛✈♦♥& ♠❛✐♥1❡♥❛♥1 ❧❡& ✐♥❣"0❞✐❡♥1& ♣♦✉" ❞01❡"♠✐♥❡" ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❣0♥0"❛1"✐❝❡ ❞❡& 1❡♠♣&

❞❡ ❝♦❛❧❡&❝❡♥❝❡ ✿

φ(z, 0) = E0[z
T ] =

1

1− 2N
log(

√
1−z)

✭✷✳✼✮

❡1 ♣♦✉" |x| &✉✣&❛♠♠❡♥1 ❣"❛♥❞ ❡1 z &✉✣&❛♠♠❡♥1 ♣"♦❝❤❡ ❞❡ 1 ✭❛✉ ♠♦✐♥&✮✱

φ(z, x) = Ex[z
T ] =

G̃(z, x)

2N + G̃(z, 0)
≃

K0

(

|x|
σ

√
1− z

)

N − log(
√
1− z) ✭✷✳✽✮

❊&&❡♥1✐❡❧❧❡♠❡♥1 ❧❛ ♠N♠❡ ❞0"✐✈❛1✐♦♥ ♣❡✉1 N1"❡ ❛♣♣❧✐(✉0❡ - 1♦✉1❡ ❞✐&1"✐❜✉1✐♦♥ ❞❡ ❞✐&♣❡"&✐♦♥✱ ②

❝♦♠♣"✐& ❧❛ ♠❛"❝❤❡ ❛❧0❛1♦✐"❡ ❞✉ ♣❧✉& ♣"♦❝❤❡ ✈♦✐&✐♥✳ ❇✐❡♥ &Q"✱ ❧✬❡①♣"❡&&✐♦♥ (2.8) ♥❡ ♣❡✉1 ♣❛&

&✬❛♣♣❧✐(✉❡" ♣♦✉" ❞❡& |x| 1"=& ♣❡1✐1& ❝❛" ✐❧ ② ❛ ❧❡ ♣"♦❜❧=♠❡ ❞❡ ❞✐✈❡"❣❡♥❝❡ ❡♥ x = 0 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥

❞❡ ❇❡&&❡❧ ♠♦❞✐✜0❡ ❞❡ ❞❡✉①✐=♠❡ ❡&♣=❝❡ ❞✬♦"❞"❡ 0✱ K0✳ ▲❛ &♦❧✉1✐♦♥ ❡①❛❝1❡ ♣♦✉" ❝❡& 1"=& ♣❡1✐1❡&

❞✐&1❛♥❝❡& ❞✬0❝❤❛♥1✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞0♣❡♥❞"❛ ❞❡& ❝❛"❛❝10"✐&1✐(✉❡& ❞✉ ♠0❝❛♥✐&♠❡ ❞❡ ❞✐&♣❡"&✐♦♥✳
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❘❡♠❛$%✉❡ ✷✳✷✳✶✳✸✳  ♦✉# ✉♥❡ ❞✐(♣❡#(✐♦♥ ❣❛✉((✐❡♥♥❡✱ ▼❛❧/❝♦1 ✭✶✾✹✽✮ 1#♦✉✈❡ ❧✬❡①♣#❡((✐♦♥ ❡①❛❝1❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥1/❣#❛❧❡ ♣❛# #❛♣♣♦#1 < ✉♥❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❇❡((❡❧✳ ❉✉##❡11 ✭✷✵✵✽✮ ❝♦♥(✐❞C#❡ ❧❡ ❝❛( ♦D

❧❛ ♠✐❣#❛1✐♦♥ ❞❡( ❧✐❣♥/❡( ❛♥❝❡(1#❛❧❡( ❡(1 #/❣✐ ♣❛# ♠❛#❝❤❡ ❛❧/❛1♦✐#❡ ❞✉ ♣❧✉( ♣#♦❝❤❡ ✈♦✐(✐♥✳ ❖♥ ♣❡✉1

/1❛❜❧✐# ✉♥❡ #/❝✉##❡♥❝❡ (✐♠✐❧❛✐#❡ < (2.1) ♣♦✉# ❞❡( ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥( H✉✐ (♦♥1 ❞✐(1#✐❜✉/❡( < 1#❛✈❡#( ✉♥
❝♦♥1✐♥✉✉♠ (♣❛1✐❛❧ ✭❇❛#1♦♥ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳

▲♦"#$✉✬♦♥ ("❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥(✐♥✉✉♠ #♣❛(✐❛❧✱ ♣♦✉" ❝♦♥(♦✉"♥❡" ❧❛ ❞✐✈❡"❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥

❞❡ ❇❡##❡❧ ❞❛♥# (2.8)✱ ✐❧ ❡#( #♦✉✈❡♥( ♣"❛(✐$✉❡ ❞❡ ❞6❝❧❛"❡" 7("❡ 8 ❧✬6❝❤❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ κ ♣♦✉" ❧❛$✉❡❧❧❡ ❧❛
❢♦♥❝(✐♦♥ ❣6♥6"❛("✐❝❡ ❡#( 8 ♣❡✉ ♣":# ❝♦♥#(❛♥(❡ ❡( 6❣❛❧❡ 8 φ̃(z, 0) ✭❇❛"(♦♥ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❈✬❡#( ❝❡
$✉❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❢❛✐"❡ ✐❝✐✱ ❡♥ 6❝"✐✈❛♥( ❧✬6$✉❛(✐♦♥ (2.8) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐:"❡ #✉✐✈❛♥(❡ ✿

φ(z, x) =
1− φ̃(z, 0)

N K0

( |x|
σ

√
1− z

)

❆##✐♠✐❧♦♥# φ(z, κ) 8 φ̃(z, 0)✱ ❡( ♣♦#♦♥# x = κ ♣♦✉" ("♦✉✈❡" ✉♥❡ ❡①♣"❡##✐♦♥ ❞❡ φ(z, κ) ✿

φ(z, κ) ≃ 1− φ(z, κ)
N K0

(κ

σ

√
1− z

)

≃ K0

(

κ
σ

√
1− z

)

N /

[

1 +
K0

(

κ
σ

√
1− z

)

N

]

≃ K0

(
κ
σ

√
1− z

)

N /
N +K0

(
κ
σ

√
1− z

)

N

≃ K0

(
κ
σ

√
1− z

)

N +K0

(
κ
σ

√
1− z

)

❚♦✉❥♦✉$% ❡♥ ❛%%✐♠✐❧❛♥, φ(z, κ) - φ̃(z, 0)✱ ❡, ❡♥ ✉,✐❧✐%❛♥, /✉❡ K0(y) ≃ − log y /✉❛♥❞ y ↓ 0✱ ♥♦✉%
♦❜,❡♥♦♥% ✿

φ(z, x) ≃ 1− φ(z, κ)
N K0

( |x|
σ

√
1− z

)

≃ 1

N

(

1− K0

(
κ
σ

√
1− z

)

N +K0

(
κ
σ

√
1− z

)

)

K0

( |x|
σ

√
1− z

)

≃
(

1

N − K0

(
κ
σ

√
1− z

)

N
(
N +K0

(
κ
σ

√
1− z

))

)

K0

( |x|
σ

√
1− z

)

≃ N +K0

(
κ
σ

√
1− z

)
−K0

(
κ
σ

√
1− z

)

N
(
N +K0

(
κ
σ

√
1− z

)) K0

( |x|
σ

√
1− z

)

≃ 1

N +K0

(
κ
σ

√
1− z

)K0

( |x|
σ

√
1− z

)

❊♥ ✉,✐❧✐%❛♥, /✉❡ K0(y) ≃ − log y /✉❛♥❞ y ↓ 0✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✜♥❛❧❡♠❡♥, ✿

φ(z, x) ≃
K0

(
|x|
σ

√
1− z

)

N − log(κ
σ

√
1− z) ✭✷✳✾✮

■❧ ❡%, ♣❧✉% ❝♦✉$❛♥, ❞✬?❝$✐$❡ z = e−2µ
❛✈❡❝ µ ✉♥ ,❛✉① ❞❡ ♠✉,❛,✐♦♥ ✭♣❛$ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ♣❛$ ❣?♥?$❛,✐♦♥✮

♣♦✉$ ✉♥ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ ♠✉,❛,✐♦♥ - ✐♥✜♥✐,? ❞✬❛❧❧B❧❡%✳ ▲❛ /✉❛♥,✐,? φ(z, x)✱ ♥♦✉% ❞♦♥♥❡ ❛❧♦$% ❧❛ ♣$♦❜❛✲
❜✐❧✐,? /✉❡ ❞❡✉① ❛❧❧B❧❡% ?❝❤❛♥,✐❧❧♦♥♥?% - ✉♥❡ %?♣❛$❛,✐♦♥ x %♦✐❡♥, ✐❞❡♥,✐/✉❡%✳ ❊♥ %✉❜%,✐,✉❛♥, ❞❛♥%

✸✷



(2.9)✱ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ❧❛ ✈❡*+✐♦♥ ♣❧✉+ ❢❛♠✐❧✐0*❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ❞❡ ❲*✐❣❤$✲▼❛❧7❝♦$ ✿

φ(e−2µ, x) = Ex[e
−2µT ] ≃ K0(x/lµ)

N + log(lµ/κ)
, ♣♦✉* |x| > κ ✭✷✳✶✵✮

♦@ lµ = σ/
√
2µ✱ ❡$

φ(e−2µ, 0) =
log(lµ/κ)

N + log(lµ/κ)

❊♥ ✈❡*$✉ ❞❡ ❧❛ ♠✐❣*❛$✐♦♥ +②♠7$*✐C✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ +♣❛$✐❛❧❡+✱ ♥♦✉+ ✈♦②♦♥+ ✉♥❡ ❞✐❝❤♦✲

$♦♠✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦*$❡♠❡♥$ ❞❛♥+ ❧❛ +7♣❛*❛$✐♦♥ ❞❡+ ❞❡✉① ❧✐❣♥7❡+ ❛♥❝❡+$*❛❧❡+ 7❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥7❡+ ♣*0+

❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉$*❡ ✿

✲ +♦✐$ ❡❧❧❡+ ❝♦❛❧❡+❝❡♥$ *❛♣✐❞❡♠❡♥$✱

✲ +♦✐$ ❡❧❧❡+ +✬7❧♦✐❣♥❡♥$ ❡$ ❛✐♥+✐ ♣*❡♥♥❡♥$ ✉♥ ❝❡*$❛✐♥ $❡♠♣+ ♣♦✉* +❡ *❡$*♦✉✈❡*✱ ❛✉ ❝♦✉*+ ❞✉C✉❡❧

❡❧❧❡+ +♦♥$ $*0+ +✉+❝❡♣$✐❜❧❡+ ❞❡ +✉❜✐* ❞❡+ ♠✉$❛$✐♦♥+✳

❙✐ ♥♦✉+ ♥♦✉+ ❝♦♥❝❡♥$*♦♥+ +✉* ❞❡+ ❞✐+$❛♥❝❡+ ❞✬7❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✐♥$❡*♠7❞✐❛✐*❡+ x $❡❧❧❡+ C✉❡

x2/σ2 ≪ µ−1
✱ ❛❧♦*+ ❝❡ +❡*❛ ♣*7❝✐+7♠❡♥$ ❝❡+ ❧✐❣♥7❡+✱ C✉✐ ♣❛*✈✐❡♥♥❡♥$ G +✬7❝❤❛♣♣❡* ❧♦✐♥ ❧❡+ ✉♥❡+

❞❡+ ❛✉$*❡+✱ C✉✐ +❡ ❞✐✛7*❡♥❝✐❡*♦♥$ ❛✈❛♥$ ❞❡ ❝♦❛❧❡+❝❡* ✭♥♦$♦♥+ C✉❡ O(x2/σ2) ❡+$ ❧❡ $❡♠♣+ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ *❡C✉✐+ ♣♦✉* C✉❡ ❧❡+ ❧✐❣♥7❡+ +❡ *❡♥❝♦♥$*❡♥$ ❡$ ❝♦❛❧❡+❝❡♥$✮✳ ◆♦$*❡ ♦❜❥❡❝$✐❢ ❡+$ ❞✬❡①♣❧♦✐$❡*

❝❡$$❡ ❞✐❝❤♦$♦♠✐❡ ♣♦✉* ❞7❞✉✐*❡ ✭✉♥ +♦✉+✲❡♥+❡♠❜❧❡✮ ❧❡+ ♣❛*❛♠0$*❡+ σ2,N ❡$ κ✳

▲❡ ❞❡*♥✐❡* ✐♥❣*7❞✐❡♥$ ❝❧7 ❞7♣❡♥❞ 7❣❛❧❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ +7♣❛*❛$✐♦♥ ❞❡+ 7❝❤❡❧❧❡+ ❞❡ $❡♠♣+✳ ❇✐❡♥ C✉✬✐❧

+♦✐$ ♣❡✉ ♣*♦❜❛❜❧❡ C✉❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❛$$❡✐❣♥❡ ✉♥ 7C✉✐❧✐❜*❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ O(µ−1) ✉♥✐$7+

❞❡ $❡♠♣+✱ ✉♥ C✉❛+✐✲7C✉✐❧✐❜*❡ +❡*❛ ❛$$❡✐♥$ +✉* ❞❡+ 7❝❤❡❧❧❡+ +♣❛$✐❛❧❡+ ❡$ $❡♠♣♦*❡❧❧❡+ ✐♥$❡*♠7❞✐❛✐*❡+✳

M❛* ❝♦♥+7C✉❡♥$✱ +✐ ♥♦✉+ ❝♦♥+✐❞7*♦♥+ ✉♥❡ ✈❛+$❡ ③♦♥❡ ❞✬7❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥❛❣❡A ❞♦♥$ ❧❡ ❞✐❛♠0$*❡ +❛$✐+❢❛✐$

❉✐❛♠(A)≪ σ
√

µ−1
✱ ♥♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ $*♦✉✈❡* ✉♥ $❡♠♣+ t∗ $❡❧ C✉❡

❉✐❛♠(A)2/σ2 ≪ t∗ ≪ µ−1

❡$ $❡❧ C✉❡ ❞❛♥+ ❧❡+ t∗ ❞❡*♥✐0*❡+ ❣7♥7*❛$✐♦♥+✱ ❧❛ ❞✐+$*✐❜✉$✐♦♥ ❛❧❧7❧✐C✉❡ ❞❛♥+ A ❡+$ *❡+$7❡ G ♣❡✉ ♣*0+

❝♦♥+$❛♥$❡ ❡$ ❞❡+ ♥♦✉✈❡❧❧❡+ ♠✉$❛$✐♦♥+ ♥❡ +♦♥$ ♣❛+ ❛♣♣❛*✉❡+✳ ❊♥ ♣❛*$✐❝✉❧✐❡*✱ ❧❡+ ❛❧❧0❧❡+ ♣*7+❡♥$+

❞❛♥+ ❧✬7❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ +♦♥$ $♦✉+ ❞✐+$✐♥❣✉7+ ❧❡+ ✉♥+ ❞❡+ ❛✉$*❡+ ♣❛* ♠✉$❛$✐♦♥ G ✉♥ $❡♠♣+ ❜❡❛✉❝♦✉♣

♣❧✉+ ❧♦✐♥$❛✐♥ C✉❡ t∗ ❞❛♥+ ❧❛ ❣7♥7❛❧♦❣✐❡✳

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥$ ❧❡+ ♦❜+❡*✈❛$✐♦♥+ ❢❛✐$❡+ ❝✐✲❞❡++✉+✱ ♥♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ ✜①❡* ✉♥ ❝❡*$❛✐♥ $❡♠♣+ ❞❡ *7❢7✲

*❡♥❝❡✱ t∗ ≪ µ−1
✭✐❧ ② ❛ C✉❡❧C✉❡+ ❝❡♥$❛✐♥❡+ ❞❡ ❣7♥7*❛$✐♦♥+✱ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡$ ❝♦♥+✐❞7*❡* ✉♥❡ ③♦♥❡

❞✬7❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥❛❣❡ A $❡❧❧❡ C✉❡ ❉✐❛♠(A) ≪ σ
√
t∗✳ ❯♥❡ C✉❛♥$✐$7 ✐♠♣♦*$❛♥$❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❛❧❡+❝❡♥❝❡

❧♦❝❛❧❡ ✓ *❛♣✐❞❡ ✔ ❞❡+ ❧✐❣♥7❡+ ❛♥❝❡+$*❛❧❡+ ❛✉*❛ ❧✐❡✉ ❡♥ $❡♠♣+ t∗✱ ♠❛✐+ ❝❡+ ❧✐❣♥7❡+✱ C✉✐ *7✉++✐++❡♥$

G 7❝❤❛♣♣❡* G ✉♥❡ ❛✉$*❡✱ ♥❡ +❡ *❡❥♦✐♥❞*♦♥$ ♣❛+✳ ❈❡+ ❧✐❣♥7❡+ ✈♦♥$ ❛❝❝✉♠✉❧❡* ❞❡+ ♠✉$❛$✐♦♥+ ❛✈❛♥$

❧❛ ❝♦❛❧❡+❝❡♥❝❡✱ ❝✬❡+$ ❝❡ C✉✐ *❡♥❞ ❧❡✉*+ ❧♦♥❣✉❡+ ❡①❝✉*+✐♦♥+ ❧♦✐♥ ❞❡+ ❛✉$*❡+ ♦❜+❡*✈❛❜❧❡+✳

M♦✉* ❧✬✐♥❢7*❡♥❝❡✱ ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ♣*♦♣♦+❡* ✉♥❡ ❛♥❛❧②+❡ ❜❛+7❡ +✉* ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ +$❛$✐+$✐C✉❡

❞❡ ❲*✐❣❤$✱ FST ✳ ◆♦✉+ ♥♦✉+ ❛♣♣✉✐*♦♥+ ❢♦*$❡♠❡♥$ +✉* ❧❡ C✉❛+✐✲7C✉✐❧✐❜*❡ ❞❡+ ❢*7C✉❡♥❝❡+ ❛❧❧7❧✐C✉❡+

❛$$❡✐♥$ +✉* ❧❛ ③♦♥❡ ✐♥$❡*♠7❞✐❛✐*❡ A ❡$ ♥♦✉+ ✉$✐❧✐+❡*♦♥+ 7❣❛❧❡♠❡♥$ ❢♦*$❡♠❡♥$ ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ❞❡ ❲*✐❣❤$✲

▼❛❧7❝♦$✳

✸✸



✷✳✷✳✷ ❯♥❡ %&❛&✐%&✐)✉❡ F ❛♣♣,♦♣,✐.❡

▲❛ "❤$♦&✐❡ ❞❡ ❜❛+❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢$&❡♥❝❡ ❜❛+$❡ +✉& ❧❛ ❢&$2✉❡♥❝❡ ❛❧❧$❧✐2✉❡ ❞❡+ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥+ +♣❛"✐❛✲

❧❡♠❡♥" +"&✉❝"✉&$❡+ ❛ $"$ $♥♦♥❝$❡ ♣❛& ❲&✐❣❤" ✭✶✾✹✸❜✮ ❡" ▼❛❧$❝♦" ✭✶✾✹✽✮ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ +✐@❝❧❡

❞❡&♥✐❡&✱ ♠❛✐+ ❧❡+ "❡+"+ +"❛"✐+"✐2✉❡+ ❝♦✉&❛♠♠❡♥" ✉"✐❧✐+$+ +♦♥" ❜❛+$+ +✉& ❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❞✬B❧❡+✱ 2✉✐ ♥❡

♣❡&♠❡" ♣❛+ ❞✬✐♥"$❣&❡& ❧❛ ❝❛&❛❝"$&✐+"✐2✉❡ ❞❡ ❞✐+♣❡&+✐♦♥ ❧✐♠✐"$❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛&" ❞❡+ ❡+♣@❝❡+✳

▲❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ❞✬B❧❡+ ❞❡ ❲&✐❣❤" ❡+" ❧❡ +✉✐✈❛♥" ✿ ♥♦✉+ ❝♦♥+✐❞$&♦♥+ D ❞@♠❡+ ❡" N
✐♥❞✐✈✐❞✉+ ♣❛& B❧❡✳

✲ ❉❛♥+ ❝❤❛2✉❡ B❧❡✱ ❝❤❛2✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐++❛♥❝❡ G "❛✉① 1/2 ❡" +♦♥ ❞❡+❝❡♥❞❛♥" &❡♠♣❧❛❝❡

2✉❡❧2✉✬✉♥ ❝❤♦✐+✐ ❛✉ ❤❛+❛&❞ ❞❛♥+ ❝❡""❡ ♠I♠❡ B❧❡✳

✲ ❈❤❛2✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣&♦❞✉✐" ✉♥ ♠✐❣&❛♥" G "❛✉① m✱ 2✉✐ &❡♠♣❧❛❝❡ 2✉❡❧2✉✬✉♥ ❝❤♦✐+✐ ❛✉ ❤❛+❛&❞ +✉&
✉♥❡ ❞❡+ D − 1 ❛✉"&❡+ B❧❡+✳

▲❛ +"❛"✐+"✐2✉❡ ❧❛ ♣❧✉+ ❝♦✉&❛♠♠❡♥" ✉"✐❧✐+$❡ ❡+" ❧❛ +"❛"✐+"✐2✉❡ FST ❞❡ ❲&✐❣❤" 2✉✐ ❡①♣&✐♠❡ ❧❡

❞$✜❝✐" ❡♥ ❤$"$&♦③②❣♦"❡+✳ ❈✬❡+" ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞$✈✐❛"✐♦♥ ♣❛& &❛♣♣♦&" ❛✉① ♣&♦♣♦&"✐♦♥+ ❞❡ ❍❛&❞②✲

❲❡✐♥❜❡&❣✳ ❊❧❧❡ ❡+" ❞$✜♥✐❡ ♣❛& ✿

FST =
HT −HS

HT

♦P HT ❞$+✐❣♥❡ ❧✬❤$"$&♦③②❣♦"✐❡ ❛""❡♥❞✉❡ ♣❛& ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❡♥ +✉♣♣♦+❛♥" ❧❛ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ G

❧✬$2✉✐❧✐❜&❡ ❞❡ ❍❛&❞②✲❲❡✐♥❜❡&❣✱ HS ❞$+✐❣♥❡ ❧✬❤$"$&♦③②❣♦"✐❡ ❛""❡♥❞✉❡ ♣❛& ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦✉& ✉♥❡ +♦✉+✲

♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ +✉♣♣♦+$❡ G ❧✬$2✉✐❧✐❜&❡ ❞❡ ❍❛&❞②✲❲❡✐♥❜❡&❣ ❡" HS ❡+" ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡+ HS +✉& "♦✉"❡+

❧❡+ +♦✉+✲♣♦♣✉❧❛"✐♦♥+✳

▲❛ +"❛"✐+"✐2✉❡ FST ❡+" ✉♥ ✐♥❞✐❝❛"❡✉& ❞❡ ❧❛ ❝♦❤$+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ +♦✉+✲♣♦♣✉❧❛"✐♦♥+

❝♦♥+✐❞$&$❡+✳ ❊❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡✛❡" ❞❡ ❧❛ +✉❜❞✐✈✐+✐♦♥ ❡♥"&❡ ❧❡+ +♦✉+✲♣♦♣✉❧❛"✐♦♥+ ❡" ❧❛ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥✱ ❡"

❞♦♥♥❡ ❧❛ &$❞✉❝"✐♦♥ ❞✬❤$"$&♦③②❣♦"✐❡ ❞❛♥+ ❧❡+ +♦✉+✲♣♦♣✉❧❛"✐♦♥+✱ ❧✐$ ❛✉① ❞✐✛$&❡♥❝❡+ ❞❡ ❢&$2✉❡♥❝❡+

❛❧❧$❧✐2✉❡+✳ ❈✬❡+" ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞✐✈❡&+✐✜❝❛"✐♦♥ ❞❡+ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥+✳ ❙✐ "♦✉"❡+ ❧❡+ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥+ +♦♥" G

❧✬$2✉✐❧✐❜&❡ ❡" ♣♦++@❞❡♥" ❧❡+ ♠I♠❡+ ❢&$2✉❡♥❝❡+ ❛❧❧$❧✐2✉❡+✱ FST = 0✱ +✐♥♦♥ +✐ ❧❡+ ❢&$2✉❡♥❝❡+ ❛❧✲

❧$❧✐2✉❡+ ♠♦②❡♥♥❡+ +♦♥" ❞✐✛$&❡♥"❡+ ✭❞$&✐✈$ ❣$♥$"✐2✉❡✮✱ ✐❧ ❡+" ♣♦+✐"✐❢✳ ❈❡❧❛ &❡✢@"❡ ❧✬❛❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞$&✐✈❡ ✭❞✐✈❡&+✐✜❝❛"✐♦♥✮ ❡" ❞❡+ ♠✐❣&❛"✐♦♥+ ✭❤♦♠♦❣$♥$✐+❛"✐♦♥✮✳

■❝✐✱ ❡❧❧❡ ❝♦&&❡+♣♦♥❞ +✐♠♣❧❡♠❡♥" G ✉♥ $❝❛&" +"❛♥❞❛&❞ ❞❡+ ❢&$2✉❡♥❝❡+ ❛❧❧$❧✐2✉❡+✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥"✐❡♥"

❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦&♠❛"✐♦♥ +✉& ❧❛ ❧♦❝❛❧✐+❛"✐♦♥ +♣❛"✐❛❧❡✳

❲&✐❣❤" ✭✶✾✹✸❜✮ ❛ ✐♥❝❧✉+ ❧❛ +"&✉❝"✉&❡ +♣❛"✐❛❧❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥" ❧❛ ✈❛&✐❛♥❝❡ +✉& ❞✐✛$&❡♥"❡+ $❝❤❡❧❧❡+✱

❝❡ 2✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❤✐$&❛&❝❤✐❡ ❞❡+ +"❛"✐+"✐2✉❡+ F ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ "♦✉"❡+ ❧❡+ $"✉❞❡+ ❡✛❡❝"✉$❡+ ♦♥" $"$
❧✐♠✐"$❡+ ♣❛& ❧❛ ❞✐✣❝✉❧"$ ❞❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❡" ❧✬❛❜+❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛&2✉❡✉&+ ❣$♥$"✐2✉❡+✳

▼❛✐♥"❡♥❛♥"✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡" ❞❡+ ❞♦♥♥$❡+ ❣$♥$"✐2✉❡+✱ ♣♦✉&"❛♥"

❧❛ ♣❧✉♣❛&" ❞❡+ ❛♥❛❧②+❡+ +♦♥" ❞❡+❝&✐♣"✐✈❡+ ✭❛✉"♦✲❝♦&&$❧❛"✐♦♥ +♣❛"✐❛❧❡✱ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✮ ♦✉ ✉"✐❧✐+❡♥"

❞❡+ ♠$"❤♦❞❡+ ❞❡ ▼♦♥"❡ ❈❛&❧♦ ♣♦✉& ❛❥✉+"❡& ❧❡+ ❞♦♥♥$❡+✱ +❛♥+ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ "❤$♦&✐❡ ❡①♣❧✐❝✐"❡ ❞$✈❡✲

❧♦♣♣$❡ ♣❛& ❲&✐❣❤" ❡" ▼❛❧$❝♦"✳

❉❡ ♥♦♠❜&❡✉+❡+ +"❛"✐+"✐2✉❡+ F ♦♥" $"$ ♣&♦♣♦+$❡+✱ ♠❛✐+ ❧❛ ♣❧✉♣❛&" ❞✬❡♥"&❡✲❡❧❧❡+ ♥✬♦♥" ♣❛+ $"$

❥✉+"✐✜$❡+ ♣♦✉& ❧✬❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ G ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❜✐✲❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❡❧❧❡✳
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■❝✐✱ ❧❛ &'❛'✐&'✐(✉❡ ♣,♦♣♦&.❡ ,❡♣♦&❡ &✉, ✉♥❡ ✈❛,✐❛♥'❡ ❞❡ ❧❛ &'❛'✐&'✐(✉❡ FST ❞❡ ❲,✐❣❤'✳ ◆♦✉&

❧✬❛✈♦♥& ❞✬❛❜♦,❞ ❡①♣,✐♠.❡ ❡♥ '❡,♠❡& ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐'. ❞❡ ❝♦❛❧❡&❝❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥.❡& ❛♥❝❡&',❛❧❡&

❛✈❛♥' ♥♦',❡ '❡♠♣& ❞❡ ,.❢.,❡♥❝❡ t∗✳ ❉❡& ♣,.❞✐❝'✐♦♥& '❤.♦,✐(✉❡& ♣♦✉, ❝❡& ♣,♦❜❛❜✐❧✐'.& ♣❡✉✈❡♥'

❛✐♥&✐ =',❡ ♦❜'❡♥✉❡& ✭♥✉♠.,✐(✉❡♠❡♥'✮ ♣❛, ✐♥✈❡,&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❣.♥.,❛',✐❝❡ ❞✉ '❡♠♣& ❞❡ ❝♦❛✲

❧❡&❝❡♥❝❡ ✭❞.'❡,♠✐♥.❡ ♣❛, ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ❞❡ ❲,✐❣❤'✲▼❛❧.❝♦' ❝❧❛&&✐(✉❡✮✳

▼❛❧❣,. '♦✉'✱ ♣♦✉, ✉♥❡ ❣,❛♥❞❡ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐&✐♥❛❣❡ ❡' &♦✉& ♥♦',❡ ❤②♣♦'❤C&❡ ❞❡ &.♣❛,❛'✐♦♥ ❞❡&

.❝❤❡❧❧❡& ❞❡ '❡♠♣&✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛♣♣,♦①✐♠❛'✐♦♥ ❛♥❛❧②'✐(✉❡ &✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ &'❛'✐&'✐(✉❡ F ✱ (✉❡ ♥♦✉&

♦❜'✐❡♥❞,♦♥& ❡♥ (2.13) ✿

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✷✳✷✳✶✳ ❙✐ r > 0 ❞#$✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐$*❛♥❝❡ ❡♥*,❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥*$ ❞✬#❝❤❛♥*✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞♦♥♥#$

❞❛♥$ A✱ ❛❧♦,$ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ F (r) ✭♣,♦❜❛❜✐❧✐*# 7✉❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ♣,✐$ ❛✉ ❤❛$❛,❞ ❞❛♥$ ❞❡✉① ♣❛*❝❤❡$

❞❡ $#♣❛,❛*✐♦♥ r $♦✐❡♥* ✐❞❡♥*✐7✉❡$✮ ✈#,✐✜❡ ✿

F (r) ≃ log(r/r)

N + log(r/κ)

♦< r ❡$* ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣#♦♠#*,✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ $#♣❛,❛*✐♦♥ ❞❡ *♦✉*❡$ ❧❡$ ♣❛✐,❡$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ❞❡ ❝❡,*❛✐♥$

✐♥❞✐✈✐❞✉$ #❝❤❛♥*✐❧❧♦♥♥#$ ? ♣❛,*✐, ❞❡ A ❡* N ✱ κ $♦♥* ❧❡$ ♣❛,❛♠@*,❡$ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❛♣♣❛,❛✐$$❛♥*

❞❛♥$ ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ❞❡ ❲,✐❣❤*✲▼❛❧#❝♦*✳

❘❡♠❛$-✉❡ ✷✳✷✳✷✳✷✳ ◆♦*♦♥$ 7✉❡ σ2
♥✬❛♣♣❛,❛F* ♣❛$ ❞❛♥$ F (r)✳

◆♦✉& ♠♦♥',❡,♦♥& ❡♥&✉✐'❡ ❧❡ ,.&✉❧'❛' &✉✐✈❛♥' ✿

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✷✳✷✳✸✳ ▲❛ $*❛*✐$*✐7✉❡ F (r) ♣❡✉* H*,❡ ❡$*✐♠#❡ ♣❛,

F(x, y) = 1

a− 1

a
∑

i=1

(pi(x)− pi)(pi(y)− pi)

pi

♦< a ❡$* ❧❡ ♥♦♠❜,❡ *♦*❛❧ ❞✬❛❧❧@❧❡$ ✈✉$ ❞❛♥$ ❧❛ ,#❣✐♦♥ A✱ pi(x) ❡$* ❧❛ ❢,#7✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧@❧❡ i
❛✉ $✐*❡ x ❡* pi ❡$* ❧❛ ❢,#7✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧@❧❡ i ❞❛♥$ ❧❛ ,#❣✐♦♥ A✳

✷✳✷✳✸ ■♥❢&'❡♥❝❡ ❞❡+ ♣❛'❛♠/0'❡+ 1 ♣❛'0✐' ❞❡ FST

❙✉, ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡& ,.&✉❧'❛'& ❞.❝,✐'& ❝✐✲❞❡&&✉& ✿ ❝♦♠♠❡♥' ❞❡✈♦♥&✲♥♦✉& ❡&'✐♠❡, ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐&✐✲

♥❛❣❡ F ♣❛,'✐, ❞❡& ❢,.(✉❡♥❝❡& ❛❧❧.❧✐(✉❡& ❄

▲❛ ♠.'❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉& &✐♠♣❧❡ ❡&' ❞✬.❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❡, ❧❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& F ♣❛,'✐, ❞❡ n ❡♥❞,♦✐'& ❞✐&'✐♥❝'&

❡' ❞❡ ,.❣,❡&&❡, FST ♣❛, ♣❛✐,❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣❛,✐'❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐&'❛♥❝❡ ✭❘♦✉&&❡'✱ ✶✾✾✼✱ ✷✵✵✸✮✳

❘♦✉&&❡' ❡' ▲❡❜❧♦✐& ✭✷✵✵✼✮ ♦♥' ♠✐& ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠.'❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥'❡ ❈❛,❧♦ (✉✐ ✉'✐❧✐&❡ ❞❡& &✐♠✉✲

❧❛'✐♦♥& ❞❡ ❝♦❛❧❡&❝❡♥❝❡ ♣♦✉, '❡♥✐, ❝♦♠♣'❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐&',✐❜✉'✐♦♥ ❝♦♠♣❧C'❡ ❞❡& ❢,.(✉❡♥❝❡& ❛❧❧.❧✐(✉❡&✳

❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❝❡❧❛ ❡①✐❣❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧& ❡' ✐❧ ❡&' ♣❡✉ ♣,♦❜❛❜❧❡ ❞✬♦❜'❡♥✐, ❞❡& ✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥& ❡♥

♣❧✉& ❞❡ ❝❡❧❧❡& ❝♦♥❝❡,♥❛♥' N ✳

❊♥ ♣,✐♥❝✐♣❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡& ✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥& ❞❛♥& ❧❡& ,❡❧❛'✐♦♥& ❞✬♦,❞,❡ &✉♣.,✐❡✉, ✭♣❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡&

'❛✉① ❞❡ ❢✉&✐♦♥& ♠✉❧'✐♣❧❡&✱ (✉✐ ♣❡✉✈❡♥' =',❡ ✐♠♣♦,'❛♥'& ❞❛♥& ❧❡& ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥& F ❞❡✉① ❞✐♠❡♥&✐♦♥&

❛✈❡❝ N ♣❡'✐'✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ♥♦✉& &♦♠♠❡& ❝♦♥❝❡,♥.& ♣❛, ❞❡& ♠♦❞C❧❡& ❧♦❝❛✉①✱ ♣♦✉, ❧❡&(✉❡❧& ❧❛
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♠✉"❛"✐♦♥ ❛❝"✉❡❧❧❡ ❡*" ♥+❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✿ "♦✉" ❝❡ /✉❡ ♥♦✉* ♣♦✉✈♦♥* ♦❜*❡2✈❡2✱ ❝❡ *♦♥" ❧❡* ❢2+/✉❡♥❝❡*

❞❡* ❛❧❧6❧❡* /✉✐ *❡ ❞✐*"✐♥❣✉❡♥" ♣❛2 ❞❡* ♠✉"❛"✐♦♥* /✉✐ *❡ *♦♥" ♣2♦❞✉✐"❡* ❧♦✐♥ ❞❛♥* ❧❡ ♣❛**+✳

❆ ♠♦✐♥* /✉❡ FST *♦✐" ❛♥♦2♠❛❧❡♠❡♥" +❧❡✈+❡✱ ❧❛ ❞✐*"2✐❜✉"✐♦♥ ❞❡* ❢2+/✉❡♥❝❡* ❛❧❧+❧✐/✉❡* *❡2❛

♣2♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦2♠❛❧❡ ♠✉❧"✐✈❛2✐+❡✳ ❆✐♥*✐✱ ♥♦✉* ♥❡ ♣♦✉✈♦♥* ♣❛* ❛❧❧❡2 ❛✉✲❞❡❧; ❞❡* 2❡❧❛"✐♦♥* ♣❛2

♣❛✐2❡✱ /✉✐ ♥❡ ❞+♣❡♥❞❡♥" ❡**❡♥"✐❡❧❧❡♠❡♥" /✉❡ ❞❡ N ✳

❉❛♥* ❧❛ ♣❛2"✐❡ 3✱ ♥♦✉* ♠♦♥"2❡2♦♥* /✉❡✱ ❡♥ *✉♣♣♦*❛♥" ❧❛ ♥♦2♠❛❧✐"+✱ ♥♦✉* ♣♦✉✈♦♥* ❡①♣❧✐/✉❡2 ❧❡*
❝♦22+❧❛"✐♦♥* *♣❛"✐❛❧❡*✱ ❡♥ ❛❥✉*"❛♥" ✉♥❡ ♠❛"2✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛2✐❛♥❝❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉2*✱ *✐ ♥♦✉* +❝❤❛♥"✐❧❧♦♥♥♦♥*

❞❡* 2+❣✐♦♥* ❛**❡③ ♣❡"✐"❡* ❞❡ "❡❧❧❡ *♦2"❡ /✉❡ ❧❛ *✐♠✐❧❛2✐"+ ❞+❝2♦A" ❛✈❡❝ log(1/r)✱ ❝❡""❡ ♠❛"2✐❝❡ ❛
✉♥❡ ❢♦2♠❡ ✉♥✐/✉❡✱ /✉✐ ❞+♣❡♥❞ ❞❡* ❡♥❞2♦✐"* ❝♦♥♥✉* ❞❡* ❣6♥❡* +❝❤❛♥"✐❧❧♦♥♥+*✱ ❛✐♥*✐ /✉❡ ❞✬✉♥❡

✉♥✐/✉❡ ✓ +❝❤❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ✔✱ κ✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✷✳✷✳✸✳✶✳ ❈❡""❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ❡)" ❞✐%❡❝"❡ ❡" ♣❧✉) "%❛♥)♣❛%❡♥"❡ /✉✬✉♥❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ❜❛)2❡ )✉%

❧❛ )✐♠✉❧❛"✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ❣✉7%❡ 2"2 ❛♣♣❧✐/✉2❡✱ ♠8♠❡ ❡♥ "❤2♦%✐❡✳

✷✳✸ ■♥❢&'❡♥❝❡

❉❛♥* ❝❡""❡ ♣❛2"✐❡✱ ♥♦✉* ♣2+*❡♥"♦♥* ✉♥❡ ❛♣♣2♦❝❤❡ ♣♦✉2 ❞+❞✉✐2❡ ❧❛ "❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐*✐♥❛❣❡ ; ♣❛2"✐2

❞❡* ❢2+/✉❡♥❝❡* ❛❧❧+❧✐/✉❡* ❞❛♥* ❧❛ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥✱ ♣❛2 ❧❡ ❜✐❛✐* ❞✬✉♥❡ *"❛"✐*"✐/✉❡ F ❛♣♣2♦♣2✐+❡✳ ◆♦✉*
♣2+*❡♥"❡2♦♥* ❧❡* 2+*✉❧"❛"* ❞❛♥* ❧❡ ❝❛❞2❡ ❞✉ ♠♦❞6❧❡ *"❡♣♣✐♥❣ *"♦♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ✐❧* 2❡*"❡2♦♥" ✈❛✲

❧✐❞❡* ❝❤❛/✉❡ ❢♦✐* /✉❡ ❧❛ *+♣❛2❛"✐♦♥ ❞❡* ❞❡✉① ❧✐❣♥+❡* ❛♥❝❡*"2❛❧❡* ♣❡✉" F"2❡ ❞+❝2✐"❡ ♣❛2 ✉♥❡ ♠❛2❝❤❡

❛❧+❛"♦✐2❡ *②♠+"2✐/✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ✭♦✉ *♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❝♦♥"✐♥✉ ✿ ♠♦✉✈❡♠❡♥" ❜2♦✇♥✐❡♥✮ ❛✈❡❝

❧❡ ♣❛2❛♠6"2❡ ❞❡ ✈❛2✐❛♥❝❡ 2σ2
✭❝♦22❡*♣♦♥❞❛♥" ❛✉ ❢❛✐" /✉❡ ❝❤❛/✉❡ ♠❛2❝❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉2 ✈❛✲

2✐❛♥❝❡ σ2
✮✱ ❥✉*/✉✬; ❝❡ /✉✬❡❧❧❡* ❢✉*✐♦♥♥❡♥" ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♠+❝❛♥✐*♠❡ ❞❡ ❝♦❛❧❡*❝❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧ /✉✐

♣❡✉" *❡ 2+*✉♠❡2 ♣❛2 ✉♥ *❡✉❧ ♣❛2❛♠6"2❡ N ✭❧❡ "❛✉① ❞❡ ❝♦❛❧❡*❝❡♥❝❡ ✓ ❧♦❝❛❧ ✔✮✳

❉❛♥* ❧❛ *✉✐"❡✱ ♥♦✉* ✉"✐❧✐*♦♥* ❧❛ ❞✉❛❧✐"+ ❡♥"2❡ ❧❡* ❢2+/✉❡♥❝❡* ❛❧❧+❧✐/✉❡* ✭; ✉♥ *❡✉❧ ❧♦❝✉*✮ ❡" ❧❡*

❣+♥+❛❧♦❣✐❡* ♣♦✉2 ❡①♣2✐♠❡2 ❧❡* ❝♦22+❧❛"✐♦♥* ❡♥"2❡ ❧❡* ❞✐✈❡2*✐"+* ❣+♥+"✐/✉❡* ❧♦❝❛❧❡* ❡♥ "❡2♠❡* ❞❡

♣2♦❜❛❜✐❧✐"+ ❞❡ ❝♦❛❧❡*❝❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥+❡* ❛♥❝❡*"2❛❧❡* ❡♥ "❡♠♣* t∗✳ ◆♦✉* ❞+✜♥✐**♦♥* ❡♥*✉✐"❡ ✉♥❡
*"❛"✐*"✐/✉❡ F /✉❡ ♥♦✉* ✉"✐❧✐*♦♥* ❝♦♠♠❡ ❜❛*❡ ♣♦✉2 ✉♥❡ ❛♣♣2♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈2❛✐*❡♠❜❧❛♥❝❡
❛✜♥ ❞✬❡*"✐♠❡2 N ✳

✷✳✸✳✶ ■❞❡♥(✐(* ❞✬*(❛( ❡( ♠❡.✉0❡. ❞❡ FST

❙✉♣♣♦*♦♥* /✉❡ ♥♦✉* *♦♠♠❡* ❡♥ ♠❡*✉2❡ ❞✬+❝❤❛♥"✐❧❧♦♥♥❡2 ♣❛2❢❛✐"❡♠❡♥" ❧❛ ❞✐✈❡2*✐"+ ❞❡ ❧❛ ♣♦✲

♣✉❧❛"✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ; ✉♥ ♠♦♠❡♥" ❞♦♥♥+ ✭♦✉ ♣❧✉"M" ❞❛♥* ✉♥❡ ♣❡"✐"❡ ③♦♥❡ ❛✉"♦✉2 ❞✬✉♥ ♣♦✐♥" ❞♦♥♥+✮✳

❉❛♥* ✉♥❡ ❛♥❛❧②*❡ ❞❡ ❞♦♥♥+❡* 2+❡❧❧❡*✱ ❧❛ ✈❛2✐❛♥❝❡ ❞✬+❝❤❛♥"✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❡✉" F"2❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥" ✐♥✲

❝♦2♣♦2+❡ ❞❛♥* ❧❛ ♠+"❤♦❞❡ ❞✬✐♥❢+2❡♥❝❡ /✉❡ ♥♦✉* ❞+2✐✈❡2♦♥* ♣❧✉* "❛2❞✳

◆♦✉* *✉♣♣♦*♦♥* /✉❡ ♥♦✉* ♦❜*❡2✈♦♥* ❡①❛❝"❡♠❡♥" a ❛❧❧6❧❡* ❞✐*"✐♥❝"* ❞❛♥* ♥♦"2❡ +❝❤❛♥"✐❧❧♦♥✳
◆♦✉* +❝2✐✈♦♥* pi(x) ♣♦✉2 ❧❛ ❢2+/✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧6❧❡ i ❞❛♥* ❧❡ ❞6♠❡ x ✭❛✉ ♠♦♠❡♥" ❞❡ ❧✬+❝❤❛♥"✐❧❧♦♥✲
♥❛❣❡✮✳ ❈♦♥❢♦2♠+♠❡♥" ; ❧❛ *"❛"✐*"✐/✉❡ F ❝❧❛**✐/✉❡✱ ♥♦✉* ❛❧❧♦♥* ❝♦♠♣❛2❡2 ❧❡* ❝♦22+❧❛"✐♦♥* ❞❛♥*
❧❡* ❢2+/✉❡♥❝❡* ❛❧❧+❧✐/✉❡* ❡♥"2❡ ❧❡* ✐♥❞✐✈✐❞✉* +❝❤❛♥"✐❧❧♦♥♥+* ; ❞✐*"❛♥❝❡ *♣+❝✐✜/✉❡✱ ; ❝❡❧❧❡* ♦❜*❡2✲

✈+❡* *✉2 ✉♥❡ ♣❧✉* ❣2❛♥❞❡ *✉2❢❛❝❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥* /✉❡ ❝❡""❡ *✉2❢❛❝❡✱ /✉❡ ♥♦✉* ❞+*✐❣♥♦♥* ♣❛2 A✱ ❡*"
*✉♣♣♦*+❡ F"2❡ "❡❧❧❡ /✉❡ *♦♥ ❞✐❛♠6"2❡ ✈+2✐✜❡ ❉✐❛♠(A)≪ σ

√
t∗✱ ❡" /✉❡ ❧❛ ♠✉"❛"✐♦♥ ❡*" *✉♣♣♦*+❡

✸✻



 !"❡ ❛%%❡③ ❧❡♥!❡✱ ❞❡ %♦"!❡ ,✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡"%✐!0 ❣0♥0!✐,✉❡ ❞❛♥% A ❡%! ❡♥!✐2"❡♠❡♥! ❞✉❡ 4 ❞❡% ♠✉!❛!✐♦♥%

,✉✐ ♦♥! ❡✉ ❧✐❡✉❡% ✐❧ ② ❛ ♣❧✉% ❞❡ t∗ ❣0♥0"❛!✐♦♥% ❞❛♥% ❧❡ ♣❛%%0✳

❊❝"✐✈♦♥% Px,y ♣♦✉" ❧❛ ❞✐%!"✐❜✉!✐♦♥ ❞❡% ❧✐❣♥0❡% ❛♥❝❡%!"❛❧❡% ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉% 0❝❤❛♥!✐❧❧♦♥♥0%

4 ♣❛"!✐" ❞✬❡♥❞"♦✐!% x, y ∈ A ❡! T ♣♦✉" ❧❡ !❡♠♣% ❛❧0❛!♦✐"❡ ❛✉ ❝♦✉"% ❞✉,✉❡❧ ❡❧❧❡% ❝♦❛❧❡%❝❡♥!✳

❈♦♥❢♦"♠0♠❡♥! 4 ♥♦!"❡ ❤②♣♦!❤2%❡ ❞✬0,✉✐❧✐❜"❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛♥% A✱ ♥♦✉% %✉♣♣♦%♦♥% ,✉❡ %✐ ❧❡% ❞❡✉①

❧✐❣♥0❡% ♥✬♦♥! ♣❛% ❝♦❛❧❡%❝0 ❡♥ !❡♠♣% t∗✱ ❛❧♦"% ❧❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐!0 ,✉❡ ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% %♦✐❡♥! ❞❡ !②♣❡%

❞✐✛0"❡♥!% ❡%! ✐♥❞0♣❡♥❞❛♥!❡ ❞❡ ❧❡✉" %0♣❛"❛!✐♦♥ ✐♥✐!✐❛❧❡ ❡! ❡%! ❞♦♥♥0❡ ♣❛" H(t∗)✱ ❧✬❤0!0"♦③②❣♦!✐❡
❛✉ !❡♠♣% t∗✳

❙✐ |x− y| = r✱ ♥♦✉% ♣♦✉✈♦♥% 0❝"✐"❡ ✿

1−Hr := E

[

a
∑

i=1

pi(x)pi(y)

]

❙♦✐! ✿

1−Hr = Px,y[T 6 t∗] + Px,y[T > t∗](1−H(t∗))
❆ ♣❛"!✐" ❞❡ ❝❡!!❡ ❡①♣"❡%%✐♦♥✱ ♥♦✉% ♥♦!♦♥%✱

Hr = Pr[T > t∗]H(t∗)

◆♦✉% 0❝"✐"♦♥% 0❣❛❧❡♠❡♥! HA ♣♦✉" ❧✬❤0!0"♦③②❣♦!✐❡ ❞❛♥% A ❛✉ !❡♠♣% ♣"0%❡♥! ✿

HA = 1− 1

|A|2
∫

A

∫

A

a
∑

i=1

pi(x)pi(y)dxdy

❊♥ 0❝"✐✈❛♥! PA ♣♦✉" ❧❛ ❞✐%!"✐❜✉!✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥0❡% ❛♥❝❡%!"❛❧❡% ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉% 0❝❤❛♥!✐❧❧♦♥♥0%

✐♥❞0♣❡♥❞❛♠♠❡♥! ❡! ✉♥✐❢♦"♠0♠❡♥! ❛✉ ❤❛%❛"❞ ❞❛♥% A✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% 0❣❛❧❡♠❡♥! ✿

HA = PA(T > t∗)H(t∗)

◆♦!"❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ 4 ❧❛ %!❛!✐%!✐,✉❡ FST ❞❡ ❲"✐❣❤! ❡%! ❛❧♦"% ❞0✜♥✐❡ ♣❛" ✿

F (r) =
HA −Hr

HA
=

PA[T > t∗]− Pr[T > t∗]
PA[T > t∗]

✭✷✳✶✶✮

❘❡♠❛$%✉❡ ✷✳✸✳✶✳✶✳ ◆♦"♦♥$ %✉❡ ❝✬❡$" ✐♥❞,♣❡♥❞❛♥" ❞❡ H(t∗)✱ ❞✬♦0 ❧✬✐♥",23" ❞❡ 2❡♥♦2♠❛❧✐$❡2✳

❙✐ ❧❛ !❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❡%! ❣"❛♥❞❡✱ ♣✉✐%,✉❡ ♥♦✉% 0❝❤❛♥!✐❧❧♦♥♥♦♥% %✉" ✉♥❡ "0❣✐♦♥ A !❡❧❧❡ ,✉❡

❉✐❛♠(A)≪ σ
√
t∗✱ F (r) ♣"❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦"♠❡ ♣❛"!✐❝✉❧✐2"❡♠❡♥! %✐♠♣❧❡✳

L♦✉" ❝♦♠♠❡♥❝❡"✱ ♥♦✉% ❞0❞✉✐%♦♥% ❞❡ ✭✷✳✶✶✮ ✿

1− F (0) = P0[T > t∗]
PA[T > t∗]

✭✷✳✶✷✮

❚❤-♦$/♠❡ ✷✳✸✳✶✳✷✳

F (r) ≃ 1− F (0)
N log

( c

r

)

,

♦0 c ❡$" ,❣❛❧ 7 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣,♦♠,"2✐%✉❡ ❞❡$ $,♣❛2❛"✐♦♥$ ❞❡ "♦✉"❡$ ❧❡$ ♣❛✐2❡$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉$
,❝❤❛♥"✐❧❧♦♥♥,$ ❞❛♥$ A✳
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❘❡♠❛$%✉❡ ✷✳✸✳✶✳✸✳ ❈❡ "❡#❛ ♥♦'#❡ ❜❛"❡ ♣♦✉# ❧✬✐♥❢/#❡♥❝❡✳

❉/♠♦♥"'#❛'✐♦♥✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ✉'✐❧✐#❡* ❞❡# ❡#'✐♠❛'✐♦♥# #✉* ❧❡# ♠❛*❝❤❡# ❛❧/❛'♦✐*❡# ❝♦♥'✐♥✉❡# ♣♦✉*

❝♦♠♣❛*❡* P0[T > t∗] 1 Pr[T > t∗]✳ ❈❡''❡ ❝♦♠♣❛*❛✐#♦♥ ✈❛ ♥♦✉# ♣❡*♠❡''*❡ ❞❡ ❥✉#'✐✜❡* ❧✬❛♣♣*♦①✐✲
♠❛'✐♦♥ ❞❡ F (r) ❞♦♥♥/❡ ♣❛* ❧❡ '❤/♦*:♠❡✳

◆♦✉# /❝*✐✈♦♥# Lt∗(r) ♣♦✉* ❧❡ '❡♠♣# '♦'❛❧ ;✉✬✉♥❡ ♠❛*❝❤❡ ❛❧/❛'♦✐*❡ ❞❡ ✈❛*✐❛♥❝❡ 2σ
2
✱ ♣❛*'❛♥'

1 ✉♥❡ ❞✐#'❛♥❝❡ r ❞❡ ❧✬♦*✐❣✐♥❡✱ ♣❛##❡ 1 ❧✬♦*✐❣✐♥❡ ❥✉#;✉✬❡♥ '❡♠♣# t∗✳
◆♦✉# *❛♣♣❡❧♦♥# ;✉❡ ♥♦✉# /❝*✐✈♦♥# T ♣♦✉* ❧❡ '❡♠♣# ❛❧/❛'♦✐*❡ ❛✉;✉❡❧ ❞❡✉① ❧✐❣♥/❡# ❝♦❛❧❡#❝❡♥'✳

❆❧♦*#✱

Pr[T > t∗] = E (exp(−Lt∗(r)/N))

❊❝*✐✈♦♥# T0(r) ♣♦✉* ❧❡ ♣*❡♠✐❡* '❡♠♣# ❛✉;✉❡❧ ✉♥❡ ♠❛*❝❤❡ ❛❧/❛'♦✐*❡ ♣❛*'❛♥' ❞❡ r✱ ♣❛##❡ ♣❛* 0✳

❊♥ ✉'✐❧✐#❛♥' ❧❛ ♣*♦♣*✐/'/ ❞❡ ▼❛*❦♦✈ ❢♦*'❡✱ ♥♦✉# ♦❜'❡♥♦♥# ✿

Pr[T > t∗]− P0[T > t∗] = E

[

e−Lt∗−T0(r)(0)/N
]

− E

[

e−Lt∗ (0)/N
]

= E

[

e−Lt∗−T0(r)(0)/N (1− e−(Lt∗ (0)−Lt∗−T0(r)(0))/N )
]

= E

[

e−Lt∗−T0(r)(0)/N
]

E

[

1− e−(Lt∗ (0)−Lt∗−T0(r)(0))/N
]

❈❛* ❧❡ '❡♠♣# ❧♦❝❛❧ 1 ❧✬♦*✐❣✐♥❡ ❛✈❛♥' ❧❡ '❡♠♣# t∗ − T0(r) ❡#' ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥' ❞✉ '❡♠♣# ❧♦❝❛❧ ❡♥ ③/*♦
❞❛♥# ❧✬✐♥'❡*✈❛❧❧❡ [t∗ − T0(r), t

∗]✳ ❊' ✜♥❛❧❡♠❡♥' ✿

Pr[T > t∗]− P0[T > t∗] ≃ 1

N
E

[

e−Lt∗−T0(r)(0)/N
]

E
[

Lt∗(0)− Lt∗−T0(r)(0)
]

◗✉❛♥❞ t∗ '❡♥❞ ✈❡*# ∞✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✿

E

[

e−Lt∗−T0(r)(0)/N
]

≃ E

[

e−Lt∗ (0)/N
]

= P0[T > t∗]

❡'

E
[

Lt∗(0)− Lt∗−T0(r)(0)
]

→ a(r)

♦G a(r) ❡#' ❧❡ ✓ ♥♦②❛✉ ♣♦'❡♥'✐❡❧ ✔ ❞❡ ❧❛ ♠❛*❝❤❡ ❛❧/❛'♦✐*❡✳ ❈❡''❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♣*❡♥❞ ❧❛ ❢♦*♠❡

a(r) = 2C log(r) +O(1),

♦G C = 1/(4πσ2) ✭✐❧ ② ❛ ✉♥ ❢❛❝'❡✉* #✉♣♣❧/♠❡♥'❛✐*❡ ❞❡✉① ❞❛♥# ❧❡ ❞/♥♦♠✐♥❛'❡✉* ✐❝✐✱ ❝❛* ♥♦✉# ♥♦✉#
✐♥'/*❡##♦♥# 1 ❧❛ ♠❛*❝❤❡ ❛❧/❛'♦✐*❡ */❣✐##❛♥' ❧❛ #/♣❛*❛'✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥/❡#✱ ❡' ♥♦♥ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥'

❞✬✉♥❡ #❡✉❧❡ ❧✐❣♥/❡✮✳

M♦✉* ✈♦✐* ❞✬♦G N❛ ✈✐❡♥'✱ ♣✉✐#;✉❡ ♥♦✉# #✉♣♣♦#♦♥# ;✉❡ t∗ ≫ r2✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥' ❞✬♦*❞*❡ r2 ❧♦*#;✉❡
❧❛ ♠❛*❝❤❡ ❛❧/❛'♦✐*❡ ♣❛*'❛♥' ❞❡ ❧❛ #/♣❛*❛'✐♦♥ r ❛''❡✐♥' ③/*♦ ♣♦✉* ❧❛ ♣*❡♠✐:*❡ ❢♦✐#✱ ❧❡ ♠❛*❝❤❡✉*
❛❧/❛'♦✐*❡ ♣❛*'❛♥' ❞❡ ❧✬♦*✐❣✐♥❡ ❛ ♣❛##/

∼
∑

n<r2

1

n
∼ 2C log r

✉♥✐'/# ❞❡ '❡♠♣# ❡♥ ③/*♦✱ ♦G C = 1/(4πσ2)✳
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❉✬❛♣$%& ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♠❛$❝❤❡ ♣❛$-❛♥- ❞❡ r &❡ ❝♦♠♣♦$-❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛$❝❤❡ ♣❛$-❛♥- ❞❡ ③3$♦✳

❉✬❛♣$%& ❧❡& 35✉❛-✐♦♥& ✭✷✳✶✶✮ ❡- ✭✷✳✶✷✮✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ✿

F (r) =
P0[T > t∗]
PA[T > t∗]

PA[T > t∗]− Pr[T > t∗]
P0[T > t∗]

= (1− F (0))PA[T > t∗]− Pr[T > t∗]
P0[T > t∗]

= (1− F (0))
(

PA[T > t∗]− P0[T > t∗]
P0[T > t∗]

− Pr[T > t∗]− P0[T > t∗]
P0[T > t∗]

)

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥( ❝❡ *✉✐ ♣-.❝/❞❡✱ ♥♦✉2 ♦❜(❡♥♦♥2 ✿

F (r) ≃ (1− F (0))2C
N

(log(c)− log(r))

♦4 c ❡2( .❣❛❧ 7 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣.♦♠.(-✐*✉❡ ❞❡2 2.♣❛-❛(✐♦♥2 ❞❡ (♦✉(❡2 ❧❡2 ♣❛✐-❡2 ♣♦22✐❜❧❡2 ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉2
.❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥.2 ❞❛♥2 A✳ ❊( ✜♥❛❧❡♠❡♥( ✿

F (r) ≃ 1− F (0)
N log

( c

r

)

>♦✉- ❡2(✐♠❡- F (r) 7 ♣❛-(✐- ❞❡2 ❞♦♥♥.❡2✱ ♥♦✉2 ❛❧❧♦♥2 ✉(✐❧✐2❡- F(x, y)✱ ❞♦♥( ♥♦✉2 -❛♣♣❡❧♦♥2 ❧❛
❞.✜♥✐(✐♦♥✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✹✳

F(x, y) = 1

a− 1

a
∑

i=1

(pi(x)− pi)(pi(y)− pi)

pi

.

♦! a ❡#$ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ $♦$❛❧ ❞✬❛❧❧-❧❡# ✈✉# ❞❛♥# ❧❛ )0❣✐♦♥ A✱ pi(x) ❡#$ ❧❛ ❢)05✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧-❧❡ i
❛✉ #✐$❡ x ❡$ pi ❡#$ ❧❛ ❢)05✉❡♥❝❡ ❛$$❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧-❧❡ i ❞❛♥# $♦✉$❡ ❧❛ )0❣✐♦♥ A✳

❘❡♠❛01✉❡ ✷✳✸✳✶✳✺✳ ◆♦$♦♥# 5✉❡ pi ❞0#✐❣♥❡ 0❣❛❧❡♠❡♥$ ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐$0 5✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ 0❝❤❛♥✲

$✐❧❧♦♥♥0 ❛✉ ❤❛#❛)❞ ❞❛♥# A #♦✐$ ❞❡ $②♣❡ i✳

❚❤!♦06♠❡ ✷✳✸✳✶✳✻✳ ❊♥ 0❝)✐✈❛♥$ r = |x− y|✱

E[F(x, y)] = 1− Pr[T > t∗]
PA[T > t∗]

= F (r).

❉0♠♦♥#$)❛$✐♦♥✳ >♦✉- ♠♦♥(-❡- ❝❡ -.2✉❧(❛(✱ ♥♦✉2 ❛❧❧♦♥2 ✉(✐❧✐2❡- ❧❡ ❢❛✐( *✉❡ ❧❡2 ❢-.*✉❡♥❝❡2 ❛❧❧.❧✐*✉❡2

❞❛♥2 A 2♦♥( ❛✉ *✉❛2✐✲.*✉✐❧✐❜-❡ ❞❡♣✉✐2 ❧❡ (❡♠♣2 t∗ ❛✈❛♥( ❧❡ ♣-.2❡♥(✳

>♦✉- ❝♦♠♠❡♥❝❡-✱ .❝-✐✈♦♥2 pij ♣♦✉- ❧❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐(. *✉❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉2 .❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥.2 ❛✉ (❡♠♣2

t∗ 2♦✐❡♥( ❞❡ (②♣❡2 i ❡( j✳

◆♦(♦♥2 *✉❡ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 pipj = PA[T > t∗]pij ✱ ♣♦✉- i 6= j✳

✸✾



◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# '❝)✐)❡ ✿

F(x, y) = 1

a− 1

a
∑

i=1

pi(x)pi(y)

pi

− 1

a− 1

❊♥ ♣)❡♥❛♥/ ❧✬❡#♣')❛♥❝❡✱ ♥♦✉# ♦❜/❡♥♦♥# ✿

E[F(x, y)] = 1

a− 1

a
∑

i=1

pi(x)pi(y)

pi

− 1

a− 1

=
1

a− 1

a
∑

i=1

(

Pr[T < t∗]
pi

pi

+ Pr[T > t∗]
pii

pi

)

− 1

a− 1

E[F(x, y)] = 1− a

a− 1
Pr[T > t∗] +

1

a− 1
Pr[T > t∗]

a
∑

i=1

pii

pi

= 1− a

a− 1
Pr[T > t∗] +

1

a− 1
Pr[T > t∗]

a
∑

i=1

1

pi



pi −
a

∑

j=1,j 6=i

pij





= 1− a

a− 1
Pr[T > t∗] +

1

a− 1
Pr[T > t∗]



a−
a

∑

i=1

a
∑

j=1,j 6=i

1

pi

pij





= 1− 1

a− 1
Pr[T > t∗]

a
∑

i=1

a
∑

j=1,j 6=i

1

pi

pipj

PA[T > t∗]

= 1− Pr[T > t∗]
PA[T > t∗]

1

a− 1

a
∑

i=1

a
∑

j=1,j 6=i

pj

= 1− Pr[T > t∗]
PA[T > t∗]

= F (r)

❘❡♠❛$%✉❡ ✷✳✸✳✶✳✼✳ F(x, y) ❢♦✉#♥✐& ❛✐♥(✐ ✉♥❡ (&❛&✐(&✐*✉❡ (✉# ❧❛*✉❡❧❧❡ ❡✛❡❝&✉❡# ❧❛ ♠/&❤♦❞❡ ❞✉

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈#❛✐(❡♠❜❧❛♥❝❡✳

✷✳✸✳✷ ❯♥❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈(❛✐2❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉( ❧✬✐♥❢7(❡♥❝❡

❊♥ ❣'♥')❛❧✱ ❧❛ ♠'/❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ #❡❝/✐♦♥ ♣)'❝'❞❡♥/❡ ♥♦✉# ♠8♥❡ 9 ✿

F (r) ≃ log(r/r)

N + log(r/κ)
✭✷✳✶✸✮

♦@ ❧✬'❝❤❡❧❧❡ ✓ ❧♦❝❛❧❡ ✔ κ ❡#/ ❝❤♦✐#✐❡ /❡❧❧❡ C✉❡

F (0) ≃ log(r/κ)

N + log(r/κ)
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♦! r ❡#$ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣+♦♠+$,✐.✉❡ ❞❡ ❧❛ #+♣❛,❛$✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉# +❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥+# ✉♥✐❢♦,♠+♠❡♥$ ❛✉

❤❛#❛,❞ ❞❛♥# A✱ 8 ❧✬❡①❝❡♣$✐♦♥ .✉❡ ♥♦✉# ,❡♠♣❧❛:♦♥# ❧❡# #+♣❛,❛$✐♦♥# ✐♥❢+,✐❡✉,❡# 8 κ ♣❛, κ✱ ♣♦✉,
+✈✐$❡, .✉❡ :❛ ❡①♣❧♦#❡✳

❈❡❝✐ #✉❣❣=,❡ ✐♠♠+❞✐❛$❡♠❡♥$ .✉❡ ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ♦❜$❡♥✐, ✉♥❡ ❡#$✐♠❛$✐♦♥ ♣♦✉, N ❡$ κ ♣❛, ✉♥❡

,+❣,❡##✐♦♥ ❞❡ F (r) #✉, log r✳

?,❡♠✐=,❡♠❡♥$✱ #✐ ♥♦✉# +❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥♦♥# n ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥$# ❞✐#$✐♥❝$# ❞❛♥# A ✭♦! ❝❤❛.✉❡ ♣❛✐,❡

❞✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥$# ❞✐#$✐♥❝$# ❡#$ #+♣❛,+❡ ♣❛, ✉♥❡ ❞✐#$❛♥❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥# κ✮✱ ♣♦✉, ❝❛❧❝✉❧❡, F ✱ ♥♦✉# ❞❡✈♦♥#
❞✬❛❜♦,❞ ❡#$✐♠❡, ❧❛ ✈❛❧❡✉, ❝♦,,❡#♣♦♥❞❛♥$❡ 8 r✱ ✐❧ #✬❛❣✐$ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣+♦♠+$,✐.✉❡ ✭♠♦❞✐✜+❡✮

❞❡ ❧❛ ❞✐#$❛♥❝❡ ❡♥$,❡ $♦✉$❡# ❧❡# ♣❛✐,❡# ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉# +❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥+❡#✳ ❈❡❧❛ ❝♦,,❡#♣♦♥❞ 8 n(n − 1)
♣❛✐,❡# ❞❡ #+♣❛,❛$✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡$ n ♣❛✐,❡# ❞❡ #+♣❛,❛$✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❀ ✐❧ #✬❛❣✐$ ❞❡# $❡,♠❡# ❞✐❛❣♦♥❛✉①✱

.✉✐ #♦♥$ ,❡♠♣❧❛❝+# ♣❛, κ✳ ❆✐♥#✐✱ ♥♦✉# ♦❜$❡♥♦♥# ✿

n2 log r = n(n− 1) log(r∗) + n log κ

♦! r∗ ❝♦,,❡#♣♦♥❞ 8 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣+♦♠+$,✐.✉❡ ❜❛#+❡ #✉, ❧❡# n(n − 1) ♣❛✐,❡# ❞❡ #+♣❛,❛$✐♦♥ ♥♦♥

♥✉❧❧❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✳

log

(

r

κ

)

=

(

1− 1

n

)

log

(

r∗

κ

)

=
F (0)

1− F (0)N

❡! ❧❛ $%❣$❡''✐♦♥ ❞❡ F (r) '✉$ log(r) ❛ ♣♦✉$ ♣❡♥!❡ ✿

m =
1

N + log(r/κ)
=
1− F (0)
N

❉%♠♦♥'!$❛!✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡

n2 log r = n(n− 1) log(r∗) + n log κ,

❛❧♦,#

n2 log

(

r

κ

)

= n(n− 1) log(r∗) + (n− n2) log κ.

❉✬♦!

log

(

r

κ

)

=
n− 1

n
log(r∗) +

1− n
n

log κ,

❞♦♥❝

log

(

r

κ

)

=
n− 1

n
log

(

r∗

κ

)

=

(

1− 1

n

)

log

(

r∗

κ

)

.

❉❡ ♣❧✉# ❞✬❛♣,=# ✭✷✳✶✸✮✱

F (0) =
log(r/κ)

N + log(r/κ)
.

❉♦♥❝

log

(

r

κ

)

= F (0)N + F (0) log

(

r

κ

)

,

❛✉$,❡♠❡♥$ ❞✐$✱

log

(

r

κ

)

=
F (0)

1− F (0)N .

✹✶



❉❡ (2.13)✱ ♥♦✉& ❞(❞✉✐&♦♥& ❧❛ ♣❡♥-❡ ❞❡ ❧❛ .(❣.❡&&✐♦♥ ❞❡ F (r) &✉. log(r) ✿

m =
1

N + log(r/κ)
,

❡- ❡♥ &✉❜&-✐-✉❛♥- ❧✬❡①♣.❡&&✐♦♥ ♦❜-❡♥✉❡ ♣♦✉. log(r/κ)✱ ♥♦✉& ♦❜-❡♥♦♥& ✿

m =
1− F (0)
N .

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✸✳✷✳✷✳

N ∼ 1− F (0)
m

, κ ∼ r∗ exp
(

−F (0)
m

n

n− 1

)

.

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ▲✬(5✉✐✈❛❧❡♥- ♣♦✉. N ❞(❝♦✉❧❡ ✐♠♠(❞✐❛-❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❡①♣.❡&&✐♦♥ ❞❡ m ❞❛♥& ❧❛

♣.♦♣♦&✐-✐♦♥ ♣.(❝(❞❡♥-❡✳ ❊♥ ❝❡ 5✉✐ ❝♦♥❝❡.♥❡ κ✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ✭♣❛. ❧❛ ♣.♦♣♦&✐-✐♦♥ ♣.(❝(❞❡♥-❡✮ ✿
(

1− 1

n

)

(log(r∗)− log(κ)) =
F (0)

1− F (0)N ,

❞♦♥❝

n− 1

n
log(κ) =

n− 1

n
log(r∗)− F (0)

1− F (0)N ,

❞✬♦=

log(κ) = log(r∗)− n

n− 1

F (0)

1− F (0)N ,

❡- ❝♦♠♠❡ m = (1− F (0))/N ✱

log(κ) = log(r∗)− nF (0)

(n− 1)m
.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥-

κ ∼ r∗ exp
(

−F (0)
m

n

n− 1

)

.

❘❡♠❛$-✉❡ ✷✳✸✳✷✳✸✳ +✉✐%-✉❡ ❧❛ '❡❧❛&✐♦♥ ❡%& ❥✉%&❡ ❧♦❣❛'✐&❤♠✐-✉❡✱ ✐❧ ♣❡✉& ② ❛✈♦✐' ♣❡✉ ❞❡ ♣✉✐%✲

%❛♥❝❡ ❞❛♥% ✉♥❡ ♠!&❤♦❞❡ ❜❛%!❡ %✉' ❧❛ '!❣'❡%%✐♦♥✳ ◆♦✉% ♥♦✉% ❛&&❡♥❞♦♥% < ♦❜&❡♥✐' ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉'❡

❡%&✐♠❛&✐♦♥ ❡♥ ✉&✐❧✐%❛♥& ❧❛ ♠!&❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈'❛✐%❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❛%! %✉' F (r) ♣♦✉' ❡%&✐♠❡'
❧❡ ♣❛'❛♠>&'❡ N ✳

◆♦✉& ❢❛✐&♦♥& ❧✬❛♣♣.♦①✐♠❛-✐♦♥ 5✉❡ ❧❡& ✢✉❝-✉❛-✐♦♥& ❞❛♥& ❧❡& ❢.(5✉❡♥❝❡& ❛❧❧(❧✐5✉❡& &♦♥- ♣❡-✐-❡&✱

❞❡ &♦.-❡ 5✉❡ ♥♦✉& ♣♦✉✈♦♥& ❧❡& ❛♣♣.♦❝❤❡. ♣❛. ✉♥❡ ❞✐&-.✐❜✉-✐♦♥ ❣❛✉&&✐❡♥♥❡ ♠✉❧-✐✈❛.✐(❡✱ ❞♦♥- ♥♦✉&

.❛♣♣❡❧♦♥& ❧❛ ❞(✜♥✐-✐♦♥✳

❉"✜♥✐3✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✹✳ ❯♥❡ ❞✐%&'✐❜✉&✐♦♥ ●❛✉%%✐❡♥♥❡ ♠✉❧&✐✈❛'✐!❡✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ d✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ m
❡& ❞❡ ♠❛&'✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛'✐❛♥❝❡ Σ ❡%& ❞!✜♥✐❡ ♣❛' ✿

fN(µ,Σ)
(x) =

1

(2π)d/2
√

det(Σ)
exp

(

−1
2
(x−m)TΣ−1(x−m)

)

✹✷



❘❡♠❛$%✉❡ ✷✳✸✳✷✳✺✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ✐#♦)*♦♣✐,✉❡✱ Σ = σ2
■❞✳

◆♦✉# $❝&✐✈♦♥# FST ♣♦✉& ❧❛ ♠❛.&✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡ ♥♦&♠❛❧✐#$❡ &$#✉❧.❛♥.❡✳

❙✉♣♣♦#♦♥# 3✉❡ ♥♦✉# $❝❤❛♥.✐❧❧♦♥♥♦♥# 5 ♣❛&.✐& ❞✬✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥$ ❞❡ n ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥.#

X1, · · · , Xn ❞❡ ❞✐#.&✐❜✉.✐♦♥ ❣❛✉##✐❡♥♥❡ N(0,F ∗) ❛✈❡❝ F
∗
✱ ♠❛.&✐❝❡ ❞❡# ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡# ❛..❡♥❞✉❡#✱

✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ◆♦✉# ❞$#✐❣♥❡&♦♥# ♣❛& F̃ ❧❛ ♠❛.&✐❝❡ ❞❡# ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡# ♦❜#❡&✈$❡# ✭❡♠♣&✐&✐3✉❡#✮ ✿

F̃ =
1

n

n
∑

i=1

XiX
T
i .

❆❧♦&# ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ✈&❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡#. ❞♦♥♥$❡ ♣❛& ✿

L =
n
∏

i=1

1
√

(2π)d det(F ∗)
exp

(

XT
i F

∗−1Xi

)

❊♥ #✉♣♣&✐♠❛♥. ❧❡# .❡&♠❡# ♥❡ ❞$♣❡♥❞❛♥. ♣❛# ❞❡ F ∗✱ ♥♦✉# ♦❜.❡♥♦♥#✱ 5 ✉♥❡ ❝♦♥#.❛♥.❡ ♣&@#✱ 3✉❡
❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈&❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡#. ❞♦♥♥$❡ ♣❛& ✿

log(L) = log

((

1
√

det(F ∗)

)n)

+ log exp

(

−1
2

n∑

i=1

XT
i F

∗−1Xi

)

= −n
2
log (det(F ∗))− 1

2

n∑

i=1

XT
i F

∗−1Xi

= −n
2
log (det(F ∗))− n

2
〈F ∗−1, F̃ 〉F

∝ −1
2

(

log (det(F ∗)) + 〈F ∗−1, F̃ 〉F
)

❋✐♥❛❧❡♠❡♥.✱ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈&❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡#. ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿

log(L) = −1
2



log(det(F ∗)) +
∑

j,k

F̃j,kF
∗
j,k
−1





◆♦✉# ❛♣♣&♦❝❤♦♥# FST ✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥# ✭✷✳✶✸✮✱ ❡♥ &❡♠♣❧❛F❛♥. r ♣❛& κ #✉& ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❡#.✐♠$ ❧❛ ❢&$3✉❡♥❝❡ ❞✬❛❧❧@❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ 5 ♣❛&.✐& ❞❡# ❞♦♥♥$❡#✱ ❧❛ ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡

❞❡# ❞$✈✐❛.✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡#.

F ∗j,k = FST j,k − FST j,∗ − FST ∗,k + FST ∗,∗,

♦I ∗ &❡♣&$#❡♥.❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ #✉& ✉♥ ✐♥❞❡①✳

❈❡..❡ ♠❛.&✐❝❡ ❡#. #✐♥❣✉❧✐@&❡✱ ❛②❛♥. ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ♣&♦♣&❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡. ❞♦♥❝ det(F ∗) ❡#. ❝❛❧❝✉❧$
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣&♦❞✉✐. ❞❡ n− 1 ✈❛❧❡✉&# ♣&♦♣&❡# #.&✐❝.❡♠❡♥. ♣♦#✐.✐✈❡#✳

K♦✉& ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥.# ❞♦♥♥$✱ F ∗ ❞$♣❡♥❞ ✉♥✐3✉❡♠❡♥. ❞❡ κ ❡. ❧✬❡#.✐♠❛.❡✉& ❞✉
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈&❛✐#❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉& N ♣❡✉. L.&❡ .&♦✉✈$ ❡①♣❧✐❝✐.❡♠❡♥. ✿

N̂ =
n− 1

∑

j,k F̃j,kF
∗
j,k
−1
− log(r/κ).

✹✸



✷✳✸✳✸ ❘$%✉❧(❛(% ❜❛%$% %✉+ ❧❡% ❢+$.✉❡♥❝❡% ❛❧❧$❧✐.✉❡%

▲❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✶ ♠♦♥-%❡ ❧❛ ❝♦✈❛%✐❛♥❝❡ ♥♦%♠❛❧✐23❡ ❞❡2 ❢%36✉❡♥❝❡2 ❛❧❧3❧✐6✉❡2 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞✐2-❛♥❝❡ ♣♦✉% ✉♥ ♠♦❞8❧❡ 2-❡♣♣✐♥❣ 2-♦♥❡ 2✉% Z
2
❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐❣%❛-✐♦♥ ❞✉ ♣❧✉2 ♣%♦❝❤❡ ✈♦✐2✐♥✳

❆♣%82 200 ❣3♥3%❛-✐♦♥2✱ ♣♦✉% ❞❡2 ❡2♣❛❝❡♠❡♥-2 ❞❡ ❞8♠❡2 ✐♥❢3%✐❡✉%2 < 7✱ ❝✬❡2- -%82 ♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣%♦①✐♠❛-✐♦♥ ❧♦❣❛%✐-❤♠✐6✉❡ ✭✷✳✶✸✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥-%❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✷✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✸ ♠♦♥-%❡ ❧❡ %32✉❧-❛- ❞❡ ❧✬✉-✐❧✐2❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %3❣%❡22✐♦♥ ❞❡ F (r) 2✉% log r ♣♦✉%

❡2-✐♠❡% N ✱ ♣♦✉% ❧❡2 2✐♠✉❧❛-✐♦♥2 ❞✉ ♠♦❞8❧❡ 2-❡♣♣✐♥❣ 2-♦♥❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✹ ♠♦♥-%❡ ❧❛ 2✉%❢❛❝❡
❞❡ ✈%❛✐2❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉% ❧❡2 ♣❛%❛♠8-%❡2 N ❡- κ ♦❜-❡♥✉❡ ♣❛% ❧✬❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞✉ 2❝❤3♠❛ ♣%32❡♥-3 ❛✉
♣❛%❛❣%❛♣❤❡ ♣%3❝3❞❡♥-✱ ♣♦✉% ❧❛ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ 2✐♠✉❧3❡ ❡♥ ✜❣✉%❡ ✷✳✶✳

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❬❇❛%-♦♥ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❈♦✈❛%✐❛♥❝❡ ♥♦%♠❛❧✐23❡ ❞❡2 ❢%36✉❡♥❝❡2 ❛❧❧3❧✐6✉❡2✱ F ✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞✐+&❛♥❝❡ ♣♦✉. ✉♥ ♠♦❞0❧❡ +&❡♣♣✐♥❣ +&♦♥❡✳ ❯♥❡ ❣.✐❧❧❡ ❞❡ ❞0♠❡+ 40×40✱ ❝❤❛❝✉♥ ❛✈❡❝ 2N = 20
✐♥❞✐✈✐❞✉+ ❤❛♣❧♦6❞❡+✱ +✐♠✉❧7❡ ♣♦✉. 200 ❣7♥7.❛&✐♦♥+ ❀ ✐❧ ② ❛✈❛✐& ♠✐❣.❛&✐♦♥ ❡♥&.❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡+ :✉❛&.❡+

♣❧✉+ ♣.♦❝❤❡+ ✈♦✐+✐♥+✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢.❛❝&✐♦♥ ❞❡ ♠✐❣.❛♥&+ ✈❡.+ ✉♥ ✈♦✐+✐♥ ❞♦♥♥7 7❣❛❧❡ ; m/2 = 0.125✳
■❧ ② ❛✈❛✐& &.♦✐+ ❛❧❧0❧❡+✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉. ❢.7:✉❡♥❝❡+ ✐♥✐&✐❛❧❡+ {0.1, 0.4, 0.5}✱ ❡& ❛✉❝✉♥❡ ♠✉&❛&✐♦♥✳ ▲❡+

♣♦✐♥&+ ✐♥❞✐:✉❡♥& ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 10 .7♣7&✐&✐♦♥+ ✐♥❞7♣❡♥❞❛♥&❡+ ❛✉① &❡♠♣+ 10, 20, 50, 100, 200 ✭❞❡

❜❛+ ❡♥ ❤❛✉&✮ ❀ ❧❡+ ❧✐❣♥❡+ .❡❥♦✐❣♥❡♥& ❧❡+ ♣.7❞✐❝&✐♦♥+ &❤7♦.✐:✉❡+ ♣♦✉. ❝❡ ♠♦❞0❧❡ +♣❛&✐❛❧ ❞✐+❝.❡&✱

❝❡ :✉✐ ♣❡.♠❡& ❞✬❡+&✐♠❡. ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ; ♣❛.&✐. ❞❡+ ✈❛❧❡✉.+ .7❛❧✐+7❡+✳ ▲✬❛❝❝♦.❞ ❡+&

♣.♦❝❤❡✱ ; ❧✬❡①❝❡♣&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡&✐&❡ +♦✉+✲❡+&✐♠❛&✐♦♥ ❞❡ F (0)✳ ❈❡&&❡ +✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♣♦✉..❛✐& .❡♣.7+❡♥&❡.

❧✬7❝❤❛♥&✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❞✐① ❧♦❝✐ ✐♥❞7♣❡♥❞❛♥&+ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ 40× 40 ❞0♠❡+✳
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❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❬❇❛&'♦♥ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❈♦✈❛&✐❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐7'❛♥❝❡ ♣♦✉& ✉♥ 7♦✉7✲;❝❤❛♥'✐❧❧♦♥

❞❡ ❞=♠❡7 10×10✱ '✐&; ❞❡ ❞✐① &;❛❧✐7❛'✐♦♥7 ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ 40×40 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶ ❀ ❝❡ C✉✐ ♣❡✉' D'&❡
❝♦♥7✐❞;&; ❝♦♠♠❡ ✉♥ ;❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❞✐① ❧♦❝✐ ✐♥❞;♣❡♥❞❛♥'7✱ ♣✉✐7C✉❡ ❧❡7 ❢&;C✉❡♥❝❡7 ❛❧❧;❧✐C✉❡7

E ❝❤❛C✉❡ ❧♦❝✉7 ;✈♦❧✉❡♥' ✐♥❞;♣❡♥❞❛♠♠❡♥'✳ ❈❤❛C✉❡ ♣♦✐♥' ❡7' ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ 7✉& ❞✐① &;❛❧✐7❛'✐♦♥7 ❀

❞✐✛;&❡♥'7 ♣♦✐♥'7 7♦♥' ❞✐✛;&❡♥'7 ❡♥❞&♦✐'7 ❞❡ ❧❛ ❣&✐❧❧❡ 10 × 10✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ &♦✉❣❡ ❡7' ❧❛ ♣&;❞✐❝'✐♦♥

'❤;♦&✐C✉❡✱ ❡' ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♥♦✐&❡✱ ❧❛ 7✐♠♣❧❡ ♣&;❞✐❝'✐♦♥ ❡♥ 7✉♣♣♦7❛♥' C✉❡ F (r) = (1−F (0))/N log(c/r)✱
F (0) ;'❛♥' ❡7'✐♠; E ♣❛&'✐& ❞❡ ❧✬;❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡7' ✐♥❞;♣❡♥❞❛♥' ❞❡ ❧❛ ❝♦♥7'❛♥'❡ c✳ ❈❡❧❛

♣❡✉' D'&❡ &;;❝&✐' 7♦✉7 ❧❛ ❢♦&♠❡ log(r/r)/(N + log(r/κ)) ♦J κ = 0.57 ❡7' ❡7'✐♠; E ♣❛&'✐& ❞❡

r exp(−NF (0)/(1−F (0))✳ ▲❛ ♣&;❞✐❝'✐♦♥ '❤;♦&✐C✉❡ ❝♦&&❡7♣♦♥❞ ❜✐❡♥ ✿ ❝✬❡7' ❞❡♥'❡❧; ❝❛& F ({1, 1})
❡7' ❧;❣=&❡♠❡♥' ✐♥❢;&✐❡✉& E F ({0, 2}) ♠D♠❡ 7✐ {1, 1} ❡7' ♣❧✉7 ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦&✐❣✐♥❡ C✉❡ {0, 2}✳ ▲❛
❝♦✉&❜❡ ♥♦✐&❡ ❡7' ❧❛ ♣&;❞✐❝'✐♦♥ ❧♦❣❛&✐'❤♠✐C✉❡ ♥❛M✈❡✱ ❛❥✉7';❡ E F (0) = 0, 062 ♦❜7❡&✈;✳ ❈❡❧❛ ❞;❝&♦O'

✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥7 ✈✐'❡ C✉❡ ♣&;✈✉ ✿ ♥♦✉7 ♦❜'❡♥♦♥7 F (0) = 0, 106 E ♣❛&'✐& ❞❡ ❧❛ &;❣&❡77✐♦♥ ❞❡ F 7✉&

log r✱ ❝❡ C✉✐ ❞❡✈&❛✐' ❛✈♦✐& ❝♦♠♠❡ ♣❡♥'❡ (1− F (0))/N ✳

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❬❇❛&'♦♥ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❊7'✐♠❛'✐♦♥7 ❞❡N ✱ ❝❤❛❝✉♥❡7 ❜❛7;❡7 7✉& ❞✐① &;❛❧✐7❛'✐♦♥7 ✐♥❞;♣❡♥✲

❞❛♥'❡7 ✭&❡♣&;7❡♥'❛♥' ❞✐① ❧♦❝✐ ✐♥❞;♣❡♥❞❛♥'7✮✳ ❈❡7 ❡7'✐♠❛'✐♦♥7 7♦♥' ;'❛❜❧✐❡7 E ♣❛&'✐& ❞❡ ❧❛ ♣❡♥'❡

❞❡ ❧❛ &;❣&❡77✐♦♥ ❞❡ FST 7✉& log r✳ ▲❛ &;♣❛&'✐'✐♦♥ ♠♦♥'&❡ 49 &;♣;'✐'✐♦♥7 ❞❡ ♣❛'❝❤7 10×10✱ ♣&;❧❡✈;7
7✉& ❧❛ ♠D♠❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ 40 × 40✱ ♠❛✐7 E ♣❛&'✐& ❞❡ {{1, 1}, {6, 1}, · · · , {1, 6}, · · · , {31, 31}}✱ ❝❡
C✉✐ &❡♣&;7❡♥'❡ ❧❛ ✈❛&✐❛'✐♦♥ ❞❡7 ❡7'✐♠❛'✐♦♥7 C✉✐ 7❡&❛✐❡♥' ♦❜'❡♥✉❡7 ♣❛& ;❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ E ♣❛&'✐&

❞✬❡♥❞&♦✐'7 ❞✐✛;&❡♥'7 ❛✉ 7❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐7'&✐❜✉'✐♦♥ 7'❛'✐♦♥♥❛✐&❡ ❀ ♣✉✐7C✉❡ ❧❡7 &;♣;'✐'✐♦♥7 7♦♥' ❝♦&&;✲

❧;❡7✱ ❝❡❧❛ 7♦✉7✲❡7'✐♠❡ ❧❛ ✈❛&✐❛'✐♦♥ ❡♥'&❡ ❧❡7 &;❛❧✐7❛'✐♦♥7 ✐♥❞;♣❡♥❞❛♥'❡7✳ ▲❛ ✢=❝❤❡ ♥♦✐&❡ ♠♦♥'&❡

❧❡ ✈&❛✐ N = 4π× 10× 0, 25 = 31, 4 ❡' ❧❛ ✢=❝❤❡ &♦✉❣❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ 7✉& ❧❡7 &;♣;'✐'✐♦♥7 C✉✐ ❡7' ✉♥❡

❧;❣=&❡ 7✉&✲❡7'✐♠❛'✐♦♥✱ 33.2✳ ❈❡ ❜✐❛✐7 ❡7' ❡♥❝♦&❡ ♣❧✉7 ♣❡'✐' C✉❡ ❧❛ ❞✐✛;&❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥'&❡ ❧❡7

❡7'✐♠❛'✐♦♥7 ❞❡ N ♦❜'❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥7✐❞;&❛♥' ❞✐✛;&❡♥'7 ❣&♦✉♣❡7 ❞❡ ♣❛'❝❤7 10× 10✳
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❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❬❇❛'(♦♥ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❙✉'❢❛❝❡ ❞❡ ✈'❛✐9❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❛9<❡ 9✉' ❞✐① ❧♦❝✐ <❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥<9

? ♣❛'(✐' ❞✬✉♥ ♣❛(❝❤ 10 × 10 ❞❛♥9 ❧❛ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ 40 × 40 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✶ ❀ ❧❛ ❧♦❣✲✈'❛✐9❡♠❜❧❛♥❝❡

❡9( ('❛❝<❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ N ✭❡♥ ❛❜9❝✐99❡✮ ❡( κ ✭❡♥ ♦'❞♦♥♥<❡✮✳ ▲✬❡9(✐♠❛(❡✉' ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡

✈'❛✐9❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭♣♦✐♥( '♦✉❣❡✮ ❡9( N = 34.75✱ κ = 0, 475 ❀ ❧❡9 ✈'❛✐9 N = 31.4✱ κ = 0, 48 ✭♣♦✐♥(

♥♦✐'✮✱ ❛✈❡❝ ❧♦❣✲✈'❛✐9❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❧✉9 ❢❛✐❜❧❡ I✉❡ 1.5✳ ▲❡9 ❝♦♥(♦✉'9 9♦♥( ❡9♣❛❝<9 ❞❡ ❞❡✉① ✉♥✐(<9 ❞❡

❧♦❣✲✈'❛✐9❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞❡ (❡❧❧❡ 9♦'(❡ I✉❡ ❧❡ ❝❡'❝❧❡ ✐♥(<'✐❡✉' ✐♥❞✐I✉❡ ❧❡9 ❧✐♠✐(❡9 ❞✬❛♣♣✉✐ ♣♦✉' ❝❤❛I✉❡

♣❛'❛♠J('❡✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

◆♦✉9 ♥♦✉9 9♦♠♠❡9 ❝♦♥❝❡♥('<9 9✉' ❞❡9 ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥9 '<♣❛'(✐❡9 9✉' ❞❡✉① ❞✐♠❡♥9✐♦♥9✳ ▲✬❛'❣✉✲

♠❡♥( ❝❡♥('❛❧ <(❛♥( I✉❡ ❧❡9 ❞✐✛<'❡♥(❡9 ❛♣♣'♦❝❤❡9 9♦♥( ❛♣♣'♦♣'✐<❡9 ? ❞✐✛<'❡♥(❡9 <❝❤❡❧❧❡9✳ ◆♦✉9 ♥❡

♣♦✉✈♦♥9 ♣❛9 ❡9♣<'❡' ❞<❞✉✐'❡ (♦✉9 ❧❡9 ❞<(❛✐❧9 ❞❡ ❧✬❤✐9(♦✐'❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ♠❛✐9 ♥♦✉9 ♥❡

♣♦✉✈♦♥9 ♣❛9 9✉♣♣♦9❡' I✉❡ ❧❡9 ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥9 ❛✐❡♥( ❛((❡✐♥( ❧✬<I✉✐❧✐❜'❡ 9✉' ❞❡ ❣'❛♥❞❡9 <❝❤❡❧❧❡9 9♣❛✲

(✐❛❧❡9 ❡( (❡♠♣♦'❡❧❧❡9✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❡♥ 9❡ ❝♦♥❝❡♥('❛♥( 9✉' ❞❡9 <❝❤❛♥(✐❧❧♦♥9 ♣'<❧❡✈<9 9✉' ❞❡9 ♣❛(❝❤❡9

❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡9✱ ♥♦✉9 ♣♦✉✈♦♥9 ❢❛✐'❡ ❞❡9 ❡9(✐♠❛(✐♦♥9 '♦❜✉9(❡9 ❡♥ 9✉♣♣♦9❛♥( ✉♥ I✉❛9✐✲<I✉✐❧✐❜'❡ ❧♦❝❛❧✳

▲❡9 ✐♥❢<'❡♥❝❡9 ❢♦♥❞<❡9 9✉' ❧❡9 ✢✉❝(✉❛(✐♦♥9 ❞❡9 ❢'<I✉❡♥❝❡9 ❛❧❧<❧✐I✉❡9 ❞<♣❡♥❞❡♥( ❞❡ ❧❛ ❞✐9('✐✲

❜✉(✐♦♥ ❞❡9 ♠♦♠❡♥(9 ♦O ❧❡9 ❣J♥❡9 <❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥<9 ? ✉♥❡ ❝❡'(❛✐♥❡ ❞✐9(❛♥❝❡ r ❧❡9 ✉♥9 ❞❡9 ❛✉('❡9

♦♥( ♣❛'(❛❣< ✉♥ ❛♥❝P('❡ ❝♦♠♠✉♥✳ ❙✐ ♥♦✉9 <❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥♦♥9 9✉' ❞❡9 ♣❛(❝❤❡9 ❧♦❝❛✉①✱ ❛❧♦'9 ♥♦✉9

♣♦✉✈♦♥9 9❡✉❧❡♠❡♥( ❡9(✐♠❡' ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐9✐♥❛❣❡✱ N ✿ ❧✬✐♥❢♦'♠❛(✐♦♥ 9✉' ❧❡ (❛✉① ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❣J♥❡9✱

σ2
✱ ❡9( ♣❡'❞✉❡✳ ▲❛ '❡❧❛(✐♦♥ ❧♦❣❛'✐(❤♠✐I✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐9(❛♥❝❡ ❞♦✐( ❝❡99❡' ? ✉♥❡ <❝❤❡❧❧❡ 9✉✣9❛♠♠❡♥(

♣❡(✐(❡✱ ∼ κ✱ ♣✉✐9I✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ 9✐♠✐❧❛'✐(< ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐(❡ 9✉♣<'✐❡✉'❡✱ F (0) := F (κ)✳

▲❡9 '<9✉❧(❛(9 ❞<♣❡♥❞❡♥( ❞❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉(✐♦♥ ❞❡ 9✐♠✐❧❛'✐(< ❛✈❡❝ log r✱ ❝❡ I✉✐ ❡9( ♣'♦♣'❡ ? ❧✬✐9♦❧❡✲

♠❡♥( ♣❛' ❧❛ ❞✐9(❛♥❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥9✐♦♥9✳ ▲❛ (❤<♦'✐❡ ❞❡ ❧✬✐9♦❧❡♠❡♥( ♣❛' ❧❛ ❞✐9(❛♥❝❡✱ ♦'✐❣✐♥❛✐'❡ ❞❡

❲'✐❣❤( ❡( ▼❛❧<❝♦(✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛❞'❡ 9♦❧✐❞❡ ♣♦✉' ❧❛ ❝♦♠♣'<❤❡♥9✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '<♣❛'(✐(✐♦♥ 9♣❛(✐❛❧❡ ❡♥

❞❡✉① ❞✐♠❡♥9✐♦♥9✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉'♥✐( ✉♥ ♠♦❞J❧❡ ♥❡✉('❡ ❝❧❛✐' ❣'V❝❡ ❛✉I✉❡❧ ♥♦✉9 ♣♦✉✈♦♥9 ❞<(❡❝(❡' ❧❡9 ❡❢✲

❢❡(9 ❞❡ ❧❛ 9<❧❡❝(✐♦♥ ? ❞❡9 ❧♦❝✐ 9♣<❝✐✜I✉❡9✳ ▲❡9 ✐❞<❡9 ❡9I✉✐99<❡9 ✐❝✐ ❧❛✐99❡♥( ♦✉✈❡'(❡9 ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉9❡9

I✉❡9(✐♦♥9 ♣♦✉' ❧✬❛✈❡♥✐'✳

✹✻



❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞)❧❡ ♥❡✉+,❡ ❞❡

β✲❞✐✈❡,/✐+0

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ♣*/#❡♥)❡* ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞3❧❡ ♥❡✉)*❡ ❞❡ β✲❞✐✈❡*#✐)/✱ ❜❛#/ #✉*
❧❡# ❢*/7✉❡♥❝❡# ❞❡# ❡#♣3❝❡#✱ ✐♥#♣✐*/ ❞❡# ❞❡✉① ❛*)✐❝❧❡# ♣*/❝/❞❡♠♠❡♥) /)✉❞✐/#✳

:♦✉* /)✉❞✐❡* ❧❛ β✲❞✐✈❡*#✐)/✱ ♥♦✉# ♣*♦♣♦#♦♥# ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞3❧❡✱ )♦✉❥♦✉*# #♦✉# ❧✬❤②♣♦)❤3#❡
❞❡ ♥❡✉)*❛❧✐)/✱ ❧❡ #♦*) ❞✬✉♥ ❛*❜*❡ ❡#) ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥) ❞❡ #♦♥ ❡#♣3❝❡ ❡) ❧❛ ❞✐#♣❡*#✐♦♥ ❞❡# ❣*❛✐♥❡# ❡#)

❧✐♠✐)/❡ ? ♣❛*)✐* ❞❡# ♣❛*❡♥)#✳ ◆♦✉# ❞/✜♥✐##♦♥# ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞✐##✐♠✐❧❛*✐)/ 7✉✐ ♣❡*♠❡))*❛ ❞✬♦❜)❡♥✐*

❞❡# ❡#)✐♠❛)✐♦♥# ❝♦♥❝❡*♥❛♥) ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ #✐♠✐❧❛*✐)/ F (r)✳ ◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ♦❜)❡♥✐* #♦♥ ❡#♣/*❛♥❝❡✱
♠❛✐# ♣♦✉* ❛✈♦✐* ✉♥❡ ❡①♣*❡##✐♦♥ ❞❡ #❛ ✈❛*✐❛♥❝❡✱ ♥♦✉# ❞❡✈♦♥# ✐♥)*♦❞✉✐*❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝)✐♦♥

❞❡ #✐♠✐❧❛*✐)/✱ ❞✐)❡ ✓ ♣❛* ♣❛✐*❡# ✔✱ F (4)
✱ 7✉✐ ❞/#✐❣♥❡ ❧❛ ♣*♦❜❛❜✐❧✐)/ 7✉❡ 7✉❛)*❡ ❛*❜*❡# ♣*✐# ❛✉

❤❛#❛*❞ ❢♦*♠❡♥) ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡# ❞✬❛*❜*❡# ❝♦♥#♣/❝✐✜7✉❡#✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉# ❞/❞✉✐#♦♥# ❞❡# ❡#)✐♠❛)❡✉*#

♣♦✉* F (0) ❡) F (r)✱ ❡) ♥♦✉# *❡❣❛*❞♦♥# 7✉❡❧❧❡# ✐♥❢♦*♠❛)✐♦♥# ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# */✉##✐* ? ♦❜)❡♥✐* ❡♥ ❝❡
7✉✐ ❝♦♥❝❡*♥❡ ❧❡# ♣❛*❛♠3)*❡# σ ❡) ν✳

✸✳✶ ▼♦❞&❧❡

❖♥ ❝♦♥#✐❞3*❡ A ❡) B ❞❡✉① ♣❛*❝❡❧❧❡# ❞✬❛*❜*❡# ❞✐#❥♦✐♥)❡# #/♣❛*/❡# ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉)*❡ ♣❛* ✉♥❡

❞✐#)❛♥❝❡ r✳ ▲❛ ❞✐#)*✐❜✉)✐♦♥ #♣❛)✐❛❧❡ ❞❡# ❛*❜*❡# ❡#) ✉♥ ♣*♦❝❡##✉# ♣♦♥❝)✉❡❧ ❞❡ :♦✐##♦♥ ❞✬✐♥)❡♥#✐)/
ρ✳ ▲❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♣♦✐♥)# 7✉✐ )♦♠❜❡♥) ❞❛♥# A ❛ ✉♥❡ ❞✐#)*✐❜✉)✐♦♥ ❞❡ :♦✐##♦♥ ❞❡ ♣❛*❛♠3)*❡ ρ|A|✱
♦G |A| ❞/#✐❣♥❡ ❧✬❛✐*❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛*❝❡❧❧❡ A ❡) ❧❡# ♥♦♠❜*❡# ❞❡ ♣♦✐♥)# )♦♠❜❛♥) ❞❛♥# ❞❡# #♦✉#✲❡♥#❡♠❜❧❡#
❞✐#❥♦✐♥)# #♦♥) ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥)#✳

◆♦✉# ♥♦)♦♥# pi(A) ♣♦✉* ❧❛ ♣*♦❜❛❜✐❧✐)/ 7✉✬✉♥ ❛*❜*❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛*❝❡❧❧❡ A #♦✐) ❞✬❡#♣3❝❡ i✱ ♦G i ∈ N✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# ✿

pi(A) =
1

NA

∑

x∼A

1{❛!❜!❡ x ❞✬❡&♣(❝❡ i},

♦G NA ❞/#✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♣♦✐♥)# ❞❛♥# A✳

❈❡))❡ ❡①♣*❡##✐♦♥ ❝♦♥)✐❡♥) ✉♥❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❛❧/❛)♦✐*❡✱ NA✱ 7✉✐ #✉✐) ✉♥❡ ❞✐#)*✐❜✉)✐♦♥ ❞❡ :♦✐##♦♥ ❞❡

♣❛*❛♠3)*❡ ρ|A|✳ :♦✉* ❢❛❝✐❧✐)❡* ❧❡# ❝❛❧❝✉❧#✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❞♦♥❝ *❡♠♣❧❛❝❡* NA ♣❛* #♦♥ ❡#♣/*❛♥❝❡
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❞❛♥# ❧✬❡①♣)❡##✐♦♥ ❞❡ pi(A) ❡, ✜♥❛❧❡♠❡♥, ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✿

pi(A) =
1

ρ|A|
∑

x∼A

1{❛!❜!❡ x ❞✬❡&♣(❝❡ i}

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✶✳✵✳✶✳ pi(A) ♣❡✉# ✈❛❧♦✐) 0✳

❉,✜♥✐0✐♦♥ ✸✳✶✳✵✳✷✳ ❖♥ ❞.✜♥✐# ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞✐%%✐♠✐❧❛)✐*+ ✿

F(A,B) =
∑

i

(pi(A)− pi(B))
2

✭✸✳✶✮

❈❡, ✐♥❞✐❝❡ ✈❛ ♥♦✉# ♣❡)♠❡,,)❡ ❞✬❡#,✐♠❡) ❧❛ #✐♠✐❧❛)✐,9 ❡♥ ❝♦♠♣♦#✐,✐♦♥ ❞✬❡#♣:❝❡# ❞❡# ❞❡✉① ♣❛)✲

❝❡❧❧❡# A ❡, B #9♣❛)9❡# ♣❛) ✉♥❡ ❞✐#,❛♥❝❡ ❞♦♥♥9❡✳

◆♦✉# #✉♣♣♦#♦♥# =✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞✐##✐♠✐❧❛)✐,9 F(A,B) ♥❡ ❞9♣❡♥❞ =✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐#,❛♥❝❡ =✉✐ #9✲

♣❛)❡ ❧❡# ♣❛)❝❡❧❧❡# A ❡, B ❡, =✉❡ ❧❡# ❣)❛✐♥❡# #❡ ❞✐#♣❡)#❡♥, ? ✉♥❡ ❞✐#,❛♥❝❡ ❧✐♠✐,9❡ ? ♣❛),✐) ❞❡ ❧❡✉)#

♣❛)❡♥,#✱ ❡, =✉❡ ❧❡# ❛)❜)❡# #♦♥, ❞✐#,)✐❜✉9# ❞❡ ❢❛C♦♥ ❤♦♠♦❣:♥❡ #✉) ✉♥❡ #✉)❢❛❝❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥#✐,9

ρ ♣❛) ✉♥✐,9 ❞✬❛✐)❡✳

❉✬❛♣):# ❧✬❛),✐❝❧❡ ❞❡ ❈❤❛✈❡ ❡, ▲❡✐❣❤ ✭✷✵✵✷✮✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✉♥❡ ❡①♣)❡##✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,9 =✉❡

❞❡✉① ❛)❜)❡#✱ ♣)✐# ❛✉ ❤❛#❛)❞ ❞❛♥# ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡# ♣❛)❝❡❧❧❡# ❛♣♣❛),✐❡♥♥❡♥, ? ❧❛ ♠I♠❡ ❡#♣:❝❡✱ ❡♥

❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐#,❛♥❝❡ r ❡♥,)❡ ❧❡# ♣❛)❝❡❧❧❡# ✿ F (r)✳

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ♥♦✉# ✐♥,9)❡##❡) ? ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♥♦,)❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❛❧9❛,♦✐)❡ F(A,B)✱ ❝❛❧❝✉❧❡) #♦♥ ❡#♣9)❛♥❝❡
❡, #❛ ✈❛)✐❛♥❝❡✳ J♦✉) ❝❡❧❛ ♥♦✉# ❝♦♠♠❡♥C♦♥# ♣❛) ♥♦✉# ✐♥,9)❡##❡) ? ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ #✐♠✐❧❛)✐,9 ♣❛) ♣❛✐)❡#✱

❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,9 =✉❡ =✉❛,)❡ ❛)❜)❡#✱ ♣)✐# ❛✉ ❤❛#❛)❞ ❞❛♥# ❧❡# ♣❛)❝❡❧❧❡# A ❡, B✱ ❢♦)♠❡♥, ❞❡✉① ♣❛✐)❡#

❞✬❛)❜)❡# ❝♦♥#♣9❝✐✜=✉❡#✱ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐#,❛♥❝❡ r ❡♥,)❡ ❧❡# ♣❛)❝❡❧❧❡# ✿ F (4)
✳

✸✳✷ ❋♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ +✐♠✐❧❛/✐'0 ♣❛/ ♣❛✐/❡+

❉❛♥# ❝❡,,❡ ♣❛),✐❡✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ♥♦✉# ✐♥,9)❡##❡) ? ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ F (4)(a, b, c, d, t)✱ ♦K ❧✬✐♥❞✐❝❡ 4
❞9#✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♣❛)❝❡❧❧❡# ❝♦♥#✐❞9)9❡# ♣♦✉) ❝❛❧❝✉❧❡) ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,9 =✉❡ ❧❡# ❛)❜)❡# ❡♥ a ❡, b
#♦✐❡♥, ❝♦♥#♣9❝✐✜=✉❡# ❡, =✉✬❡♥ ♠I♠❡ ,❡♠♣#✱ ❝❡✉① ❡♥ c ❡, d #♦✐❡♥, ❝♦♥#♣9❝✐✜=✉❡#✳

▲❛ =✉❛♥,✐,9 F (4)(a, b, c, d, t) ❞9#✐❣♥❡ ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,9 =✉❡ ❞❡✉① ❛)❜)❡# a ❡, c ❝❤♦✐#✐# ❛✉ ❤❛#❛)❞

❛✉ ,❡♠♣# t ❞❛♥# ❧❡# ✈♦✐#✐♥❛❣❡# )❡#♣❡❝,✐❢# dSa ✭✐♥❝❧✉❛♥, ❧❡ #✐,❡ a = (a1, a2)✮ ❡, dSc ✭✐♥❝❧✉❛♥, ❧❡

#✐,❡ c = (c1, c2)✮✱ #♦✐❡♥, )❡#♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ♠I♠❡ ❡#♣:❝❡ =✉❡ ❞❡✉① ❛)❜)❡# b ❡, d ❝❤♦✐#✐# ❛✉

❤❛#❛)❞ ❞❛♥# ❧❡# ✈♦✐#✐♥❛❣❡# )❡#♣❡❝,✐❢# dSb ✭✐♥❝❧✉❛♥, ❧❡ #✐,❡ b = (b1, b2)✮ ❡, dSd ✭✐♥❝❧✉❛♥, ❧❡ #✐,❡

d = (d1, d2)✮✳

❆ ❝❤❛=✉❡ ♣❛# ❞❡ ,❡♠♣# τ(= dt)✱ ✉♥ ❛)❜)❡ ♠❡✉), ❡, ✐❧ ❡#, ✐♠♠9❞✐❛,❡♠❡♥, )❡♠♣❧❛❝9 ♣❛) ❧❡

❞❡#❝❡♥❞❛♥, ❞✬✉♥ ❞❡ #❡# ✈♦✐#✐♥#✳

❈♦♠♠❡♥, )❡❧✐❡) F (4)(a, b, c, d, t+ τ) ? F (4)(a, b, c, d, t) ❄

J♦✉) )9♣♦♥❞)❡ ? ❝❡,,❡ =✉❡#,✐♦♥ ♥♦✉# ❢❛✐#♦♥# ❧❡# ❤②♣♦,❤:#❡# #✉✐✈❛♥,❡# ✿

✹✽



(i) ❧❛ ❞✐$%&✐❜✉%✐♦♥ $♣❛%✐❛❧❡ ❞❡$ ❛&❜&❡$ $✉✐% ✉♥ ♣&♦❝❡$$✉$ ♣♦♥❝%✉❡❧ ❞❡ .♦✐$$♦♥ ❞✬✐♥%❡♥$✐%0 ρ✱

(ii) ❝❤❛3✉❡ ❛&❜&❡ ♠❡✉&% 5 %❛✉① 1✱ ✐♥❞0♣❡♥❞❛♠♠❡♥% ❞❡ $♦♥ ❡$♣7❝❡✱

(iii) ❝❤❛3✉❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛&❜&❡ ❛ ✉♥❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐%0 ν ❞✬9%&❡ ✉♥❡ ❡$♣7❝❡ ❡♥%✐7&❡♠❡♥% ♥♦✉✈❡❧❧❡✱

(iv) ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ b 7→ P (a, b) ❞0$✐❣♥❡ ❧❡ ✓ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐$♣❡&$✐♦♥ ✔ ❞❡$ ❣&❛✐♥❡$ ❞✬✉♥ ❛&❜&❡ ❛✉

$✐%❡ a✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✸✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❧❛ (❡❧❛*✐♦♥ #✉✐✈❛♥*❡ ✿

F (4)(a, b, c, d, t+ τ) = (1− 4τ)F (4)(a, b, , c, d, t) + 4τ(1− ν)Q(4)(a, b, c, d, t) ✭✸✳✷✮

♦-

Q(4)(a, b, c, d, t) =

∫

u
F (4)(u, b, c, d, t)P (u, a)dSu +

P (b, a)

ρ

[

F (c, d, t)− F (4)(b, b, c, d, t)
]

+

∫

u
F (4)(a, u, c, d, t)P (u, b)dSu +

P (a, b)

ρ

[

F (c, d, t)− F (4)(a, a, c, d, t)
]

+

∫

u
F (4)(a, b, u, d, t)P (u, b)dSu +

P (d, c)

ρ

[

F (a, b, t)− F (4)(a, b, d, d, t)
]

+

∫

u
F (4)(a, b, c, u, t)P (u, d)dSu +

P (c, d)

ρ

[

F (a, b, t)− F (4)(a, b, c, c, t)
]

♦- F ❞/#✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ #✐♠✐❧❛(✐*/ ❞❡ ❈❤❛✈❡ ❡* ▲❡✐❣❤ ✭✷✵✵✷✮✳

❘❡♠❛!0✉❡ ✸✳✷✳✵✳✹✳ <♦✉( ♦❜*❡♥✐( ❝❡ (/#✉❧*❛*✱ ❧❡ (❛✐#♦♥♥❡♠❡♥* ❡#* ❧❡ ♠?♠❡ @✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝♦♥❞✉✐#❛♥*

A ❧❛ ♣(♦♣♦#✐*✐♦♥ ✭✶✳✷✳✵✳✸✮✳

❈♦♠♠❡ P (a, b) = P (b, a) ❡% P (c, d) = P (d, c)✱ ♥♦✉$ ♣♦✉✈♦♥$ 0❝&✐&❡

Q(4)(a, b, c, d, t) =

∫

u
F (4)(u, b, c, d, t)P (u, a)dSu +

∫

u
F (4)(a, u, c, d, t)P (u, b)dSu

+

∫

u
F (4)(a, b, u, d, t)P (u, b)dSu +

∫

u
F (4)(a, b, c, u, t)P (u, d)dSu

+
P (a, b)

ρ

[

2F (c, d, t)− F (4)(b, b, c, d, t)− F (4)(a, a, c, d, t)
]

+
P (c, d)

ρ

[

2F (a, b, t)− F (4)(a, b, d, d, t)− F (4)(a, b, c, c, t)
]

❊♥ ♣❛$$❛♥% 5 ❧❛ ❧✐♠✐%❡ ❝♦♥%✐♥✉❡ ❞❛♥$ ❧✬03✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✷✮✱ ♥♦✉$ ♦❜%❡♥♦♥$ ❧✬03✉❛%✐♦♥ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡ ✿

∂F (4)(a, b, c, d, t)

∂t
= −4F (4)(a, b, c, d, t) + 4(1− ν)Q(4)(a, b, c, d, t)

❙✐ ♥♦✉$ $✉♣♣♦$♦♥$ 3✉❡ ❝❡%%❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐%0 ♥❡ ❞0♣❡♥❞ 3✉❡ ❞❡$ ♣♦$✐%✐♦♥$ &❡❧❛%✐✈❡$ ❞❡$ ❞✐✛0&❡♥%$

❛&❜&❡$ ✿

{

P (a, b) = P (a− b)
F (4)(a, b, c, d, t) = F (4)(a− b, c− d, a− c, b− d, a− d, b− c, t)

❊♥ ❢❛✐$❛♥% ❧❡$ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%$ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡$ ✿ i = a− b✱ j = c− d✱ k = a− c✱ l = b− d✱ m = a− d✱

n = b− c✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ✿

✹✾



∂F (4)(i, j, k, l,m, n, t)

∂t
= −4F (4)(i, j, k, l,m, n, t) + 4(1− ν)×
[∫

u
F (4)(u− i− a, j, u− k − a, l, u−m− a, n, t)P (u− a)dSu

+

∫

u
F (4)(u− i− b, j, k, u− l − b,m, u− n− b, t)P (u− b)dSu

+

∫

u
F (4)(i, u− j − c, u− k − c, l,m, u− n− c, t)P (u− c)dSu

+

∫

u
F (4)(i, u− j − d, k, u− l − d, u−m− d, n, t)P (u− d)dSu

+
P (i)

ρ

[

2F (j, t)− F (4)(0, j, n, l, l, n, t)− F (4)(0, j, k,m,m, k, t)
]

+
P (j)

ρ

[

2F (i, t)− F (4)(i, 0,m, l,m, l, t)− F (4)(i, 0, k, n, k, n, t)
]

]

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛( ❞❡* ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/* ❞❡ ✈❛(✐❛❜❧❡*✱ ♥♦✉* ♦❜/❡♥♦♥* ✿

∂F (4)(i, j, k, l,m, n, t)

∂t
= −4F (4)(i, j, k, l,m, n, t) + 4(1− ν)×

[∫

v
F (4)(v − i, j, v − k, l, v −m,n, t)P (v)dSv +

∫

v
F (4)(v − i, j, k, v − l,m, v − n, t)P (v)dSv

+

∫

v
F (4)(i, v − j, v − k, l,m, v − n, t)P (v)dSv +

∫

v
F (4)(i, v − j, k, v − l, v −m,n, t)P (v)dSv

+
P (i)

ρ

[

2F (j, t)− F (4)(0, j, n, l, l, n, t)− F (4)(0, j, k,m,m, k, t)
]

+
P (j)

ρ

[

2F (i, t)− F (4)(i, 0,m, l,m, l, t)− F (4)(i, 0, k, n, k, n, t)
]

]

❆ ❧✬78✉✐❧✐❜(❡✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ✿

F (4)(i, j, k, l,m, n) = (1− ν)×
[∫

v
F (4)(v − i, j, v − k, l, v −m,n)P (v)dSv +

∫

v
F (4)(v − i, j, k, v − l,m, v − n)P (v)dSv

+

∫

v
F (4)(i, v − j, v − k, l,m, v − n)P (v)dSv +

∫

v
F (4)(i, v − j, k, v − l, v −m,n)P (v)dSv

+
P (i)

ρ

[

2F (j)− F (4)(0, j, n, l, l, n)− F (4)(0, j, k,m,m, k)
]

+
P (j)

ρ

[

2F (i)− F (4)(i, 0,m, l,m, l)− F (4)(i, 0, k, n, k, n)
]

]

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✷✳✵✳✺✳ ■❧ ❞♦✐% &%'❡ ♣♦**✐❜❧❡ ❞❡ ❞,%❡'♠✐♥❡' ♥✉♠,'✐0✉❡♠❡♥% ✉♥❡ ❡①♣'❡**✐♦♥ ♣♦✉'

F (4)
✱ ♠❛✐* ♥♦✉* ♥❡ ❧✬❛✈♦♥* ♣❛* ❢❛✐% ✐❝✐✳✳✳

✺✵



✸✳✸ ❊#✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞✐..✐♠✐❧❛0✐#1

◆♦✉# ❝♦♠♠❡♥(♦♥# ♣❛+ ❝❛❧❝✉❧❡+ ❧✬❡#♣.+❛♥❝❡ ❞❡ F(A,B) ❡0 ❡♥#✉✐0❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❝❛❧❝✉❧❡+ #❛
✈❛+✐❛♥❝❡✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ❡①♣+✐♠❡+ ❝❡# 5✉❛♥0✐0.# 6 ♣❛+0✐+ ❞❡ ♥♦# ❢♦♥❝0✐♦♥# ❞❡ #✐♠✐❧❛+✐0. F ❡0 F (4)

✳

❉❛♥# 0♦✉0❡ ❝❡00❡ ♣❛+0✐❡✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❝♦♥#✐❞.+❡+ ❧❡# ❛+❜+❡# ❞✬✉♥❡ ♠;♠❡ ♣❛+❝❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ .0❛♥0 6

❞✐#0❛♥❝❡ κ ✭❧✬.❝❤❡❧❧❡ ✓ ❧♦❝❛❧❡ ✔✮✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✸✳✵✳✻✳ ▲✬❡#♣%&❛♥❝❡ ❞❡ F(A,B) ❡#+ ❞♦♥♥%❡ ♣❛& ✿

E[F(A,B)] = 2 [F (κ)− F (r)] + F (κ)

ρ

|A|+ |B|
|A||B| ✭✸✳✸✮

♦. κ ❞%#✐❣♥❡ ❧✬%❝❤❡❧❧❡ ✓ ❧♦❝❛❧❡ ✔ ❡+ r ❧❛ ❞✐#+❛♥❝❡ ❡♥+&❡ ❧❡# ♣❛&❝❡❧❧❡# A ❡+ B✳

❘❡♠❛!0✉❡ ✸✳✸✳✵✳✼✳ ▲❡ ♣&❡♠✐❡& +❡&♠❡ ❞%♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐#+❛♥❝❡ 7✉✐ #%♣❛&❡ ❧❡# ♣❛&❝❡❧❧❡# A ❡+ B
❡+ ❧❡ #❡❝♦♥❞ +❡&♠❡ ❞%♣❡♥❞ ❞❡# ❛✐&❡# ❞❡ ❝❡# ♣❛&❝❡❧❧❡# A ❡+ B ❛✐♥#✐ 7✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥+❡♥#✐+% ρ #❡❧♦♥

❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❡# ❛&❜&❡# #♦♥+ &%♣❛&+✐# ❞❛♥# ❧❛ ❢♦&;+✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐#+❛♥❝❡ ❡♥+&❡ ❧❡# ♣❛&❝❡❧❧❡# ❛✉❣♠❡♥+❡ ❛❧♦&#

F (r) ❞✐♠✐♥✉❡ ❡+ ❞♦♥❝ E[F(A,B)] ❛✉❣♠❡♥+❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ #✐♠✐❧❛&✐+% ❞✐♠✐♥✉❡ ✭♣❧✉# ❧❡# ♣❛&❝❡❧❧❡# #♦♥+
%❧♦✐❣♥%❡#✱ ♠♦✐♥# ❧❡# ❝♦♠♣♦#✐+✐♦♥# ❡♥ ❡#♣?❝❡ ❞❡# ♣❛&❝❡❧❧❡# A ❡+ B #♦♥+ #✐♠✐❧❛✐&❡#✮✳ ❙✐ ρ ❛✉❣♠❡♥+❡
♦✉ #✐ ❧❡# ❛✐&❡# ❞❡# ♣❛&❝❡❧❧❡# ❛✉❣♠❡♥+❡♥+ ❛❧♦&# E[F(A,B)] ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ #✐♠✐❧❛&✐+% ❛✉❣♠❡♥+❡
✭♣❧✉# ✐❧ ② ❛ ❞✬❛&❜&❡# ♦✉ ♣❧✉# ❧❡# ♣❛&❝❡❧❧❡# #♦♥+ ❣&❛♥❞❡#✱ ♣❧✉# ❧❡# ❡#♣?❝❡# #♦♥+ &❡♣&%#❡♥+%❡#✮✳

❉%♠♦♥#+&❛+✐♦♥✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ❝♦♠♠❡♥❝❡+ ♣❛+ ❞.✈❡❧♦♣♣❡+ ❧✬❡①♣+❡##✐♦♥ ❞❡ F(A,B) ♣♦✉+ ❢❛❝✐❧✐0❡+
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡#♣.+❛♥❝❡✳

F(A,B) =
∑

i

(pi(A)− pi(B))
2

=
∑

i

(

pi(A)
2 + pi(B)

2 − 2pi(A)pi(B)
)

=
∑

i

pi(A)
2 +

∑

i

pi(B)
2 − 2

∑

i

pi(A)pi(B)

=
∑

i

1

ρ2|A|2

(

∑

x∼A

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}

)2

+
∑

i

1

ρ2|B|2





∑

y∼B

1{y ❞✬❡#♣%❝❡ i}





2

− 2
∑

i

1

ρ2|A||B|
∑

x∼A

∑

y∼B

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{y ❞✬❡#♣%❝❡ i}

=
1

ρ2





1

|A|2
∑

i

(

∑

x∼A

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}

)2

+
1

|B|2
∑

i





∑

y∼B

1{y ❞✬❡#♣%❝❡ i}





2

− 2

|A||B|
∑

i

∑

x∼A

∑

y∼B

1{x ❡' y ❞✬❡#♣%❝❡ i}





✺✶



▼❛✐♥$❡♥❛♥$✱ ♥♦✉) ♣❛))♦♥) + ❧✬❡)♣./❛♥❝❡ ✿

E[F(A,B)] = 1

ρ2
E





1

|A|2
∑

i

(
∑

x∼A

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}

)2

+
1

|B|2
∑

i




∑

y∼B

1{y ❞✬❡#♣%❝❡ i}





2

− 2

|A||B|
∑

i

∑

x∼A

∑

y∼B

1{x ❡' y ❞✬❡#♣%❝❡ i}





E[F(A,B)] = 1

ρ2




1

|A|2
∑

i

E





(
∑

x∼A

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}

)2


+
1

|B|2
∑

i

E








∑

y∼B

1{y ❞✬❡#♣%❝❡ i}





2



− 2

|A||B|
∑

i

E




∑

x∼A

∑

y∼B

1{x ❡' y ❞✬❡#♣%❝❡ i}









=
1

ρ2




1

|A|2
∑

i

E





(
∑

x∼A

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}

)2


+
1

|B|2
∑

i

E








∑

y∼B

1{y ❞✬❡#♣%❝❡ i}





2



− 2

|A||B|E[NA]E[NB]
∑

i

P (x ∈ A ❡$ y ∈ B ❞✬❡)♣3❝❡ i)
]

❉✬✉♥❡ ♣❛/$✱ ♥♦✉) )❛✈♦♥) 6✉❡

∑

i

P (x ∈ A ❡$ y ∈ B ❞✬❡)♣3❝❡ i) = F (r)

♦7 r ❞.)✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐)$❛♥❝❡ 6✉✐ ).♣❛/❡ ❧❡) ♣❛/❝❡❧❧❡) A ❡$ B✳

❉✬♦7

2

|A||B|E[NA]E[NB]
∑

i

P (x ∈ A ❡$ y ∈ B ❞✬❡)♣3❝❡ i) = 2

|A||B|ρ
2|A||B|F (r)

= 2ρ2F (r)

❉✬❛✉$/❡ ♣❛/$✱

E





(
∑

x∼A

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}

)2


 = E




∑

x1∼A

∑

x2∼A

1{x1 ❡' x2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}





= E [NANA]P (x1 ∈ A ❡$ x2 ∈ A ❞✬❡)♣3❝❡ i)

❙♦♠♠♦♥) )✉/ i ✿

∑

i

E





(
∑

x∼A

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}

)2


 = E
[
N2

A

]∑

i

P (x1 ∈ A ❡$ x2 ∈ A ❞✬❡)♣3❝❡ i)

= E
[
N2

A

]
F (κ)

✺✷



♦! κ "#$% ♣❡"✐"✱ ❞+%✐❣♥❡ ❧✬+❝❤❡❧❧❡ ✓ ❧♦❝❛❧❡ ✔✱ ❧❛ ❞✐%"❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉# ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧✬❡①♣#❡%%✐♦♥ ❞❡

F ❡%" ✈❛❧✐❞❡ ✭F (κ) ❝♦##❡%♣♦♥❞ ❛✉ F (0) ❞❡ ❈❤❛✈❡ ❡" ▲❡✐❣❤ ✭✷✵✵✷✮✮✳

❉❡ ♣❧✉%✱ E[N2
a ] = V[NA] + E[NA]

2 = ρ|A|+ ρ2|A|2✱ ❞✬♦!

1

|A|2
∑

i

E





(
∑

x∼A

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}

)2


 =
ρ|A|+ ρ2|A|2

|A|2 F (κ)

=

(
ρ

|A| + ρ2

)

F (κ)

❉❡ ❧❛ ♠%♠❡ ❢❛'♦♥✱ ♥♦✉, ♦❜.❡♥♦♥, ✿

1

|B|2
∑

i

E





(
∑

x∼B

1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}

)2


 =

(
ρ

|B| + ρ2

)

F (κ)

◆♦✉, ❡♥ ❞2❞✉✐,♦♥, ✿

E[F(A,B)] = 1

ρ2

[(
ρ

|A| + ρ2

)

F (κ) +

(
ρ

|B| + ρ2

)

F (κ)− 2ρ2F (r)

]

= 2 [F (κ)− F (r)] +
(

1

ρ|A| +
1

ρ|B|

)

F (κ)

❉✬♦5 ❧❡ 62,✉❧.❛. ✿

E[F(A,B)] = 2 [F (κ)− F (r)] + F (κ)

ρ

|A|+ |B|
|A||B|

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✸✳✵✳✽✳ ▲❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❞❡ F(A,B) ❡)* ❞♦♥♥,❡ ♣❛# ✿

V[F(A,B)] = 2CF (4)(κ, κ, r, r, r, r) + 4CF (4)(r, r, κ, κ, r, r)

+ (C3 + 3C2 + 3C1 + 2)F (4)(κ, κ, κ, κ, κ, κ)

−(4C2 + 12C1 + 8)F (4)(r, κ, r, κ, r, κ)
−4F (r)2 + 4F (r)F (κ) (2 + C1)− F (κ)2

(
4 + C2

1

)

♦/ κ ❞,)✐❣♥❡ ❧✬,❝❤❡❧❧❡ ✓ ❧♦❝❛❧❡ ✔ ❡* r ❧❛ ❞✐)*❛♥❝❡ ❡♥*#❡ ❧❡) ♣❛#❝❡❧❧❡) A ❡* B✳

❉,♠♦♥)*#❛*✐♦♥✳ ◆♦✉, ,❛✈♦♥, 8✉❡ V[F(A,B)] = E[F(A,B)2]− E[F(A,B)]2✳

:♦✉6 ❝♦♠♠❡♥❝❡6✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥, E[F(A,B)]2 ✿

E[F(A,B)]2 =
[

2 [F (κ)− F (r)] + F (κ)

ρ

|A|+ |B|
|A||B|

]2

❞✬❛♣6=, ✭✸✳✸✮✳

✺✸



E[F(A,B)]2 = 4 [F (κ)− F (r)]2 + 4 [F (κ)− F (r)] F (κ)
ρ

|A|+ |B|
|A||B|

+
F (κ)2

ρ2

( |A|+ |B|
|A||B|

)2

= 4F (κ)2 − 8F (κ)F (r) + 4F (r)2 +
4F (κ)2

ρ

|A|+ |B|
|A||B|

− 4F (κ)F (r)

ρ

|A|+ |B|
|A||B| +

F (κ)2

ρ2

( |A|+ |B|
|A||B|

)2

❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✿

E[F(A,B)]2 = 4F (r)2 − 4F (r)F (κ)

[

2 +
|A|+ |B|
ρ|A||B|

]

+ F (κ)2

[

4 +

( |A|+ |B|
ρ|A||B|

)2
]

✭✸✳✹✮

❆ ♣56+❡♥'✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥+ F(A,B)2 ✿

F(A,B)2 =
[

∑

i

pi(A)
2 +

∑

i

pi(B)
2 − 2

∑

i

pi(A)pi(B)

]2

=

[

∑

i

pi(A)
2 +

∑

i

pi(B)
2

]2

+

[

2
∑

i

pi(A)pi(B)

]2

− 2

(
∑

i

pi(A)
2 +

∑

i

pi(B)
2

)(

2
∑

i

pi(A)pi(B)

)

=

(
∑

i

pi(A)
2

)2

+

(
∑

i

pi(B)
2

)2

+ 2
∑

i

pi(A)
2
∑

j

pj(B)
2

− 4




∑

i

pi(A)
2
∑

j

pj(A)pj(B) +
∑

i

pi(B)
2
∑

j

pj(A)pj(B)





+ 4
∑

i

pi(A)pi(B)
∑

j

pj(A)pj(B)

=
∑

i,j

[
pi(A)

2pj(A)
2 + pi(B)

2pj(B)
2 + 2pi(A)

2pj(B)
2

−4pi(A)
2pj(A)pj(B)− 4pi(B)

2pj(A)pj(B) + 4pi(A)pi(B)pj(A)pj(B)
]

8♦✉5 +✐♠♣❧✐✜❡5 ❧✬6❝5✐'✉5❡✱ ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+ 6❝5✐5❡ 1x,i ♣♦✉5 1{x ❞✬❡#♣%❝❡ i}✳

✺✹



F(A,B)2 = 1

ρ4

∑

i,j





1

|A|4

(
∑

x∼A

1x,i

)2(
∑

x∼A

1x,j

)2

+
1

|B|4




∑

y∼B

1y,i





2


∑

y∼B

1y,j





2

+
2

|A|2|B|2

(
∑

x∼A

1x,i

)2



∑

y∼B

1y,j





2

+
4

|A|2|B|2

(
∑

x∼A

1x,i

)(
∑

x∼A

1x,j

)


∑

y∼B

1y,i








∑

y∼B

1y,j





− 4

|A|3|B|

(
∑

x∼A

1x,i

)2(
∑

x∼A

1x,j

)


∑

y∼B

1y,j





− 4

|A||B|3




∑

y∼B

1y,i





2(
∑

x∼A

1x,j

)


∑

y∼B

1y,j









=
1

ρ4

∑

i,j




1

|A|4
∑

x1∼A

∑

x2∼A

∑

x3∼A

∑

x4∼A

1{x1,x2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{x3,x4 ❞✬❡#♣%❝❡ j}

+
1

|B|4
∑

y1∼B

∑

y2∼B

∑

y3∼B

∑

y4∼B

1{y1,y2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{y3,y4 ❞✬❡#♣%❝❡ j}

+
2

|A|2|B|2
∑

x1∼A

∑

x2∼A

∑

y1∼B

∑

y2∼B

1{x1,x2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{y1,y2 ❞✬❡#♣%❝❡ j}

+
4

|A|2|B|2
∑

x1∼A

∑

x2∼A

∑

y1∼B

∑

y2∼B

1{x1,y1 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{x2,y2 ❞✬❡#♣%❝❡ j}

− 4

|A|3|B|
∑

x1∼A

∑

x2∼A

∑

x3∼A

∑

y1∼B

1{x1,x2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{x3,y1 ❞✬❡#♣%❝❡ j}

− 4

|A||B|3
∑

y1∼B

∑

y2∼B

∑

y3∼B

∑

x1∼A

1{y1,y2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{x1,y3 ❞✬❡#♣%❝❡ j}





✺✺



▼❛✐♥$❡♥❛♥$ ♥♦✉( ❛❧❧♦♥( ♣+❡♥❞+❡ ❧✬❡(♣.+❛♥❝❡ ❞❡ F(A,B)2 ✿

E[F(A,B)2] = 1

ρ4
E





∑

i,j





1

|A|4
∑

x1∼A

∑

x2∼A

∑

x3∼A

∑

x4∼A

1{x1,x2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{x3,x4 ❞✬❡#♣%❝❡ j}





+
1

|B|4 E





∑

y1∼B

∑

y2∼B

∑

y3∼B

∑

y4∼B

1{y1,y2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{y3,y4 ❞✬❡#♣%❝❡ j}





+
2

|A|2|B|2 E





∑

x1∼A

∑

x2∼A

∑

y1∼B

∑

y2∼B

1{x1,x2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{y1,y2 ❞✬❡#♣%❝❡ j}





+
4

|A|2|B|2 E





∑

x1∼A

∑

x2∼A

∑

y1∼B

∑

y2∼B

1{x1,y1 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{x2,y2 ❞✬❡#♣%❝❡ j}





− 4

|A|3|B|E





∑

x1∼A

∑

x2∼A

∑

x3∼A

∑

y1∼B

1{x1,x2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{x3,y1 ❞✬❡#♣%❝❡ j}





− 4

|A||B|3 E





∑

y1∼B

∑

y2∼B

∑

y3∼B

∑

x1∼A

1{y1,y2 ❞✬❡#♣%❝❡ i}1{x1,y3 ❞✬❡#♣%❝❡ j}









=
1

ρ4

∑

i,j

[

1

|A|4 E[N4
A]P (x1, x2 ∈ A ❞✬❡(♣1❝❡ i ❡$ x3, x4 ∈ A ❞✬❡(♣1❝❡ j)

+
1

|B|4 E[N4
B]P (y1, y2 ∈ B ❞✬❡(♣1❝❡ i ❡$ y3, y4 ∈ B ❞✬❡(♣1❝❡ j)

+
2

|A|2|B|2 E[N2
A]E[N

2
B]P (x1, x2 ∈ A ❞✬❡(♣1❝❡ i ❡$ y1, y2 ∈ B ❞✬❡(♣1❝❡ j)

+
4

|A|2|B|2 E[N2
A]E[N

2
B]P (x1 ∈ A, y1 ∈ B ❞✬❡(♣1❝❡ i ❡$ x2 ∈ A, y2 ∈ B ❞✬❡(♣1❝❡ j)

− 4

|A|3|B|E[N
3
A]E[NB]P (x1, x2 ∈ A ❞✬❡(♣1❝❡ i ❡$ x3 ∈ A, y1 ∈ B ❞✬❡(♣1❝❡ j)

− 4

|A||B|3 E[NA]E[N
3
B]P (y1, y2 ∈ B ❞✬❡(♣1❝❡ i ❡$ x1 ∈ A, y3 ∈ B ❞✬❡(♣1❝❡ j)

]

2♦✉+ (✐♠♣❧✐✜❡+ ❝❡$$❡ ❡①♣+❡((✐♦♥ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❜❡(♦✐♥ ❞❡( ♠♦♠❡♥$( ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ 2♦✐((♦♥✳ ◆♦✉(

(❛✈♦♥( :✉❡

E(Xn) =M
(n)
X (0) =

dnMX(t)

dtn

∣

∣

∣

∣

t=0

♦; MX(t) = exp(λ(et − 1)) ♣♦✉+ ✉♥❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❛❧.❛$♦✐+❡ X :✉✐ (✉✐$ ✉♥❡ ❞✐($+✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ 2♦✐((♦♥
❞❡ ♣❛+❛♠1$+❡ λ✳

✺✻



◆♦✉# ❛✈♦♥# ✿

M
(1)
X (t) = λMX(t)e

t

M
(2)
X (t) = λ

[

MX(t) +M
(1)
X (t)

]

et

M
(3)
X (t) = λ

[

MX(t) + 2M
(1)
X (t) +M

(2)
X (t)

]

et

M
(4)
X (t) = λ

[

MX(t) + 3M
(1)
X (t) + 3M

(2)
X (t) +M

(3)
X (t)

]

et

❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# MX(0) = 1 ❀ ♣♦✉. ✉♥❡ ✈❛.✐❛❜❧❡ ❛❧1❛2♦✐.❡ ❞❡ 4♦✐##♦♥ ❞❡ ♣❛.❛♠62.❡ λ✱ ❡2
♥♦✉# ❡♥ ❞1❞✉✐#♦♥# ❞♦♥❝ ✿

E(X) = λ,E(X2) = λ+ λ2,E(X3) = λ+ 3λ2 + λ3
❡2 E(X4) = λ+ 3λ2 + 3λ3 + λ4.

■❝✐✱ ❧❡# ✈❛.✐❛❜❧❡# ❛❧1❛2♦✐.❡# NA ❡2 NB #✉✐✈❡♥2 ❞❡# ❧♦✐# ❞❡ 4♦✐##♦♥ .❡#♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2 ❞❡ ♣❛.❛♠62.❡#

ρ|A| ❡2 ρ|B|✳ ◆♦✉# ♦❜2❡♥♦♥# ❞♦♥❝ ✿

E[N4
A] = ρ|A|+ 3ρ2|A|2 + 3ρ3|A|3 + ρ4|A|4

E[N4
B] = ρ|B|+ 3ρ2|B|2 + 3ρ3|B|3 + ρ4|B|4

E[N2
A]E[N

2
B] =

(

ρ|A|+ ρ2|A|2
) (

ρ|B|+ ρ2|B|2
)

= ρ2|A||B|+ ρ3|A||B|(|A|+ |B|) + ρ4|A|2|B|2

E[N3
A]E[NB] =

(

ρ|A|+ 3ρ2|A|2 + ρ3|A|3
)

ρ|B|
= ρ2|A||B|+ 3ρ3|A|2|B|+ ρ4|A|3|B|

E[NA]E[N
3
B] = ρ2|A||B|+ 3ρ3|A||B|2 + ρ4|A||B|3

❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥2✱ ❛✈❡❝ (xi)i=1,··· ,4 ❞❡# ❛.❜.❡# ❞❡ ❧❛ ♣❛.❝❡❧❧❡ A ❡2 (yi)i=1,··· ,4 ❞❡# ❛.❜.❡# ❞❡ ❧❛
♣❛.❝❡❧❧❡ B ✿

E[F(A,B)2] = 1

ρ4

∑

i,j
[

1

|A|4 (ρ|A|+ 3ρ2|A|2 + 3ρ3|A|3 + ρ4|A|4)P (x1, x2 ❞✬❡#♣✳ i ❡2 x3, x4 ❞✬❡#♣✳ j)

+
1

|B|4 (ρ|B|+ 3ρ2|B|2 + 3ρ3|B|3 + ρ4|B|4)P (y1, y2 ❞✬❡#♣✳ i ❡2 y3, y4 ❞✬❡#♣✳ j)

+
2

|A|2|B|2 (ρ
2|A||B|+ ρ3|A||B|(|A|+ |B|) + ρ4|A|2|B|2)P (x1, x2 ❞✬❡#♣✳ i ❡2 y1, y2 ❞✬❡#♣✳ j)

+
4

|A|2|B|2 (ρ
2|A||B|+ ρ3|A||B|(|A|+ |B|) + ρ4|A|2|B|2)P (x1, y1 ❞✬❡#♣✳ i ❡2 x2, y2 ❞✬❡#♣✳ j)

− 4

|A|3|B|(ρ
2|A||B|+ 3ρ3|A|2|B|+ ρ4|A|3|B|)P (x1, x2 ❞✬❡#♣✳ i ❡2 x3, y1 ❞✬❡#♣✳ j)

− 4

|A||B|3 (ρ
2|A||B|+ 3ρ3|A||B|2 + ρ4|A||B|3)P (y1, y2 ❞✬❡#♣✳ i ❡2 x1, y3 ❞✬❡#♣✳ j)

]

❊♥ #♦♠♠❛♥2 #✉. i ❡2 j ❧❡# ♣.♦❜❛❜✐❧✐21#✱ ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❡①♣.✐♠❡. E[F(A,B)2] ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ F (4)
✳

✺✼



◆♦✉# ♦❜%❡♥♦♥# ✿

E[F(A,B)2] = −
(

4(|A|2 + |B|2)
ρ2|A|2|B|2 +

12(|A|+ |B|)
ρ|A||B| + 8

)

F (4)(r, κ, r, κ, r, κ)

+

( |A|3 + |B|3
ρ3|A|3|B|3 +

3(|A|2 + |B|2)
ρ2|A|2|B|2 +

3(|A|+ |B|)
ρ|A||B| + 2

)

F (4)(κ, κ, κ, κ, κ, κ)

+

(

2

ρ2|A||B| +
2(|A|+ |B|)
ρ|A||B| + 2

)

F (4)(κ, κ, r, r, r, r)

+

(

4

ρ2|A||B| +
4(|A|+ |B|)
ρ|A||B| + 4

)

F (4)(r, r, κ, κ, r, r)

)♦✉* #✐♠♣❧✐✜❡*✱ ♥♦✉# ♣♦#♦♥# ✿

Ci =
|A|i + |B|i
ρi|A|i|B|i ❡% C =

1

ρ2|A||B| + C1 + 1

◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❛✐♥#✐ 3❝*✐*❡ ✿

E[F(A,B)2] = 2CF (4)(κ, κ, r, r, r, r) + 4CF (4)(r, r, κ, κ, r, r)

+ (C3 + 3C2 + 3C1 + 2)F (4)(κ, κ, κ, κ, κ, κ)− (4C2 + 12C1 + 8)F (4)(r, κ, r, κ, r, κ)

❊% ❧✬37✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✹✮ #✬3❝*✐% ✿

E[F(A,B)]2 = 4F (r)2 − 4F (r)F (κ) (2 + C1) + F (κ)2
(

4 + C2
1

)

◆♦✉# ❡♥ ❞3❞✉✐#♦♥# ❧❛ ✈❛*✐❛♥❝❡ ❞❡ F(A,B) ✿

V[F(A,B)] = 2CF (4)(κ, κ, r, r, r, r) + 4CF (4)(r, r, κ, κ, r, r)

+ (C3 + 3C2 + 3C1 + 2)F (4)(κ, κ, κ, κ, κ, κ)

− (4C2 + 12C1 + 8)F (4)(r, κ, r, κ, r, κ)

− 4F (r)2 + 4F (r)F (κ) (2 + C1)− F (κ)2
(

4 + C2
1

)

✸✳✹ ❊$%✐♠❛%✐♦♥$

❈♦♠♠❡ κ ❞3#✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐#%❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉* ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧✬❡①♣*❡##✐♦♥ ❞❡ F ❡#% ✈❛❧✐❞❡✱ F (κ) ❝♦*✲
*❡#♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐% ❛✉ F (0) ❞❡ ❈❤❛✈❡ ❡% ▲❡✐❣❤ ✭✷✵✵✷✮✳ ◆♦✉# 3❝*✐*♦♥# ❞3#♦*♠❛✐# F (0) ♣♦✉* ❞3#✐❣♥❡*
F (κ)✳

❘❛♣♣❡❧♦♥# ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ #✐♠✐❧❛*✐%3 ❡♥ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ❞❡✉① ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❣3♥3*❛❧ ✿

F (r) =
1

c0
K0

(

r
√
2ν

σ

)

♦H c0 ❡#% ✉♥❡ ❝♦♥#%❛♥%❡ ✭❈❤❛✈❡ ❡% ▲❡✐❣❤✱ ✷✵✵✷✮✳

✺✽



◆♦✉# ❛✈♦♥# ❧❡# )*✉✐✈❛❧❡♥,# #✉✐✈❛♥,# ♣♦✉. ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❇❡##❡❧ ♠♦❞✐✜)❡ ❞❡ #❡❝♦♥❞❡ ❡#♣5❝❡

❞✬♦.❞.❡ 0 ✿

K0(r) ∼
√

π

2r
exp(−r) !✐ r ❣$❛♥❞

K0(r) ∼ − log (r) !✐ r ♣❡*✐*

◆♦✉! ♣♦✉✈♦♥! ❛❧♦$! 0❝$✐$❡✱ ♣♦✉$ r ❣$❛♥❞ ✿

F (r) ≃ 1

c0

(

πσ

2r
√
2ν

)1/2

exp

(

−r
√
2ν

σ

)

,

❡* ♣♦✉$ r ♣❡*✐* ✿

F (r) ≃ − 1

c0
log

(

r
√
2ν

σ

)

.

◆♦✉! ✈♦✉❧♦♥! ❡!*✐♠❡$ ❝❡**❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ !✐♠✐❧❛$✐*0✳ 6♦✉$ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉! ❛✈♦♥! ✿

Er[F(A,B)] = 2 [F (0)− F (r)] + C1F (0),

♦7 C1 ❞0!✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥!*❛♥*❡ (|A|+ |B|)/(ρ|A||B|)

❙✐ ♥♦✉! !♦♠♠❡! ❡♥ ♣♦!!❡!!✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥0❡!✱ ♥♦✉! !♦♠♠❡! ❛❧♦$! ❡♥ ♠❡!✉$❡ ❞✬❡!*✐♠❡$

F(A,B) ❡* ♥♦✉! ♥♦*♦♥! F̂(A,B) ❝❡**❡ ❡!*✐♠❛*✐♦♥✳

6♦✉$ ❝♦♠♠❡♥❝❡$✱ ♥♦✉! ♣♦✉✈♦♥! ❛❧♦$! ❡!*✐♠❡$ F (0) ♣❛$ ✿

F̂0 =
1

C1
lim
r→0

Er[F̂(A,B)]

❡* ❡♥ ♣♦!❛♥* ĉ = (2 + C1)F̂0✱ ♥♦✉! ♣♦✉✈♦♥! ❛❧♦$! ❡!*✐♠❡$ F (r) ♣❛$ ✿

F̂ (r) =
ĉ− Er[F̂(A,B)]

2

▼❛✐♥*❡♥❛♥*✱ ♥♦✉! ❛❧❧♦♥! ♥♦✉! ✐♥*0$❡!!❡$ ❛✉① ♣❛$❛♠=*$❡! σ ❡* ν✱ ✐♥❝♦♥♥✉!✳

❉❛♥! ❧❡ ❝❛! ♦7 r ❡!* ♣❡*✐*✱ ♥♦✉! ❛✈♦♥! ✿

Er[F(A,B)] = c+
2

c0
log

(

r
√
2ν

σ

)

♦7 c = (2 + C1)F (0)✳

❆✐♥!✐ ✿

c0
2
(Er[F(A,B)]− c) = log(r) +

log(2)

2
+
log(ν/σ2)

2

◆♦✉! ♣♦✉✈♦♥! ❛❧♦$! 0❝$✐$❡ ✿

ν

σ2
= exp [c0 (Er[F(A,B)]− c)− 2 log(r)− log(2)]

✺✾



❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦( r ❡#) ❣+❛♥❞✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✿

Er[F(A,B)] = c− 2

c0

(

πσ

2r
√
2ν

)1/2

exp

(

−r
√
2ν

σ

)

❆✐♥#✐ ✿

(√
2π

r

)1/2

c0(Er[F(A,B)]− c) =
(√

ν

σ

)−1/2

exp

(

−
√
2r

(√
ν

σ

))

◆♦✉# ♣♦✉++✐♦♥# ❛❧♦+# ♦❜)❡♥✐+ ❞❡# ✐♥❢♦+♠❛)✐♦♥# #✉+

√
ν/σ✱ ❡♥ +8#♦❧✈❛♥) ❧✬8:✉❛)✐♦♥ ✿

x−1/2 exp (−Arx)−Br = 0

♦( Ar =
√
2r ❡) Br =

(√
2π/r

)1/2
c0(Er[F(A,B)]− c).

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✹✳✵✳✾✳ ■❧ "❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜,❡♥✐. ❞❡" ✐♥❢♦.♠❛,✐♦♥" "1♣❛.1❡" ❡♥ ❝❡ 3✉✐ ❝♦♥❝❡.♥❡

❧❡" ♣❛.❛♠5,.❡" σ ❡, ν✱ ♠❛✐" "✐ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❞❡" ❞♦♥♥1❡"✱ ♥♦✉" "❡.♦♥" 3✉❛♥❞ ♠8♠❡ ❡♥ ♠❡"✉.❡

❞✬❡",✐♠❡. ❧❛ 3✉❛♥,✐,1 ν/σ2
✳

;♦✉+ ❝♦♠♣❛+❡+ ❞❡# ❞♦♥♥8❡# ❡①♣8+✐♠❡♥)❛❧❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛+✐)8 = ♥♦)+❡ ♠♦❞>❧❡ ♠❛)❤8♠❛)✐:✉❡ ❝❡♥#8

♣+8❞✐+❡ ❝❡# ❞♦♥♥8❡#✱ ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# 8❣❛❧❡♠❡♥) ✉)✐❧✐#❡+ ❧❛ ♠8)❤♦❞❡ ❞❡# ♠♦✐♥❞+❡# ❝❛++8#✳ ◆♦)+❡

♠♦❞>❧❡ )❤8♦+✐:✉❡ ❡#) ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥# F (r;σ, ν) ✐♥❞❡①8❡# ♣❛+ ❧❡# ♣❛+❛♠>)+❡# σ ❡) ν ✐♥❝♦♥✲
♥✉#✳ ▲❛ ♠8)❤♦❞❡ ❞❡# ♠♦✐♥❞+❡# ❝❛++8# ✈❛ ♥♦✉# ♣❡+♠❡))+❡ ❞❡ #8❧❡❝)✐♦♥♥❡+ ♣❛+♠✐ ❝❡# ❢♦♥❝)✐♦♥#✱

❝❡❧❧❡ :✉✐ +❡♣+♦❞✉✐) ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❡# ❞♦♥♥8❡# ❡①♣8+✐♠❡♥)❛❧❡#✱ ✐❧ #✬❛❣✐) ❞❡ ❧✬❛❥✉#)❡♠❡♥) ♣❛+ ❧❛ ♠8)❤♦❞❡

❞❡# ♠♦✐♥❞+❡# ❝❛++8#✳

❙✐ ♥♦✉# ❞✐#♣♦#♦♥# ❞❡ N ♠❡#✉+❡#✱ (Fi)i=1,··· ,N ✱ ❧❡# ♣❛+❛♠>)+❡# σ ❡) ν ✓ ♦♣)✐♠❛✉① ✔ ❛✉ #❡♥#
❞❡ ❧❛ ♠8)❤♦❞❡ ❞❡# ♠♦✐♥❞+❡# ❝❛++8# #♦♥) ❝❡✉① :✉✐ ♠✐♥✐♠✐#❡♥) ❧❛ :✉❛♥)✐)8 ✿

S(σ, ν) =

N∑

i=1

(Fi − F (ri;σ, ν))2 =
N∑

i=1

Ri(σ, ν)

♦( ❧❡# Ri(σ, ν) #♦♥) ❧❡# +8#✐❞✉# ❛✉ ♠♦❞>❧❡✱ ✐✳❡✳ ❧❡# 8❝❛+)# ❡♥)+❡ ❧❡# ♣♦✐♥)# ❞❡ ♠❡#✉+❡ Fi ❡) ❧❡

♠♦❞>❧❡ F (r;σ, ν)✳

▲❛ :✉❛♥)✐)8 S(σ, ν) ♣❡✉) G)+❡ ❝♦♥#✐❞8+8❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡#✉+❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐#)❛♥❝❡ ❡♥)+❡ ❧❡# ❞♦♥♥8❡#
❡①♣8+✐♠❡♥)❛❧❡# ❡) ❧❡ ♠♦❞>❧❡ )❤8♦+✐:✉❡ :✉✐ ♣+8❞✐) ❝❡# ❞♦♥♥8❡#✳ ▲❛ ♠8)❤♦❞❡ ❞❡# ♠♦✐♥❞+❡# ❝❛++8#

❞❡♠❛♥❞❡ :✉❡ ❝❡))❡ ❞✐#)❛♥❝❡ #♦✐) ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦( r ❡#) ♣❡)✐)✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✿

S(σ, ν) =

N∑

i=1

(Fi − F (ri;σ, ν))2

=

N∑

i=1

(

Fi +
1

c0
log

(

ri
√
2ν

σ

))2

=
N∑

i=1

(

F 2
i +

Fi

c0
log
(
2r2i
)
+
Fi

c0
log
( ν

σ2

)

+
1

4c20
log2

(
2r2i
)
+

1

4c20
log2

( ν

σ2

)

+
1

2c20
log
(
2r2i
)
log
( ν

σ2

))

✻✵



 ♦"♦♥" θ = ν/σ2
✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❞♦♥❝ ✿

S(θ) =
N
∑

i=1

(

F 2
i +

Fi

c0
log

(

2r2i
)

+
Fi

c0
log (θ) +

1

4c20
log2

(

2r2i
)

+
1

4c20
log2 (θ)

+
1

2c20
log

(

2r2i
)

log (θ)

)

❉,-✐✈♦♥" ♣❛- -❛♣♣♦-0 1 θ ✿

∂S(θ)

∂θ
=
1

θ

N
∑

i=1

(

Fi

c0
+
log

(

2r2i
)

2c20
+

1

2c20
log (θ)

)

❆✐♥"✐ ✿

∂S(θ)

∂θ
= 0⇔ θ = exp

(

− 1

N

N
∑

i=1

(

2c0Fi + log
(

2r2i
))

)

❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ♦5 r ❡"0 ❣-❛♥❞✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ✿

S(σ, ν) =

N
∑

i=1

(Fi − F (ri;σ, ν))2

=
N
∑

i=1

(

Fi −
1

c0

(

πσ

2r
√
2ν

)1/2

exp

(

−r
√
2ν

σ

))2

=
N
∑

i=1

(

F 2
i +

1

c20

(

π

2
√
2r

)(√
ν

σ

)−1

exp

(

−2
√
2r

√
ν

σ

)

−Fi

c0

(√
2π

r

)1/2
(√

ν

σ

)−1/2

exp

(

−r
√
2

√
ν

σ

)





 ♦"♦♥" ψ =
√
ν/σ✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❞♦♥❝ ✿

S(ψ) =
N
∑

i=1

(

F 2
i +

1

c20

(

π

2
√
2r

)

ψ−1 exp
(

−2
√
2rψ

)

−Fi

c0

(√
2π

r

)1/2

ψ−1/2 exp
(

−r
√
2ψ

)





❉,-✐✈♦♥" ♣❛- -❛♣♣♦-0 1 ψ ✿

∂S(ψ)

∂ψ
=

N
∑

i=1

(

− π

c20

(

ψ−2

2
√
2r

+ ψ−1

)

exp
(

−2
√
2rψ

)

+
Fi

c0

(√
2π

r

)1/2 (

ψ−3/2

2
+ r
√
2ψ−1/2

)

exp
(

−r
√
2ψ

)





◆♦✉" ♣♦✉--✐♦♥" ❛❧♦-" ♦❜0❡♥✐- ❞❡" ✐♥❢♦-♠❛0✐♦♥" "✉- ψ✱ ❡♥ -,"♦❧✈❛♥0 ∂S(ψ)/∂ψ = 0✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✹✳✵✳✶✵✳ ■❧ "❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜,❡♥✐. ❞❡" ❡",✐♠❛,❡✉." ♣♦✉. ν ❡, σ "2♣❛.2♠❡♥,✳✳✳
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✸✳✺ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥,

 ♦✉# ❝♦♠♠❡♥❝❡#✱ ❞❛♥+ ,♦✉+ ❧❡+ ❝❛+✱ ♥♦✉+ ❝♦♥+,❛,♦♥+ .✉❡ ♥♦+ ♣#0❞✐❝,✐♦♥+ ,❤0♦#✐.✉❡+ ❞♦♥♥❡♥,

❜✐❡♥ .✉❡ ❧❡ +✐♠✐❧❛#✐,0 ❡♥ ❝♦♠♣♦+✐,✐♦♥ ❞✬❡+♣5❝❡+ ❞0❝#♦✐, ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐+,❛♥❝❡✳

 ♦✉# ,❡#♠✐♥❡#✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ +✐♠✉❧0 ❧✬0✈♦❧✉,✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣♦+✐,✐♦♥ ❞✬❡+♣5❝❡+ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥ ❛✉

❝♦✉#+ ❞❡+ ❣0♥0#❛,✐♦♥+ ❡, 0✈❛❧✉0 ❧❛ +✐♠✐❧❛#✐,0 ❡♥ ❝♦♠♣♦+✐,✐♦♥ ❞✬❡+♣5❝❡+ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐+,❛♥❝❡

❡♥,#❡ ❧❡+ ❞❡✉① ♣❛#❝❡❧❧❡+ ❝♦♥+✐❞0#0❡+ ♣♦✉# ♥♦,#❡ ♠♦❞5❧❡ ✭✈♦✐# ❧✬❛♥♥❡①❡✮✳

◆♦✉+ ❛✈♦♥+ +✐♠✉❧0 ✉♥❡ ❢♦#>, ❞❡ ,❛✐❧❧❡ N = 5000 ✭♣#♦❝❡++✉+ ♣♦♥❝,✉❡❧ ❤♦♠♦❣5♥❡✮✱ ❝♦♠♣♦+0❡
✐♥✐,✐❛❧❡♠❡♥, ❞❡ ❞❡✉① ❡+♣5❝❡+ ❞✐✛0#❡♥,❡+ @ ❧❛ ♠>♠❡ ❢#0.✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ❢❛✐, 0✈♦❧✉0 ❝❡,,❡ ♣♦✲

♣✉❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛B♦♥ +✉✐✈❛♥,❡ ✿ @ ❝❤❛.✉❡ ❣0♥0#❛,✐♦♥✱ ✉♥ ❛#❜#❡ ❛✉ ❤❛+❛#❞ ♠❡✉#, ❡, ✐❧ ❡+, #❡♠♣❧❛❝0

♣❛# ❧❡ ❞❡+❝❡♥❞❛♥, ❞✬✉♥ ❞❡ +❡+ .✉❛,#❡+ ♣❧✉+ ♣#♦❝❤❡+ ✈♦✐+✐♥+✱ ❝✬❡+,✲@✲❞✐#❡ ♣#❡♥❞ ❧✬❡+♣5❝❡ ❞✬✉♥ ❞❡

❝❡+ ✈♦✐+✐♥+ ♦✉ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡+♣5❝❡ ✭❛✈❡❝ ♣#♦❜❛❜✐❧✐,0 ν = 10−4
✮✳ ❆♣#5+ 109

❣0♥0#❛,✐♦♥+✱ ♥♦✉+

♦❜,❡♥♦♥+ ❞❡+ #0+✉❧,❛,+ +❛,✐+❢❛✐+❛♥,+ ♣♦✉# ♥♦,#❡ ♠♦❞5❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❧❛ +✐♠✐❧❛#✐,0 ❡♥ ❝♦♠♣♦+✐,✐♦♥

❞✬❡+♣5❝❡ ✭❡♥ ✉,✐❧✐+❛♥, ♥♦,#❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞✐++✐♠✐❧❛#✐,0✮ ❞✐♠✐♥✉❡ ❜✐❡♥ ❧♦#+.✉❡ ❧❛ ❞✐+,❛♥❝❡ ❡♥,#❡ ❧❡+

♣❛#❝❡❧❧❡+ ❝♦♥+✐❞0#0❡+ ❛✉❣♠❡♥,❡ ❡, ✐❧ ❡♥ ❡+, ❞❡ ♠>♠❡ ❧♦#+.✉❡ ♥♦✉+ 0✈❛❧✉♦♥+ ❧❛ +✐♠✐❧❛#✐,0 ❞❡ ❞❡✉①

❛#❜#❡+ ♣#✐+ ❛✉ ❤❛+❛#❞ ❞❛♥+ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡+ ♣❛#❝❡❧❧❡+✱ ❡♥ ❢❛✐+❛♥, ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ +✉# 103
#0♣0,✐,✐♦♥+✳

◆♦✉+ ♦❜,❡♥♦♥+ ❧❡+ ✜❣✉#❡+ +✉✐✈❛♥,❡+ ✿

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❋♦#>, ❤♦♠♦❣5♥❡ +✐♠✉❧0❡ +✉# [0, 1] × [0, 1]✱ ❞❡ ,❛✐❧❧❡ ◆❂✺✵✵✵✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❡+♣5❝❡+

❞✐✛0#❡♥,❡+ @ ❧❛ ♠>♠❡ ❢#0.✉❡♥❝❡ 0.5✳
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❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ✭✶✮ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞❡✉① ♣❛4❝❡❧❧❡5 6 ✉♥❡ ❝❡48❛✐♥❡ ❞✐58❛♥❝❡ r ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉84❡✳

✭✷✮ ❬◆✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥85❪ ❙✐♠✉❧❛8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 5✐♠✐❧❛4✐8? ❡♥ ❝♦♠♣♦5✐8✐♦♥ ❞✬❡5♣@❝❡5 ❡♥ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞✐58❛♥❝❡ ❡♥84❡ ❧❡5 ❞❡✉① ♣❛4❝❡❧❧❡5 ❝♦♥5✐❞?4?❡5✱ ❡♥ ✉8✐❧✐5❛♥8 ♥♦84❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞✐55✐♠✐❧❛4✐8?✱ ♣♦✉4 ❧❛

❢♦4C8 ❞❡ 8❛✐❧❧❡ N = 5000 5✐♠✉❧?❡ ❡♥ ✜❣✉4❡ ✸✳✶✱ ❛♣4@5 109
❣?♥?4❛8✐♦♥5✱ ❡♥ ✉8✐❧✐5❛♥8 ❧❛ ♥♦②❛✉ ❞❡5 4

♣❧✉5 ♣4♦❝❤❡5 ✈♦✐5✐♥5✱ ❛✈❡❝✱ ❧❡ 8❛✉① ❞❡ ♠✉8❛8✐♦♥ ν = 10−4
❡8 ❧✬?❝❤❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ κ = 0.001✳ ❬❈♦✉4❜❡

4♦✉❣❡❪ ❋♦♥❝8✐♦♥ 8❤?♦4✐J✉❡ ❞❡ r 7→ 1−Er[F(A,B)]✱ ♦K Er[F(A,B)] = c+2 log(r
√
2ν/σ)/c0 ✭❡♥

♣4❡♥❛♥8 σ = 1/
√
N ✱ c0 = 4✱ C1 = 0.04 ❡8 c = (2 + C1) ∗ 0.7✮✳
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❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ✭✶✮ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞❡✉① ♣❛3❝❡❧❧❡4 5 ✉♥❡ ❝❡37❛✐♥❡ ❞✐47❛♥❝❡ r ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉73❡✳

✭✷✮ ❬◆✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥74❪ ❙✐♠✉❧❛7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4✐♠✐❧❛3✐7? ❡♥ ❝♦♠♣♦4✐7✐♦♥ ❞✬❡4♣@❝❡4 ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞✐47❛♥❝❡ ❡♥73❡ ❧❡4 ❞❡✉① ♣❛3❝❡❧❧❡4 ❝♦♥4✐❞?3?❡4✱ ❡♥ ?✈❛❧✉❛♥7 ❧❛ 4✐♠✐❧❛3✐7? ❞❡ ❞❡✉① ❛3❜3❡4 ♣3✐4 ❛✉

❤❛4❛3❞ ❞❛♥4 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡4 ♣❛3❝❡❧❧❡4 ✭❡♥ ❢❛✐4❛♥7 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ 4✉3 103
3?♣?7✐7✐♦♥4✮✱ ♣♦✉3 ❧❛ ❢♦3F7

❞❡ 7❛✐❧❧❡ N = 5000 4✐♠✉❧?❡ ❡♥ ✜❣✉3❡ ✸✳✶✱ ❛♣3@4 109
❣?♥?3❛7✐♦♥4✱ ❡♥ ✉7✐❧✐4❛♥7 ❧❛ ♥♦②❛✉ ❞❡4 4

♣❧✉4 ♣3♦❝❤❡4 ✈♦✐4✐♥4✱ ❛✈❡❝✱ ❧❡ 7❛✉① ❞❡ ♠✉7❛7✐♦♥ ν = 10−4
❡7 ❧✬?❝❤❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ κ = 0.001✳ ❬❈♦✉3❜❡

3♦✉❣❡❪ ❋♦♥❝7✐♦♥ 7❤?♦3✐J✉❡ ❞❡ r 7→ 1−Er[F(A,B)]✱ ♦K Er[F(A,B)] = c+2 log(r
√
2ν/σ)/c0 ✭❡♥

♣3❡♥❛♥7 σ = 1/
√
N ✱ c0 = 4✱ C1 = 0.04 ❡7 c = (2 + C1) ∗ 0.7✮✳
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❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

▲✬❛#$✐❝❧❡ ❞❡ ❈❤❛✈❡ ❡$ ▲❡✐❣❤ ✭✷✵✵✷✮ ♥♦✉5 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①♣#❡55✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ 5✐♠✐❧❛#✐$:

❡♥ ❞✐♠❡♥5✐♦♥ ❞❡✉①✱ F (r)✳ ◆♦✉5 ❛♣♣#❡♥♦♥5 ✜♥❛❧❡♠❡♥$ ❝♦♠♠❡♥$ F (r) ❞:❝#♦?$ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥$❛✲
$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐5$❛♥❝❡ A✉✐ 5:♣❛#❡ ❧❡5 ❝♦♠♠✉♥❛✉$:5 ❝♦♠♣❛#:❡5✳ ▲❛ $❤:♦#✐❡ ♥❡✉$#❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦#5 ❞❡5

♣#:❞✐❝$✐♦♥5 A✉❛♥$✐$❛$✐✈❡5 ❡$ $❡5$❛❜❧❡5✳

▲✬❛#$✐❝❧❡ ❞❡ ❇❛#$♦♥ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♥♦✉5 ❞♦♥♥❡ ❞❡5 ❡5$✐♠❛$✐♦♥5 ❞❡ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐5✐♥❛❣❡ N ❡$ ❞❡

❧✬:❝❤❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ κ✱ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛❞#❡ ❞✉ ♠♦❞F❧❡ 5$❡♣♣✐♥❣ 5$♦♥❡✱ 5♦✉5 ❧✬❤②♣♦$❤F5❡ ❞✬✉♥ A✉❛5✐✲:A✉✐❧✐❜#❡
❧♦❝❛❧✳ ▲❛ $❤:♦#✐❡ ❞❡ ❧✬✐5♦❧❡♠❡♥$ ♣❛# ❧❛ ❞✐5$❛♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦#5 ✉♥ ♠♦❞F❧❡ ♥❡✉$#❡ ❝❧❛✐# ❣#H❝❡ ❛✉A✉❡❧

♥♦✉5 ♣♦✉✈♦♥5 ♠❡$$#❡ ❡♥ :✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡5 ❡✛❡$5 ❞❡ ❧❛ 5:❧❡❝$✐♦♥ J ❞❡5 ❧♦❝✐ 5♣:❝✐✜A✉❡5✳

❉❡5 5✐♠✉❧❛$✐♦♥5 ♥♦✉5 ♦♥$ ♣❡#♠✐5 ❞❡ ✈❛❧✐❞❡# ♥♦$#❡ ♠♦❞F❧❡ ♥❡✉$#❡ ✉$✐❧✐5❛♥$ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞✐55✐✲

♠✐❧❛#✐$: A✉❡ ♥♦✉5 ❛✈♦♥5 ❞:✜♥✐✳ ❙✐ ♥♦✉5 ❛✈♦♥5 ❛❝❝F5 J ❞❡5 ❞♦♥♥:❡5 ✭❧❛ ❞✐5$#✐❜✉$✐♦♥ 5♣❛$✐❛❧❡✱ 5♦♥

✐♥$❡♥5✐$: ❡$ ❧❡5 ❢#:A✉❡♥❝❡5 ❛❧❧:❧✐A✉❡5✮✱ ❣#H❝❡ J ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞F❧❡ ♥❡✉$#❡ ❞❡ β✲❞✐✈❡#5✐$:✱ ♥♦✉5
5❡#✐♦♥5 ❡♥ ♠❡5✉#❡ ❞❡ ♣#♦♣♦5❡# ❞❡5 ❡5$✐♠❛$✐♦♥5 ♣♦✉# F (0) ❡$ F (r)✳ ◆♦✉5 ♥❡ 5❡#✐♦♥5 ♠❛❧❤❡✉#❡✉✲
5❡♠❡♥$ ♣❛5 ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉#♥✐# ❞❡5 ❡5$✐♠❛$❡✉#5 ♣♦✉# ❧❡ $❛✉① ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❣F♥❡5 σ2

❡$ ❧❡ $❛✉① ❞❡

♠✉$❛$✐♦♥ ν✳ ◆♦✉5 ♥❡ ♣♦✉##✐♦♥5 ❛✈♦✐# A✉❡ ❞❡5 ✐♥❢♦#♠❛$✐♦♥5 5✉# ❧❡ #❛♣♣♦#$ ν/σ2
✱ ❝❡ A✉✐ ♣❡✉$

A✉❛♥❞ ♠N♠❡ N$#❡ ✐♥$:#❡55❛♥$✳✳✳

✻✺





❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❇❛"#♦♥ ◆✳✱ ❉❡♣❛✉❧✐/ ❋✳✱ ❊#❤❡"✐❞❣❡ ❆✳✱ ✷✵✵✷✱ ◆❡✉#$❛❧ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ✐♥ +♣❛#✐❛❧❧② ❝♦♥#✐♥✉♦✉+ ♣♦♣✉✲

❧❛#✐♦♥+✱ ❚❤❡♦"✳ 9♦♣✳ ❇✐♦❧✳ ✻✶✱ ✸✶✲✹✽✳

❇❛"#♦♥ ◆✳✱ ❊#❤❡"✐❞❣❡ ❆✳✱ ❱A❜❡" ❆✳✱ ✷✵✶✵❛✱ ❆ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ✐♥ ❛ +♣❛#✐❛❧ ❝♦♥#✐✲

♥✉✉♠✱ ❊❧❡❝#"♦♥✳ ❏✳ 9"♦❜❛❜✳ ✶✺✱ ✶✻✷✲✷✶✻✳

❇❛"#♦♥ ◆✳✱ ❊#❤❡"✐❞❣❡ ❆✳✱ ❑❡❧❧❡❤❡" ❏✳✱ ✷✵✶✵❜✱ ❆ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ ❡①#✐♥❝#✐♦♥ ❛♥❞ $❡❝♦❧♦♥✐③❛#✐♦♥

✐♥ #✇♦ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ✿ 8✉❛♥#✐❢②✐♥❣ ♣❤②❧♦❣❡♦❣$❛♣❤②✱ ❊✈♦❧✉#✐♦♥ ✻✹✱ ✷✼✵✶✲✷✼✶✺✳

❇❛"#♦♥ ◆✳✱ ❊#❤❡"✐❞❣❡ ❆✳✱ ❑❡❧❧❡❤❡" ❏✳ ❡# ❱A❜❡" ❆✳✱ ✷✵✶✸✱ ■♥❢❡$❡♥❝❡ ✐♥ #✇♦ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ✿ ❛❧❧❡❧❡

❢$❡8✉❡♥❝✐❡+ ✈❡$+✉+ ❧❡♥❣#❤+ ♦❢ +❤❛$❡❞ +❡8✉❡♥❝❡ ❜❧♦❝❦+✱ ❚❤❡♦"✳ 9♦♣✳ ❇✐♦❧✳

❈❤❛✈❡ ❏✳ ❡# ▲❡✐❣❤ ❊✳ ●✳✱ ✷✵✵✷✱ ❆ +♣❛#✐❛❧❧② ❊①♣❧✐❝✐# ◆❡✉#$❛❧ ▼♦❞❡❧ ♦❢ β✲❉✐✈❡$+✐#② ✐♥ ❚$♦♣✐❝❛❧
❋♦$❡+#+✱ ❚❤❡♦"✳ 9♦♣✳ ❇✐♦❧✳ ✻✷✱ ✶✺✸✲✶✻✽✳

❈❧❛"❦ ❏✳ ❙✳✱ ❙✐❧♠❛♥ ▼✳✱ ❑❡"♥ ❘✳✱ ▼❛❝❦❧✐♥ ❊✳✱ ❡# ❍✐❧❧❡❘✐/▲❛♠❜❡"/ ❏✳✱ ✶✾✾✾✱ ❙❡❡❞ ❞✐+♣❡$+❛❧

♥❡❛$ ❛♥❞ ❢❛$ ✿ D❛##❡$♥+ ❛❝$♦++ #❡♠♣❡$❛#❡ ❛♥❞ #$♦♣✐❝❛❧ ❢♦$❡+#+✱ ❊❝♦❧♦❣② ✽✵✱ ✶✹✼✺✲✶✹✾✹✳

❈♦♥❞✐# ❘✳✱ 9✐#♠❛♥ ◆✳✱ ▲❡✐❣❤ ❊✳ ●✳✱ ❈❤❛✈❡ ❏✳✱ ❚❡"❜♦"❣❤ ❏✳✱ ❋♦/#❡" ❘✳ ❇✳✱ ◆✉♥̃❡③ ❱✳ 9✳✱ ❆❣✉✐✲

❧❛" ❙✳✱ ❱❛❧❡♥❝✐❛ ❘✳✱ ❱✐❧❧❛ ●✳✱ ▼✉❧❧❡"✲ ▲❛♥❞❛✉ ❍✳✱ ▲♦/♦/ ❊✳✱ ❍✉❜❜❡❧❧ ❙✳ 9✳✱ ✷✵✵✷✱ ❇❡#❛✲❞✐✈❡$+✐#②

✐♥ #$♦♣✐❝❛❧ ❢♦$❡+# #$❡❡+✱ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✾✺✱ ✻✻✻ ❄✻✻✾✳

❈♦① ❏✳ ❚✳✱ ❡# ●"✐✛❡❛#❤ ❉✳✱ ✶✾✽✻✱ ❉✐✛✉+✐✈❡ ❝❧✉+#❡$✐♥❣ ✐♥ #❤❡ 2✲ ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ✈♦#❡$ ♠♦❞❡❧✱
❆♥♥✳ 9"♦❜❛❜✳ ✶✹✱ ✸✹✼✲✸✼✵✳

❈♦① ❏✳ ❚✳✱ ✶✾✽✾✱ ❈♦❛❧❡+❝✐♥❣ $❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦+ ❛♥❞ ✈♦#❡$ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥+❡♥+✉+ #✐♠❡+ ♦♥ #❤❡ #♦$✉+ ✐♥

Z
d
✱ ❆♥♥✳ 9"♦❜❛❜✳ ✶✼✱ ✶✸✸✸✲✶✸✻✻✳

❉✉""❡## ❘✳❚✳✱ ✷✵✵✽✱ D$♦❜❛❜✐❧✐#② ♠♦❞❡❧+ ❢♦$ ❉◆❆ +❡8✉❡♥❝❡ ❡✈♦❧✉#✐♦♥✱ ✷♥❞ ❡❞✳✱ ❙♣"✐♥❣❡"✳

❊#❤❡"✐❞❣❡ ❆✳✱ ✷✵✵✽✱ ❉$✐❢#✱ ❞$❛❢# ❛♥❞ +#$✉❝#✉$❡ ✿ +♦♠❡ ♠❛#❤❡♠❛#✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧+ ♦❢ ❡✈♦❧✉#✐♦♥✱ ❇❛✲

♥❛❝❤ ❈❡♥#❡" 9✉❜❧✳ ✽✵✱ ✶✷✶✲✶✹✹✳

❋❡❧/❡♥/#❡✐♥ ❏✳✱ ✶✾✼✺✱ ❆ ♣❛✐♥ ✐♥ #❤❡ #♦$✉+ ✿ +♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧#✐❡+ ✇✐#❤ #❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐+♦❧❛#✐♦♥ ❜②

❞✐+#❛♥❝❡✱ ❆♠❡"✳ ◆❛#✳ ✶✵✾✱ ✸✺✾✲✸✻✽✳

✻✼



●!❛❞$❤&❡②♥ ■✳ ❙✳ ❡& ❘②③❤✐❦ ■✳ ▼✳✱ ✷✵✵✵✱ ❚❛❜❧❡% ♦❢ ■♥*❡❣,❛❧%✱ ❙❡,✐❡% ❛♥❞ 1,♦❞✉❝*%✱ ❆✳ ❏❡✛!❡②

❛♥❞ ❉✳ ❩✇✐❧❧✐♥❣❡! ❊❞$✳✱ ✻&❤ ❡❞✳✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ A!❡$$✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✳

❍✉❜❜❡❧❧ ❙✳ A✳✱ ✷✵✵✶✱ ❆ ❯♥✐✜❡❞ ◆❡✉*,❛❧ ❚❤❡♦,② ♦❢ ❇✐♦❞✐✈❡,%✐*② ❛♥❞ ❇✐♦❣❡♦❣,❛♣❤②✱ ▼♦♥♦✲

❣!❛♣❤$ ✐♥ A♦♣✳ ❇✐♦❧✳✱ A!✐♥❝❡&♦♥ ❯♥✐✈✳ A!❡$$✱ A!✐♥❝❡&♦♥✱ ◆❏✳

❑✐♠✉!❛ ▼✳✱ ❲❡✐$$ ●✳✱ ✶✾✻✹✱ ❚❤❡ %*❡♣♣✐♥❣ %*♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ %*,✉❝*✉,❡ ❛♥❞ *❤❡ ❞❡✲

❝,❡❛%❡ ♦❢ ❣❡♥❡*✐❝ ❝♦,,❡❧❛*✐♦♥ ✇✐*❤ ❞✐%*❛♥❝❡✱ ●❡♥❡&✐❝$ ✹✾✱ ✺✻✶✲✺✼✻✳

▲❛✇❧❡! ●✳✱ ▲✐♠✐❝ ❱✳✱ ✷✵✶✵✱ ❘❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✿ ❛ ♠♦❞❡,♥ ✐♥*,♦❞✉❝*✐♦♥✱ ❈❛♠❜!✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡!$✐&②

A!❡$$✳

▲❡✐❣❤ ❊✳ ●✳✱ ❲!✐❣❤& ❙✳ ❏✳✱ A✉&③ ❋✳ ❊✳✱ ❛♥❞ ❍❡!!❡ ❊✳ ❆✳✱ ✶✾✾✸✱ ❚❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ *,❡❡ ❞✐✈❡,%✐*② ♦♥

♥❡✇❧② ✐%♦❧❛*❡❞ *,♦♣✐❝❛❧ ✐%❧❛♥❞% ✿ ❆ *❡%* ♦❢ ❛ ♥✉❧❧ ❤②♣♦*❤❡%✐% ❛♥❞ %♦♠❡ ✐♠♣❧✐❝❛*✐♦♥%✱ ❊✈♦❧✳ ❊❝♦❧✳

✼✱ ✼✻✲✶✵✷✳

▼❛❧X❝♦& ●✳✱ ✶✾✹✽✱ ▲❡% ♠❛*❤D♠❛*✐E✉❡% ❞❡ ❧✬❤D,D❞✐*D✱ ▼❛$$♦♥✱ A❛!✐$✳

◆❛❣②❧❛❦✐ ❚✳✱ ✶✾✼✻✱ ❚❤❡ ,❡❧❛*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ ❞✐%*❛♥* ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧% ✐♥ ❣❡♦❣,❛♣❤✐❝❛❧❧② %*,✉❝*✉,❡❞ ♣♦✲

♣✉❧❛*✐♦♥%✱ ▼❛&❤✳ ❇✐♦$❝✐✳ ✷✽✱ ✼✸✲✽✵✳

❘♦✉$$❡& ❋✳✱ ✶✾✾✼✱ ●❡♥❡*✐❝ ❞✐✛❡,❡♥*✐❛*✐♦♥ ❛♥❞ ❡%*✐♠❛*✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ ✢♦✇ ❢,♦♠ ❢✲%*❛*✐%*✐❝% ✉♥❞❡,

✐%♦❧❛*✐♦♥ ❜② ❞✐%*❛♥❝❡✱ ●❡♥❡&✐❝$ ✶✹✺✱ ✶✷✶✾ ❄✶✷✷✽✳

❘♦✉$$❡& ❋✳✱ ✷✵✵✸✱ ●❡♥❡*✐❝ %*,✉❝*✉,❡ ❛♥❞ %❡❧❡❝*✐♦♥ ✐♥ %✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥%✱ A!✐♥❝❡&♦♥ ❯♥✐✲

✈❡!$✐&② A!❡$$✳

❘♦✉$$❡& ❋✳✱ ▲❡❜❧♦✐$ ❘✳✱ ✷✵✵✼✱ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ❛♣♣,♦①✐♠❛*❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❛❧②%❡% ♦❢ ❣❡♥❡*✐❝ %*,✉❝✲

*✉,❡ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛, ❤❛❜✐*❛* ✿ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ,♦❜✉%*♥❡%% *♦ ♠♦❞❡❧ ♠✐%✲%♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥✱ ▼♦❧❡❝✉❧❛! ❇✐♦✲

❧♦❣② ❛♥❞ ❊✈♦❧✉&✐♦♥ ✷✹✱ ✷✼✸✵ ❄✷✼✹✺✳

❙❛✇②❡! ❙✳✱ ✶✾✼✼❛✱ ❆%②♠♣*♦*✐❝ ♣,♦♣❡,*✐❡% ♦❢ *❤❡ ❡E✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♣,♦❜❛❜✐❧✐*② ♦❢ ❞❡♥%✐*② ✐♥ ❛ ❣❡♦✲

❣,❛♣❤✐❝❛❧❧② %*,✉❝*✉,❡❞ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥✱ ❆❞✈✳ ❆♣♣❧✳ A!♦❜❛❜✳ ✾✱ ✷✻✽✲✷✽✷✳

❙❛✇②❡! ❙✳✱ ✶✾✼✼❜✱ ❘❛*❡% ♦❢ ❝♦♥%♦❧✐❞❛*✐♦♥ ✐♥ ❛ %❡❧❡❝*✐✈❡❧② ♥❡✉*,❛❧ ♠✐❣,❛*✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❆♥♥✳ A!♦✲

❜❛❜✳ ✺✱ ✹✽✻✲✹✾✸✳
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