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1 Rashodimost~ i rezurgentnost~.

Vvedenie: singul�rnye ODU.

Tema nasto�we� stat~i− estestvenna� rashodimost~ (to est~ rashodimost~

stepennyh r�dov, voznika�wih pri rexenii qisto analitiqeskih zadaq)

i puti ee preodoleni�: rezurgentnye funkcii i inorodnoe differencirovanie.

Po�snim o qem idet req~ po primeru lokal~nyh analitiqeskih ODU

(obyknovennyh diff. uravneni�), to est~ po primeru rostkov takih

ODU bliz special~no� toqki z0. V kaqestve special~no� toqki udobno

brat~ ne 0 a ∞. Vse zavisit ot prirody polnogo (t.e. nasywennogo

parametrami u) formal~nogo rexen� Ỹ (z, u) naxego ODU.

• Tot sluqa�, kogda polnoe formal~noe rexenie soder�it odni stepennye
r�dy−trivialen (s lokal~no� toqki zreni�), tak kak �ti r�dy shod�ts�.

•Protivopolo�ny� sluqa�, kogda netu polnogo (ili voobwe netu nikakogo)
formal~nogo rexeni� − beznade�en (op�t~-taki s lokal~no� toqki

zreni�) ibo tam prosummirovat~ neqego.

• Interesen i dostupen prome�utoqny�, tak naz. singul�rny�, sluqa�,
kogda formal~noe rexenie �vl�ets� smes~� �ksponencialov i stepennyh

r�dov: poslednie obyqno rashod�ts�, no podda�ts� prosummirovani�.

Prosummirovanie po Borel�.

Itak, rassmotrim nekoe singul�rnoe analitiqeskoe ODU E(z, Y ) = 0
bliz ∞ i ograniqims� poka monokritiqeskim sluqaem, to est~ tem
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sluqaem, kogda imeets� polnoe formal~noe rexenie s razlo�eniem

Ỹ (z, u) = Ỹ0(z) +
∑
n∈Nd

uneλn z Ỹn(z)
(
u = (u1, ..., ud)

)
(1)

s rashod�wimis� stepennymi r�dami Ỹn(z) =
∑
an,k z

−k no s prostymi
�ksponencialami eλn z (`monokritiqnost~' ). Vs� zadaqa v tom, qtob �to
formal~noe rexenie prevratit~ v nasto�wee. Dl� �togo nado prosummirovat~

ka�dy� komponent Ỹn(z), to est~ obratit~ ego v analitiqeski� rostok

Yn,θ(z) , opredelenny� v kako�-to sektorno� okru�nosti∞ s bisektriso�

arg z−1 = θ i dopuska�wi� tam Ỹn(z) v kaqestve asimptotiqeskogo r�da.
Odnako, `sbrasyvanie til~dy', t. e. prosummirovanie, vozmo�no lix~

posredstvenno, qerez prome�utoqny� xag Ŷn :

Ỹn(z)
B=Borel−→ Ŷn(ζ)

L=Laplace−→ Yn,θ(z)
asympt ly∼ Ỹn(z) (2)

Preobrazovanie Borel� (B) de�stvuet `po-qlenno':

B : z−σ 7→ ζσ−1/Γ(σ) (σ /∈ −N) ; zn 7→ δ(n) (n ∈ N , δ = Dirac) (3)

i prevrawaet l�bo� r�d ϕ̃(z) s koefficientami tipa �evr� 1 v r�d

ϕ̂(ζ) s nenulevym radiusom shodimosti

B : ϕ̃(z) =
∑

an z
−n 7→ ϕ̂(ζ) =

∑
an ζ

n−1/(n−1)! (4)

Bolee togo, esli r�d ϕ̃ − `estestvennogo proisho�eni�', to ϕ̂ obyqno

obladaet analitiqeskim prodol�eniem po poqti vsem os�m ot 0 do ∞,

bez analitiqeskih bar~erov, s diskretno� konfiguracie� osobyh toqek

ωi, i s ne bolee qem �ksponencial~nom rostom bliz ∞, qto i pozvol�et

podvergat~ ϕ̂ preobrazobani� Laplasa (L), formal~no obratnomu k B:

L : ϕ̂ 7→ ϕθ with ϕθ(z) :=

∫ ∞.eiθ
0

ϕ̂(ζ) e−ζ z dζ (5)

Borel~ prevrawaet obyknovennoe proizvedenie v tak nazyvaemu� svertku

∗, a differencirovanie po z on prevrawaet v umno�enie na −ζ. Laplas
�e osuwestvl�et obratnye prevrawenia.

B : ϕ̃1.ϕ̃2 7→ ϕ̂1 ∗ ϕ̂2 with (ϕ̂1 ∗ ϕ̂2)(ζ) :=

∫ ζ

0
ϕ̂1(ζ1) ∗ ϕ̂2(ζ−ζ1) dζ1 (6)

B : ∂z ϕ̃(z) 7→ −ζ ϕ̂(ζ) (7)

B : ψ(z) = (ω + ∂z)ϕ(z) =⇒ ϕ̂(ζ) = (ω − ζ)−1 ψ̂(ζ) (8)

B : ψ(z) = ϕ(z)− ϕ(z + 1) =⇒ ϕ̂(ζ) = (1− exp(−ζ))−1 ψ̂(ζ) (9)
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Po (8) i (9) vidno, qto rexenie differencial~nyh ili raznostnyh

uravneni� mo�et sozdavat~ v funkci�h ϕ̂ ne tol~ko prostye pol�sy

no ewe, pod povtornym de�stviem svertki, bolee slo�nie osobennosti.

Obwa� shema prosummirovani� `po Borel�' vygl�dit tak:

Fig .1

{ ϕ̃(z) . . . . ϕθ(z) z-plane (multiplication)

B ↘ ↗ L
ϕ̂(ζ) ζ-plane (convolution)

L�ba� os~ integrirovani� arg ζ = θ mo�et dvigat~s� rovno stol~ko,

skol~ko osobye toqki ωi razrexa�t, a ka�domu regul�rnomu sektoru

rastvora δθ v ζ-ploskosti sootvestvuet v z-ploskosti regul�rny� sektor
rastvora δθ+π.

Ots�da vidny glavnie zadaqi i trudnosti, sto�wie pered nami:

Zadaqa 1: Qtoby prointegrirovat~ po Laplasu, nado udostoverit~s�

qto funkci� ϕ̂(ζ) ne imeet analitiqeskih bar~erov i ne rastet sverh-

�ksponencial~no kogda ζ →∞ po pr�mym os�m.

Zadaqa 2: A qtoby kontrolirovat~ �tot rost, nado umet~ ograniqit~

integrali svertki, skryto vhod�wie v opredelenie funkcii ϕ̂(ζ).

Zadaqa 3:Nado na�ti vse osobye toqki ω funkcii ϕ̂ i vy�snit~ povedenie
ϕ̂ v ka�do� tako� ω, ibo osobennosti �ti otvestvenny za rashodimost~

iznaqal~novo r�da ϕ̃ i nos�t va�nu� informaci� (konstanty Stoksa).

Zatrudnenie 1: Vozmo�noe prisustvie osobyh toqek ω nad R+.

Zatrudnenie 2: Vysoka� razvetvlennost~ Rimanovyh poverhnoste�.

Zatrudnenie 3: Slo�nost~ i zaputannost~ pute� integrirovani�, po

kotorym prihodits� vyqisl�t~ prostu� i n-kratku� svertku.

2 Mul~tiplikativnoe usrednenie.

Fiziki sklonny sqitat~, qto pri naliqii osobyh toqek ωi nad R+, r�d

ϕ̃ prosummirovat~ nel~z�. �to odnako neverno. Nado prosto pribegat~

k podhod�wemu usredneni� µ otdel~nyh vetve� mnogoznaqno� funkcii:

ϕ̃(z)
B−→ ϕ̂(ζ)

µ−→ µϕ̂(ζ)
L−→ ϕ(z) (10)

Usrednenie µ : ϕ̂ 7→ µ ϕ̂ opredel�ets� vesami µ( ε
ω

):

µ ϕ̂(ζ) :=
∑

εi∈{+,−}

µ
( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)
ϕ̂

( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)
(ζ) if ωr<ζ<ωr+1 (11)
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Zdes~ ω1, ω2... oznaqa�t osobye toqki, le�awie nad R+, a ϕ̂
( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)

oznaqaet tu determinaci� funkcii ϕ̂ nad intervalom ]ωi, ωi+1[, kotora�
sootvestvuet obho�deni� oqeredno� toqki ωi sprava esli εi = + ili

sleva esli εi = −. Bolee togo, µ dol�no vypolnit~ dva glavnyh uslovi�:
(i) µ dol�no sohran�t~ de�stvitel~nost~ dl� primeneni� k tem zadaqam,

gde tol~ko de�stvitel~nye rexeni� priemlimy. Znaqit, esli mnogoznaqna�

ϕ̂(ζ)− de�stvitel~na dl� malyh ζ > 0, togda odnoznaqna� µ ϕ̂(ζ) dol�na
ostavat~s� de�stvitel~no� dl� vseh ζ > 0.
(ii) µ dol�no kommutirovat~ so svertko�:

µ (ϕ̂1 ∗ ϕ̂1) ≡ (µ ϕ̂1) ∗ (µ ϕ̂2) (12)

dl� primeneni� k neline�nym zadaqam. To est~, v sheme (10) sredn��

strelka, podobno levo� i pravo�, dol�na byt~ ne tol~ko line�nym, no

i mul~tiplikativnym gomomorfizmom.

Oba �ti uslovi� trudno sovmestimy. �sno naprimer qto `polusumma':

µ
( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)
=

1

2
if ε1 = ε2 = ...εr (resp. = 0 otherwise) (13)

vypoln�et (i) no naruxaet (ii). K sqasti�, podhod�wie usredneni�,

vypoln��wie vse trebovani�, vse taki est~. Vot dva glavnyh primera:

• Standartnoe usrednenie. Ego vesy da�ts� pr�mo� formulo�:

µ
( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)
:=

Γ(p+ 1
2) Γ(q + 1

2)

Γ(r + 1) Γ(1
2) Γ(1

2)
=

(2 p)! (2 q)!

4p+q p! q! (p+ q)!
(14)

with p :=
∑
εi=+

1 , q :=
∑
εi=−

1 (p+ q = r) (15)

• `Organiqeskoe' usrednenie. Ego vesy da�ts� rekursivno� formulo�:

µ
( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)
:= µ

( ε1
ω1

,...,
,...,

εr−1
ωr−1

) 1

2

(
1 + εr−1 εr

ωr−1

ωr

)
with µ

( ±
ω1

)
:=

1

2
(16)

3 Inorodnoe differencirovanie.

Vyqislenie svertki po SSS-put�m.

Pust~ Ω = {ω1, ω2, ...} − diskretnoe podmno�estvo C i pust~ ϕ̂1, ϕ̂2 -

− dve analitiqeskih funkcii na R := C̃− Ω. Dl� malyh ζ, integral
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svertki (6) vyqisl�ets� po pr�momu intervalu [0, ζ], a dl� otdalennyh
ζ, ego nado vyqisl�t~ po tak naz. samosimmetriqno sokratimym (SSS)

put�m, to est~ po takim put�m Γ∗ ⊂ C−Ω kotorye ne tol~ko simmetriqny

otnositel~no ih serediny ζ/2 no ewe nepreryvno sokratimy k nul�

pri posto�nnom sohranenii samosimmetriqnosti. Za iskl�qeniem

sqetnogo podmno�estva, ka�u� ζ ∈ R �vlaets� koncom takogo SSS-

puti, no beda v tom, qto da�e dl� prostyh poverhnoste� R, SSS-puti
nastol~ko krut�ts� i uslo�n��ts� po mere udaleni� ih konca ζ, qto
oni faktiqeski neprimenimy.

∆-operatory : opredelenie .

Vmesto nikuda ne godnyh SSS-pute� nam nu�ny line�nye operatory

∆̂ω, nos�wie indeksy ω ∈ C̃− {0}, podrobno opisyva�wie povedenie

ϕ̂(ζ) bliz osobo� toqki ω (vernee: nad e�), i de�stvu�wie `po Le�bnicu':

∆̂ω (ϕ̂1 ∗ ϕ̂2) ≡ (∆̂ω ϕ̂1) ∗ ϕ̂2 + ϕ̂1 ∗ (∆̂ω ϕ̂2) (17)

Ih de�stvie opredel�ets� formulo�, podobno� (11):

∆̂ω ϕ̂ (ζ) :=
∑
εi=±

εr
2πi

δ
( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)
ϕ̂

( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)
(ζ + ω) (ωr := ω) (18)

s naqala dl� malyh ζ ∈ [0, ω], a potom analitiqeski prodol�aets�.

Zdes~, ω1, ω2... { osobye toqki, le�awie me�du 0 i ωr := ω, a qtob

obespeqivat~ (17), vesy δ dol�ny vypoln�t~ strogie algebraiqeskie

uslovi�. Dl� `standartnyh' ∆-operatorov vesy zavis�t tol~ko ot ε :

δ
( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)
:=

p! q!

(p+q+1)!
with p :=

1≤i≤r−1∑
εi=+

1 ; p :=

1≤i≤r−1∑
εi=−

1 (19)

a dl� `organiqeskih' ∆-operatorov oni zavis�t ewe ot ω :

δ
( ε1
ω1

,...,
,...,

εr
ωr

)
:=

{ (ωp+1 − ωp)/(2ωr) if (ε1, ..., εr) = ((+)p, (−)q, εr)
(ωq+1 − ωq)/(2ωr) if (ε1, ..., εr) = ((−)q, (+)p, εr)

0 otherwise

Vvidu (17), operatory ∆̂ω zovut inorodnymi differencirovani�mi, a

funkci� ∆̂ω ϕ̂ zovut inorodno� proizvodno� ot ϕ̂.

∆-operatory : svo�stva.

Pomimo ∆̂ω, udobno rassmatrivat~ i operatory ∆ω i ∆ω, kotorye

de�stvu�t pr�mo v z-ploskosti, odinakovo na r�dy ϕ̃ i na rostki ϕθ :

∆̂ω
pull back

=⇒ ∆ω = B−1 ∆̂ω B =⇒ ∆ω := e−ω z∆ω (20)
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Dl� raznyh �tih variantov pravilo Le�bnica prinimaet vid :

∆̂ω (ϕ̂1 ∗ ϕ̂2) ≡ (∆̂ω ϕ̂1) ∗ ϕ̂2 + ϕ̂1 ∗ (∆̂ω ϕ̂2) (ζ-plane) (21)

∆ω (ϕ1 . ϕ2) ≡ (∆ω ϕ1).ϕ2 + ϕ1.(∆ω ϕ2) (z-plane) (22)

∆ω (ϕ1 . ϕ2) ≡ (∆ω ϕ1).ϕ2 + ϕ1.(∆ω ϕ2) (z-plane) (23)

Blagodar� �ksponencial~nomu faktoru, `�irnye' ili `invariantnye'

operatory ∆ω kommutiru�t s prostym differencirovaniem ∂ := ∂z :

[∆̂ω, ∂̂] = −ω ∆̂ω =⇒ [∆ω, ∂] = −ω∆ω =⇒ [∆ω, ∂] = 0 (24)

∆-operatory opredelennogo tipa, `standartnogo' ili `organiqeskogo',

svobodno poro�da�t odnu i tu �e algebru Li ∆∆. To est~, dl� l�bogo

∆ :=
∑
γω1,...,ωr [∆ωr ...[∆ω2 ,∆ω1 ]] vsegda na�dets� takoe ϕ qtob ∆ϕ 6= 0.

Dobavim, qto vo mnogih primeneniah de�stvie operatorov ∆ω zavisit

ne ot ω kak �lementa C• := C̃− {0}, a tol~ko ot ego proekcii ω̇ na C .

Algebra RES rezurgentnyh funkci�.
Ne vhod� v podrobnosti, uslovims� nazyvat~ rezurgentnymi `funkci�mi'

bezrazliqno te r�dy ϕ̃(z), te funkcii ϕ̂(ζ), i te rostki ϕθ(z) kotorye
podda�ts� obxe� sheme figury 1 v §1. Dl� bol~xe� prostoty, �ti

`funkcii' my obyqno oznaqaem qerez ϕ(z), bez til~dy i bez θ, ne zabyva�
pri �tom, qto vse vyskazyvani� o nih dol�ny interpretirovat~s�

parallel~no v treh `model�h'. Prostranstvo RES rezurgentnyh funkci�
zamknuto ne tol~ko mul~tiplikativno (po prostomu proizvedeni� v z-
model�h i po svertke v ζ-modeli) no ewe i po inorodnomu differencirovani�.

Pervoe prilo�enie: uravneni� rezurgentnosti.

Ime�ts� prostye kriterii, pozvol��wie predskazat~, budet li formal~noe

rexenie ϕ dannogo ODU rezurgentnym otnositel~no peremenno� z. Pust~
E = 0 takoe ODU. Ispol~zu� pravilo Le�bnica, legko poluqit~ qisto
formal~nym putem novye uravneni� kak i dl� prosto� tak i dl�

inorodnyh proizvodnyh ot ϕ :

E(z, ϕ) = 0 =⇒
{ E∗(z, ϕ, ∂ϕ) = 0 (linear homogeneous in ∂ϕ)
Eω(z, ϕ,∆ωϕ) = 0 (linear homogeneous in ∆ωϕ)

Obwee rexenie uravneni� Eω = 0 obyqno imeet vid ∆ω ϕ = Aω ϕω (∗)
ili re�e ∆ω ϕ =

∑j=s
j=1Aj,ω ϕj,ω(∗∗) , gde Aω (ili Aj,ω)− netrivial~na�,

obyqno transcendentna� skal�rna� veliqina (konstant Stoksa), i gde

ϕω (ili ϕj,ω) − prosto� stepenno� r�d, qisto formal~no vyvodimy�

iz Eω = 0, a znaqit i iz E = 0. Zameqatel~no, qto zdes~ bez vs�kogo
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analiza ustanavlivaets� analitiqeski� fakt, ibo formuly (∗),(∗∗)
da�t analitiqeskoe prodol�enie ϕ̂ vplot~ do ω v ζ-ploskosti. V tesno�

sv�zi me�du ϕ i ∆ω ϕ skazyvaets� l�bopytna�, no v to �e vrem�

universal~na� tendenci� takih funkci� k samovosproizvedeni� v svoih

osobyh toqkah − v ka�do� iz nih ! Ottuda i termin `rezurgentnost~'.

Izbavlenie ot SSS-pute� i preodolenie `mnogoznaqnosti'.

De�stvie `lomanyh' ω-sdvigov T̂Γ i ∆̂Γ-operatorov daets� formulami

T̂Γ ϕ̂(ζ) := ϕ̂Γ(ζ+ω) , ∆̂Γ ϕ̂(ζ) := ϕ̂+
Γ (ζ+ω)−ϕ̂−Γ (ζ+ω) (ω=end of Γ) (25)

snaqala dl� malyh ζ, a potom v celom, putem analitiqeskogo prodol�eni�

vdol~ koneqno�, koneqno prokoloto�, lomano� linii Γ, s predpisaniem
dl� obho�deni� ka�do� prokoloto� toqki. �ti `lomanye' operatory

mo�no odnoznaqno predstavit~ v vide mnogoqlena ot koneqnogo qisla

∆̂-operatorov i vraweni� R := ϕ̂(ζ) 7→ ϕ̂(e2πiζ) (ζ ∈ C• := C̃− {0}):

T̂Γ = id +
∑
r

∑
n

∑
ωi

(2πi)r τω1,...,ωrRn ∆̂ωr . . . ∆̂ω1 (τω ∈ Q , n ∈ Z) (26)

∆̂Γ = ∆̂ω +
∑
r

∑
n

∑
ωi

(2πi)r λω1,...,ωrRn ∆̂ωr . . . ∆̂ω1 (λω ∈ Q ,
∑

ωi = ω)

Predstavlenie �to kra�ne udobno, tak kak ono svodit vse operacii tipa

(ϕ̂1, ϕ̂2) 7→ ϕ̂1 ∗ ϕ̂2 ili tipa ϕ̂ 7→ (ϕ̂)∗n k operaci�m na pervom liste

Rimanovo� poverhnosti, to est~ na obwe� `zvezde analitiqnosti'.

Kak vidno, ∆-operatory nas izbavl��t

(i) ot mnogoznaqnyh funkci� ϕ̂,
(ii) ot slo�nyh mnogolistnyh Rimanovyh poverhnoste�,
(iii) ot nevozmo�no izvilistyh SSS-pute� integrirovani�.

Blagodar� ∆-operatoram, dostatoqno rassmatrivat~ funkcii ϕ̂ i vse

ih inorodnye proizvodnye kak odnoznaqnye funkcii na ih obwe� zvezde

analitiqnosti (s centrom v 0•) i togda vse operacii svod�ts� k prostym
operaci�m nad odnoznaqnymi funkci�mi. .

Obzor osnovnyh pon�ti� i glavnyh pravil:

• Perviqnye ∆-operatory (alien derivations) :

∆̂ω in the ζ-plane =⇒ ∆ω in the z-plane (‘pull back ′) (27)

• Vtoriqnye ∆-operatory: ∆ω := e−ω z ∆ω v z-ploskosti.

[∂z,∆ω] ≡ 0 ; ∆ω(f ◦ g)(z) ≡ (∆ωf) ◦ g(z) if g(z)∼z (28)
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• Z-simvoly Zω = Zω1,...,ωr (pseudovariables) : Pon�tie �to − dual~no

ko∆-operatoram. Proizvedenie Z-simvolov− po `peretasovke' indeksov:

∂z Zω ≡ 0 ; Zω ◦ g ≡ Zω ; Zω′ .Zω′′=
∑

Zω (shuffle product) (29)

• Disple� (display). �to svoego roda `inorodny� r�d Te�lora':

dplϕ := ϕ+
∑
r

∑
ωj

Zω1,...,ωr ∆ωr . . .∆ω1 ϕ (30)

On imeet kak i lokal~ny� (z-qast~) tak i global~ny� harakter (Z-
qast~). V nem zakodirovano, v predel~no s�ato� i udobno� forme, vs�

informaci� o funkcii ϕ̂(ζ) na vseh list�h ee Rimanovo� poverhnosti.
A glavnoe svo�stvo disple� − avtomatiqeskoe rasprostranenie l�bogo

sootnoxeni� me�du funkc�mi k sootnoxeni� me�du disple�mi:

R(ϕ1, . . . , ϕs) ≡ 0 =⇒ R(dplϕ1, . . . ,dplϕs) ≡ 0 (31)

4 Singul�rnye ODU i mostovoe uravnenie.

Mostovoe uravnenie (Bridge Equation) ob�zano svoim nazvaniem tomu

obsto�tel~stvu, qto ono sv�zyvaet inorodnye i prostye proizvodnye.

Ono imeet ogromnoe pole primeneni�. My snaqala uka�em glavnye

fakty o nem, a potom privedem neskol~ko primerov. Vid ego takov:

∆ω Y (z, u) = Aω Y (z, u) ( ∀ω ∈ Ω) (32)

• Y (z, u) − formal~noe rexenie singul�rnogo ODU s maksimal~nym

qislom parametrov u :=(u1, .., ud). Til~da dl� prostoty propuskaets�.

• ∆ω − \inorodnoe differencirovanie". Indeks ω probegaet sqetnoe

podmno�estvo Ω ⊂ C−{0} ili �e Ω ⊂ C̃−{0}.
•Aω − \operator Stoksa". �to obyknovenny� differencial~ny� operator

po peremenno� z i po parametram u1, ..., ud. Vid ego − \samy� obwi� iz-

za vseh formal~no dopustimyh vidov".

• {Aω ; ω ∈ Ω} �vl�ets� polno� sistemo� konstantov Stoksa.

• Vs� rashodimost~ vo Y (z, u) sosredatoqena v stepennyh r�dah po z−1.

Mostovoe uravnenie i disple�.
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Poskol~ku mostovoe uravnenie mo�no iterirovat~

∆ω1 Y (z, u) = Aω1 Y (z, u) =⇒
∆ω2∆ω1 Y (z, u) = ∆ω2Aω1 Y (z, u)

= Aω1∆ω2 Y (z, u)

= Aω1Aω2 Y (z, u) (order reversal !)

ono srazu daet inorodnye proizvodnye vseh por�dkov:

∆ωr . . .∆ω1 Y (z, u) = Aω1 . . .Aωr Y (z, u) (33)

Podkl�qa� (33) v opredelenie disple� (30), my poluqaem

dplY (z, u) = Y (z, u) +
∑
r

∑
ωi

Zω1,...,ωr ∆ωr . . .∆ω1 Y (z, y)

= Y (z, u) +
∑
r

∑
ωi

Zω1,...,ωr Aω1 . . .Aωr Y (z, y) (34)

Singul�rnoe uravnenie Rikkati est~ samoe prostoe neline�noeODU:

Y ′ = Y +H−(z) +H+(z)Y 2 (H±(z) ∈ z−1 C{z−1}) (35)

Obwee rexenie mo�no zapisat~ v negomogenno� ili gomogenno� forme,

s pomow~� komponentov Si ili Ti. Pervye ime�t beskoneqno mnogo

osobyh toqek v ζ-ploskosti, poslednie �e − tol~ko dve.

Y (z, u) =
u ez S0 + S−
u ez S0S+ + 1

=
u ez T1 + T2

u ez T3 + T4
det
[T1

T3

T2

T4

]
=1 (36)

Ŝ±(ζ) sing. over ±N∗ ‖ T̂1 , T̂3 sing. over {0, 1}
Ŝ0(ζ) sing. over Z ‖ T̂2 , T̂4 sing. over {0,−1}

Mostovoe uravnenie v dannom sluqae imeet dovol~no prosto� vid :

∆±1Y (z, u) = A±1Y (z, u) with A±1 = ∓α±1 u
1±1 ∂u (37)

to est~

∆+1 Y (z, u) = −α1 e
z u2 ∂u Y (z, u)

∆−1Y (z, u) = α−1 e
−z ∂u Y (z, u)

Ottuda dl� otdel~nyh komponentov sledu�wie uravneni� rezurgentnosti:

∆+1T1 = α1 T2 ∆+1T2 = 0 ∆+1T3 = α1 T4 ∆+1T4 = 0
∆−1T2 = α−1 T1 ∆−1T1 = 0 ∆−1T4 = α−1 T3 ∆−1T3 = 0

9



∆+1 S0 = α1 S− ∆+1 S+ = α1 S
−1
0 (1− S+S−) ∆+1 S− = 0

∆−1 S0 = −α−1 S+ S
2
0 ∆−1 S− = α−1 S0(1− S+S−) ∆−1 S+ = 0

Sootvestvu�wie displei, s ih qetkim razdeleniem z-peremenno� i Z-
simvolov, akkuratno algebraizu�t slo�nu� geometri� ζ-ploskosti :[dplT1

dplT3

dplT2

dplT4

]
=
[T1

T3

T2

T4

]
×
[T1

T3

T2

T4

]
(38)

dplS0 =
S0 S0 + S− S0 S+

1 + S0 S+ S−
; dplS± =

S± + S∓1
0 S±

1 + S∓1
0 S∓ S±

(39)

Ili bolee �vnym obrazom: dplS+ =
S++S−1

0 S+

1+S−1
0 S− S+

; dplS− =
S−+S0 S−
1+S0 S+ S−

.

T1 = 1 +
∑

(α1α−1)n Z{1,−1}n , T2 =
∑
α−1(α1α−1)n Z−1,{1,−1}n

T3 =
∑
α1(α−1α1)n Z1,{−1,1}n , T4 = 1 +

∑
(α−1α1)n Z{−1,+1}n

log S0 =
∑

1≤r
∑

ε1+...+εr=0 ε1 γε1,...,εr−1 αε1 . . . αεr Zε1,...,εr

S+ =
∑

1≤r
∑ε1=+1

ε1+...+εr=+1 γε1,...,εr αε1 . . . αεr Zε1,...,εr

S− =
∑

1≤r
∑ε1=−1

ε1+...+εr=−1 γε1,...,εr αε1 . . . αεr Zε1,...,εr

priqem γε1,...,εr :=
∏j=r
j=1 εj(ε1+· · ·+εj). Ishod� iz �tih formul, interesno

prosle�ivat~, kak sootnoxeni� me�du komponentami dvuh sortov:

T1T4 − T2T3 = 1 , S0 = T1/T4 , S+ = T3/T1 , S− = T2/T4 (40)

T 2
1 ≡ S0 (1− S+S−)−1 , T 2

2 ≡ S−1
0 S2

− (1− S+S−)−1 (41)

T 2
3 ≡ S0 S

2
+ (1− S+S−)−1 , T 2

4 ≡ S−1
0 (1− S+S−)−1 (42)

avtomatiqeski perehod�t v sootnoxeni� me�du disple�mi :

R(Ti, Sj) ≡ 0 =⇒ R(dplTi,dplSj) ≡ 0 =⇒ R(Ti,Sj) ≡ 0 (43)

Dl� proverki sootnoxeni� R(Ti,Sj) ≡ 0 mo�no polagat~ α1 = α−1 = 1
i primen�t~ pravilo umno�eni� (29) k r�dam Z-simvolov:

T1 = 1 + Z+− + Z+−+− + Z+−+−+− + Z+−+−+−+− . . .
T2 = Z− + Z−+− + Z−+−+− + Z−+−+−+− . . .
T3 = Z+ + Z+−+ + Z+−+−+ + Z+−+−+−+ . . .
T4 = 1 + Z−+ + Z−+−+ + Z−+−+−+ + Z−+−+−+−+ . . .
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S+ = Z+ − 2 Z++− + 12 Z+++−− + 4 Z++−+− − 144 Z++++−−−

−72 Z+++−+−− − 24 Z+++−−+− − 24 Z++−++−− − 8 Z++−+−+− . . .

S− = Z− − 2 Z−−+ + 12 Z−−−++ + 4 Z−−+−+ − 144 Z−−−−+++

−72 Z−−−+−++ − 24 Z−−−++−+ − 24 Z−−+−−++ − 8 Z−−+−+−+ . . .

log S0 = (Z+− − Z−+)− 2 (Z++−− − Z−−++) + 12 (Z+++−−− − Z−−−+++)
+4 (Z++−+−− − Z−−+−++) . . .

Singul�rnoe ODU pervogo por�dka. Pereidem teper~ k obwemu

ODU, formal~no sopr��ennomu s uravneniem Y ′ = Y :

Y ′ = Y +
∑
0≤n

Hn(z) Y n (
∑

HnY
n∈ z−1C{z−1, Y } ) (44)

V polnom rexenii uqastvu�t �ksponencialy i rashod�wies� r�dy Ym :

Y (z, u)=Y0(z) +
∑
1≤m

um emz Ym(z) ( Ym(z) ∈ C[[z−1]] ) (45)

Ka�dy� komponent Ym(z) sam po sebe − rezurgenten, a osobye toqki

Ŷm(ζ) le�at nad m−N. Zdes~ mostovoe uravnenie prinimaet vid

∆nY (z, u) = An Y (z, u) with An = an u
n+1∂u (∀n ∈ {−1} ∪ N∗) (46)

qto privodit k otdel~nym uravneni�m rezurgentnosti

∆n Ym = (m−n) an Ym−n (m ∈ N ; −1 ≤ n ≤ m , an ∈ C) (47)

Ot special~nyh uravneni�

∆−1 Y0 = a−1 Y1 , ∆−1 Y1 = 2 a−1 Y2 , . . . , ∆−1 Ym−1 = ma−1 Ym

sleduet qto (∆−1)m Y0 = m! (a−1)m Ym. A �to znaqit, qto (pri uslovii,

esli kl�qevo� koefficient a−1 6= 0) mo�no konstruktivno vyvesti

vs� posledovatel~nost~ Y1, Y2, Y3 . . . iz znani� edinogo komponenta Y0,

qto koneqno nevozmo�no v sluqae regul�rnyh ODU. �to pokazyvaet qto

singul�rnye ODU, v otliqii ot regul�rnyh, oblada�t zameqatel~no�

sv�znost~�. Oni celostny : zna� hot~ malen~ku� qast~ ih rexeni�,

mo�no vosstanovit~ polnoe rexenie.

Dl� sravneni� : esli P (x)− neprivodimy� (privodimy�) mnogoqlen

nad Q, to iz odnogo korn� x0 mo�no (nel~z�) vyvesti vse ostal~nye !

Singul�rnie differencial~nye sistemy.

Rezul~taty, ves~ma blizkie k vyxe ukazannym, ime�ts� v qastnosti
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(i) dl� ODU por�dka d ≥ 2 s dvugrannym poligonom N~�tona.

(ii) dl� neavtonomnyh differencial~nyh sistem :

Y ′j = λj Yj + hj(z, Y1, ..., Yn) (1 ≤ j ≤ n) (48)

(iii) dl� avtonomnyh differencial~nyh sistem (`vektornyh pole�') :

Y ′j = λj Yj + hj(Y1, ..., Yn) (1 ≤ j ≤ n) (49)

s odnokratnym rezonansom
∑
mj λj = λj0 (mj ≥ 0)

5 Transcendentnost~. Analiz i sintez.

Teoremy transcendentnosti i nezavisimosti.

Disple� oblegqaet dokazatel~stvo teorem nezavisimosti me� rexeni�mi

ϕi(z) =
∑
aj,nz

−n otdel~nyh ODU, to est~ ono oblegqaet dokazatel~stvo
togo fakta, qto takie ϕi, voobwe govor�, ne sv�zany nikakimi novymi

sootnoxeni�mi.A priqina prosta� : vlo�enie Z-simvolov v gipotiqnoe
sootnoxenie R nakladyvaet ogromnoe koliqestvo novyh, oqen~ trudno

vypolnimyh uslovi� :

R(ϕ1, ..., ϕs) = 0 =⇒ R(dplϕ1, ...,dplϕs) =

p ,q , ωi∑
Rp,ω1,...,ωq

p+q=:N︷ ︸︸ ︷
z−p Zω1,...,ωq= 0

De�stvitel~no, kogda N := p+q →∞, qislo sootnoxeni� Rp,ω1,...,ωq = 0
rastet kak O(N1+k) a qislo koefficientov aj,n, v nih prisustvu�wih,
rastet lix~ kak O(s.N), qto i legko privodit k protivoreqi�.

`Analiz', v dannom kontekste, est~ zadaqa ob opisanii konstantov

StoksaAω. Tut vozmo�ny dva podhoda : vyqislitel~ny� i teoretiqeski�.

Dl� dominantnyh konstantov Aω ( ω na grane kruga shodimosti),

ishod� ot ∆̂ω ϕ̂(ζ) := Aω ϕ̂ω(ζ), gde ϕ̂ i ϕ̂ω horoxo izvestny, mo�no Aω
oqen~ �ffektivno vyqlislit~ s pomowyo asimptotiqeskogo analiza

koefficientov ϕ̂. Dl� nedominantnyh konstantov Stoksa Aω, nado
snaqala perenesti toqku ω na krug shodimosti s pomow~� konformnogo

otobra�eni�.

Teper~ o teoretiqeskom podhode. Razlaga� rexenie ϕ v seri�h tipa :

ϕ(z) =
(∑

r

∑
ωi

Wω1,...,ωr(z) Bωr . . .Bω1

)
z (50)

my vyvodim ottuda �vnoe vyra�enie dl� konstantov Stoksa :

Aω0 =
(∑

r

∑
ω1+...ωr=ω0

W ω1,...,ωr(z) Bωr . . .Bω1

)
z (51)
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gdeBω − prostye differencial~nye operatory, zakodiru�wie koefficienty

Te�lora naxego ODU i i gde Wω1,...,ωr − �lementarnye rezurgentnye

funkcii, s �lementarnym �e povedeniem pri ∆-differencirovanii:

∆ω0 Wω1,...,ωr(z) =
∑

1≤j≤r

∑
ω1+..ωj=ω0

Wω1,...,ωj Wωj+1,...,ωr(z) (52)

�lementarnye funkciiWω(z) zovut `rezurgentnymi odnoqlenami' (resur-
gence monomials) a qislaWω izvestny kak `rezurgentnye konstanty'

(resurgence monics).Poslednie, po tipu svoemu, pohod�t na giperlogarifmy.

`Sintez' est~ zadaqa, obratna� k `analizu': dl� opredelennogo tipa

singul�rnogo ODU trebuets� postroit~, putem �vnyh formul, naibolee

`estestvennoe' ili `prostoe' ODU dannogo tipa, oblada�wee zaranee

zadannym naborom konstantov Stoksa: {Aω , ω ∈ Ω} =⇒ ODU.

`Sintez' opiraets� na rezurgentnye odnoqleny Uω
c (z), otliqnye ot

pre�nih Wω
c (z), ispol~zovannyh pri `analize'. Vot ih opredelenie:

Uω1,..,ωr
c (z) :=SPA

∫ ∞
0

e
∑
j ωj(z−yj)+c2

∑
j ω̄j(z

−1−y−1
j )dy1...dyr

(yr − yr−1) . . . (y2 − y1) (y1 − z)
(53)

gde SPA − standartnoe usrednenie pute� integrirovani�.

Pereqislim glavnye svo�stva �tih novyh `odnoqlenov':

Uω′
c Uω′′

c =

ω∈sha(ω′,ω′′)∑
Uω
c (“shuffle product”) (54)

∆ω0 Uω1,...,ωr
c = Uω2,...,ωr

c if ω0 = ω1 (resp. = 0 if ω0 6= ω1) (55)

∂z Uω
c =

∑
ω′.ω′′ = ω

Uω′
c U

ω′′
c =earlier monomials Uω′

c (56)

Ewe stoit otmetit~ sho�est~ povedeni� Uω
c v antipodah z =∞ i z = 0.

A teper~ k obwe� sheme `sinteza': Dl� ka�dogo c > 0 legko na�ti

(edinstvennoe) formal~noe rexenie v vide seri� konstantov Stoksa Aω

s odno� storony i `odnoqlenov' Uω
c s drugo�. Naprimer, dl� rezonantnyh

vektornyh pole� X, rexenie glasit X = Θ ∂ Θ−1, priqem:

Θ := 1 +
∑

(−1)r Uω1,...,ωr
c Aωr . . .Aω1 (57)

Θ−1 := 1 +
∑

Uω1,...,ωr
c Aω1 . . .Aωr (58)

A shodimost~ �tih seri� (qto koneqno glavny� punkt) avtomatiqeski

obespeqena dl� dostatoqno bol~xih znaqeni� parametra c. Ewe sleduet
otmetit~ takoe l�bopytnoe �vlenie : hot� postroennoe ODU opredeleno

bliz z = ∞, no v silu `antipodal~nosti' naxih Uw
c , emu sootvestvuet

drugoe ODU, opredelennoe bliz z = 0 (ego `antipodal~na� ten~').
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6 Mul~tikritiqeskie ODU i uskorenie.

Kogda polnoe rexenie dannogo ODU �vl�ets� serie� ot z−1 i raznyh

�lementarnyh blokov ui e
σij zj , priqem z1 ≺ z2 ≺ · · · ≺ zr (naprimer

zj ≡ zαj i 0 < αj ↑), shema prosummirovani� uslo�n�ets�.1 Nado

prohodit~ pooqeredno qerez neskol~ko Borelevyh ploskoste� − rovno

stol~ko, skol~ko est~ `kritiqestih vremen' zj . Perehody ϕ̂j(ζj) →
ϕ̂j+1(ζj+1) osuwestvl��ts� putem tak nazyvaemyh integralov uskoreni�

Cj,j+1, no zato v ka�do� ζj-ploskosti kartina ostaets� pre�ne�: na

ka�du� funkci� ϕ̂j(ζj) de�stvu�t svoi ∆-operatory, poro�da� svoi

uravneni� rezurgentnosti so svoimi konstantami Stoksa Aω. Obwa�

shema taka� :

ϕ̃1(z1) ← ϕ̃(z) ϕ(z) ← ϕr(zr)

↓ B L ↑
ϕ̂1(ζ1) → ϕ̂2(ζ2) → · · · → ϕ̂r−1(ζr−1) → ϕ̂r(ζr)

C1 , 2 C2 , 3 Cr−1 , r

7 Podyto�ivanie.

V matematike rezurgentnye funkcii ewe primen��ts� (i) v tak naz.

raznostnyh uravneni�h (ii) v raznogo roda funkcional~nyh uravneni�h,
naprimer v ODU so zapazdyva�wim argumentom (iii) v diskretnyh

dinamiqeskih sistemah (iv) v singul�rnyh vozmuweni�h, to est~ v

razlo�eni�h po singul�rnomu parametru ε , naprimer v ODU tipa

E(z, ϕ, ϕ′, . . . , ϕ(d−1))+ε ϕd = 0 (v) v uravneni�h po qastnym proizvodnym

(O. Costin) i vo mnogih drugih zadaqah. . .

Vfizike rezurgentnye funkcii vse bol~xe vstreqa�ts� v razlo�eni�h

(i) po konstantu Planka ~ v tak naz. kvaziklassiqeskom podhode k

kvantovo� mehanike (ii) po konstantu kvalibrovoqnogo vzaimode�stvi�

α (iii) i voobwe po qut~ ni vsem va�nym `malym' konstantam fiziki,

ibo po principu M. B�rri (Michael Berry): <Kogda nenulevost~ nekoego
malogo fiziqeskogo konstanta ε oznaqaet perehod ot odno� klassiqesko�

teorii k ee neklassiqeskomu obobweni�, togda razlo�eni� v stepennyh

r�dah ot ε kak pravilo rashod�ts�, qto i otra�aet netrivial~nost~

dannogo perehoda.> Sm. nedavn�� konferenci� o rezurgentnosti i

teorii strun v �eneve ( 29-06 po 3-06 2014, CERN).

1�to otnosits� v qastnosti k ODU s bolee qem dvugrannym poligonom N~�tona

i k vektornym pol�m s mnogokratnym rezonansom.
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V zakl�qenii podqerknem qto (i) ∆-operatory poro�da�t novoe

`isqislenie', svoeobraznoe i mnogogrannoe, u kotorogo est~ kak i svo�

`differencial~na�' tak i svo� `integral~na�' storona (ii) rezurgentnye
funkcii `algebraizu�t', i tem samym uprowa�t, mnogie analitiqeskie

problemy, osobenno pri izuqenii singul�rnyh ODU (iii) oni vse qawe
vstreqa�ts� v teoretiqesko� fizike, gde qasta�, qut~ ne generiqeska�

rashodimost~ otn�d~ ne `prokl�tie' a skoree istoqnik novyh prozreni�.
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