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SURFACES CUBIQUES DIAGONALES
J.-L. Colliot-Théléne

(d'aprés un travail en commun avec D. Kanevsky et J.-J. Sansuc)

Etant donnés des rationnels non nuls a,b,c,d€Q*, peut-on décider
si 1'équation

3 3

M aC by e czS e dt3=0

a une solution non triviale (x,y,z,t) €Q4 ? En d'autres termes, peut-
on décider si T'ensemble V(Q) des points Q-rationnels de la surface
cubigue Tisse V définie dans 1'espace projectif Pa par 1'équation

homogéne (1) est non vide ?

L'objet de 1'exposé, qui résume un travail en commun avec Kanevsky
et Sansuc, & paraftre ailleurs, est de décrire un algorithme conjectural
permettant de décider si (1) a une solution. Plus précisément, cet algo-
rithme calcule, de manigre entizrement effective, 1'obstruction de
Brauer-Manin au principe de Hasse (telle que définie par Manin) pour les
surfaces (1), et 1'on conjecture qu'au moins pour ces surfaces cette ob-
struction est 1a seule. L'algorithme a permis a M. Vallino de tester cet-
te conjecture sur 1'ordinateur IBM 4341 de T'E.N.S. Ulm, et les résultats
sont trés encourageants.

Le plan de 1'exposé est Te suivant. Le paragraphe I contient 1'his-
torique du probleme et rappelle la définition générale de 1'obstruction
de Brauer-Manin au principe de Hasse. Au paragraphe II, on donne Ta des-
cription compléte de 1'algorithme, dans tous ses détails pratiques, mais
sans justification aucune des principaux énoncés : on se reportera & [5]
pour les démonstrations, qui sont assez élaborées. Le paragraphe III don-
ne des exemples d'utilisation de 1'algorithme, les résultats des calculs

sur ordinateur, et une application en dimension supérieure : si 1'obstruc-
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tion de Brauer-Manin au principe de Hasse est la seule pour les surfaces
cubiques diagonales dans P3 » alors le principe de Hasse vaut pour les
hypersurfaces cubiques diagonales dans Pg (n>4).

§ 1. Historique.

Une condition évidente pour 1'existence de solutions Q-rationnelles
de (1) (toujours supposées non triviales) est 1'existence de solutions
Qp-rationnelles pour tout complété p-adique de Q@ (le complété réel
R ne pose pas de probleme pour une surface cubique). Vérifier si ces
conditions locales V(Qp) #6 sont satisfaites ne requiert, comme i1 est
bien connu, qu'un nombre fini de vérifications.

En 1948, Mordell [10] conjecturait que Tes conditions locales suffi-
saient pour assurer 1'existence d'un point Q-rationnel sur une surface
cubique, en d’autres termes que le principe de Hasse valait pour les sur-
faces cubiques. Dans le cas particulier des surfaces cubiques diagonales
(1) telles que 1'un des quotients ab/cd ou ac/bd ou ad/bc est un
cube dans @, ceci fut établi en 1953 par Selmer [14] (une transforma~-
tion algébrique simple permet de déduire Te résultat du fait connu sui-
vant : si K/k est une extension de corps de nombres de degré 3 - ou
plus généralement de degré premier - tout élément de k qui est une nor-
me de K/k partout Tocalement 1'est aussi globalement). Selmer vérifia
aussi que toutes les surfaces (1) avec a,b,c,d entiers et labed| <500
avaient un point Q-rationnel dés que les conditions locales étaient vé-
rifiées. Mais en 1962, Swinnerton-Dyer [15] réfuta la conjecture de
Mordell pour Tes surfaces cubiques générales sur @ (voir aussi Mordell
[111) et en 1966, Cassels et Guy [3] donnérent le premier exemple

3

(2) 5x3 4+ 9y3

#1023+ 1263 =0

de surface cubique diagonale (sur Q) ne satisfaisant pas le principe

de Hasse. Leur ordinateur leur avait en fait fourni une liste de quelques
250 équations du type (1) avec a,b,c,d entiers (petits), ayant des so-
lutions partout Tocalement et pas de solution rationnelle de petite hay-
teur (i.e. Xx,y,z,t entiers petits en valeur absolue). L'analyse de
Cassels et Guy est courte, mais, de Teur propre aveu, trés sophistiquée.
Ce n'est qu'en 1978 que Bremner [2] fournit un second exemple, Tui aussi
pris dans la Tiste originale,

3

(3) x3+4y3+1023+25t =0
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de surface cubique diagonale sur @ contrevenant au principe de Hasse.
La encore, 1'analyse est trés élaborée, et nécessite la connaissance pré-
cise de 1'arithmétique (groupes de classes, unités) de certains corps cu-
biques ou bicubiques. Aucune de ces analyses ne semble se préter a une
généralisation systématique qui ménerait & un algorithme au moins conjec-
tural.

En 1970, Manin [8] proposa une interprétation générale de divers
contre-exemples au principe de Hasse existant dans la littérature :

Soit V une variété projective, lisse et géométriquement integre
sur un corps de nombres k. Supposons V(kv) #0 pour tout complété ky
de k. Si la condition :

(*) vi{pYe m V(k,), 3 A€Brv, £ inv (A(P))#0€0/Z

VEQ VEQ
est vérifiée, alors 1'ensemble V(k) des points k-rationnels de V est
vide.

Ici Q désigne 1'ensemble des places (finies ou infinies) de k,
le groupe BrV est le groupe de Brauer-Grothendieck Hét(V’Gm) de V,
et 1nvv(A(PV))E‘Q/Z est 1'invariant local en v de la fibre
A(PV) €Brk, de A en P, (Ta somme intervenant en (*) est finie pour
des raisons de bonne réduction presque partout).

Si T'obstruction (*) vaut pour une k-variété V, nous dirons qu'il
y a obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour V (cette ob-
struction est appelée de Manin dans [4] et [6]; elle est appelée de
Brauer dans un article récent de Manin et Tsfasman), et nous dirons que
1'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse est vide pour V si
la condition (*) n'est pas satisfaite. Etant donnée une classe C de
k-variétés algébriques (projectives, lisses, géométriquement intégres)
sur un corps de nombres k, i1 se pose alors les deux questions :

Question fondamentale : L'obstruction de Brauer-Manin au principe de

Hasse pour C est-elle la seule ?

Question subsidiaire : Etant donnée une k-variété V dans C qui pos-
séde des points rationnels partout localement, peut-on calculer effecti-
vement 1'obstruction (*), i.e. décider par un nombre fini d'opérations si

elle est vide ou non ?

Bien qu'il soit déraisonnable d'espérer que la question fondamentale
ait une réponse affirmative pour la classe C de toutes les variétés al-
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gébriques, on ne connait & ce jour aucun contre-exemple au principe de
Hasse pour Tequel (*) ne vaut pas - et pour Ta plupart des contre-exem-
ples connus au principe de Hasse, on a pu les interpréter au moyen de
1'obstruction de Brauer-Manin (voir [9], [41, [131). Dans le cas des
courbes de genre 1, Ta question est 1iée a Ta finitude du groupe de Tate-
Shafarevitch (voir Manin [8] et [9], Théoreme 41.24). Dans le cas des
compactifiés lisses des espaces principaux homogenes de groupes algébri-
ques linéaires connexes (sans facteur de type E8), Sansuc [12] a montré
que la question fondamentale a une réponse affirmative; mais sauf dans
des cas trés particuliers, la réponse a la question subsidiaire n'est pas
claire : par exemple, étant donnée une extension finie de corps K/k,
peut-on effectivement décider si un élément du corps de nombres k est
une norme de 1'extension K/k (voir cependant Bartels [1]) ? On espére
gue la question fondamentale a une réponse affirmative pour la classe C
des surfaces rationnelles. On ne connait pour 1'instant ce résultat que
pour les surfaces de Chatelet généralisées (voir [41, [131, [6]1), qui
sont les surfaces rationnelles "non triviales" Tes plus simples. Dans ce
cas, la question subsidiaire a une réponse affirmative facile. Par contre
la question fondamentale et aussi la subsidiaire sont ouvertes déja pour
les intersections Tisses de deux quadriques dans P4 et pour les surfa-
ces cubiques lisses dans P3

A la fin de son livre [9], Manin fait une tentative pour interpréter
le contre-exemple (2) de Cassels-Guy en termes de 1'obstruction de Brauer-
Manin, i.e. pour établir (*), ou du moins une condition voisine, mais le
calcul est peu convaincant et surtout ne semble pas s'étendre & d'autres
exemples. L'algorithme qui suit répond entizrement a la question subsi-
diaire pour la classe C des surfaces cubiques diagonales sur Q - ce
qui permet alors de tester sur ordinateur la question fondamentale pour
cette méme classe.

§ II. L'algorithme.

Etant donnée une surface cubique diagonale Vc:P% définie par une
équation

3

(1) axs + by + cz3 +dt3 =0,

1'algorithme suivant conclut : soit V(@) est vide, soit V(Qp) est non
vide pour tout premier p et 1'obstruction de Brauer-Manin au principe
de Hasse pour V est vide (ce qui est bien slr le cas si V(Q) #8).
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a) Par multiplication des coordonnées et de 1'équation par des ra-
tionnels, on peut supposer que les coefficients a,b,c,d sont entiers
naturels et que pour chaque nombre premier p, 1'ensemble des valuations
{v, (a),v (b),v_{c),v _(d)) est, a permutation prés, de 1'un des types
(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,0,2),(0,0,1,1),(0,0,1,2) (il existe d'ailleurs
une unique équation réduite de ce type : elle minimise Te produit abcd
parmi toutes les équations (1) & coefficients entiers équivalentes).

b) Si 1'un des quotients a/b, a/c, a/d, b/c, b/d, c/d est un cu-
be dans @, alors clairement V(Q)#9 : STOP. Sinon,

¢) Calculer si V(Qp) est vide pour un certain premier p. En

utilisant Te Temme de Hensel, on trouve facilement :

Pour p=2 (3), 1'équation (1) a toujours une solution dans Q.
Pour p=1 (3), et (1) sous forme réduite, 1'équation (1) a une solution
dans Qp sauf si, a permutation prés, Tes coefficients sont

(a,,b,,pc,,pd,} avec a;,...,d, de p-valuation nulle et a,/b
1271 1 1 1 1 1771

et c1/d1 non cubes dans le corps fini Fp,

ou
(a1,b1,pc1,p2d1) avec ay,...,dy de p-valuation nulle et

a1/b1 non cube dans Fp.

Enfin, pour p=3, et (1) sous forme réduite, 1'équation (1) a une
solution dans w3, sauf si, a permutation prés, les coefficients sont
(a1,b1,c1,9d1), avec ay,...,d; unités 3-adiques et (a1,b1,c1) égal
a permutation prés au triplet (1,2,4) modulo 9.

N.B. Une unité uE‘ZS est un cube si et seulement si p=2 (3), ou
p=1{3) et u est un cube modulo p, ou p=3 et us==1(9).

Si V(Qp)= # pour un certain p, alors V(Q)=@ : STOP.

Sinon, i.e. si V(Qp) est non vide pour tout p,

d) Si 1'un des quotients ab/cd, ac/bd, ad/bc est un cube dans @,
alors V(Q)#@ (Selmer [14]) : STOP. Sinon,

e) Soit S 1'ensemble des nombres premiers qui divisent 3abcd
(pour (1) sous la forme réduite). S'il existe p dans S tel qu'aucun
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des quotients ad/bc, ab/cd, ac/bd ne soit un cube dans Qp, STOP !
En effet, sous cette hypothése, on a alors le :

Théoréme. L'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour V
est vide.

Sinon, i.e. si pour chaque p dans S, T'un au moins des 3 quo-
tients ci-dessus est un cube dans Qp,

f) Par multiplication de 1'équation réduite et des coordonnées par
des rationnels dont tous Tes facteurs premiers divisent abcd, et par
permutation éventuelle de (a,b,c,d), ramener 1'équation (1) a une équa-
tion de la forme :

(4) x3+xy3+uz3+Auvt3=0,

avec A,u,v entiers sans facteurs cubiques, et v cube dans 03 (ce
qui est possible car 3 est dans S). Un calcul simple montre qu'alors :

(5) Pour tout premier p, 1'un au moins de A,v,A/v,Av est un cube
dans .
QP

Choisissons o et vy dans une cldture algébrique fixe T de Q,
tels que a3 =1 et y3<-v, puis définissons B et & dans @ via

B=oy et S=a/y (donc 8 =iv et & =x/v).

Choisissons aussi 6€Q une racine primitive cubique de 1, et soit
k= @(6) 1'extension quadratique qu'elle définit. Soit K= k(a,v). Les
hypothéses faites aprés b) et d) montrent que K/k est une extension
{de corps) de degré 9, galoisienne de groupe G =~ Z/3xZ/3, et (5) im-
plique

(6) Pour toute place v de k, le groupe de décomposition G, <6
associé est cyclique.

On a le diagramme de corps :

A
ANV
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U s,t,r,qeG= Gal(K/k) sont définis par Sa=a et Sy=ey, puis

o=0a et t‘y:y, enfin r=st et q=st2.

0
t
g) On a alors 1a

Proposition. Sous les hypotheses précédentes, i1 existe EBE(D(B) et
€5€Q(5) tels que :

Noe)/ates) * Nacs)ples) =4
ol N désigne Ta norme. On peut en fait choisir €B=1 ou €6=1‘

L'étape suivante de 1'algorithme consiste a chercher explicitement

un couple (EB’EG) comme ci-dessus. I1 s'agit 1a d'un probléme fini
(voir Bartels [11). En pratique, on remarque que tout élément de GQ(B)
s'écrit comme un quotient (m+nB)/(p+qB) avec m et n entiers, et
que la norme de (m+nB) est simplement m3+>\\) n3. De méme dans Q($§).
On fait donc des tables de produits et de quotients de rationnels de la

Siavnd et m3+(>\/\))n3, avec m et n entiers petits en va-

forme m
leur absolue, et 1'on cherche u dans ces tables. C'est 13 qu'il y a

avantage a ne pas se restreindre au cas €B=1 ou eg= 1.

h) Une fois un couple (56,56) déterminé, on définit 1'ensemble
fini 51 des places v de k= §(8), non archimédiennes et non 3-adi-
ques, et telles que : soit v est au-dessus d'un p premier appartenant
a S, soit i1 existe une place w de k(B) au-dessus de v avec
w(e,) #0, soit il existe une place w de k(&) au-dessus de v avec
w(e6)#0. Dans la suite, pour chaque place v de k= Q(8), on utilise
le symbole de reste normique (pour 1'exposant 3) qui & un couple d'élé-
ments &,n de k; associe un élément [E,n]vel/B . On trouvera plus
bas Te formulaire bien connu permettant de calculer ces symboles dans le
cas modéré (v finie non 3-adique) qui suffit ici.

Pour chaque place v€S1, on calcule alors un élément iVEZ/3 a

1'aide du tableau suivant :

Cube dans (Dp l v ' AV k v A

. 2 r
iy, 0 (6 -ae/ egeVly [e,v]v

q

Ce tableau s'utilise de la facon suivante. On note p le premier de
Q au-dessus duguel est v. D'aprés (5), 1'un au moins des 4 nombres
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v, AV, Av, A est un cube dans Qp. On choisit T'un de ceux qui est un
cube, et la valeur de 1v est alors donnée par la seconde ligne du ta-
bleau. Les valeurs correspondant & A/v ou Av cubes requiérent une
explication. Supposons que A/v est un cube dans Qp. On dispose alors
de trois plongements o : k(§) —> kV qui étendent le plongement natu-
rel de k dans kv' En utilisant le fait que 1'équation (4) a des solu-
tions dans Qp et en utilisant 1'égalité Nk(B)/k(EB) 'Nk(a)/k(gé) =y
(voir g), et les propriétés usuelles du symbole de reste normique, on
montre que la valeur de [O(qea/gg)’v]v ne dépend pas du choix du plon-
gement o comme ci-dessus : c'est cette valeur commune qu'on note, de
facon abusive, [qes/es,v]v. La situation lorsque Av est un cube dans

Q

P est entigrement analogue.

L'algorithme se conclut alors avec le théoreme suivant :

Théorgme. Avec les hypotheses et notations précédentes, 1'obstruction

de Brauer-Manin au principe de Hasse pour V est vide si et seulement si

I= % iv= 0eZ/3.
VG_S1

En particulier, si I#0, alors V(Q)=§ et V est un contre-exemple
au principe de Hasse.

i) Appendice : formulaire pour le symbole de restes normiques.

Les conventions de signe variant dans la littérature, et le théoréme
ci-dessus faisant intervenir une somme, i1 est important de fixer une
convention. Soit v une place finie non 3-adique de k= Q(8) (seules
ces places interviennent ci-dessus). Le symbole de reste normigue pour
1'exposant 3 est une application bimultiplicative et alternée de ktx kc
dans 7Z/3, qui s'annule sur les couples (u1,u2) formés d'unités Toca-
tes. I1 suffit donc de connaitre sa valeur sur les couples (u,p} ol wu
est une unité du corps local kV et ou p est le premier de Q@ au-des-
sous de v (c'est une uniformisante de kv). Notons 8, 1'image de
BE kc:kv, vue comme unité de k_, dans le corps résiduel de kv, qui

est soit Fp si p=1 (3), soit Fp (ev) (~TF 2) si p=2 (3). La

valeur de [u,p]v est donnée par la classe modulo 3 de tout entier m
tel que

11
—
—
w
~

u(p_”/3 =8, € Fp si p

m
v

2 i\,
(p==1)/3 _ m
-_-ev

m
~
—
w
~—

u er (ev) si p

p




§ III. Mise en oeuvre et applications.

I11.1. L'exemple de Cassels et Guy.

39341023 1268 =0

1'algorithme. On la raméne alors & 1'équation du type (4) :

3

L'équation b5x survit aux étapes a) a e) de

53+ 15y3 +3023 + 15x30x 10> =0,

soit A=15, W=30, v=10. Ona Nojoy olmng) = mS +150n%, ce qui
donne pour (m,n)= (5,0), resp. (0,1), resp. (-5,1), Tles valeurs 125,
resp. 150, resp. 25, si bien que T'on a :

On peut donc prendre £g= 8(B-5)/5 et eg=1. Les seules places VES,
sont les places Vs et Vg de k= 0Q(8) situées au-dessus des premiers
2 et 5 (inertes dans @Q(8)). Comme X=15 est un cube dans @,, la va-
leur de 1v2 est donnée (voir le tableau) par :

i = [8,10]. = [68,2] = 1 (mod. 3)
Vo Vo Vo

(cas trivial d'application du formulaire). Par ailleurs, A/v= 3/2 est

un cube dans QS, et =1 : Tle tableau donne alors trivialement Ta

€

§

valeur i =0. Ainsi I= 9 +i, =1#0, et (2) n'a pas de solution
V5 V2. Vs

non triviale dans Q.

I11.2. L'exemple de Bremner généralisé.

On considére 1'équation

(7) X3 +p2‘y3 +qu3 +q2t3 =0
avec p et q premiers, p=2(9) et q=5(9). Cette équation généra-
Tise clairement 1'équation (3), et 1'on vérifie aisément qu'elle a des
solutions dans tous les complétés de @ (voir §II,c). On vérifie faci-
Tement que (7) survit aux étapes a) & e) de 1'algorithme. On se ramene a
1'équation de type (4) :
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X3+py3+p2qz3+(pxpqupq)t3=0,
soit A=p, u= p2q et v=pg. On a en particulier
“=>\V:B3= N (B)
o(e)/a'®

ce qui permet de choisir eg= g et €6=1 au point g) de 1'algorithme.
Les seules places dans Sy sont Tes places vy et Yq de Qo) au-
dessus des premiers inertes p et g. Dans Qp, Te rationnel A/v=1/q

devient un cube et comme €s =1, le tableau donne iv =0. Dans Qq,

p
c'est A=p qui est un cube. On a donc

i, = [6.pa), = [0,a], = (q2-1)/3 = 2 (3)

q q q
(encore une application simple du formulaire en i), et de g=5(9)).
Ainsi I-= iv -+1V =2#0, et (7) n'a pas de solution non triviale dans
p q

@ : on a ainsi produit une série infinie de contre-exemples au principe
de Hasse.

IIT.3. Résultats du calcul sur ordinateur (M. Vallino).

On a considéré toutes les équations

ax3+by3+c23+dt3=0,

avec a,b,c,d entiers naturels strictement plus petits que 100. Chaque
équation a été réduite (Il.a), sauf Torsque 1a réduction amenait 1'un des
coefficients & &tre supérieur ou égal & 100. On a &liminé les équations
qui n'avaient pas de solution dans un complété Qp (voir II.c) et aussi
celles considérées en II.b, qui ont clairement un point rationnel. Pour
chacune des équations restantes, on a cherché des solutions avec X,¥,Z,t
entiers relatifs et

sup([x[,y|,|z],[t]) < 8000.

Pour chacune des équations qui étaient restées sans solution, 1'ordina-
teur a vérifié via 1'algorithme décrit au § II (en fait une version anté-
rieure, légérement plus compliquée) que 1'obstruction de Brauer-Manin
était non vide.




En d'autres termes : Dans le domaine sup(faf,|b],[c],]d}) < 100,
1'obstruction de Brauer au principe de Hasse pour les surfaces cubiques

d'équation

ax3-+by3-+cz3-+dt3:=0 (a,b,c,d entiers)

est la seule.

On trouvera ci-aprés Ta table établie par M. Vallino donnant tous
les contre-exemples au principe de Hasse dans le domaine considéré (Tes
calculs ont été faits Te 13 mars 1985 ay Centre de Calcul de T'E.N.S.
Ulm sur IBM 4341). Plus précisément, pour décider si une équation (a
coefficients entiers naturels) dans ce domaine a un point rationnel, on
détermine d'abord si elle a des solutions dans tous les Qp. Si oui, on
Ta réduit - mais pas exactement suivant la procédure indiquée au § II, a),
ce qui aménerait certains coefficients a dépasser 100, mais seulement de
facon & minimiser abcd tout en laissant chaque coefficient <100 (il
y a ainsi des surfaces équivalentes dans Ta table, mais T1'équivalence
passe par une équation dont un des coefficients dépasse 100 - e.g.
(2,4,10,25) et (4,5,10,25)). Si 1'équation obtenue (avec a<b<c<d)
est dans la table, c'est que 1'obstruction de Brauer-Manin est non vide
et qu'il n'y a donc pas de solution non triviale dans @; sinon, c'est
que T'ordinateur a trouvé une solution non triviale dans @ (avec

sup([x],ly],]z],]t]) < 8000).

N.B. Pour se convaincre de 1'efficacité de 1'algorithme du § II, T'appli-
a priori les plus délicates - voir par exemple 1'énoncé II1.4). En fait,
le temps d'ordinateur requis pour effectuer 1'algorithme sur une équation
donnée est trés petit (~1s), sans commune mesure avec le temps néces-
saire pour trouver une solution dans 0.
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30
60

6

9

9
17
17
22
25
25
25
30
60

9

9

9
10
1
12
15
20
20
25
25
29
30
35
44
68
10
10
12

85
41
90
55
55
10
75
17
25
25
69
X
15
17
18
50
34
18
25
22
34
44
33
75
12
10
50
34
51
25
34
36
36
46
69
"
17
25
12
55
22
25
51
55
36
55
36
55
50
45
85
15
25
23

Table :

90
82
95
90
66
25
90
51
30
45
92
55
75
85
75
55
51
25
30
55
85
55
55
90
25
12
60
50
75
44
68
60
90
69
92
44
34
30
25
90
99
36
85
66
90
66
58
99
84
55
90
50
60
46

12 41 82

915
9 18
9 18
9 28
9 30
9 30
9 36
9 36
9 45
9 50
9 60
10 1
10 11
10 12
10 12
10 12
10 15
10 17
10 17
10 22
10 22
10 23
10 23
10 25
10 25
10 25
10 25
10 30
10 33
10 33
10 34
10 36
10 49
10 52
10 69
1118
11 18
11 30
11 30
11 36
11 44
11 49
11 50
11 50
12 15
12 17
12 18
12 30
12 33
12 33
12 34
12 45
12 51
14 18

17
33
34
70
34
44
46
51
51
60
68
22
66
25
51
55
51
25
25
25
75
25
60
29
33
46
63
69
44
50
51
51
60
75
75
30
36
33
44
55
75
66
66
90
25
30
29
49
50
55
60
68
85
35

85
44
51
75
85
55
69
68
85
90
85
25
75
45
85
99
68
34
68
44
99
92
69
58
66
92
84
92
75
99
60
85
63
78
92
55
66
50
75
90
90
84
75
99
90
85
58
70
55
90
85
85
90
60

14 18 49 84

15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
17
17
17
17
17
17
18
18
18
18
18
18
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
22
22
22
22
22
22
23
23
23
23
25
25
25
25
25
25
25

17
17
18
20
21
21
23
34
36
45
46
18
20
30
30
30
34
22
22
33
35
36
36
22
22
23
23
25
29
33
36
41
44
46
46
47
51
55
25
25
30
33
33
33
30
30
30
66
26
30
30
30
30
30
30

25
68
44
21
28
90
46
68
68
46
75
36
50
34
36
45
75
33
55
55
45
58
69
25
66
25
30
41
50
50
55
50
50
60
69
50
68
77
50
60
44
50
69
75
45
46
75
92
39
33
34
44
46
58
66

51
90
55
98
50
98
90
75
85
92
92
51
85
75
85
68
90
36
75
90
84
87
92
55
75
46
69
82
58
66
66
82
55
69
75
94
75
98
55
66
75
60
92
90
46
75
92
99
60
44
51
66
69
87
99

25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
28
29
30
30
30
30
30
30
30
33
34
34
34
34
34
34
35
36
36
36
36
36
44
44
44
44
45
45
45
45
46
47
50
50
58
58
68

34
42
44
44
44
44
46
50
51
51
51
55
30
30
33
34
36
41
47
49
50
34
36
36
44
45
50
66
36
38
44
51
57
77
50
51
66
75
46
47
49
51
50
66
55
60
69
75
75

50
45
45
60
66
90
60
66
60
68
75
60
49
58
44
68
55
75
75
70
69
44
60
75
55
68
51
68
50
60
55
85
90
98
60
66
75
90
69
60
60
68
60
94
60
66
87
87
85

Contre-exemples au principe de Hasse

85
98
66
66
75
99
69
99
68
90
85
66
75
75
50
75
99
82
94
75
92
51
85
85
85
75
60
99
63
95
75
90
95
99
99
68
90
99
90
94
84
90
69
99
99
99
92
90
90
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IIT.4. Un cas simple ol 1'obstruction de Brauer est vide.

Soit Vc:Pé une surface cubique diagonale, d'équation

3

ax‘ + by3

: +cz3+dt3=0,

avec a,b,c,d entier non nuls, sans facteur cubigue. Supposons

V(Q )#8 pour tout premier p. Alors, s'il existe un premier p qui
divise 1'un des coefficients (nécessairement avec 1'exposant 1 ou 2) mais
ne divise aucun des autres coefficients, 1'obstruction de Brauer-Manin

au principe de Hasse pour V est vide.

De fait, soit 1'algorithme s'arréte avant le point e) et on sait
qu'il y a un point rationnel sur Q, soit le théoréme du point e) s'ap-
pligue : aucun quotient ab/cd, ad/bc, ac/bd, dont Ta valuation p-adique
n'est pas divisible par 3, ne saurait &tre un cube dans Qp'

On est bien tenté de conjecturer que, sous les conditions ci-dessus,
V(@) est non vide, conjecture vérifiée par 1'ordinateur dans le domaine

indiqué en III.3.

I11.5. Hypersurfaces cubiques diagonales.

Proposition. Si T'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour
les surfaces cubiques diagonales Vc:]P3 est la seule, alors les hyper-
surfaces cubiques diagonales XC:PB (n>4) satisfont le principe de
Hasse.

. : . N 3 . s
Démonstration. Soit _%0 ;X3 =0, avec a; entiers non nuls 1'équation
d'une telle hypersurfale X, dont on suppose qu'elle a des points ration-

nels dans tous les complétés de Q. Soit S 1'ensemble fini des premiers
n
p qui divisent 3 T a:. Pour chaque p dans S, choisissons un

. i
i=0
; p) ) de X(Qp), avec chaque X entier p-adique

i=0,...,n i,p
et avec % a1x3 #0 (ce qui est possible). Soit alors g un nombre
i>3

point ((x

i,p
premier congru & 2 modulo 3 et non dans S. On peut trouver
n .
((Xi q) ) dans 7"% el que X a xS soit divisible par
? i=3
q mais non par q2. En utilisant Te théoréme des restes chinois, on

i%1,q
peut alors trouver (o). dans Zn-Z tel que d= X a.u$ soit non
i7i>3 >3 1

i=3,...,n

nul et satisfasse :
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i) ( a.x? }/d est un cube dans Q. (peS)
i>3 1P P
11) q divise d mais q2 ne divise pas d.
Considérons alors la surface cubique diagonale chpg d'équation :
2

b aixﬁi-dt
i=0

3.0,
Cette surface cubique a des points dans tous les complétés Qp : pour
PES, cela résulte de i) ci-dessus, et pour pgS, cela résulte simple-
ment de ce que la courbe de genre 1 définie par X aix? =0 a bonne ré-
i=0

duction en p, donc a des points dans Qp. Par ailleurs, le premier
qfS ne divise aucun des ajs mais il divise d avec 1'exposant 1,
d'aprés i1). I1 ne reste plus qu'a appliquer 1'énoncé de III1.4.

Remarque. On notera la perversité de 1'argument, qui consiste a trouver
une surface cubique VoX par sections linéaires, de telle sorte que
V(Qp) soit non vide pour tout p, et pour laquelle 1'obstruction de
Brauer-Manin est vide - mais sans que cela soit di, comme dans les réduc-
tions analogues effectuées dans [6], a la trivialité (Brv =BrQ)) du grou-
pe de Brauer de la section linéaire V.

On trouvera dans 1'exposé de Kanevsky a Besancon [7] d'autres énon-
cés reposant sur la conjecture que 1'obstruction de Brauer-Manin au prin-
cipe de Hasse est la seule pour certaines classes de variétés. On peut
en fait montrer que e groupe de Brauer d'une hypersurface cubique lisse
Xc:PE (n>4) est trivial, si bien que si 1'obstruction de Brauer-Manin
au principe de Hasse est 1a seule pour une classe de variétés contenant
les hypersurfaces cubiques lisses, certainement le principe de Hasse vaut
pour elles | L'intérét d'une proposition comme celle ci-dessus est qu'elle

raméne a un probleme sur les surfaces cubiques, dont la géométrie semble
plus prometteuse.
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