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Géométrie algébrique (E. Macri, J. Riou)

Feuille d’exercices n°5

Exercice I (Séries formelles)
Soit A un anneau noethérien. On note A[[X]] I'anneau des séries formelles a
coefficients dans A.
(1) Soit I un idéal de A[[X]]. Pour tout entier d € N, on note I; I'ensemble des
a € Atels que aX? € I+ (X4*1) c A[[X]].
(1a) Montrer qu’il existe dy € N tel que pour tout d > dp, on ait I; = Iy,.
(1b) Construire un idéal de type fini J C I de A[[X]] tel que pour tout d € N,
et tout a € Iy, alors aX¢ € J + (X941,
(1c) Montrer que pour toutd € N,ona I C J + (X%).
(1d) Montrer que I N (X %) est un idéal de type fini.
(1e) Montrer que I est un idéal de type fini.
(2) Montrer que A[[X]] est un anneau noethérien.
(3) Soit I un idéal de A. On note A= limpen A/
(3a) Soit x1, . .., x des générateurs de I’idéal I. Construire un morphisme sur-
jectif d’anneaux A[[X1, ..., X;]] — A.

A

(3b) Montrer que A est noethérien.

Exercice II (Platitude et complétion)
Soit A un anneau noethérien et I C A un idéal.
(1) On considére I'anneau A’ := &, enI"T" C A[T).
(1a) Montrer que A’ est un anneau noethérien.
Soit M un A-module de type fini. On note M’ := @®,en(I"M)T"™ C MIT].
(1b) Montrer que M’ est un A’-module de type fini.
Soit N C M un sous-A-module. On note N := @ex((I"M) N N)T"
(1c) Montrer que N est un sous-A’-module de type fini de M’
(1d) En déduire qu’il existe un entier £ > 0 tel que pour tout n > k, on ait
(I"M)N N = I""*((I*M) N N). (Ce résultat est le lemme d’Artin-Rees.)
(2) Si M est un A-module de type fini, on note M = limpen M JI" M.
(2a) Montrer que le foncteur qui a un A-module de type fini M associe M est
exact.

(2b) Montrer que pour tout A-module de type fini M, on a un isomorphisme
canonique AaM S M.

(2c) En déduire que A est une A-algeébre plate.

(3) Soit A un anneau local noethérien. On applique la construction précédente
avec I 'idéal maximal de A. Montrer que A est une A-algeébre fidélement plate.

Exercice III (Fidele platitude)

Soit A un anneau. Soit B une A-algébre. On note f: Spec(B) — Spec(A) le
morphisme de schémas correspondant.

On dit que B est fidélement plate sur A si B est plate sur A (c’est-a-dire que
B est un A-module plat) et que pour tout A-module M, M = 0 équivaut a
B®a M =0.

(1) On suppose que B est fidélement plate sur A.

(1a) Soit M’ — M — M" une suite de A-modules. Montrer qu’elle est exacte
si et seulement si B @4 M’ — B®4 M — B ®4 M" est une suite exacte de
B-modules.

(1b) Montrer que A — B est injectif.

(1c) Montrer que pour tout A-module M, 'application évidente M — B®4 M
est injective.

(1d) Montrer que pour tout A-module M, on a Tor{!(B/A, M) = 0. En déduire
que B/ A est un A-module plat.

(1e) Montrer que 'application f: Spec(B) — Spec(A) est surjective.

(2) Montrer I’équivalence entre les conditions suivantes :

(i) B est fidélement plate sur A;
(ii) A — B estinjectif et B/A est un A-module plat;
(iii) B est plate sur A et f: Spec(B) — Spec(A) est surjectif.

(3) Supposons que B soit une A-algébre fidélement plate. Montrer que la suite
suivante est exacte :

0—-A—B—-B®4B—B®4B®4B

ouB—-B®gBestb—1b—b®1letouBR® 4 B — B®4gB®y B est
bRer— 13bR¢c—-bR1RQc+bRc® 1.



Exercice IV (Torseurs)

Soit S = Spec(A) un schéma affine. On se donne 0 — .#" = 4 5 4" —
0 une suite exacte courte de &s-Modules quasi-cohérents.

(On dira ici qu'un S-schéma X est plat s’il existe un recouvrement de X par
des ouverts U; ~ Spec(B;) tels que B; soit une A-algébre plate. On pourra se
limiter ici au cas ou X est affine, c’est-a-dire que X ~ Spec(B), auquel cas la
platitude se traduit en demandant a B d’étre une A-algébre plate.)

Pour tout S-schéma plat X, on note .7 (X)) I'ensemble des sections du mor-

phisme de 0x-Modules .4 W) " oum: X = S estle morphisme
canonique. On note ¥(X) := Homg, (7*. 4", 7*.4").
(1) Montrer que .7 et ¢ sont des foncteurs contravariants de la catégorie des
S-schémas plats vers celle des ensembles (ou plus précisément des groupes abé-
liens dans le cas de ¥).
(2) Soit X un S-schéma plat.
(2a) Définir une action de 4(X) sur .7 (X).
(2b) Montrer que si .7 (X)) est non vide, alors ¢ (.X) agit simplement transitive-
ment sur 7 (X).
(3) On suppose que .#" est de présentation finie.
(3a) Munir ¢(.S) d’une structure de A-module.
(3b) Montrer que si B est une A-algébre plate (et X := Spec(B)), alors 4 (X ) ~
B®a¥9(95).

A partir de maintenant, on fait ’hypothése qu’il existe un recouvrement ou-
vert affine (fini) U; de S, tel que .7 (U;) # 0.
(4) On note X = | |, U;. Montrer que X ~ Spec(B), que B est une A-algebre
fidelement plate, et que .7 (X) # 0.

On choisit t € .7 (X).
(5) Montrer qu’il existe s € 4(X xg X) tel que py(t) + s = p5(t).

On note M := %(S) et on considére un complexe dont on précisera les
fleches :

0>M—>BIqgM —>BRaB;sa M —>BR4BRR4 Ba M

(B ®4 M est placé en degré cohomologique 0.)
(6) Montrer que s s’identifie 4 un élément du H' du complexe ci-dessus.
(7) Montrer qu’il existe u € 4(X) tel que s = pju — p3u.

(8) On pose t' :=t +u € 7 (X). Montrer que pit’ = p5t’.

(9) En déduire que 7 (S) # 0 et donc que p: .# — .#" admet une section.
(10) Soit P un A-module. Montrer que si le faisceau quasi-cohérent sur Spec(A)
associé a P est localement libre de rang fini, alors P est un A-module projectif.

Exercice V (Platitude)

(1) Soit n € N. Notons A := Z[X1,...
formé des polyndmes symétriques. Montrer que Spec(A) — Spec(A’) est un
morphisme fini et plat.

(2) Considérons le morphisme f: AZ — AZ donné par «(z,y) — (z +
Y, TY) ».

(2a) Le morphisme f est-il plat?

(2b) Si (s,p) € C2, combien d’antécédents par f le point fermé associé a (s, p)
posseéde-t-il ?

, X,,]. Notons A’ le sous-anneau de A



