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Feuille 10 : Courbes projectives lisses.

Dans toute la suite on note k un corps parfait, X/k une courbe projective lisse sur k,
de genre g, de corps de fonctions associé k(X) (tel que k est algébriquement fermé
dans k(X)). On note KX un diviseur canonique sur X. Par ailleurs, étant donné un
diviseur D =

∑
nP [P ], (la somme portant sur l'ensemble Xf des points fermés de

X), on note

D0 :=
∑
nP >0

nP [P ] et D∞ := −
∑
nP <0

nP [P ].

Si D est un diviseur, on notera, pour soulager les notations, L(D) au lieu de
L(D)(X) si il n'y a pas de confusion possible.

Exercice 1 (Weierstrass Gap Theorem) Soit P un point fermé de X.

1. Montrer que

∀n ≥ 2g, ∃f ∈ k(X), telle que (f)∞ = nP.

Si n ∈ N est tel qu'il n'existe pas de f comme ci-dessus, on dit que n est un
nombre de saut (gap number) pour P .

2. On suppose maintenant que P est dans X(k). Montrer qu'il existe g nombres
de saut pour P : i1 < · · · < ig. Montrer de plus que i1 = 1 et que ig ≤ 2g − 1.

Exercice 2 (Courbes elliptiques) On suppose ici que E/k est une courbe ellip-
tique au sens suivant : E est de genre 1 et munie d'un point rationnel P0.

1. Que peut-on dire de L([P0]) ?

2. Que peut-on dire de la suite (`([nP0]))n∈N ?

3. On suppose maintenant que k n'est pas de caractéristique 2. Montrer qu'il
existe x, y ∈ k(E) telles que k(E) = k(x, y) et y2 = f(x) ∈ k[x], o�u f est un
polynôme (sans facteur carré) de degré 3.

Exercice 3 (Caractérisation des diviseurs canoniques)

1. Montrer que si il existe g0 ∈ N et W0 ∈ Div(X) tels que

∀A ∈ Div(X), `(A) = deg A + 1− g0 + `(W0 − A),

alors g0 = g et W0 est un diviseur canonique.

2. Montrer que W0 ∈ Div(X) est un diviseur canonique si et seulement si

deg W0 = 2g − 2 et `(W0) ≥ g.

3. Donner un diviseur canonique si X/k est une courbe elliptique.

Exercice 4 (Théorème de L�uroth)

1. Soit K un corps de caractéristique p > 0 et L = K(x) une extension �nie.
Montrer qu'il existe n ∈ N tel que K(xpn

)/K est une extension séparable et
[K(x) : K(xpn

)] = pn.

2. Soit k un corps parfait algébriquement fermé dans k(x), avec x transcendant
sur k. Montrer que si L est une sous-k-extension de k(x) (i.e. si k ⊂ L ⊂ k(x)),
alors il existe y ∈ L tel que L = k(y).
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Exercice 5 (ABC pour les corps de fonctions) Soit k un corps algébriquement
clos de caractérisitique nulle et X/k une courbe projective lisse de genre g. Tout
élément a ∈ k(X) dé�nit C comme un revêtement �ni de P1 (justi�er). On note
deg(a) le degré de ce revêtement. Soit A, B ∈ k(X) telles que A + B = 1, et soit
S ⊂ X un ensemble �ni de points fermés contenant les zéros et les pôles de A et B.
Montrer que

deg(A) ≤ Card(S) + 2g − 2.

Rappels : Ω1
X/k est un k(X)-espace vectoriel de dimension 1. Si x est un point fermé

de X d'uniformisante πx et si ω ∈ Ω1
X/k, il existe une unique fonction λx ∈ k(X)

telle que ω = λxdπx. On pose vx(ω) := vx(λx) et div(ω) =
∑

x vx(ω)[x].

Exercice 6 On suppose k algébriquement clos. Soit k(t) l'extension transcendante
pure qui correspond �a P1. Calculer div(dt).

�Rappels�

1. Soit K/k un corps de fonctions et K ′ une extension �nie de K. Soit p un idéal
maximal de K et P1, . . . , Pr les points de K ′ au-dessus de p. Alors

r∑
i=1

e(Pi/p)f(Pi/p) = [K ′ : K].

2. Soit K un corps et K ′ une extension �nie de degré n ≥ 1. Soit O un anneau
de valuation discrète de K, d'idéal maximal p, de corps résiduel k(p). Soit
{(Oi, Pi, k(Pi)) | 1 ≤ i ≤ r} l'ensemble des extensions de (O, p, k(p)) �a K ′. On
suppose que K ′ = K(y) o�u y ∈ K ′ est de polynôme minimal unitaire g ∈ O[X]
et �a racines distinctes modulo p. Alors

∀i ∈ {1, . . . , r}, e(Pi/p) = 1.

Exercice 7 (Fonctions hyperelliptiques) Soit k un corps parfait de caractéris-
tique di�érente de 2. On suppose que k est algébriquement fermé dans k(x) avec x
transcendant sur k. On pose L = k(x, y), o�u y véri�e y2 = f(x) avec f =

∏r
i=1 pi(x)

un polynôme dans k[x] non constant et sans facteur carré. Notons X → P1 le
revêtement de courbes projectives lisses correspondant �a l'extension L/k(x).

1. Montrer que k est algébriquement fermé dans L.

2. Déterminer la di�érente de L/k(x), (i.e. déterminer les points fermés de X qui
sont rami�és, donner leur indice de rami�cation et leur degré résiduel).

3. En déduire le genre de X en fonction du degré de f .
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