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I

1. Soit f un homéomorphisme de [0, 1] sur [0, 1] tel que f(0) = 0. Montrer que f est strictement
croissante sur [0, 1].

2. Etudier la suite définie pour n ≥ 1 par

un =
1√

n2 + n
+

1√
n2 + 2n

+ · · ·+ 1√
n2 + n2

.

3. Soit f une fonction uniformément continue sur R. Montrer que la fonction g définie sur R par

g(x) =
∫ 1

0

1√
t
f(t + x) dt est continue.

4. Soit (Dn)n∈N une suite de droites du plan. Montrer qu’il existe un point du plan qui n’appar-
tient à aucune des droites Dn.

5. Identifier A =
⋂

n∈N∗

]− 1
n

, 2 +
1
n

[. A-t-on une contradiction avec les propriétés des ouverts ?

II

Soit f : [a, b] → R une fonction deux fois dérivable. On suppose que f ′′ ≤ 0. On pose, pour
x ∈ [a, b], g(x) = f(x)− f(a)− (x− a) f(b)−f(a)

b−a .

1. Montrer que la dérivée g′ est décroissante au sens large.

2. Soit m = inf [a,b] g. On suppose que m < 0.

2.a. Montrer qu’il existe un point c ∈ [a, b] tel que g(c) = m. Montrer que c ∈]a, b[.

2.b. Montrer que g′(c) = 0. En déduire que g est croissante au sens large sur [a, c] et décroissante
au sens large sur [c, b].

2.c. Quelle conclusion peut-on en tirer ?

3. En déduire que pour tout x ∈ [a, b],

f(x) ≥ f(a) + (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
.
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4. Montrer que ∫ b

a

f(t) dt ≥ (b− a)
f(a) + f(b)

2
.

5. Montrer que, pour tout k = 1, . . . , n,∫ k
n

k−1
n

f(t) dt ≥ 1
2n

(f(
k − 1

n
) + f(

k

n
)).

6. En déduire que ∫ 1

0

f(t) dt ≥ 1
2n

(f(0)− f(1)) +
1
n

n∑
k=1

f(
k

n
).

7. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = `n(1 + x).
Calculer

∫ 1

0
f(t) dt. En déduire une majoration du quotient (2n)!/n!.
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I

1. Soient x < y deux points de [0, 1]. Raisonnons par l’absurde. Supposons que f(x) ≥ f(y).
Comme f est injective, nécessairement f(x) 6= f(y) et f(y) 6= f(0) = 0, donc f(0) < f(y) < f(x).
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c ∈]0, x[ tel que f(c) = f(y). Or c < x < y,
donc c 6= y, ce qui contredit l’hypothèse que f est injective. On conclut que f(x) < f(y). On a
donc montré que f est strictement croissante.

2. On constate que un est une somme de Riemann relative à la fonction définie sur [0, 1] par
f(x) = (1 + x)−1/2,

un =
1
n

(f(
1
n

) + f(
2
n

) + · · ·+ f(
n

n
)).

Comme f est continue, un converge vers∫ 1

0

f(t) dt = [2(1 + x)1/2]10 = 2(
√

2− 1).

3. Soit a ∈ R. Soit ε > 0. Par hypothèse, il existe α > 0 tel que si x, x′ ∈ R et |x − x′| < α,
alors |f(x) − f(x′)| < ε. Si |x − a| < α, alors pour tout t ∈ [0, 1], |(x + t) − (a + t)| < α donc
|f(x + t)− f(a + t)| < ε. Par conséquent

|g(x)− g(a)| ≤
∫ 1

0

1√
t
|f(x + t)− f(a + t)| dt

< ε

∫ 1

0

1√
t
dt = 2ε.

Ceci montre que g est continue en a pour tout a ∈ R.

4. L’ensemble des droites passant par l’origine de R2 est équipotent à R et donc non dénombrable.
Par conséquent, on peut choisir une droite D passant par l’origine qui est distincte de toutes les
(Dn). Notons N l’ensemble des n ∈ N tels que Dn coupe D. Il est dénombrable. Pour n ∈ N , Dn

coupe D en exactement un point. On obtient ainsi un sous-ensemble dénombrable P de points de
D. Comme D n’est pas dénombrable, il existe un point P de D qui n’appartient pas à P. Alors P
n’appartient à aucune des droites Dn.

5. Comme − 1
n < 0 et 2 < 2 + 1

n , tous les intervalles ]− 1
n , 2 + 1

n [ contiennent [0, 2] donc il en est
de même de leur intersection A. Réciproquement, si x ∈ A, alors pour tout n ∈ N∗,

− 1
n

< x < 2 +
1
n

.

En passant à la limite, il vient 0 ≤ x ≤ 2, donc A ⊂ [0, 2]. On conclut que A = [0, 2].
C’est un fermé. Certes, une intersection finie d’ouverts est un ouvert, mais rien n’interdit à une

intersection infinie d’ouverts d’être fermée.
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II

1. Comme g′′ = f ′′ ≤ 0, la dérivée g′ est décroissante au sens large.

2.a. Comme g est continue sur l’intervalle fermé borné [a, b], elle atteint sa borne inférieure m.
Il existe donc un point c ∈ [a, b] tel que g(c) = m.

Comme g(a) = g(b) = 0, si on suppose m < 0, c n’est pas égal à a ou à b, donc c ∈]a, b[.

2.b. Comme dans la preuve du théorème de Rolle, on écrit que pour tout x ∈ [a, c[ et tout
y ∈]c, b],

g(x)− g(c)
x− c

≤ 0 ≤ g(y)− g(c)
y − c

,

d’où, en passant à la limite,

g′(c−) ≤ 0 ≤ g′(c+)

soit g′(c) = 0.
Comme g′ est décroissante au sens large, g′ ≥ g′(c) = 0 sur [a, c] (donc g est croissante au sens

large sur [a, c]) et g′ ≤ g′(c) = 0 sur [c, b] (donc g est décroissante au sens large sur [c, b]).

2.c. Par conséquent, g atteint son maximum en c. Si sup[a,b] g = g(c) = inf [a,b] g, c’est que g est
constante, ce qui contredit l’hypothèse m < 0. On conclut que m ≥ 0, i.e. que g ≥ 0 sur [a, b].

3. Vu la définition de g, l’inégalité g ≥ 0 se traduit par

f(x) ≥ f(a) + (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
.

4. On intègre l’inégalité précédente.∫ b

a

f(t) dt ≥
∫ b

a

(f(a) + (t− a)
f(b)− f(a)

b− a
) dt

= (b− a)f(a) +
(b− a)2

2
f(b)− f(a)

b− a

= (b− a)
f(a) + f(b)

2
.

5. On peut appliquer l’inégalité précédente sur l’intervalle [k−1
n , k

n ],∫ k
n

k−1
n

f(t) dt ≥ 1
n

1
2
(f(

k − 1
n

) + f(
k

n
)).

6. En additionnant les inégalités de la question 5, il vient∫ 1

0

f(t) dt =
n∑

k=1

∫ k
n

k−1
n

f(t) dt

≥ 1
2n

n∑
k=1

(f(
k − 1

n
) + f(

k

n
))

=
1
2n

f(0) +
1
n

n−1∑
k=1

f(
k

n
) +

1
2n

f(1)

=
1
2n

(f(0)− f(1)) +
1
n

n∑
k=1

f(
k

n
).
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7. On calcule f ′′(x) = −1/(1 + x)2 ≤ 0 sur [0, 1]. On peut donc appliquer les résultats des
questions précédentes. On intègre par parties.∫ 1

0

`n(1 + t) dt =
∫ 2

1

`n(t) dt

= [t`n(t)]21 −
∫ 2

1

dt

= 2`n(2)− 1.

On part de

(2n)!
n!

= 2n(2n− 1) · · · (n + 1) = nn(1 +
1
n

)(1 +
2
n

) · · · (1 +
n

n
)

d’où

`n(2n(2n− 1) · · · (n + 1)) = n`n(n) +
n∑

k=1

f(
k

n
)

≤ n`n(n) + n

∫ 1

0

`n(1 + t) dt +
1
2
`n(2)

= n`n(n) + n(2`n(2)− 1) +
1
2
`n(2)

= n(`n(4ne−1) + `n(
√

2).

En prenant l’exponentielle, on trouve que

2n(2n− 1) · · · (n + 1) ≤
√

2(4n)ne−n.
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