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Exercice 1. Pour x ∈ R, on définit f(x) par:

f(x) =
{

xe−xsin( 1
x ) si x 6= 0

0 si x = 0

(i) f est-elle continue sur [−1, 1]?

(ii) f est-elle uniformément continue sur [−1, 1]?

(iii) f est-elle continue sur [1,∞[?

(iv) f est-elle uniformément continue sur [1,∞[?

(v) f est-elle continue sur ]−∞,−1]?

(vi) f est-elle uniformément continue sur ]−∞, 1[?

Exercice 2. On va démontrer la proposition suivante :

Proposition 1

Soit f : R+ → R+ une fonction telle que f(t) → ∞ et f ′(t) → 0 lorsque t tend vers
+∞. Pour tout n ∈ N, posons an = sin(f(n)). Alors tout point de [−1, 1] est une valeur
d’adhérence de (an)n∈N.

A : Soit θ ∈ [−π, π]. Soit ε > 0. On va montrer que, pour tout N ∈ N, il existe n > N et
k ∈ N tel que :

|(θ + 2πk)− f(n)| < ε.

(i) Montrer que |f(n + 1)− f(n)| converge vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

(ii) Montrer qu’il existe N1 > N tel que pour n > N1 :

|f(n + 1)− f(n)| < ε.

(iii) Montrer qu’il existe n1, n2 > N1 tel que :

f(n2)− f(n1) > 2π.

(iv) Montrer qu’il existe k ∈ N tel que :

f(n1) 6 θ + 2πk 6 f(n2).

(v) Montrer qu’il existe n tel que n1 6 n 6 n2 et que :

|(θ + 2πk)− f(n)| < ε.
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B : A l’aide de la partie A on va prouver la proposition.

(vi) En utilisant la continuité de la fonction sin, et le résultat précédent, montrer que,
pour tout δ > 0 et pour tout N ∈ N il existe n > N tel que:

|sin(θ)− an| < δ.

(vii) En déduire que pour tout θ ∈ [−π, π] il existe une sous-suite de (an)n∈N qui converge
vers sin(θ).

(viii) En déduire que tout point de [−1, 1] est une valeur d’adhérence de (an)n∈N.

(ix) Soit x une valeur d’adhérence de (an)n∈N. Montrer que x ∈ [−1, 1].

Il en découle que l’ensemble des valeurs d’adhérence de (an)n∈N cöıncide avec l’intervalle
[−1, 1].

C : On va étudier quelques exemples et contre-exemples.

(x) Pour tout n, posons bn = sin(
√

n). Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence
de (bn)n∈N cöıncide avec l’intervalle [−1, 1].

(xi) Pour tout n, posons cn = sin(π n−1
n+1 ). Montrer que (cn)n∈N converge vers 0. Quelles

sont les valeurs d’adhérence de cette suite ? Est-ce en contradiction avec la proposition ?
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