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Exercice 1. Soit (un)n>0 une suite de réels telle que les sous-suites (u2n), (u2n+1) et (u3n)
convergent. Montrer que la suite (un) converge.

Exercice 2. (i) Montrer que pour tout entier n > 1, il existe kn ∈ N et 0 6 pn < 2kn

uniques tels que n = 2kn + pn.

(ii) On pose un := pn/2kn . Verifier que (un) est bornée. Trouver une sous-suite qui
converge vers 0 et une autre qui converge vers 1.

(iii) Soit x ∈ [0, 1]. Montrer qu’il existe une sous suite de (un) qui converge vers x
(considérer la partie entière du réel 2nx).

Exercice 3. Soit (un)n>0 une suite bornée de réels.

(i) En utilisant un théorème du cours, montre que la suite (un) possède au moins une
valeur d’adhérence.

A : On va montrer que (un) converge si et seulement si elle ne possède qu’une seule valeur
d’adhérence.

(iii) Montrer que si (un) converge vers x, alors toute sous-suite de (un) converge vers x.
En déduire que (un) ne possède qu’une seule valeur d’adhérence.

Supposons maintenant que (un) ne possède qu’une seule valeur d’adhérence. Soit x la
valeur d’adhérence de (un).

(iv) Supposons que (un) ne converge pas vers x. Montrer qu’il existe ε > 0 et une sous-suite
(uφ(n)) telle que, pour tout n: ∣∣uφ(n) − x

∣∣ > ε.

(v) Montrer que la suite (uφ(n)) est bornée.

(vi) En utilisant un théorème du cours, montrer que (uφ(n)) a au moins une valeur d’adhé-
rence dans R. Soit y une valeur d’adhérence de (uφ(n)).

(vii) En utilisant une sous-suite de (uφ(n)) qui converge vers y, montrer que |y − x| > ε, et
donc que y 6= x.

(viii)Montrer que y est une valeur d’adhérence de (un) et en déduire une contradiction et
conclure.

B : On suppose de plus que Lim eiun = 1 et Lim ei
√

2un = 1.

(ix) Soit x la limite de (un). Montrer que eix = 1 et ei
√

2x = 1.

(x) En déduire que x = 0.
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Exercice 4. Soit [a, b] un intervalle fermé et borné dans R. Soit f : [a, b] →]0,+∞[ une
fonction continue et positive sur [a, b]. On veut montrer qu’il existe λ > 0 tel que f(t) > λ
pour tout t ∈ [a, b].

(i) Supposons le contraire. Montrer qu’il existe une suite (tn)n∈N telle que f(tn) → 0.

(ii) Montrer qu’il existe une sous-suite de (tn)n∈N qui converge dans [a, b].

(iii) Montrer comment on peut utiliser cette sous-suite pour obtenir une contradiction.

On vient de montrer alors qu’il existe λ > 0 tels que f(t) > λ pour tout t ∈ [a, b]. On dit
que f est minorée par un réel positif sur [a, b].

(iv) Montrer qu’il existe Λ > 0 tel que f(t) 6 Λ pour tout t ∈ [a, b].

On dit que f est majorée sur [a, b].

(v) Trouver une fonction f :]0, 1] →]0,+∞[ qui n’est pas majorée sur ]0, 1]. Trouver une
fonction f :]0, 1] →]0,∞[ qui n’est pas minorée par un réel positif sur ]0, 1].

Exercice 5. * Soit [a, b] un intervalle fermé et borné dans R. Soit X un sous-ensemble
de R. Soit f : [a, b] → X une fonction continue et bijective. Soit X = f([a, b]) l’image de
f .

(i) Définissons ϕ : [0, π] → [−1, 1] par ϕ(t) = Cos(t). Montrer que ϕ est bijective.

(ii) Définissons ψ : [0, 4] → [0, 16] par ψ(t) = t2. Montrer que ψ est bijective.

Soit g : X → [a, b] l’inverse de f . On veut montrer que g est continue.

(iii) Supposons le contraire. En utilisant la définition de la continuité, montrer qu’il existe
x0 ∈ X un point dans X et (xn)n∈N une suite dans X qui converge vers x0 tels que
(g(xn))n∈N ne converge pas vers g(x0).

(iv) En utilisant la définition de la convergence, montrer qu’il existe un réel ε > 0 et une
sous-suite (yn)n∈N de (xn)n∈N telle que |g(yn)− g(x0)| > ε pour tout n.

(v) Montrer qu’il existe un point p ∈ [a, b] et une sous-suite (zn)n∈N de (yn)n∈N telle que
(g(zn))n∈N converge vers p.

(vi) Montrer que |p− g(x0)| > ε.

Il s’ensuit que p 6= g(x0) et donc que f(p) 6= f(g(x0)) = x0. En même temps, on sait que
f(g(zn)) = zn pour tout n.

(vii) En rappelant que (zn)n∈N converge vers x0, montrer que f(p) = x0 pour obtenir une
contradiction et conclure.
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Exercice 6. Soit a ∈]0, 6[ un paramètre et fa : [0, 1] → R définie par fa(x) = x4 +x2−ax.

(i) Montrer que, pour tout a, f ′a(a) est strictement croissante, f ′a(0) = −a et f ′a(1) = 6−a.
Montrer qu’il existe un unique point x(a) ∈]0, 1[ tel que f ′(x(a)) = 0. Montrer que :

f(x(a)) = Inf
t∈[0,1]

fa(t)

On pose g(a) = Inft∈[0,1] fa(t). On se propose de montrer que les fonctions a 7→ x(a) et
a 7→ g(a) sont continues sur ]0, 6[.

(ii) Soit a ∈]0, 6[ et (an) une suite de ]0, 6[ qui converge vers a. En considérant f ′an
(x(an)),

montrer que x(a) est l’unique valeur d’adhérence de (x(an)).

(iii) Conclure à l’aide de l’exercice 3.

Exercice 7. (i) Soit I un intervalle de R et f : I → R dérivable, à dérivée bornée.
Montrer que f est uniformément continue sur I.

(ii) Les fonctions suivantes sont-elles uniformément continues ? sin(x) sur R,
√
x sur R+,

Ln(x) sur ]0, 1[ et Ln(x) sur [1,+∞[.

Exercice 8. Soit f : R → R une fonction continue admettant des limites en +∞ et −∞.
Montrer que f est uniformément continue sur R.

Exercice 9. (i) Montrer que si (un) est de Cauchy, alors on a Limn→+∞(un+k−un) = 0
pour tout k ∈ N. Réciproque?

(ii) Montrer que si la série
∑
|un+1 − un| converge alors (un) est de Cauchy. Réciproque?
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