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1 Sous-variétés de R"

1.1 Motivation

Faire du calcul différentiel sur des sous-ensembles de R™ comme des surfaces, etc... Parti-
culierement utile pour les groupes classiques (mouvement du solide).
Au tableau, différentiable signifie C* pour un k > 1, sans préciser lequel.

1.2 Définitions

Définition 1 Redressement sur un sous-espace vectoriel.
Exemple 2 Fxemples d’objets singuliers qui ne sont pas des sous-variétés.

Théoréme 1 Théoréme des immersions. Si f : R — R™ est une immersion en x € R, alors il
existe un voisinage de x dont l'image est une sous-variété de dimension d.

Preuve Théoréeme d’inversion locale. [ |
Exemple 3 Paramétrage du tore de révolution.

Théoréeme 2 Théoreme des submersions. Si f : R® — R"~? est une submersion au-dessus de y,
alors f=1(y) est ou bien vide, ou bien une sous-variété de dimension d de R™.

Preuve Théoreme d’inversion locale. ]
Exemple 4 FEquation du tore de révolution.

Exemple 5 Images d’immersions, injectives ou non, qut ne sont pas des sous-variétés.
Définition 6 Application différentiable entre sous-variétés. Difféomorphisme.

Exemple 7 Restriction a une sous-variété.

Fin du cours n°1

1.3 Groupes classiques
Proposition 8 SL,(R), SL,(C), O(n), SO(n), U(n) et SU(n) sont des sous-variétés de GL, (C).

Définition 9 Fonctions holomorphes sur les ouverts de C™. Sous-variétés complexes de C".

Exemple 10 SL,(C) est une sous-variété complexze de l’espace des matrices carrées complezes.
U(n) et SU(n) n'en sont pas.



1.4 Espace tangent

Définition 11 FEspace tangent en x = espace des vecteurs vitesse en x des courbes contenues dans
X et passant par x. Notation T, X .

Proposition 12 1. Si X = f(U) est I'image d’une immersion, alors Ty;) X = imd, f.
2. Si X = f~1(y) est une fibre d’une submersion, alors T, X = kerd, f.

Remarque 13 Une sous-variété peut étre redressée sur son espace tangent, par un difféomorphisme
tangent a l'identité.

Fin du cours n°2

Exemple 14 FEspace tangent a la sphére, a une hypersurface définie par une équation, auzr groupes
classiques.

1.5 Intersections de sous-variétés

Définition 15 Transversalité de sous-espaces vectoriels, de sous-variétés. Codimension.

Théoreéme 3 L’intersection de deuzr sous-variétés transverses est ume sous-variété, et les codi-
mensions s’additionnent.

Exemple 16 Intersection du tore de révolution avec une famille de plans paralléles.

2 Variétés

Remonte & Lagrange, qui remplagait les coordonnées cartésiennes par les coordonnées action-
angle en mécanique céleste. Importance des exemples obtenus comme espaces quotients.

2.1 Définitions

Définition 17 Soit X un espace topologique. Un atlas de classe C" pour X est la donnée
— d’un recouvrement de X par des ouverts U; ;
— pour tout i, d’un homéomorphisme ¢; : U; — V; ouvert de R™,

tels que, pour tous i et j, ¢j o ;' : ;(U; NU;) — ¢ (Ui NU;) est un CT-difféomorphisme.

On appelle les ¢; les cartes de Vatlas, et les U; les domaines de cartes.

Définition 18 Deux atlas (U;, ¢;) et (Wa,14) sont compatibles si les applications 1y o ¢; * sont
des C"-difféeomorphismes. Une structure différentielle sur X est une classe d’atlas compatibles.

On peut alors prendre ’atlas formé de toutes les cartes compatibles avec un choix de (U;, ¢;). On
appelle variété un espace topologique muni d’une structure différentielle.

Exemple 19 Deux structures différentielles différentes sur R, mais difféomorphes.

Exemple 20 Atlas a deux cartes pour R/Z.

Fin du cours n°3




2.2 L’espace projectif

Rappel 21 Elements de perspective, projection centrale, utilisation des coordonnées homogénes.
Définition 22 Espace projectif P"(R) = espace des droites vectorielles de R"T1. Idem P"(C).
Exemple 23 Atlas a deux cartes pour la droite projective, réelle ou complexe.

Exemple 24 Atlas a n+ 1 cartes affines pour l’espace projectif, réel ou complezxe.

2.3 Objets différentiables

Définition 25 Applications différentiables, immersions, submersions, sous-variétés, difféomor-
phismes.

Exercice 26 Vérifier que les applications projectives sont différentiables, que les sous-vari€tés
linéaires sont des sous-variétés.

Fin du cours n%4

2.4 Grassmanniennes

Définition 27 Définition, topologie, structure différentielle.

2.5 Espaces quotients

Définition 28 Soit G un groupe agissant continument sur un espace topologique X localement
compact.
L’action est libre si le seul élément de G qui possede des points fizes est l’élément neutre.
L’action est proprement discontinue si, pour tout compact K C X, l’ensemble des g € G tels
que gK N K # 0 est fini.

Proposition 29 Soit G un groupe agissant par difféomorphismes d’une variété X. On suppose
Uaction libre et proprement discontinue. Alors lespace quotient G\ X est séparé, et il existe une
unique structure différentielle sur G\X qui fait de la projection X — G\X un difféomorphisme
local.

Exemple 30 P"(R) est difféomorphe au quotient de la sphére S™ par le sous-groupe {1} du
groupe orthogonal.

Définition 31 Revétements.

2.6 Fibré tangent
L’espace tangent est ’endroit ol vivent les vecteurs vitesse des courbes.

Définition 32 T, X = classes d’équivalence de courbes de méme vitesse dans une carte.
Différentielle d’une application différentiable entre variétés, notée T, f.

Exemple 33 Si A est un sous-espace vectoriel de dimension k de V, TaGr(V) = Hom(A,V/A).
Définition 34 Fibrés vectoriels.

Exemple 35 Fibré vectoriel associé d une application de X dans la grassmannienne Gy (V).

Fin du cours n°5

Définition 36 Fibrations.



2.7 Orientation

Définition 37 Orientation d’un espace vectoriel. Orientation d’une variété, atlas avec cartes
préservant ’orientation.

Proposition 38 Cas des sous-varié€tés : orientation normale.
Proposition 39 Cas des espaces quotients.

Exemple 40 L’espace projectif P™(R) est orientable si et seulement si n est impair. Orientabilité
de la grassmannienne Gi(V'). Les variétés complexes viennent avec une orientation naturelle.

Définition 41 Revétement des orientations.

Fin du cours n°6

Exemple 42 Si X est orientable, X°" = X x {£1}. Sin est pair, le revétement des orientations
de Uespace projectif P™(R) est la sphére S™.
2.8 Champs de vecteurs

Définition 43 Champs de vecteurs. Lignes intégrales. Transport par difféomorphisme local :

(f*€)(x) = (Tof) " (&(f(2))), et par difféomorphisme : (f.€)(y) = (Ty(y) /)E " (¥)))-

Exemple 44 Champ de vecteurs sur P"(R) associé a un endomorphisme de R™"*1.

Théoréme 4 FEuxistence locale, unicité locale des lignes intégrales maximales, theoréme des bouts,
dépendance par rapport a la condition initiale, équation auz variations.

Définition 45 Champs de vecteurs complets, flot, groupes da un parameétre de difféomorphismes.

Exemple 46 Champs de vecteurs linéaires et exponentielle de matrices.
Portraits des champs de vecteurs linéaires dans le plan : cols, noeuds dégénérés et non dégénérés,
soleils, foyers, centres.

Fin du cours n°7

Exemple 47 Le flot du champ de vecteur sur P™(R) associé a un endomorphisme L de R™"*! est
le groupe & un paramétre de bijections projectives de matrices exp(tL).

Exercice 48 Redressement local d’un champ de vecteurs qui ne s’annule pas.

Exercice 49 Transitivité du groupe des difféomorphismes a support compact sur une variété connexe.

2.9 Topologie différentielle

Cette section ne comporte que des énoncés.
Théoréme 5 Classification des variétés compactes connexes de dimension 1.
Définition 50 Somme connexe. Dépendance par rapport auz choiz.

Exemple 51 Surface orientable T, = (T*)#9, g € N (Ty = S?). Surface non orientable U, =
(P2(R))#F1), g e N (Uy = P*(R)).

Théoréme 6 Classification des variétés compactes connexes de dimension 2.

Fin du cours n°8




2.10 Feuilletages

Définition 52 Dérivations sur l’algébre des fonctions de classe C™° sur une variété de classe C'*.

Proposition 53 Fxpression d’une dérivation en coordonnées. Lien entre dérivations et champs
de vecteurs. Dérivée de Lie, notation L¢f.

Définition 54 Crochet de deux champs de vecteurs. Identité de Jacobi. Dérivée de Lie, notation
Len. Identité de Jacobi vue comme L¢[€,n] = [Lc&,n) + €, Len].

Fin du cours n°9

Exercice 55 Champs de vecteurs de crochets nuls < flots commutants. Redressement local simul-
tané de champs de vecteurs.

Définition 56 Champs de plans. Feuilletages.
Exemple 57 Flot linéaire sur le tore. Champ de plan de contact dans R3.

Théoréme 7 Condition suffisante d’existence de sous-variétés intégrales (Frobenius).

Fin du cours n°10

3 Groupes de Lie

On s’intéresse surtout aux groupes classiques. Mais maintes propriétés dépendent seulement du
fait qu’il s’agit de variétés avec des opérations différentiables.

3.1 Définition

Définition 58 Groupes topologiques, groupes de Lie, sous-groupes de Lie. Translations.

Exemple 59 Sous-groupes ouverts, composante neutre. Noyaux d’homomorphismes. Les sous-
groupes de Lie sont fermés.

Attention, I'image d’un homomorphisme n’est pas toujours un sous-groupe de Lie. Exemple : sous-
groupe a un parametre dans un tore.

Définition 60 Action différentiable d’un groupe de Lie sur une variété.
Proposition 61 Le stabilisateur d’un point est un sous-groupe de Lie.

Exemple 62 Groupes classiques : groupes orthogonauz, unitaires, groupe symplectique.

3.2 Algebres de Lie

Définition 63 Algébres de Lie, sous-algébres, homomorphismes.

Exemple 64 Algébre de Lie des champs vecteurs C*° sur une variété. Structure d’algébre de Lie
sur une algébre associative. gl (R). Sous-algébres classiques de gl,,(R).



3.3 Algebre de Lie d’un groupe de Lie

Définition 65 L’algébre de Lie de G, c’est les champs de vecteurs invariants a gauche sur G.
S’identifie a T,G, via v — &,.

Fin du cours n°11

Exemple 66 Champs de vecteurs invariants sur U(1), sur Gl,,(R).

Définition 67 Action adjointe de G sur T.G, Ad : G — GL(T.G). Sa différentielle ad : T.G —
End(T.G).

Proposition 68 Pour tous v, w, z € g, [v,w] = ad,(w), ad,[v,w] = [ad,v,w] + [v, ad,w].

Preuve Le flot d'un champ de vecteurs invariant a gauche £, € g, c’est un groupe a un parametre
de translations & droite par des éléments ¢(t), t € R. [

Proposition 69 Si f : G — G’ est homomorphisme de groupes de Lie, alors Tof : g — ¢’ est un
homomorphisme d’algébres de Lie. H sous-groupe de Lie de G = N sous-algébre de Lie de g.

Exemple 70 Algebres de Lie des groupes orthogonauzx O(n), O(p,q), SO(p,q), des groupes uni-
taires U(n), U(p,q), SU(p,q), du groupe symplectique Sp,(R).

3.4 Exponentielle

Définition 71 On pose exp(v) = ¢(1) € G, ou t — ¢(t) est le sous-groupe ¢ un paramétre de G
tel que Ry est le flot de §,.

Fin du cours n°12

Proposition 72 Si [v,w] =0, exp(v + w) = exp(v) exp(w).

Proposition 73 Naturalité sous les homomorphismes de groupes de Lie. Exemples : Ad, détermi-
nant.

3.5 Sous-groupes de Lie immergés

Théoreme 8 Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g. Soit h C g une sous-algebre de Lie.
Alors il existe un groupe de Lie H et un homomorphisme de groupes de Lie injectif i : H — G
tel que Toi : T.H — b soit un isomorphisme d’algébres de Lie. La paire (H,1) est unique & unique
isomorphisme prés. On 'appelle sous-groupe de Lie immergé d’algébre de Lie b.

Preuve Frobenius. §) engendre un champ de plans invariant a gauche sur G. Il est tangent a un
feuilletage. La feuille passant par 1’élément neutre est un sous-groupe de G. Pour la topologie des
feuilles, c’est un groupe de Lie. ]

Fin du cours n°13

Théoréme 9 (E. Cartan). Tout sous-groupe fermé d’un groupe de Lie est un sous-groupe de Lie.



Preuve h = {v € g; Vt, exp(tv) € H} est un sous-espace vectoriel, car

exp(v +w) = lim (exp(v/n) exp(u/m))"/".

C’est une sous-algebre de Lie, car e = Adexp(vy préserve h. Soit H' le sous-groupe immergé
correspondant. Alors H' C H, car exp(h) C H et H’, qui est connexe, est engendré par exp(h).
H coincide avec H’' au voisinage de e (sinon, les composantes transverses & H' des éléments de
H\ H’, une fois normalisées, convergeraient vers des éléments de b transverses a h), donc c’est une

sous-variété au voisinage de e, donc partout. [ |

3.6 Groupes de Lie et revétements

Proposition 74 La composante neutre Gy est un sous-groupe ouvert et distingué. Le groupe quo-
tient G/Gy est discret.

Exemple 75 SL,(R), SO(n), GL,(C), SL,(C), U(n), SU(n), U(p,q), SU(p,q), Spn(R) sont
connezes, GL,(R), O(n), O(p,q), SO(p,q) ne le sont pas.

Définition 76 FEspaces simplement connexes, contractiles.

Exemple 77 Convezre = contractile = simplement connexe.

Fin du cours n°14

Définition 78 Rétraction par déformation.

Proposition 79 Si Y est un rétracte par déformation de X, Y est simplement conneze si et
seulement st X [’est.

Proposition 80 X = U UV ou U et V sont des ouverts simplement connezes, U NV conneze
par arcs = X est simplement connexe.

Exemple 81 Simple connexité des sphéres, des espaces projectifs complexes.

Théoréme 10 Relévement d’une application f:Y — X a f:Y — E quand p: E — X est un
revétement et Y est simplement connexe et localement connezxe par arcs.

Fin du cours n°15

Théoréme 11 Si X est une variété, X posséde un revétement simplement connexe, unique a
isomorphisme prés. On Uappelle le revétement universel X de X. X est le quotient de X par
une action différentiable, proprement discontinue et libre, celle du groupe des automorphismes du
revétement.

Exemple 82 Revétement universel du cercle, du tore, de l’espace projectif réel.

Proposition 83 Les groupes quotients par des sous-groupes distingués discrets sont des groupes

de Lie.
Exemple 84 PSL,(R).

Proposition 85 Fuxistence et unicité, a unique isomorphisme prés, du revétement universel d’un
groupe de Lie. Le noyau de p : G — G est discret, central. Relévement unique des homomorphismes
provenant de groupes de Lie simplement connexes. Les automorphismes du revétement p : G—G
sont exactement les translations par les éléments du noyau.

Exemple 86 Le revétement universel G de G = PSLy(R) a un centre T cyclique, et G = G/T.
En revanche, SLy(R) = G/2T.



3.7 Groupes de Lie simplement connexes et algebres de Lie

Théoréme 12 Si G et G’ sont des groupes de Lie, et si G est simplement connezes, tout homo-
morphisme d’algébres de Lie f : g — ¢’ s’intégre en un unique homomorphisme de groupes de Lie

f:G—-G.

Preuve Le graphe de f est une sous-algebre de Lie de g x g’. Soit M le sous-groupe de Lie immergé
de G x G’ correspondant. La “restriction” & M de la projection sur G est un homomorphisme
de groupes de Lie qui est un difféfomorphisme local, donc c’est un revétement, donc c’est un
isomorphisme, car G est simplement connexe. Donc M est le graphe d’une homomorphisme, et
c’est le seul. ]

Théoréme 13 (I. G. Ado, 1935). Toute algébre de Lie réelle de dimension finie est isomorphe
une sous-algébre d’une algébre de matrices gl,,(R). Admis.

Corollaire 87 Dictionnaire entre groupes de Lie simplement connexes (et leurs homomorphismes)
et algébres de Lie de dimension finie (et leurs homomorphismes).

Fin du cours n°16

3.8 Actions différentiables de groupes de Lie

Définition 88 Action différentiable, transitive. Stabilisateur, orbite, espace des orbites.

Théoréme 14 Quotient d’un groupe de Lie G par un sous-groupe de Lie H : G/H est une variété
séparée, G — G /H une fibration G-équivariante de fibre H. Ty G/H = (T.G)/T.H. Les fonctions
C* de G/H dans une variété X sont les fonctions C*° H-invariantes sur G.

Preuve 7 : G — G/H est ouverte. H fermé = G/H est séparé. T, H engendre un feuilletage dont
les feuilles sont les orbites de Hy = composante neutre de H. Les transversales donnent des cartes
de 'espace quotient et des trivialisations locales de la fibration . [ |

Corollaire 89 Si un groupe de Lie G agit différentiablement et transtivement sur une variété X,
alors X est difféomorphe ¢ G/H ou H est le stabilisateur d’un point.

Exemple 90 La sphére S™ = O(n +1)/0(n) = SO(n + 1)/SO(n). L’espace projectif P*"(R) =
O(n+1)/0(1) x O(n) = SO(n+1)/0(n).

Exemple 91 La grassmannienne Gp(R") = GL,(R)/H = O(n)/O(k)xO(n—k) ot H = {(61 g)}

est le stabilisateur de R¥ C R™ dans GL,(R).
L’espace PP4 des p-plans positifs de R4 = RPT4 muni de la forme quadratique de matrice

Ipq = (Ié) [q> est O(p,q)/O(p) x O(q)-

Corollaire 92 O(p, q) a exactement 4 composantes connexes.

Preuve PP9 g’identifie & 'espace des matrices ¢ X p A telles que || A ||< 1, ¢’est convexe, donc
connexe. |

Fin du cours n°17

Exemple 93 Le demi-plan supérieur H = {z € C|Sm(z) > 0}. Le groupe SLy(R) agit transiti-

vement par homographies, (((Cl Z) ,2) = 2 = ST, (R)/SO(2) = PSLy(R)/PO(2).

cz+d -’



4 Formes différentielles

4.1 Motivation

Il s’agit de rendre rigoureux un formalisme mnémotechnique.

1. Substitution des formes différentielles de degré 1 aux champs de vecteurs, pour le calcul des
circulations par changement de variables.

2. Dans la formule de Green-Riemann apparait da, expression qui se calcule avec les regles
d(fdx) = df de, dedx =0, de dy = —dy dzx.

3. Dans la formule de changement de variable dans les intégrales multiples apparait le déterminant
de la différentielle. Or le déterminant est relié a ’action des endomorphismes sur les n-formes
différentielles alternées.

Cela suggere d’utiliser les formes multilinéaires alternées, comme généralisation des formes différentielles
de degré 1.

4.2 Algebre extérieure

Définition 94 Formes alternées sur un espace vectoriel E, notation A'E*, transport par appli-
cations linéaires, notation A'L. Si L est un endomorphisme, AL = det(L). Produit tensoriel,
produit extérieur de formes alternées. Formule

(a A b)(’Ul, R ,’Uerq) = Z (—1)‘7a(v0(1), e ,’Uo(p))b(’ljg(p+1), ey UG(erq)).

permut. partiellem. croissantes o

Proposition 95 Associativité, commutativité graduée, naturalité sous les applications linéaires.
Proposition 96 Base de l’algébre extérieure. Déterminant dans une base comme produit extérieur.

Définition 97 Produit intérieur. Formule t,(a Ab) = 1,(a) A b+ (—1)38(@ g A 1, (D).

Fin du cours n°18

4.3 Formes différentielles

Définition 98 Cas des ouverts de R™. Ecriture w = ZIGI” wr dxy. Exemple : différentielle d’une
fonction. Transport par applications différentiables.

Exemple 99 Si f :R" - RP, f = (f1,..., fp), alors la formule f*(ZJGIp wrdyy) = Zjel'p wyo
fdfy s’applique mécaniquement (coordonnées polaires). Cas des formes de degré maximum.

Définition 100 Cas général des variétés. Fibré des formes alternées N'T* X . Ses sections sont les
formes différentielles. C’est une algébre graduée associative, commutative. Transport par applica-
tions différentiables.

4.4 Différentielle extérieure

Théoréme 15 Il existe un unique prolongement d de la différentielle des fonctions a toutes les
formes différentielles, qui satisfasse

~d(anb)=daAb+ (—1)%@g A db.

- dod=0.
1l est de plus naturel sous les applications suffisamment différentiables.



Preuve Unicité facile. Existence résulte de la formule

p+1

(dw)a(v1, .. vpg1) = D _(=D)P Tow(vi) (1, ., By, vp)-
i=1

En effet, cette expression satisfait d(f dx;) = df A dxy. Puis vient le produit, puis d o d, puis le
transport. ]

Exemple 101 Le calcul est mécanique, a partir des axiomes.

4.5 Dérivée de Lie

Théoréme 16 I existe un unique prolongement L¢ de la dérivée de Lie des fonctions le long des
champs de vecteurs a toutes les formes différentielles, qui satisfasse

- Cf(a/\b) :ﬁga/\b‘i‘a/\ﬁgb.

~Leod=do Le.
1l satisfait de plus

— Naturalité sous les difféomorphismes locaux : Lyedp*w = ¢*(Lew).

— Formule de Cartan : Le =do e + e od.

- Lew = %qﬁfw‘t:o, ot ¢y est le flot local de €.

< Lieq = L6 L)

Fin du cours n°19

Preuve Existence résulte de la formule de Cartan. [ |

4.6 Intégration

Définition 102 Cas des ouverts de R™. Une n-forme différentielle sur un ouvert U de R™ s’écrit
w=udzry A---Ndx,. Si B est un borélien de U, on pose

/wz/udzl...da:n.
B B

Proposition 103 Formule de changement de variable. Soit ¢ : U — V un difféomorphisme, soit
B est un borélien de U, soit w une n-forme différentielle sur V. Alors

/¢(B) w = signe(T'¢) /B Prw.

Noter que l'intégration n’est pas invariante par changement de coordonnées, seulement par
changement de coordonnées préservant l’orientation.

Définition 104 Cas des variétés orientées. Soit X une variété orientée. Soit w une n-forme
différentielle sur X a support compact. Soient ¢; : U; — V; C R™ des cartes orientées. Soient
B; C U; des boréliens qui partitionnent X. On pose

IXE > /¢ e

Le résultat ne dépend pas des choix.

Plus généralement, on définit 'intégration le long d’une courbe une d’une nappe paramétrée. Si
X est une variété orientée de dimension d, si f : X — Y est lisse, si w est une d-forme différentielle

sur Y, on note abusivement
/ w = / ffw.
f(X) X

10



4.7 La formule de Stokes

Définition 105 Soit X une variété orientée. Un sous-ensemble N C X est un domaine a bord
lisse si, au voisinage de chaque point du bord de N, il existe une carte de X qui envoie N sur un
demi-espace fermé. Noter que le bord ON est une sous-variété orientée (par la normale sortante).

Théoréme 17 Soit X une variété orientée. Soit N C X un domaine a bord lisse. Soit w une
n — 1-forme différentielle sur X a support compact. Alors

/ wz/dw.
ON N

En particulier, si X est compacte orientée, pour toute n — 1-forme différentielle w sur X

/dw:O.
X

Preuve Partition de l'unité = il suffit de le faire pour une forme a support compact dans le
demi-espace {z; < 0} de R™. La normale sortante est e;. (eg,...,e,) est une base directe de T'N.
n

n - 1 Owy
w:Zwidxl/\uJ\dzi/\-'-/\dmn = dw:(Z(—l)”la—i)dzl/\“-/\dxm
i=1 i=1 !

0
15]
/ w = / wldxg...dacn:/ / ﬂdacldavg...d:bn
ON Rn—1 R—1J_so 8171
- ; 0 T Jw; —
= dw — 71”1/ / / Yda;dxy ... dx; ... d
/N W ;( ) s ; dx, T T

= /dw.
N

4.8 Analyse vectorielle

On se place dans E = R? euclidien orienté. On note det le déterminant dans une base ortho-
normée directe (parfois appelé produit mixte). On dispose alors de trois isomorphismes

1. E—FE  v—qay:w—v-w.

2. E— A2FE* v w, = t,det.

3. R A3E*, X\ Adet.
Les 1-formes différentielles s’identifient a des champs de vecteurs, les 2-formes différentielles s’identi-
fient & des champs de vecteurs (les physiciens parlent de pseudo-vecteurs) et les 3-formes différentielles
s’identifient a des fonctions.
Proposition 106 A travers ces isomorphismes,

1. la circulation d’un champ de vecteurs & le long d’une courbe v est égale a f,y o,

2. le flux d’un champ de vecteurs £ a travers une surface S est égal a fS we,
3. Uintégrale d’une fonction u sur un domaine N est égale a fN udet.
d définit trois opérateurs différentiels du premier ordre,
1. le gradient des fonctions V,
2. le rotationnel des champs de vecteurs VA,
3. la divergence des champs de vecteurs V-.

Lidentité dod = 0 se traduit par VAV =0, V-VA =0. Le produit extérieur est relié au produit
vectoriel par la formule Wyaw) = u A . La formule de Stokes se traduit par

1. wvariation de u entre les extrémités de v = circulation de Vu le long de 7,
2. circulation de & le long de 0S = flux de V N € a travers S,
3. flux de & a travers ON = intégrale de V - & sur N.
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5 Cohomologie de de Rham
5.1 Motivation
Définition 107 Formes exactes, formes fermées.

Dans R™, une forme fermée est automatiquement exacte. Si, dans une variété, ce n’est pas vrai, on
a détecté un phénomene global.

Définition 108 Cohomologie = formes fermées/formes exactes. Structure d’algébre. Naturalité
sous les applications différentiables.

Exemple 109 H°(X) = R™X) | f: X =Y constante = f* est injective sur H, nul sur les H,
1> 0.

Exemple 110 H°(R) =R. H{(R) =R, i > 0.

Fin du cours n°20

5.2 Produits

Proposition 111 Soit X wune variété. L’application iy : X — X x {t} — X x R induit un
homomorphisme en cohomologie qui ne dépend pas de t.

Preuve On note £ = %, ods(x,t) = (x,t + s) et on pose

1
Kw:/ (PhLew) ds.
0

Alors dK + Kd = ¢7 — ¢§. Lien avec la formule de Cartan pour la dérivée de Lie. ]

5.3 Invariance par homotopie

Rappel 112 Soient X, Y des espaces topologiques. Deux applications continues fo, f1 : X — Y
sont homotopes si ce sont les restrictions ¢ X x {0} et X x {1} d’une application continue f :

X x[0,1] =Y.

Théoréme 18 Soient, X, Y des variétés. Soient fy, f1 : X — Y des applications différentiables
homotopes. Alors fo et f1 définissent le méme homomorphisme en cohomologie.

Preuve 1. Cas ou fj et f1 sont différentiablement homotopes, i.e. il existe une homotopie différentiable
f: X xR—=Y.Alors fy = foi, dou ff =ifo f*=1ijof*= ff.

2. Lemme : Deux applications différentiables suffisamment proches sont différentiablement ho-
motopes. |

Définition 113 f* pour f continue.

Corollaire 114 Une équivalence d’homotopie induit un isomorphisme (d’algébres) en cohomolo-
gie. En particulier, une rétraction par déformation induit un isomorphisme en cohomologie.

Exemple 115 X contractile = H (X) = H°(X) = R. En particulier (Lemme de Poincaré), toute
forme différentielle fermée sur un ouvert étoilé de R™ est exacte (sauf en degré 0).

Exemple 116 L’espace total d’un fibré vectoriel a méme cohomologie que la base. C* et le ruban
de Mébius ont méme cohomologie que S*. R™\ {0} que S™~1.

12



5.4 Suite exacte de Mayer-Vietoris

Définition 117 Une suite d’espaces vectoriels et d’applications linéaires - -- — F; ELY Eii1— -
est exacte si pour tout i, ker(f;11) = im(f;).

Théoréeme 19 Soit X = U UV une variété, réunion de deuxr ouverts. Alors il existe une suite
exacte longue

> HY (U NV) S HYNX) - BYU) x HY (V) —» B¥UNV) S B Y(X) - -

ot les fleches sont (i%,4%,) : HE(X) — H*(U) x H*(V) et i}, —i}, : H*(U)x HE(V) — H¥UNV).
De plus, cette suite est fonctorielle : si f : X — X' est continue, X' =U' UV’ et f(U) C U,
f(V)y c V', alors f induit un diagramme commutatif.

Fin du cours n°21

Preuve 1. La suite 0 — QF(X) — QF(U) x Q¥(V) — Q¥ (U N V) — 0 est exacte.
2. Le reste (construction de §, indépendance des choix, exactitude) en résulte mécaniquement.
| |

Corollaire 118 Si X est une variété compacte, H (X) est de dimension finie.

Preuve On a besoin d’un recouvrement ouvert de X tel que toutes les intersections soient contrac-
tiles. m

5.5 Caractéristique d’Euler
Définition 119 Si dim(H (X)) < +o0, on pose x(X) = > o(—1)*dim(H*(X)).

Lemme 120 Soit 0 — Ey — -+ — FE, — 0 une suite exacte d’espaces vectoriels. Alors

k

> (=1)"dim(E;) = 0.

i=0
Proposition 121 X recouverte par deux ouverts U et V = x(X) = x(U) + x(V) — x(UNV).
Exemple 122 x(S™) =14 (—1)". x(tore troué) = —1, x(Ty) = 2 — 2g.

Corollaire 123 Les surfaces compactes orientables T, sont deuz a deuxr non homéomorphes.

5.6 Cohomologie des spheres
Proposition 124

2 si0=p=n,
1 s10=p<n,

dim(HP(S™")) =<0 si0<p<mn,
1 st0<p=n,
0 sip>n.

En particulier, sin > 1, Uintégration des n-formes différentielles définit un isomorphisme H™(S™) —
R.

Corollaire 125 Il n'existe pas de rétraction B® — S™~ 1,

Corollaire 126 (Brouwer). Toute application continue B™ — B™ posséde un point fize.

Fin du cours n°22
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5.7 Cohomologie des tores

Rappel 127 Transformation de Fourier sur R™/Z"™. Cas des formes différentielles.
Proposition 128 [w] — &g, H (R"/Z") — A’ (R™)* est un isomorphisme d’algébres.

Preuve 1. En Fourier, w(z) = 3, 7. €252y ot les @y, sont des formes différentielles & coeffi-
cients constants. Alors

dw = 2im Z 2T ETY A Qo
kezn

ot k=30, kida;.

2. 81k #0, ker(kA-) =im(kA-). [ |

5.8 Dualité de Poincaré

Définition 129 Cohomologie de de Rham a supports compacts.

Proposition 130 (Suite exacte de Mayer-Vietoris & supports compacts). St X = U UV,
o= HENX) S HE(UNV) = HEU) x HE(V) = HE(X) > BFHUAV) = -

Lemme 131

1 st0=p=mn,
dim(H?(R")) =<0 si0<p#mn,
1 si0<p=n.

En particulier, lintégration des n-formes donne un isomorphisme H(R™) — R.

Preuve Soit k£ > 1, soit w une k-forme fermée a support compact sur R”. Si kK = n, on suppose que
fR" w = 0. Alors w se prolonge & S™ en une forme exacte, w = da. Si k = 1, on peut supposer que
« est nulle au voisinage de co. Sinon, comme da = 0 au voisinage de oo, il existe § tel que a = df
au voisinage de co. Soit v définie sur S™ telle que v = 3 au voisinage de oo. Alors w = d(a — dv),
et a — dry est a support compact sur R™. [ |

Théoréme 20 (Dualité de Poincaré). Soit X une variété compacte orientable, de dimension n >
1. Alors

HY(X) — (H"H(X))*, (o] e (18] /X anp)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Fin du cours n°23

Preuve On montre mieux, que si X est une variété qui admet un recouvrement ouvert fini dont
toutes les intersections sont contractiles, alors

HY(X) — (HP (X)), [o] > (8] — /X anB)

est un isomorphisme. A partir du cas de R™, par récurrence sur le nombre d’ouverts. Mayer-Vietoris
et lemme des 5. ]

Corollaire 132 Si X est connexe, l'intégration des n-formes donne un isomorphisme H"(X) —
R.
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Proposition 133 Si X est une variété compacte non orientable, H"(X) = 0.

Preuve Soit p : X°" — X le revétement des orientations et a : X — X son automorphisme. Par

la formule de changement de variable, a* = —idgn(x). D’ou p* = (poa)* = a*op* = —p*, ie.
p* = 0. Si w est une n-forme sur X, p*w = da, soit § = %(a + p*a). Alors a*3 = 3, donc 8 = p*7,
et dy = a. [ ]

5.9 Théorie du degré

Définition 134 X, Y wvariétés compactes connexes orientées de méme dimension n > 1. Si f :

XY, sur H", [, f* =deg(f) [y -

Proposition 135 — deg dépend des orientations choisies sur X etY .
— f constante = deg(f) = 0.
— [ difféomorphisme = deg(f) = £1, et deg(f) =1 < [ préserve lorientation.
— FEtant données f; : X; — Y;, on peut construire fi#fo : X1#Xo — Y1#Y5 de sorte que
deg(fi#f2) = deg(f1) + deg(f2).

— Deuz applications homotopes ont méme degré.
— deg(g o f) = deg(f) deg(g).

Théoreme 21 Soient X, Y wariétés compactes connexes orientées de méme dimension n > 1.
Soit f: X — Y une application différentiable. Siy € Y est une valeur réguliére de f, alors

deg(f)= Y signe(f,x),

zef~1(y)
ou signe(f,z) =1 si T,. f préserve lorientation, = —1 sinon.
Preuve Formule de changement de variable. [ |

Théoréme 22 (Sard). Si f est de classe C*°, l'ensemble des valeurs non réguliéres de f est de
mesure nulle.

Corollaire 136 — Le degré prend des valeurs entiéres.
— Si f est un revétement a d feuillets, deg(f) = =+d.
- Sideg(f) #0, f est surjective.
- Si f:R™ — R™ est continue et vaut lidentité hors d’un compact, alors f est surjective.

Exemple 137 Applications du cercle dans lui-méme : degré et relévement. Indice des lacets dans
le plan. Interprétation en termes d’intersection avec une demi-droite.

Définition 138 Soit X une variété compacte connexe orientée de dimension n—1. Soit f : X —
R"™ une application continue ne passant par le point p. Alors le degré de Uapplication x — (f(x) —
p)/|f(x) —p|, X — S™7L, s’appelle lindice de f par rapport a p.

Proposition 139 Soit X une variété orientée de dimension n et N un domaine compact a bord
lisse et connere de X. Soit f : X — R™ une application différentiable. Soit p € R™ une valeur
réguliére de f. On suppose quey ¢ f(ON). Alors lindice de fion est égal a eranfl(p) signe(f,x).

Fin du cours n°24
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