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TEST DE MATHEMATIQUES
en vue du controle en TD, 2éme semaine d’octobre

Pour chacune des assertions 1 4 14, dire si elle est vraie ou fausse. La démontrer ou en donner
un contre-exemple.
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1
. Pour tous réels z et y, (z <y < 0) & (= < =).
y

. Pour tous réels z et y, ((x < y) & (22 < y?)).

1

. L’assertion P suivante est vraie.

VzeR)(VzeR) (((z<1)et(z>0))=(2zz<2)).
L’assertion Q suivante est vraie.
VxeR) ((x<1)=((Fz € R)(zz < 2))).

Soient A, B et C des sous-ensembles d’un ensemble E. Alors C'\ (B\ A) =C\ (4\ B).
Soit f: E — F une application. Si A C E, f~1(f(A)) C A.

Si AC B C E, alors f(A) C f(B).

La réciproque de 'assertion précédente est vraie.

SiAC BCE,alors f(A)N f(B) C f(ANB).

Soit f: E — F une application. Si G C H C F, alors f~1(G) c f~1(H).

La réciproque de 'assertion précédente est vraie.

Soit f : E — F une application. Si G C Fet HC F, f~Y(G\ H)= f~YG)\ f~(H).

Soient f : F — F une application, A C E, B C E, G C F. I’ensemble des éléments de A
dont I'image par f est dans G ou coincide avec celle d'un élément de B est AN f~1(f(B)UG).

Soit E un ensemble de 32 personnes. L’application f : E — {janvier, ..., décembre} qui & un
élément de E associe son mois de naissance est surjective.

Les questions 15 a 25 portent sur des manipulations d’assertions. Pour chacune, dire si la
manipulation est correcte ou non. Si non, rétablir la conclusion ezxacte.

La négation de ((Jz| > 1) ou (z € [%,3])) est (z e [—1, %])
La négation de ’assertion P de la question 3 est
(FzxeR)3FzeR) ((x<1)et(z>0))et (zz>2)).
La négation de I'assertion Q de la question 4 est
(3zxeR) ((z>1)ou((Vz € R)(zz > 2))).

La réciproque de P est I'assertion

VreR)(VzeR) ((zz<z)= ((x <1)ou(z>0))).
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La réciproque de Q est 'assertion
VzeR) (3zeR)(zz<z)) = (x>1)).
La contraposée de P est I’assertion
VzeR)(VzeR) ((zz>2z)= ((x>1)ou (z <0))).
La contraposée de Q est I'assertion

VxeR) (((3z e R)(zz>2)) = (z>1)).

L’assertion étant donnés deux entiers au moins égauz a 2, l'un se laisse toujours dépasser
par une puissance de ’autre se traduit par

(Va € N)(vb € N)(((a > 2) ou (b>2)) = ((In € N)(b < a™))).

L’assertion une condition suffisante pour que le jour de l’an tombe un dimanche est que le
jour de Noél précédent soit un dimanche se traduit par

Jour de 'an un dimanche = Noél un dimanche.

L’assertion en S1 IFIPS, il y a deuz étudiants du méme groupe de TD qui ont leur anniver-
saire le méme jour se traduit par

(Fi €{1,3,4})(Fz € G;)(3y € G;)((x # y) = (anniversaire(z) = anniversaire(y))).

L’assertion précédente signifie qu’il existe un groupe de TD tel que la restriction de I'appli-
cation anniversaire a ce groupe est injective.
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1
. Pour tous réels z et y, (z <y < 0) & (= <
Y

CORRIGE DU TEST DE MATHEMATIQUES

. Pour tous réels = et y, ((x < y) & (22 < y?)).

C’est faux. Prendre v = —1, y = 0.

1
2
C’est faux. Prendre x =1, y = —1.

. L’assertion P suivante est vraie.

VzeR)(VzeR) (((z<1)et(z>0))=(2z<2)).

C’est faux. Prendre x =0, z = 0.

. L’assertion Q suivante est vraie.

(VzeR) ((z<1)=((Fz € R)(zz < 2))).

C’est faux. Prendre x = 1. Alors, pour tout z € R, xz = z.

. Soient A, B et C des sous-ensembles d’un ensemble E. Alors C'\ (B\ A) =C'\ (A\ B).

C’est faux. Prendre A=0, B=C=FE#0. Alors C\ (B\ A) =0 mais C\ (A\ B) = E.

. Soit f: E — F une application. Si A C E, f~1(f(A)) C A.

C’est faux. Prendre E =R, A=R, f: R — R définie par f(x) = 2%. Alors f~1(f(A)) =
R.

Si AC B CE,alors f(A) C f(B).

C’est vrai. Siy € f(A), il existe x € A tel que y = f(x). Comme A C B, x € B, donc
y = f(z) € f(B). Cela prouve que f(A) C f(B).

. La réciproque de ’assertion précédente est vraie.

C’est faux. Prendre E = A = R, B = Ry, f : R — R définie par f(z) = 22. Alors
f(A) = f(B) = Ry, mais A nest pas contenu dans B.

.SiACBCE,alors f(A)N f(B) C f(ANB).

C’est vrai. En fait, si A C B, f(A) C f(B) (question 7), donc f(A) N f(B) = f(A),
ANB=A, donc f(ANB) = f(4) = f(A) N f(B).

Soit f: E — F une application. Si G C H C F, alors f~1(G) C f~1(H).

C’est vrai. Si x € f~YG), alors f(z) C G. Comme G C H, f(x) € H donc z € f~Y(H).
Cela prouve que f~Y(G) C f~Y(H).

La réciproque de 'assertion précédente est vraie.

C’est faux. Prendre E=F =R, G = {-2}, H = {-1}, f : R — R définie par f(x) = 2.
Alors f~Y(G) = f~Y(H) = 0 mais G n’est pas contenu dans H.

Soit f : E — F une application. Si G C Fet HC F, f~Y(G\ H) = f~YG)\ f~1(H).
C’est vrai. x € f~1(G\ H) si et seulement si (f(x) € G) et (f(x) & H), i.e. si et seulement
si (v € f7YQ)) et (x & f71(H)), i.e. si et seulement si x € f~HG)\ f~1(H).

Soient f : E — F une application, A C £, B C E, G C F. L’ensemble des éléments de A
dont 'image par f est dans G ou coincide avec celle d’un élément de B est AN f~(f(B)UG).
C’est vrai. Soit x € A tel que f(x) € G ou il existe ' € B tel que f(z') = f(x). Alors
f(x) € f(B)UG, doncx € f~Y(f(B)UG), donc x € AN f~1(f(B)UQG). Inversement, soit
r € AN f7Hf(B)UG). Alors, d’une part, z € A. D’autre part, f(z) € f(B)UG, donc
f(x) € G ou il existe ' € B tel que f(z') = f(x). Autrement dit, x est un élément de A dont
limage par f est dans G ou coincide avec celle d’un élément de B.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Soit E un ensemble de 32 personnes. L’application f : E — {janvier, ..., décembre} qui & un
élément de E associe son mois de naissance est surjective.

C’est faux. Prendre 32 personnes parmi les francgais qui sont nés en janiver (il doit y en
avoir des millions).

1
La négation de ((|z| > 1) ou (z € |

57

3])) est (we [—1, %])

1

Manipulation incorrecte. Le réel x = 5 satisfail les deuz assertions. La négation de
1 1
((|lz] > 1) ou (x € [573])) est ((Jz] <1) et (x & [573])), soit (z € -1, 3[).

La négation de l'assertion P de la question 3 est

(3z € R)(3z € R)

((x <1)et (z>0)) et (xzz > 2)).

Manipulation correcte. On utilise la régle suivante : la négation de A = B est A et nonB.

La négation de l'assertion Q de la question 4 est

FzreR) ((z>1)ou((Vz € R)(zz > 2))).

Manipulation incorrecte. La négation de l’assertion

est

VreR) ((x<1)=((3ze€ R)(zz < 2))).

(GzxeR) ((x<1)et((Vz€R)(zz > 2))).

La réciproque de P est I'assertion

(Vz e R)(Vz € R)

((zz < z) = ((x < 1) ou (z > 0))).

Manipulation correcte. On utilise la régle swivante : la réciproque de A = B est B = A.

La réciproque de Q est 'assertion

VzeR) ((3zeR)(zz<z)) = (x>1)).

Manipulation incorrecte. La réciproque de

est

(VzeR) ((x<1)=((3ze€ R)(zz < 2))).

VzeR) ((FzeR)(zz<2)) = (x<1)).

La contraposée de P est I’assertion

(Vz e R)(Vz € R)

((zz > z) = ((x > 1) ou (2 <0))).

Manipulation incorrecte. La contraposée de

est

(Vz e R)(Vz € R)

(Vz € R)(Vz € R)

((x<1)et(2>0) = (xz < z2)).

((zz>2)= ((x > 1) ou (2 <0))).
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La contraposée de Q est I'assertion
VzeR) (3zeR)(zz>2)) = (x>1)).

Manipulation correcte. On utilise la régle suivante : la contraposée de A = B est nonB =
nonA.

L’assertion étant donnés deux entiers au moins égauz a 2, l'un se laisse toujours dépasser
par une puissance de ’autre se traduit par

(Va e N)(Vb e N)(((a>2) ou (b>2)) = ((In e N)(b < a"))).
Traduction incorrecte. La traduction correcte est

(Va € N)(¥b € N)(((a > 2) et (b>2)) = ((In € N)(b < a™))).

L’assertion une condition suffisante pour que le jour de I’an tombe un dimanche est que le
jour de Noél précédent soit un dimanche se traduit par

Jour de 'an un dimanche = Noél un dimanche.
Traduction incorrecte. La traduction correcte est

Noél un dimanche = Jour de ’an un dimanche.

L’assertion en S1 IFIPS, il y a deux étudiants du méme groupe de TD qui ont leur anniver-
saire le méme jour se traduit par

(Fi e {1,3,4})(3x € G;)(3y € G;)((x # y) = (anniversaire(z) = anniversaire(y))).

Traduction incorrecte. La formule proposée est toujours vraie (prendre x = y). La traduc-
tion correcte est

(Fie{1,3,4})(3xz € G;)(Ty € Gi)((z # y) et (anniversaire(x) = anniversaire(y))).

L’assertion précédente signifie qu’il existe un groupe de TD tel que la restriction de I’appli-
cation anniversaire a ce groupe est injective.

Traduction incorrecte. L’assertion 24 signifie précisément qu’il existe un groupe de TD
tel que la restriction de l’application anniversaire a ce groupe n’est pas injective.



