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Calcul de développements limités

Exercice 1 Donner le développement limité en 0 des fonctions :

1. x 7→ ln(cos(x)) (à l’ordre 4).

2. x 7→ tan(x) (à l’ordre 3).

3. x 7→ sin(tan(x)) (à l’ordre 5).

4. x 7→ (ln(1 + x))2 (à l’ordre 3).

5. x 7→ exp(sin(x)) (à l’ordre 3).

6. x 7→ sin3(x) (à l’ordre 5.)

Exercice 2 Calculer le développement limité en a à l’ordre n de :

1.
arctanx− x

sinx− x
n = 2 a = 0.

2. ln tan(x
2 + π

4 ) n = 3 a = 0.

3. ln sinx n = 3 a = π
4 .

4. (1 + x)
1
x n = 3 a = 0.

Exercice 3 Calculer les développements limités en 0 de :

1. cos x. ln(1 + x) à l’ordre 4.

2.
1

cos x
à l’ordre 4.

3. arcsin
(
ln(1 + x2)

)
à l’ordre 6.

4.
sinhx− x

x3
à l’ordre 4.

5. (1 + x)
1

1+x à l’ordre 3.



Applications aux calculs de limites

Exercice 4 Calculer les limites suivantes

lim
x→0

ex2 − cos x

x2
lim
x→0

ln(1 + x)− sinx

x
lim
x→0

cos x−
√

1− x2

x4

Exercice 5 A l’aide de D.L., calculer les limites suivantes:

`1 = lim
x→0

ex − cos x− x

x− ln(1 + x)
, `2 = lim

x→1

x lnx + 1− x

(x− 1) ln x
, `3 = lim

x→0

x cos x− sinx

x3
.

Exercice 6 A l’aide de DL, calculer les limites suivantes si elles existent:

`1 = lim
x→0

(1− cos x) arcsinx

x− tan2 x
, `2 = lim

x→0

1− cos x

x sinx
; `3 = lim

x→1

xx − x

1− x + lnx
.

Exercice 7 Calculer les limites:

lim
x→0

ex − e−x

x
, lim

x→0

x− arctanx

x3
.

Applications à l’étude locale de fonctions

Exercice 8 Soit f une fonction de classe C3 sur R telle que f(0) = 0. On pose g(x) = f(x)
x

pour x 6= 0.
Montrer que g se prolonge en une fonction continue et dérivable sur R, que l’on notera g̃.

Donner les valeurs de g̃(0) et g̃′(0).
Calculer g̃′(x) pour x 6= 0 et montrer que g̃′ est continue en 0.

Exercice 9 Donner à l’aide de D.L., au voisinage de +∞ et −∞, l’asymptote et la position par

rapport à l’asymptote, de la courbe d’équation y =
x2

1 + x
e1/x.

Exercice 10 Soit f la fonction définie sur ]− π
4 , 0[∪]0, π

4 [ par

f(x) =
g(x)
tanx

avec g(x) = e

√
1 + sin x − e .

1. Calculer le DL3(0) de g.

2. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.

3. Notons f̃ ce prolongement de f . Montrer que f̃ est dérivable en 0.

4. Donner l’équation de la tangente (t) au graphe de f̃ au point (0, f̃(0))).

5. Prciser la position du graphe de f̃ par rapport (t) au voisinage de 0.



Exercice 11 Étudier la position du graphe de l’application x 7→ ln(1 + x + x2) par rapport à
sa tangente en 0 et 1.

Exercice 12 On considère la fonction f définie sur ]− π, π[ par:

f(x) =
{

1
x −

1
sin x si x 6= 0,

0 si x = 0.

Calculer le DL à l’ordre 4 en 0 de f .
En déduire que f est continue et dérivable en 0 et calculer f ′(0).

Applications de la formule de Taylor-Lagrange

Exercice 13 En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que

(a) ∀x ∈ R : |ex − x− 1| ≤ 1
2 x2 e|x|

(b) ∀x ∈ R+ : x− 1
6x3 ≤ sinx ≤ x ,

(c) ∀x > 0, x− x2

2 < ln(1 + x) < x− x2

2 + x3

3 .

Exercice 14 Soit f une fonction de classe C2 sur R telle que f ′′(x) ≥ 0 pour tout x et f ′(0) > 0.
Montrer que limx→+∞ f(x) + +∞.

Exercice 15 Soit f une fonction de classe C2 sur R telle que f ′′(x) ≥ 10−4 pour tout x ∈ R.
Montrer que limx→+∞ f(x) + +∞.

Exercice 16 Soit f une fonction de classe C2 sur un intervalle I de R telle que f ′′(x) ≥ 0 pour
tout x ∈ I. Montrer que pour tous points x, y de I on a:

f(x) + f(y)
2

≥ f(
x + y

2
).


