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Question de Cours

1. Supposons que f soit dérivable en xg, alors, pour tout < xg, x € I, z suffisamment
proche de x (il y a de tels x car I est ouvert), on a que

f(x) = f(x0)

Tr — X

>0

car f(z) < f(xo). En passant a la limite, on obtient donc que f'(xg) > 0. Pour les z € I,
voisins de zg et x > xg, on a de méme que

f(x) = f(o)

r — X0

<0

En passant & la limite, on obtient donc que f/(zg) < 0. Au total, on a donc bien f’(zg) = 0.
2. Le maximum et le minimum de f sur cet intervalle (qui existent car f est continue sur
cet intervalle fermé borné), sont atteints soit en un point z¢ €]0,3[, auquel cas f'(xg) =
622 — 18z + 12 = 6(x¢ — 1)(wo — 2) = 0 ou aux extrémités de l'intervalle.

Le maximum et le minimum de f sont donc a trouver parmi les nombres f(0), f(1), f(2) et
f(3). On a

Le minimum de f sur 'intervalle [0, 3] vaut donc 1, son maximum vaut 10.

Exercice 1
1. On asinz = z — ¢ + 2e(z) donc sin? z = 2% — 124 + 2%¢(z) et donc

1 1 1
i(sin2 x+2r)=x+ 5;1:2 - 6334 + zte(x)

Ce qui est le DL de g en 0 & l'ordre 4. Le DL de g en 0 a ’ordre 2 est obtenu par troncature

1 1
i(sin2 r+2x)=x+ 53:2 + 2%e(x)

2. De la méme maniere sinz 4+ cosz =1+ z — %mQ — %x?’ + im‘i + ze(z) et donc

1 1 1
In(sinz 4+ cosz) =In(l +v) =v — 502 + gv?’ - 1114 + vie(v)



avec v =z — 12% — %333 + o2t + 2te(z) tend vers 0 lorsque x tend vers 0. On a

1 1 1
v o= x— 51’2 - 63:3 + ﬂx4 + zte(x)
1
v? = 2? -2’ — Ex‘l + 2te(x)
3 3_ 3
vto= 2t - + 2%e(x)
vt = 2t ate(n)
On a donc
In(l+v)= z — 32? — %.%3 +  Lat +ale(z)+
— 322 + 2P+ Gt +ate(n)+
s78 — Szt +ale(n)+
—ix‘l +xte(x)
et donc 5 5
In(sinz + cosz) = z — 2 + §x3 - §x4 + 2te(x)

Ce qui est le DL de h en 0 a ’ordre 4. Le DL de h en 0 & ’ordre 2 est obtenu par troncature
In(sinz + cosz) = = — 22 + x2€(x)

3. Comme g(z) = z(1 + €(x)) et h(z) = z(1 + €(x)), les fonctions g et h, qui s’annulent

en 0, ne s’annulent pas sur un voisinage pointé de 0, car sur un tel voisinage 1 + e(z) # 0,

f= é h est donc bien définie sur un tel voisinage.
4. On a
1 1 1 1
f(f]f) = - = 1,..2 2 - 2 2
g(z)  h(z) r+ 522 +x2e(x) T — 2+ ae(z)

—32% + 2%e(2)
(o + 522 1 2@ — a2 + 72e(a)
%—i— e(x)
(14 3z + ze(z))(1 — = + ze())

Cette derniere expression tend clairement vers —% lorsque x tend vers 0.
5. f admet donc un DL d’odre 2 en 0, I’équation de la tangente & f en 0 est donc y = T'(x) =

—3 — L et, comme f(z) — T(v) = —42? + 2%€(x), f est, au voisinage de 0, en dessous de
sa tangente.
6. On a

11 1

_ 1 2 3,3
g(x) _El—klm—lx?’—&-xfﬂe(a:) _;(1—u—|—u — ()

avec u = %:U— %m3+w3e( ), qui tend vers 0 lorsque z tend vers 0. On a donc u? =

122 +a3e(z),
u? = 1a® + 23€(x) et finalement

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
. I(1_z 23, 4t 2 13 03 - 2(1—= t2,t 3.3
o) ( 2x+6m + - g7 +2°€¢(x)) = —( 2x+4x —1—2490 + z°€¢(x))



De méme

1 1 1 1 1 1 1 (1wt 2 s (w))
= = — = — - — w-Tw w welw
h(z) x—a?+ 3223 — 224 +ate(z) 2l-a+43222— 223 +a3%(z) zl-w =

avec w =z — 32?2 + 223 4+ 23¢(x), on a donc

2 2
w o= x-— ng + gm?’ + 23¢(x)
4
w? = 2% — §x3 + 2e(x)
w? = 23+ 2Pe(x)
1 1 1 1
-1 12 1.3 3
ho) x( +CE+3ZE +3x + x°€¢(x))
En retranchant ces deux expressions, on obtient
3 1
flz) = 5T %~ ﬂx2 + z%e(x)

ce qui est ce que I'on cherche.

Exercice 2

1. La fonction g est définie, continue et dérivable sur R. Sa dérivée est ¢’'(z) = e*—1. ¢’ est donc
positive sur [0, 4o0[. g est donc croissante sur [0, +o00[ et, On en déduit que g(x) > ¢(0) = 1.
g est donc strictement positive sur [0, 4o00].

2. En procédant de méme avec f, dont la dérivée est g, on obtient que f est strictement
croissante sur [0, +oo[. D’une part f(0) =1 —y < 0 et d’autre part lim; .o fy(2) = +00. On
en déduit, par le théoreme des valeurs intermédiaires que f, ([0, 4+o00[) = [1 —y, +o00[. Comme
0 appartient a ce dernier intervalle, on en déduit qu’il existe au moins une solution oy a
I'équation f,(z) = 0 d’inconnue z € [0, 4o00[. Cette solution est unique du fait de la stricte
croissance de f, sur cet intervalle. On peut résumer la situation dans le tableau suivant

x 0 oy +00
—+00
/!

fy(z) 0
/
1—-y<0

3. a. Ona fy(lny) =y — %(ln y)? —y= —%(111 y)? < 0. D’apres le tableau précédent Iny
est donc strictement entre o, et 0 : oy —Iny > 0.
b. La fonction f, est continue sur [Iny, o], dérivable sur I'intérieur de cet intervalle, on peut
donc appliquer le théoréme des accroissements finis pour obtenir I'existence d’un nombre ¢,
compris strictement entre Iny et oy tel que

(0~ W9)fy(ey) = F(on) — fy(iny) = L (iny)’



Comme fz’/ = g et que g est croissante, on a g(c,) > g(Iny) = y — Iny. En remplacant dans
I’égalité précédente, on obtient

(0~ )y ~ Iny) < 5 (1ny)?

c. On a donc
1 (ny? 1(ny)* 1

“2y—Ilny2 y 1_1%/

0<a,—Iny

Cette derniere quantité tend clairement vers 0 lorsque y — oo (croissance comparée du Iny
et de y) et donc ay —Iny — 0 lorsque y — oo.



