Algebre linéaire

1 Systemes linéaires

Dans ce chapitre, on se place soit dans R soit dans C et on note K = R ou C. Un nombre a € K
sera appelé un scalaire.

Un systeme linéaire de p équations a n inconnues est de la forme :

a1 —I—alg,fz + - +a1nxn = bl (Ll)
a91T1 —|—a22332 + - +a2nxn = bg (LQ)
ap1T1 +apaTas + o0 FAppT, = bp (Lp)

Les nombres z;, a;; et b; appartiennent tous a K.

Les inconnues sont 1, . .., z,. Les nombres 0y, . . ., b, sont appelés les seconds membres. On cherche
la ou les solutions du systeme.

Exemple. Contre-exemple.
r+2y+2 = 1430 4y =1
2r —v32z = 0 Ty = 2

1.1 Opérations sur les lignes

Dans un systeme linéaire, on peut effectuer les opérations suivantes sans changer les solutions :
e échanger deux lignes,
e remplacer Li par A\Li avec A # 0,
e remplacer Li par Li + ALj avec j # i (A € K quelconque).

Toute opération doit étre effectuée sur les deux membres de I’équation.

On dit que le nouveau systeme est équivalent au systeme de départ.

Attention : les opérations doivent étre faites successivement.

Contre-exemple.

{a:+y — 2 (L) S = {(L1)}.

r—y = 0 (L2) Une seule solution.
2r = 2 (L1+1L2) S={(l,y) |y € R}.
20 = 2 (L2+1L1) Infinité de solutions.

1.2 Meéthode du pivot de Gauss

C’est une méthode pour résoudre un systeme linéaire. Voici les différentes étapes :

e Permuter éventuellement 2 lignes pour que dans la lére ligne le coefficient de z; soit non nul.



e Pour chaque ligne L2,..., Lp, remplacer la ligne Lz par Li + \;LL1 ou \; est choisi pour annuler
le coefficient de z;. On ne touche pas a la ligne L1.

e Répéter les opérations précédentes sur les lignes L2, ... Lp (en éliminant 'inconnue z5), et ainsi
de suite.

On verra plus loin qu’on peut avoir

— des inconnues qui s’éliminent simultanément,
— des équations qui disparaissent (0 = 0),

— des équations impossibles (par ex. 0 = 1).

Exemple 1.
([ +y +2z +t = 1 (L1)
20 42y +4z +t = 2 (L2)
—x —3y +2t = 2 (L3)
[ 3 +4y +4z = 0 (L4)
(2 +y +2z +t = 1 (L1)
2z —t = 0 (L2« L2-2L1)
-2y +z +3t = 3 (L3—L3+LI)
L y +2z -3t = -3 (L4 L4-3L1)
(v +y +2 +t = 1
y +z -3t = -3 (L2 L4)
-2y +z 43t = 3
\ 2z —t = 0 (I4+< L2
(2 +y +2 +t = 1
y +z -3t = =3 (L2
3z =3t = =3 (L3« L3+2L2)
\ 2z —t = 0 (L4
(2 4y +2 +t = 1
y +2z =3t = -3
z —t = —1 (L3« %L?))
L 2z —t = 0
(2 +y 4z +t = 1 z +y +z +t = 1
Yy 4z =3t = -3 y 4z =3t = -3
z —t = —1 (L3) z —t = -1
\ t = 2 (L4 14-2L3) t = 2

On obtient un systéme triangulaire (voir schéma de droite).

On résout en commencant par la derniere ligne et en remontant :
ot =2

e z=—-1+t=1,

oy=—-3—2+3t=2,

er=1—-y—z—-t=—-4

Il y a une solution unique (—4,2,1,2).




Exemple 2.

v 4ty +z 4+t = 1 (L1)
2r 42y 43z +t = 2 (L2)
20 +2y +z +t = 0 (L3)
4y 42 +t = 1 (L1)
: —t = 0 (L2« L2-2L1)
2 —t = -2 (L3« L3-2L1)
T 4y 4z +t = 1 (L) r 4y 4z +t = 1
z —t = 0 (L2 z —t = 0
9ot = —2 (L3~ L3+L2) ot = -2

On obtient un systéme échelonné (voir schéma de droite).
x, z,t sont les inconnues principales (correspondant aux échelons). On fait passer y a droite et
on résout en exprimant les inconnues principales z, z, ¢t en fonction de y.

ol =1,

o z=t=1,

oer=1—-y—z—t=—-1—-uy.

L’inconnue y peut prendre n’importe quelle valeur A € R, il y a une infinité de solutions :
S={(-1-XAX1,1) | A € R}. L’ensemble des solutions dépend d’un parametre.

Exemple 3.
r +y = 1 (L1)
r +2y = 2 (L2)
r +3y = a (L3) avec a € R
r +y = 1

y = 1  (L2—L2-1L1)
2y = a—1 (L3 L3-LI1)

r +y = 1 r +y = 1
y = 1 y = 1
0 = a—3 (L3« L3-2L2) 0 = a—3

Deux cas :
e Si a = 3 alors L3 devient 0 = 0 et I’équation disparait. Le systeme devient

r 4y = 1
y = 1
Il y a une unique solution, qui est (1,0).

e Si a # 3 alors L3 est impossible. Le systeme n’a aucune solution.

1.3 Rang d’un systeme linéaire

Soit (S) un systeme linéaire et (S’) un systeme échelonné qui est équivalent a (S).

Le rang de (S) est le nombre d’équations de (S’) dont la partie gauche est non nulle; ¢’est aussi
le nombre d’inconnues principales (revoir les exemples précédents).



Exemple. Voir les exemples précédents (les rangs sont indiqués).

Remarque. Le rang de (S) ne dépend pas de la fagon dont on se rameéne a un systeme échelonné.
Les équations de (S’) qui s’écrivent “0 = ---” donnent des conditions de compatibilité.
Remarque. Soit 7 le rang d’un systeme linéaire échelonné avec n inconnues. Il y a 3 cas :

e il y a une équation impossible : pas de solution.

e pas d’équation impossible et 7 = n : solution unique (systeme triangulaire).

e pas d’équation impossible et r < n : I'ensemble des solutions dépend de n — r parametres (les
r inconnues principales sont exprimées en fonction des n — r autres inconnues).

2 Matrices
2.1 Définitions

Une matrice n X p a coefficients dans K est un tableau d’éléments de K a n lignes et p colonnes,
qu’on note

11 Q2 -+ QAip

Q21 Q22 -+ QAgp
A= . . . ou A:(aij)lﬁiﬁn
: : : 1<j<p

ap1 Ap2 - Qpyp

Le premier indice (i) désigne la ligne, le deuxiéme (j) la colonne.

On note M,, ,(K) I'ensemble des matrices n X p a coefficients dans K.

1 17 0
Exemple. A = ( L5 s ) € My3(R).

Soit A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices n x p. Les matrices sont égales si a;; = b;; pour tous
i,j,1<i1<n,1<7<p.

Soit A une matrice n X p. a
a2

—Sip=1, A est une matrice colonne : A =
an
—Sin =1, A est une matrice ligne : A = ( ar ay - )

~ Sin = p, A est une matrice carrée. On note M, (K) l'ensemble des matrices carrées de
taille n x n.

Matrices particulieres.

La matrice n X p dont tous les coefficients sont nuls s’appelle la matrice nulle. Elle est notée (0)
ou 0.

Soit A = (a;;) une matrice carrée de taille n. Les coefficients a;; sont dits diagonaux.
—Sia;; =0 des que i # j, A est appelée une matrice diagonale.

— Sia;; = 0 des que ¢ > j, A est appelée une matrice triangulaire supérieure.

— Sia;; =0 des que ¢ < j, A est appelée une matrice triangulaire inférieure.



Exemple.

o O

. Matrice diagonale : B =

O = N
S O W
o o O

1
Matrice triangulaire supérieure : A =1 0
0

—_
3

2.2 Opérations sur les matrices

Somme de deux matrices de méme taille.

Si A = (a;;) et B = (b;;) sont deux matrices n x p, on définit A + B comme étant la matrice
C = (¢;5) de taille n x p telle que ¢;; = a;; + b;; pour tous 4, j.

5 | L0 —1) (0 -1 =2 _ 1 -1 —3
xemple- \ 9 1 4 3 1 5)7 L1 2 9

Multiplication d’une matrice par un scalaire.

Si A = (a;j) € M, ,(K) et A € K, on définit AA comme étant la matrice C' = (¢;;) € M, ,(K) telle
que ¢;; = Aa;; pour tous 1, j.

1
Exemple. SiA:((QJ _;>,2A:((1) _g)
1 2

Produit de deux matrices.
Soit A = (aij) et B = (bjk)

1<i<n 1<;<p - On définit le produit A x B (aussi noté AB) comme
1<j<p 1<k<q
étant la matrice C' = (¢jx) 1<i<~ définie par
15i<gq
p
Cif, = Zaijbjk pour 1 <i:<n,1<k<q.
j=1

Le produit n’est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes
de B.

Présentation du calcul.

0 1 1
2 1 0
-1 01 1

(i) (00 )

Produit de matrices et systemes linéaires

Exemple 1.
T +2I2 — X3 = b1
(S) 21’1 + X9 +2l’3 = bg
3.%'1 —2$2 + T3 = bg
1 2 -1
La matrice des coefficients du systeme est M = | 2 1
3 -2 1
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T by Ty +2re — 13
Notons X = | 9 | et B=| by |.Alors MX = | 22y + 29 +2x3
T3 bs 3r1 29 + 3

Et le systeme () peut s’écrire M X = B.

! /
Exemple 2. Notons A = ( CCZ Z ) et A" = ( CCL/ Z/ )

.. . ¥ = ax+by 2 = dd + by
Sous forme matricielle, les systemes R et { y = o'+ dy
/ " /
s’écrivent(x,):A(x) et (x,,):A’(x,).
) ) Y Y

: : ¥ = (da+Vc)x+ (db+bd)y
" /! .
Exprimons z” et 3" en fonction de x et ¥ : { ! (Ca+de)x + (b + dd)y

ada+bec adb+bd x” x

!/ _ _ /

OrAA_(c’a—i—d’c b+ d'd donc N =AA y )

Le produit de matrices a été défini de fagon a correspondre naturellement aux systemes linéaires.

Regles de calcul

Les regles de calcul découlent des propriétés des opérations dans R ou C. Les opérations se
comportent comme on peut s’y attendre, sauf que le produit de deux matrices n’est pas commutatif.

Addition. Soit A, B, C' des matrices de méme dimension :
o (A+B)+C = A+ (B+ () (associativité),

e A+ B = B+ A (commutativité),

e A+ (0) = A (élément neutre).

Multiplication par un scalaire. Soit A, B de méme dimension et A\, u € K :
e \(A+ B) =\A+ \B,

o (A + A= A+ A,

o AMuA) = (An)A.

La matrice (—1)A est notée —A. On note A — B pour A+ (—B). Ona A — A = (0).

Produit de matrices. Soit A, B € M, ,(K), C,D € M, ,(K) et A € K.
e \(AC) = (MA)C = A(NC),

o (A+ B)C = AC + BC et A(C + D) = AC + AD (distributivité),

e A(BC) = (AB)C (associativité).

Mais le produit n’est pas commutatif : on n’a pas AB = BA (voir l'exercice 2).
De plus, si AB = (0) il est faux de dire que A = (0) ou B = (0).

- o (0 LN(12)Y_(00
Xempe.oo 00—00

2.3 Inverse des matrices carrées

Si on se place dans I’ensemble des matrices carrées de taille n, on peut additionner et multiplier
n’importe quelles matrices A et B. De plus, toute matrice A a un opposé —A. Qu’en est-il pour
I'inverse ?



10 - 0
Soit I, = | . . . | e M(K).

I,, est la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux de la diagonale
qui valent 1. I,, est appelée la matrice identité.

I,, est ’élément neutre pour la multiplication : VA € M,,(K), I,A = Al, = A.

Définition. Soit A € M, (K). S’il existe B € M,,(K) telle que AB = BA = I, on dit que la
matrice A est inversible. On note A~! = B l'inverse de A.

Exemple.
1 11 0O 0 1

Soit A= 110 |eteB=|0 1 -1 |. AB=1I3et BA=1I; donc B= A1
100 1 -1 0

Lemme. Si A est inversible, son inverse est unique.

Preuve. Soit By, By € M,,(K) telles que AB; = BiA =1, et ABy = By A = 1I,,. Alors
(BeA)By = I,,B1 = By et Bo(ABy) = Byl,, = By. Par associativité on trouve By = By,

Remarque. Si A est inversible, alors A™! est inversible et (A™!)~! = A.
Propriété. Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)™! = B™*A~! (ordre inversé).

Preuve. (AB)(B™'A™') = A(BB YA ' = AILA™' = AA™' =1,,. De méme
(B'A™)(AB) =B Y(A'A)B=B"'1,B=B"'B=1,. Donc (AB)™' =B 'A™".

Comme le produit n’est pas commutatif, on demande AB = I,, et BA = I,,, et a priori une seule
égalité n’est pas suffisante. Pourtant on a le résultat suivant (admis pour 'instant) :

Théoréme. Soit A, B € M,,(K). Si AB = I,, alors A est inversible et B = A~1.
Systémes linéaires et matrices inverses

Soit A = (a;;) une matrice carrée n x n et X = (;), Y = (y;) des vecteurs colonnes de taille n.
On a vu que AX =Y est I'écriture matricielle du systeme linéaire de n équations a n inconnues :

a11r1  +a12Ty +--- Fa1T, = Y
2171 +a%y + -+ FApT, = Yo
Ap1T1 +ap2Za + -+ +appT, = Yn

Si A est inversible, alors A71(AX) = A7'Y, donc X = A~'Y. Par conséquent, si on connait A~1
alors on a la solution du systeme.

Réciproquement, nous allons voir que résoudre un systeme linéaire permet de calculer 'inverse
d’une matrice carrée.

Méthode pour calculer une matrice inverse
On se donne A € M,,(K). On cherche & savoir si A est inversible et si oui on veut calculer A~

On prend Y € M,, ;(K) quelconque et on résout le systeme linéaire AX =Y (ou X € M,,;(K))
en utilisant le pivot de Gauss. Il y a deux cas :



e Le rang du systeme est r < n (lignes “0 = ---7). Pour certains Y, AX =Y n’a pas de solution
ou a une infinité de solutions et la matrice A n’est pas inversible.

e Le rang du systeme est n (systéme triangulaire). Pour tout Y il existe une unique solution X,
et la résolution du systeme donne une matrice B telle que AX =Y <= X = BY. Alors A est
inversible et B = A~L.

On va maintenant montrer que si AX =Y <= X = BY alors A est inversible et B = A",

Lemme. Soit A, B € M,,(K). Si pour tout X € M,,;(K) on a AX = BX alors A = B.

Iy
Preuve. On note A = (a;j), B= (bj;) et X = | : |. Soit1 <k <n.
:L‘n
Qg1 br1
Si on choisit X tel que ), =1 et x; =0 pour i # k alors AX = : et BX =
An bkn

On a AX = BX, donc la k-ieme colonne de A est égale a la k-iéme colonne de B. Comme c’est
vrai pour k =1,2,...,n, on a A= B.

Lemme. Soit A, B € M,,(K). On suppose que VX, Y € M,,1(K), AX =Y < X = BY. Alors
A est inversible et B = A1

Preuve. SoitY € M,,1(K). Par hypothese, si on pose X = BY alors AX =Y, donc A(BY) =Y.
Autrement dit VY € M,,1(K), (AB)Y =Y = 1,Y. Par le lemme précédent on a donc AB = I,.

De méme, soit X € M,,1(K). Si on pose Y = AX alors par hypothése BAX = BY = X, donc
par le lemme précédent BA = I,,.

1

Exemple. Soit A = < 0

_11 ) Calculons A~ 1.
x1
X2

Soit X = ( ) et Y = ( zl ) L’équation AX =Y équivaut au systeme :
2
Ty —T2 = Ty = Tntyi =Y+
T2 = Y2 T2 = Y2

1 = lyr + 1y

On remet les variables dans 'ordre :
xo = Oy + 1yo

Lo (11 L (11
Autrementd1tX—(O 1)Y.DoncA _(O 1).

2.4 Transposée d’une matrice

Soit A = (a;;) une matrice n x p. La transposée de A, notée A, est la matrice (b;;) de taille p xn
telle que b;; = aj; pour tous 7,7, 1 <i <p, 1 <j <n.Autrement dit, ‘A s’obtient en échangeant
les lignes et les colonnes de A.



Exemple.

1 2
A:(é > é) u=|3 -7
1 0
Propriétés.
Soit A, B € M,,,(K), C € M, ,(K) et XA € K.
o ('A) = A,
e (A+ B)="'"A+ 'B,
o ‘(M\A) = \A,

e '(AB) = 'B'A (ordre inversé),
e Si A € M, (K) est inversible, alors A est inversible et {A™") = (‘4)~!.

3 Espaces vectoriels

Nous avons vu précédemment R™ en tant qu’espace vectoriel. Nous allons maintenant définir les
espaces vectoriels de facon générale. Le point commun de tous les espaces vectoriels est qu'on y
définit les mémes opérations et les mémes notions (combinaisons linéaires, familles libres, etc). La
différence est la nature des “vecteurs” (polynomes, fonctions, etc), qui perdent leur signification
géométrique. Malgré cela, les propriétés se montrent généralement de la méme facon que dans R",

3.1 Définition d’un espace vectoriel

Dans toute la suite, K désigne soit R soit C. Un élément de K est appelé un scalaire.

Définition.

Un espace vectoriel sur K (ou un K-espace vectoriel) est un ensemble non vide £ muni de deux
opérations, la somme et la multiplication par un scalaire. Les éléments de E sont appelés des
vecteurs. La somme de deux vecteurs u,v € FE est notée u + v, la multiplication d'un vecteur
u € F par un scalaire A € K est notée Au. Ces opérations doivent vérifier les propriétés suivantes :
1) Vuive E;u+v=v+u,

2) Vu,v,w e E, (u+v)+w=u+ (v+w),

3) il existe un vecteur 0 € E tel que Yu € E, u+ 0= w; le vecteur 0 est appelé le vecteur nul,

4) Yu € E, 1u = u et Ou = 0,

5) Yu € E;VA pe K, (A + p)u = Au+ pu et Apuu) = (Au)u,

6) Yu,v € E,VA € K, AMu+v) = Au+ Av.

Notations. Pour tout u € E, le vecteur (—1)u est noté —u. C’est ['opposé du vecteur u. On a
u+ (—u) =0.Siu,v € E, on note u—v pour u+ (—v).

Propriété. Soit A un scalaire et u un vecteur. Si Au = 0 alors soit A = 0 soit u = 0.

Remarque. Les propriétés 1-6 sont généralement des conséquences immédiates de la définition
des opérations.

Exemple 1. L’ensemble C lui-méme est un C-espace vectoriel. L’addition et la multiplication
par un scalaire sont ’addition dans C et la multiplication dans C.



Exemple 2. Dans M,, ,(K) (ensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K), on peut
additionner deux matrices quelconques et multiplier une matrice par un scalaire. Les propriétés
1-6 sont vérifiées donc M,, ,(K) est un espace vectoriel sur K. Le vecteur nul est la matrice nulle.

Exemple 3. Soit [ un intervalle de R. On considére 1’ensemble des fonctions I dans R, qu’on
notera dans la suite de ce cours F(I,R) (attention, cette notation n’est pas standard). Si f sont
deux fonctions de I dans R et A € R, on définit les fonctions f + g et Af par

Ve el, (f+g)(x) = f(x) +9(x) et (\f)(x) = Af(2).

Muni de ces opérations, F(I,R) est un espace vectoriel sur R. Le vecteur nul est la fonction nulle
0: I — R définie par Vx € I,0(x) = 0.

Exemple 4. Un polynome a coefficients dans K est de la forme P = ag+ a1 X + - - -+ a, X", avec
ag, ay, . .., a, des éléments de K et n un entier naturel. Sin = 0, P = ag est un polynéme constant.
Le polynéme constant égal a 0 est appelé le polynéme nul. On note K[X] I’ensemble des polynémes
a coefficients dans K (X désigne la variable des polyndémes). La somme de deux polynomes est
un polynodme, et on peut multiplier un polynéme par un scalaire (A(ag + a1 X + -+ + a, X") =
Aag+Aa; X +- -+ Xa, X™). Muni de ces opérations, K[X] est un espace vectoriel sur K. Le vecteur
nul est le polynome nul.

Définition /proposition. Soient F et I’ deux espaces vectoriels sur K. Le produit cartésien E x F
est 'ensemble des couples (u,v) avec u € E et v € F. Si (u,v), (u/,v) sont des éléments de E' x F'
et A € K, on définit la somme (u,v) + (v/,v") = (u+u',v+v’) et la multiplication par un scalaire
Au,v) = (Au, Av).

Muni de ces opérations, F X F' est un espace vectoriel sur K, appelé l’espace vectoriel produit de
E par F. Le vecteur nul de £ X F' est (6];, 6F), ou 6E est le vecteur nul de E et 61: est le vecteur
nul de F.

Exemple 5. C? = C x C = {(21, 22) | 21, 22 € C} est un C-espace vectoriel.
Exemple de somme : (1 + 20,2 —4) 4+ (1 +4,1) = (2+ 34,3 — ).
Exemple de multiplication par un scalaire : i(1 + 20,2 — i) = (=2 + 14,1 + 2i).

Plus généralement, C" est un espace vectoriel sur C. C™ est ’ensemble des (21, 22, ..., 2,) avec
z1, 29, . . ., Z, des nombres complexes. Les opérations se font composante par composante :

!/ / !/ / / /
(21,22, -y 2n) + (24, 25,...,20) = (21 + 2,20 + 25,20 + 20) et M(z1,22,...,2,) =

(Az1, Aza, ..y Azp).

Définition. Soit E un espace vectoriel sur K et wuq,...,u; des vecteurs de E. On dit que le
vecteur v € E est combinaison linéaire de uq,...,u; s’il existe des scalaires Aq,..., \x € K tels
que v = A\juq + Aouo + - - - + A\pug.

Si k = 1, la combinaison linéaire se réduit a v = A\juq. On dit que v est colinéaire a u.

Remarque. Le vecteur nul est toujours combinaison linéaire de wuq,...,ug : 0 = Ouy + - - - + Ouy.

Exemple 6. Soit E = R[X]|, P =1+X? Q = Xet R=(1+X)%2 Ona R = 1+2X+X? = P+2Q,
donc R est combinaison linéaire de P et Q).

3.2 Sous-espaces vectoriels

Définition. Soit £ un K-espace vectoriel et F' une partie de £. On dit que F' est un sous-espace
vectoriel de E/ si 0 € F' et si pour tous u,v € Fettout \€e K,onau+v e Fet\uelkF.
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De fagon équivalente, F' est un sous-espace vectoriel de F si 0 € F' et si pour tous u,v € F et tout
AeK,onalu+velF.

Remarque. Si F' est un sous-espace vectoriel, toute combinaison linéaire de vecteurs de I’ ap-
partient a F'.

Théoreme. Soit EF un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' est un
K-espace vectoriel.

Exemple 7. Soit £ = F(I,R) I'espace vectoriel de I'exemple 3. Soit F' = C(I, R) 'ensemble des
fonctions continues de I dans R. Si f, g sont des fonctions continues et A € R, alors f + g et A\f
sont des fonction continues. De plus, la fonction nulle appartient a F'. Par conséquent, F' est un
sous-espace vectoriel de FE.

De méme, ’ensemble des fonctions dérivables de I dans R est un sous-espace vectoriel de F.

Exemple 8. L’ensemble des polynomes a coefficients dans K de degré inférieur ou égal a n est
noté K, [X]. Autrement dit, K, [X] = {ao + a1 X + -+ + @, X" | ag, a4, ..., a, € K}.
K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Définition. Soit E un K-espace vectoriel et F,G des sous-espaces vectoriels de E. On définit la
somme de F et G comme étant F +G ={u+v|u e F,v e G}.

Théoreme. Soit E un K-espace vectoriel et F,G des sous-espaces vectoriels de E. Alors ' NG
et F'+ GG sont des sous-espaces vectoriels de E.

Définition /proposition. Soit £ un K-espace vectoriel et uy, ..., u; des vecteurs de E. On note
Vect(uy, . .., u) ensemble des combinaisons linéaires de uy, . .., uy c’est-a-dire :

Vect(ul, .. ,uk) = {)\1’&1 + Aotg + -+ -+ Apug ’ )\1, .. ,)\k S K}
Alors Vect(uq,...,u;) est un sous-espace vectoriel de FE, appelé sous-espace engendré par

Uty .oy Ug-

Exemple 9. On se place dans K[X]. Un polynome de degré inférieur ou égal a 2 peut s’écrire
P = ap+ a1 X + as X2, donc P est une combinaison linéaire des polynomes 1, X, X2. On a donc
K, [X] = Vect(1, X, X?). Plus généralement, K, [X] = Vect(1, X, ..., X").

Exemple 10. Soit £ = F(R,R) l'ensemble des fonctions de R dans R. Soit F' 'ensemble des
solutions de I’équation différentielle 3y’ — 5y’ + 6y = 0. Les racines de 72 + 5r — 6 sont o = 2
et § = 3, donc l'ensemble des solutions s’écrit Ae?® + pe3® avec A\, u € R. On en déduit que
F = Vect(e**, €37).

3.3 Parties génératrices

Soit A une partie non vide de E. On note Vect(A) I'ensemble des des vecteurs u € E pouvant
s’écrire

u = Aai + Xoag + -+ A\yan
avecn € N* ay,...,a, € Aet \,..., N\, € K.

Proposition. Vect(A) est un sous-espace vectoriel.

Preuve.
Soit a € A. Ona0.a = 0 donc 0 € Vect(A). Soit u,v € Vect(A) et A € K. Par définition il existe un
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entier n, des vecteurs ay, ..., a, € A et des scalaires o, ..., qa, € K tels que u = aja1+- - -+ a,a,.
De méme, il existe m € N*, by,...,b,, € Aet B1,...,0, € K tels que v = G1by + - -+ + Gnbm.
Alors

u+ A =oa; + -+ opa, + (AG1)br + -+ (ABn) b

donc u + Av € Vect(A).
Définition.
Vect(A) est appelé le sous-espace engendré par A.

Soit F' un sous-espace vectoriel. Si Vect(A) = F on dit que A est une partie génératrice (ou
une famille génératrice) de F' ou que A engendre F.

Notation.
Si A = {a} contient un seul élement on note Ka = Vect(a) = {\a | A € K}.

Remarques.
e Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A.

e Si A C B alors Vect(A) C Vect(B). En particulier, si A est une partie génératrice de F et si B
contient A alors B est aussi une partie génératrice de E.

e On considere souvent un ensemble fini : si A = {ay,...,a,}. Alors

Vect(A) = {)\1&1 + -+ )\nCLn | )\1, .. .,)\n € K}

Exemple 1. Les vecteurs (1,0), (0,1) engendrent R?. En effet, si (z,y) € R?, on peut écrire
(z,y) = x(1,0) +y(0,1).
{(1,0),(0,1),(1,1)} engendre également R? car
(z,y) = 2(1,0) +y(0,1) + 0(1, 1).

Il y a plusieurs fagons d’écrire (z,y) comme combinaison linéaire de ces 3 vecteurs, en voici une

deuxieéme :
=Yy r+y

2

(z,y) = (1,0)+¥(0,1) n (1,1).

Exemple 2.
Proposition. L’ensemble F des fonctions de R dans R est un espace vectoriel. Le vecteur nul de

F est la fonction identiquement nulle : Vo € R, fy(z) = 0.

Les solutions de ’équation différentielle y” 4+ y = 0 sont y(z) = Acos(x) + usin(z), A\, u € R. Clest
le sous-espace vectoriel de F engendré par les fonctions = — cos(z) et = — sin(z).

Exemple 3 : £ = K[X] avec K =R ou C.
K[X] est ’ensemble des polynomes & coefficients dans K : un polynome P € K[X] s’écrit

P(X)=a, X"+ a, 1 X" "+ +a X +a (¥

avec ag, dq, . .., a, € K.

Deux polynomes P et () sont égaux si et seulement si tous leurs coefficients sont égaux.

12



Exemple : si aX? +0X +c=2X + 3 alors a = 0,b = 2,¢ = 3 (identification des coefficients).

Proposition. K[X] est un espace vectoriel sur K.

Soit A = {1,X,X?% ..., X" ...} = {X* |k € N}. En regardant (*) on voit qu'un polynome
P € R[X] s’écrit comme une combinaison linéaire d’éléments de A. Donc A est une famille
génératrice de R[X].

3.4 Somme, somme directe, supplémentaire.

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On définit F' + G comme 'ensemble des vecteurs
w de E pouvant s’écrire w =u+ v avecu € F et v € G :

F+G={u+veFE|ueF,veqG}

Proposition. F' + G est un sous-espace vectoriel de F, qui s’appelle la somme de F' et G.

Preuve. 0 € Fet0 € Gdonc0=0+0¢€ F +G.

Soit wy, we deux vecteurs de F+G et A € K. 1l existe uy, us € F et vy, v9 € G tels que wy = ug +vq
et we = uy + v9. Donc
wy + we = (ug +ug) + (v1 +1v2) € F+G.
—_— Y

eF eG

De plus
Awl = ()\Ul) + ()\Ul) e F -+ G.
——
€F e

Donc F' 4 (G est un sous-espace vectoriel.

Remarque. F C F+ G carsiu € F alors u = u+0 et 0 € G. De méme G C F + G. Donc
FUG C F + G. Mais en général, F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel.

Théoréme. Soit A, B deux parties de F. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par A et G le
sous-espace vectoriel engendré par B. Alors F' + GG est engendré par AU B.

Preuve. A est une partie de F'et on avu que F' C F+G, donc A C F+G. Deméme B C F+G.
Puisque F' + GG est un sous-espace vectoriel, toute combinaison linéaire d’éléments de A U B
appartient a F'+ G, donc Vect(AU B) C F' + G.

Réciproquement, si w € F' 4+ G alors il existe u € F et v € G tels que w = u + v. Par définition
u s’écrit comme une combinaison linéaire de vecteurs de A et v s’écrit comme une combinaison
linéaire d’éléments de B, donc w = u + v s’écrit comme une combinaison linéaire d’éléments de
AU B. Donc F 4+ G C Vect(AU B).

Conclusion : F'+ G = Vect(AU B).

Définition. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

On dit que F' et G sont en somme directe si tout vecteur w de F' + G s’écrit de fagon unique
sous la forme w = u 4+ v avec u € F' et v € GG. On écrit alors F' & G.

On dit que F' et G sont supplémentaires ou que G est un supplémentaire de F'si F& G = FE
(c’est-a-dire F' et G sont en somme directe et F'+ G = E).
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Théoreme. Les sous-espaces vectoriels F' et G sont en somme directe si et seulement si FF NG =
{0}
Par conséquent F' et G sont supplémentaires si et seulement si F +G = F et F NG = {0}.

Preuve. Supposons que F et G sont en somme directe. Ona 0 € F et 0 € G, donc 0 € FNG.
Soit uw € F N G. On peut écrire

u=_1u = u .
\,./JF\O/ \(),./+v
eF eG er cG

Par unicité de la décomposition, on a u = 0. Donc F NG = {0}.

Réciproquement supposons que FF NG = {6} Soit u,u’ € F et v,0v" € G tels que u +v =u' 4+ .
Alorsu —u' =v —wv. Deplusu—u' € F et v —v € G, donc si on pose w=u—u" =v —von a
w e FNG = {0}. On en déduit que w = 0, donc u = v’ et v = . Par conséquent, tout vecteur de
F + G s’écrit de fagon unique comme somme d’'un vecteur de F' et d'un vecteur de GG, autrement
dit F' et G sont en somme directe.

Le deuxieme point du théoreme découle directement du premier point et de la définition de
supplémentaire.

Exemple. Soit F' = {(a,0) |a € R} et G = {(0,b) | b € R}. Ce sont deux sous-espaces vectoriels
de R%. On a F + G = R? car si (z,y) € R? on peut écrire (z,y) = (x,0) + (0,y) avec (z,0) € F
et (0,y) € G.

Cette écriture est unique : si (z,y) = (a,0)+ (0,b) alors (a,0)+ (0,b) = (a,b) donca =z et b =1y.
Donc F' et G sont en somme directe.

On peut aussi utiliser le théoreme précédent. Soit © € F' N G. Comme u € F il existe a € R tel
que u = (a,0). De méme il existe b € R tel que v = (0,b). On a (a,0) = (0,b) donc a = b= 0. On
en déduit que F NG = {0}, donc FF ¢ G = R?.

Soit 7 = (1,0). On peut écrire (a,0) = a(1,0) = a2’ donc F' = Vect(?) = RZ. De méme G est
engendré par 7= (0, 1). Par Pavant dernier théoreme, (7, 7) engendre R?.

Par contre F' U G n’est pas un sous-espace vectoriel car (1,0) € F, (0,1) € G mais (1,1) =
(1,0) 4+ (0,1) n’appartient pas a F UG

3.5 Parties libres

Définition.
Soit A une partie non vide de E. On dit que A est une partie libre si quels que soient les vecteurs
ai,...,a, € A et les scalaires \,..., \,, la relation

A1a1+)\2a2—|—~'+)\nan:0

entraine Ay =0, A =0,..., )\, =0.

On dit aussi que les éléments de A sont linéairement indépendants.
Une partie qui n’est pas libre est dite liée.

Exemple 1. Soit u = (1,0,2) et v = (1,3,1) des vecteurs de R? et A\, u € R..
On a Au+ pv = (A + u, 3p, 2\ + p), done si Au + pv = 0 alors
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Ap =0
3 =0
22+p = 0
Ce systeme a une unique solution A = 0, 4 = 0, donc u, v sont linéairement indépendants.

Soit w = (2,6,2). Les vecteurs v et w sont liés car 2v — w = 0.

Exemple 2.

On a vu que l'ensemble des solutions de y” + y = 0 est le sous-espace vectoriel engendré par
x +— cosz et x — sinxz. Montrons que ces deux fonctions (vues en tant que vecteurs) sont
linéairement indépendantes.

Soit A\, u € R tels que Vax € R, Acosz + psinx = 0. En particulier pour x = 0 on doit avoir A = 0.
Et pour = 7 on obtient ;= 0. Donc {cos,sin} est une famille libre.

Exemple 3.
Soit fi, f2 et f3 les fonctions de R dans R définies par fi(z) = cos?(x), fo(x) = sin®(x), f3(x) =
cos(2z). La famille { f1, fo, f3} est liée car cos(2z) = cos?(z)—sin?(x), autrement dit f; — fo— f3 = 0.

Théoreme.
Soit uq,...,u, des vecteurs linéairement indépendants et v un vecteur de E. Alors v est une
combinaison linéaire de uy, ..., u, si et seulement si (uy,us, ..., u,,v) est une partie liée.
Preuve.
S’il existe des scalaires A1, ..., A\, tels que v = A\juy + - - - + A\u, alors \juy + - -+ + Au, —v =0,
donc les vecteurs uq, us, . .., Uy,, v sont liés.
Réciproquement, supposons que (uy, ug, . . . , Uy, v) est une partie liée. Il existe py, .. ., fn, pinr1 € K
non tous nuls tels que pyuy + pottg + - - - + ity + finr1v = 0. Si 1 = 0 alors pyuy + pous + -+ - +
pnt, = 0 donc gy = e = -+ = p, = 0 car uy, ..., u, sont linéairement indépendants, ce qui est
une contradiction. Donc pi,,11 # 0 et
H1 H2 Hn
v = — uy — Uy — +++ — Un
Hn+1 Hn+1 Hn+1
Ainsi, v est une combinaison linéaire de uq, ..., u,.
3.6 Bases
Définition.

Soit A une partie de F. On dit que A est une base de E si A est a la fois une famille libre et une
partie génératrice de F.

Exemple.
7=(1,0),7=(0,1) est une famille libre et génératrice de R? donc c’est une base de R?.

Théoréeme.
(é1,...,€,) est une base de F si et seulement si tout vecteur v de E s’écrit de fagon unique comme
combinaison linéaire de eq, ..., e,.

Preuve.
On suppose que (ey, . .., €,) est une base de . Comme c’est une partie génératrice, pour tout u € F
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il existe Aq,..., A\, tels que u = A\je; + -+ - 4+ \,e,. Supposons qu’on a aussi « = 1€ + - - - + fUp€y.
Alors
u—u= (A —p)er+ -+ (A — pln)e, = 0.
Comme (eq, ..., e,) est une famille libre, tous les coefficients sont nuls, donc
A1 :/“L17/\2 :/'L27"')/\n = Un-

Réciproquement, on suppose que tout vecteur u s’écrit de fagcon unique comme combinaison linéaire

de ej,...,e,. Ceci implique tout d’abord que (eq,...,e,) est une famille génératrice. De plus
0 =0e; +...+ 0e,. Par unicité, si \je; +---+ A\pe, = 0 alors Ay =--- =\, =0, donc (ey,...,e,)
est une famille libre. Par conséquent, c’est une base.
Définition.
On suppose que (e, ..., e,) est une base de E. Si u € E on peut écrire

u=x1€1+ -+ x,€6,.
Les scalaires 1, ..., x, sont appelés les coordonnées de u dans la base (ey, ..., e,).

Exemple fondamental : R".
Soit ey le vecteur de R™ dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la k-ieme qui vaut 1 :

er =(1,0,0,...,0), e =1(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,0,...,0,1).
Soit u = (x1,...,x,) € R™ Le vecteur u s’écrit de fagon unique u = zye; + xoes + « -+ + Tpey,.
Donc (eq,...,e,) est une base de R" et xy,...,z, sont les coordonnées de u.
Remarque.
On suppose que (ey, ..., e,) est une base de E. Soit u,v deux vecteurs de E. On note z1,...,x,
les coordonnées de u et yq,...,y, les coordonnées de v dans cette base. Alors les coordonnées de
u+ v sont xy + Y1, To + Yo, ..., Ty + Y, et les coordonnées de Au sont A\zq, ..., Ax,.

Autrement dit, les opérations sur les coordonnées se font comme dans R".

Théoreme.
Soit F' et G des sous-espaces vectoriels tels que & G = E. Si (eq,...,e,) est une base de F et
(fi,..., fy) est une base de G alors (ey,...,ep, f1,..., f;) est une base de E.

Preuve.

Soit u € E. Il existe v € F et w € G tels que u = v + w. Le vecteur v est combinaison linéaire
de e1,...,¢e, et le vecteur w est combinaison linéaire de fi,..., f,, donc u peut s’écrire comme
combinaison linéaire de eq,...,e,, f1,..., f,, autrement dit (eq,...,ep, f1,..., f;) est une famille

génératrice de F.

Soit A1, ..., Ap, fa, - -, g tels que
)\161+---—|—/\pep+ﬂ1f1+---—|—uqfq:6.

v=Ae+ -+ )\_Pep appartient a F' et w = pif1 + -+ + pofy- C_Qmme 0 =0+ 0 est Punique

décomposition de 0 selon la somme directe F' & G, on a v = w = 0. Comme (eyq,...,e,) est une
base de F', v = 0 implique que A\; = Ay = --- = A\, = 0. De méme, comme (fi, ..., f;) est une base
de G, py = o = -+ = pg = 0. On en déduit que (ey, ..., ey, fi1,..., f,) est une famille libre.
Conclusion : (eq, ..., ep, f1,..., f;) est une base de E.
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Théoreme de la base incomplete.

Soit ui, ug, . . ., u, des vecteurs de £ linéairement indépendants. Soit vy, vg, ..., v, des vecteurs qui
engendrent E. Alors il existe un entier n > p et une base (e, €,...,€,) de E telle que

eec,=u; sil<i<np,

® ¢; est I'un des vecteurs vy,...,v, sit > p.

Preuve.

ler cas : pour tout 7 le vecteur v; appartient au sous-espace engendré par ug,...,u, On
a donc Vect(vy,...,v,) C Vect(uy,...,u,). Comme Vect(vy,...,v,) = E, on en déduit que
Vect(uq,...,u,) = E. On sait déja que (uq,...,u,) est une famille libre donc c’est une base.
C’est le théoreme avec n = p.

2¢me cas : il existe i1, 1 <143 < ¢, tel que v;, & Vect(uq, ..., u,). Par le théoreme du paragraphe 5
(page 4), les vecteurs uy, ..., u,, v;, sont linéairement indépendants.

On pose u,41 = v;, et on recommence la preuve avec (uq, ..., up+1) et (v1,...,7,).

Si on est de nouveau dans le 2eme cas, alors il existe iy tel que v, & Vect(uy, ..., up, upi1) et

nécessairement iy # 41 car u,y1 = v;,. On pose u,4o = v;, et on recommence.

Le processus s’arréte en un nombre fini d’étapes (au plus ¢) puisqu’a chaque fois on prend

un vecteur différent parmi vq,...,v,. Appelons k le nombre d’étapes. A ce moment-la, on est
nécessairement dans le premier cas, donc (s, . .., Up, Upt1 - . ., Upyk) €st une base. C’est le théoreme
avec n =p+ k.

3.7 Dimension

b) Sous-espaces vectoriels et dimension

Théoreme.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si F' est un sous-espace vectoriel, alors F' est de
dimension finie et dim F' < dim F.

De plus, si dim F' = dim F alors F' = E.

Preuve.
On note n = dim E. Si F' = {0} alors dim F' = 0.

Supposons F' # {6} Toute famille libre de vecteurs de F' est aussi une famille libre dans E, donc
elle contient au plus n vecteurs.

Soit d le nombre maximal de vecteurs formant une famille libre de F'; par ce qui précede, on a
d < mn.Soit (uy,...,ug) une famille libre de F'. Pour tout vecteur v € F', la famille (uy, ..., ugq,v) est
liée sinon le nombre d ne serait pas maximal. Donc v est une combinaison linéaire de uq, ..., uq.
Par conséquent (ui,...,uy) est une famille génératrice de F. C’est donc une base de F', donc
dmF =d<n=dm£FE.

De plus, si d = n alors (uy,...,uy) est une famille libre de E avec d = dim E. Par un des résultats
du paragraphe 7 a), c’est une base de F, donc F' = E.

Proposition.

Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel.

e Si p =dim F, il existe une base de E dont les p premiers vecteurs forment une base de F'.
e F' admet un supplémentaire dans F.

17



Preuve.

Soit n = dim E et (eyq,...,e,) une base de F. C’est une famille libre de £ donc par le théoreme
de la base incomplete, il existe des vecteurs e,.1,. .., e, tels que (ey,...,ep,...,€,) est une base
de E.

Sin=palors F@ {0} = E.
Si p < n, on pose G = Vect(eps1,...,e,). Alors (ep41,...,€,) est une base de G et F & G = E.
Ceci termine la preuve.

Remarque.
Si F'# E et F'# {0} alors F' admet une infinité de supplémentaires différents.

Théoreme.
Soit E et F' des espaces vectoriels de dimension finie. Alors

dim(E x F) = dim E + dim F.

Preuve. Voir le paragraphe 6 (construction d’une base de E x F).

Théoreme.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels en somme
directe alors

dim(F & G) = dim F' 4+ dim G.

Preuve. Voir le paragraphe 6 (construction d’une base de E @ F)).

Remarque.
Pour montrer que les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires, il suffit de montrer que
FNG={0}etdimF +dimG = dim E.

Théoreme.
Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie. Si F' et GG sont des sous-espaces vectoriels alors

dim(F + G) =dim F' 4+ dim G — dim(F' N G).

Preuve.

Soit p =dim F', ¢ = dim G et k = dim(F'NG). Soit (e, ..., e;) une base de FNG. Ona FNG C F
donc on peut appliquer la proposition de la page précédente a I'espace vectoriel F' et a son sous-
espace vectoriel FNG : on peut compléter la base de FNG en une base de F', qu’on note (eq, ..., €,).
Soit F' = Vect(egi1,...,e,). Les sous-espaces vectoriels F et F' N G sont supplémentaires dans
'espace vectoriel F' (par un théoreme du paragraphe 6), c’est-a-dire F @ (F N G) = F. Par le
théoreme précédent on a donc

dim F = dim F' + dim(F N G). (1)

De méme, on a F'NG C G donc on peut compléter la base de F'NG en une base de G, qu’on note
(617 . '7ek7fk+1a s 7fq>- On a

F+G = Vect(ey,... ek, ... e,) + Vect(er, ... ek, ferts- - fq)

= VeCt<€1,...,€k,...,6p,fk+1,...,fq)

18



(on remarque que les vecteurs ey, ..., e, apparaissent dans les 2 familles) et

F'+ G = Vect(€gi1, ..., €p) + Vect(eq, ..., ek, fir1,--. fq) = Vect(er, ... ep, frr1,---y fq)

donc

F+G=F+G. (2)

Montrons que F’ et G sont en somme directe. Soit u € F' N G. Alors u € FNG (car F' C F) et
u € F'.Or (FNG)NF" = {0} car ces sous-espaces sont en somme directe donc u = 0. On on
déduit que F' NG = {0}, donc F’ et G sont en somme directe. Par le théoreme précédent, on a

donc
dirn(F’ ® G) = dim F' +dimG (3)

Par (2) et (3) ona F' &G = F + G et dim(F + G) = dim(F' & G) = dim F’ + dim G. De plus,
par (1) on a dim F’ = dim F' — dim(F N G), on en conclut que

dim(F + G) = dim F' 4+ dim G — dim(F' N G).

3.8 Différentes facons de définir un sous-espace vectoriel de K"

a) Définitions

Un sous-espace vectoriel F' de K" peut étre défini de plusieurs fagons.

e Systéeme d’équations cartésiennes :

F est défini comme étant I’ensemble des vecteurs qui vérifient certaines équations.
r+y=0

Exemple. Soit F' 'ensemble des vecteurs (z,y, 2) de R? tels que { L =0

e Systéeme d’équations paramétriques :

Si (v1,...,v;) est une base de F alors F' = {A\jvg + -+ + X\vg | A1, ..., A € K} et le nombre de
parametres est égal a la dimension de F'.

Exemple. Soit F' = Vect{(1,0,0),(0,1,2)}. On peut écrire F' = {(\, u,2u) € R* | \,u € R} car
A(1,0,0) + u(0,1,2) = (A, , 20).

La description du sous-espace vectoriel F' par un systeme d’équations cartésiennes permet de tester
facilement si un vecteur donné appartient a F'.

La description du sous-espace vectoriel F' par un systeme d’équations paramétriques permet de
trouver rapidement des vecteurs appartenant a F.

Il est important de savoir passer d’une description a une autre.

Les méthodes que nous allons exposer pour K™ peuvent étre appliquées a un espace vectoriel F de
dimension finie n en choisissant une base (eq, ..., e,) et en écrivant les coordonnées des vecteurs
dans cette base.

Exemple. (1, X, X?) est une base de Ry[X]. Les polynomes X —3 et 1+ X2 ont pour coordonnées

dans cette base (—3,1,0) et (1,0,1).

b) Méthode pour obtenir une base a partir d’un systéme d’équations cartésiennes

19



. ) . 4 14 : L. rT+y—=z =0
Exemple. Soit I le sous-espace vectoriel de R* d’équations cartésiennes { v 2422 —t =0
. . rT+y—=z =0 Tty ==z r =4z —t
1 :
Systemes équivalents { y+32—t =0 =14 { y = 3241 { y =—32+1t

(les inconnues principales sont x et y).

Donc (z,y, z,t) = (4dz—t,—3z+t, 2, t) = (42,32, 2,0)+(—t,¢,0,t) = 2(4,—-3,1,0)+¢(—1,1,0,1).
Soit v; = (4,—3,1,0) et v, = (—1,1,0,1). Ce qui précede montre que F' = Vect(vy,v2). De plus
(v1,v9) est libre car si zv; + tvg = 0 alors (4z —t,—3z+t,2,t) = (0,0,0,0) donc en regardant les
deux dernieres coordonnées on a immédiatement z =t = 0.

Conclusion : (v1,vs) est une base de F'.
Méthode générale.

On utilise le pivot de Gauss pour obtenir un systeme échelonné puis on exprime les inconnues
principales en fonction des inconnues secondaires. Ensuite on remplace dans (z1,...,x,), qu'on
écrit en séparant les inconnues secondaires les unes des autres et en les mettant en facteur. Les
vecteurs obtenus donnent une base de 1’espace vectoriel.

Remarque.

e Les vecteurs obtenus sont toujours linéairement indépendants, il n’est pas nécessaire de le vérifier.
e Si on a p équations cartésiennes et qu’on est dans R”, la dimension est en général n — p (on
perd une dimension par équation). S’il y a des équations redondantes, on le verra en résolvant le
systeme.

c) Méthode pour obtenir une base a partir d’une famille génératrice finie

Soit F' = Vect(vy,vs, ..., vx). On ne change pas le sous-espace engendré par vy, v, ..., U
e en échangeant deux vecteurs,

e en multipliant un des vecteurs par A # 0,

e en remplacant un des vecteurs v; par v; — Av; avec A € K et j # <.

Si on écrit en colonnes les coordonnées des vecteurs vy,...,v; dans une matrice A, ces regles
permettent d’appliquer la méthode du pivot de Gauss aux colonnes de A et d’en déduire une base
de F.

Exemple 1.
= (1,2), va = (=2, -2), v3 = (1,3), vs = (0,3). A= =210

V] = y &), Ug = s , U3 = y9), Vg = yI)- - 2 -2 3 3 :
Remplagons la colonne C5 par Cy + 2C] et la colonne C3 par C5 — ( (1) g )

C’<—10 1 000 Cy — Cy — Oy 1

2T 2 1 1 3 Cy — Oy — 3Cy 2
Ainsi Vect{vy,ve,v3,v4} = Vect{(1,2),(0,1)}. De plus (1,2) et (0,1) sont linéairement
indépendants :
> A =0

>\(1,2)+,u(0,1)—0<:>{ N4 =0 SA=upu=0

Conclusion : (1,2),(0,1) forment une base de Vect{vy, va, v3,v4}.
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Exemple 2. F' = Vect(vy, v, v3) avec v = (1,0,0), v = (1, 1,2), v3 = (2,0, 3).

{Cw—cz—cl

11
A=1 01
0 2 03<—03—201

w O N

1 00
010
0 2 3
On en déduit que (1,0,0), (0,1,2),(0,0,3) forment une base de F.

Remarque. Cette méthode donne toujours des vecteurs linéairement indépendants car le systeme
est échelonné. Il est donc inutile de le vérifier.

On a donc dim F' = 3. Comme (v, v9,v3) est une famille génératrice de 3 éléments, on en déduit
que c’est une base.

Méthode générale.

Soit vy, ..., v, des vecteurs de K™, A la matrice de cette famille de vecteurs et F' = Vect(vy, ..., v,).
En appliquant la méthode du pivot de Gauss aux colonnes de A, on obtient une matrice de la
forme

* 00 ... 00
x x 0 0 0
A= = x x ... 00
* x x ... 00

Soit r le nombre de colonnes non nulles. Les vecteurs correspondant aux colonnes non nulles
de A’ forment une base de F. De plus, si on n’a pas permuté les colonnes, alors vy, ..., v, sont
linéairement indépendants donc ils forment également une base de F'.

On a dim F' = r. De plus, r est le rang des colonnes de A, autrement dit r = rang(‘A).

Définition. Le rang de (vy,...,v,) est la dimension de Vect(vy, ..., v,).
Théoréme. Soit A la matrice des vecteurs (vy,...,v,). Le rang de (v1,...,v,) est égal au rang
de tA.

d) Méthode pour obtenir un systéme d’équations cartésiennes a partir d’une base

Exemple. Soit v; = (1,1,2,1), vo = (2,1, 3,4) et F' = Vect(vy, vg).

Le vecteur u = (z,y, z,t) appartient a F' si et seulement si Vect(vy, va,u) = Vect(vy, vy). Appli-
quons la méthode précédente aux vecteurs vy, vg, u.

12 2 100 100
11y Cy—20, [ 1 -1 y—u 1 —1 0

23 - {Cg—xcl 2 1 z-2 Cotly=n)C2 | 5 .y
1 4 t 1 2 t—=x 1 2 t+2y—3z

Le vecteur u appartient & Vect(vy, vy) si et seulement si la derniere colonne est nulle, autrement
ditsiz—y—x=0ett+2y—3z=0.

z—y—x=0

Conclusion : F' a pour systeme d’équations cartésiennes { F4 2 — 32 =0

Méthode générale.
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Soit F' un sous-espace vectoriel de K" et (vy,...,v,) une base de F. Soit u = (z1,...,x,).

On écrit la matrice des vecteurs (vy, ..., v,, u) et on applique 'algorithme du paragraphe c) (pivot
de Gauss sur les colonnes). On obtient une matrice échelonnée.

Le vecteur u appartient a F' si et seulement si tous les coefficients de la derniere colonne sont nuls.
Ces différentes conditions (“-- = 07) donnent le systeme d’équations cartésiennes de F.

Remarque. Si F' = Vect(vy,...,v,) on peut
e soit commencer par chercher une base de F' puis chercher les équations cartésiennes de F'.
e soit directement appliquer l'algorithme aux vecteurs (vy, ..., v,, u).

Exemple. vy = (1, 1),v; = (2,2), F = Vect (v;, vy) ( i 5) o ( Lo g—x)

On en déduit que (1,1) est une base de F' et que I’équation cartésienne de F' est y — z = 0.

e) Combinaisons linéaires et systémes linéaires

Soit vy, ..., v, des vecteurs de K". Soit V; la matrice colonne contenant les coordonnées de v;. Soit
A € M,,,(K) la matrice dont les colonnes sont Vj,...,V,; c’est la matrice de la famille de
vecteurs.

Exemple. v; = (1,0),v5 = (2,1),v3 = (1, —1).
Alors V; = < L ), Vo = ( 2 ), Vs = ( _1 ) (écriture des vecteurs sous forme de colonne)

0 1
12 1 . .
et A= ( 01 —1 ) (matrice de la famille de vecteurs).
At
Soit b un vecteur de K" et B la matrice colonne correspondante. Soit X = :
Ap

L’équation matricielle AX = B peut s’écrire \iV; + AoVo +--- + AV, = B,
ce qui correspond a la combinaison linéaire A\jv; 4+ Agvg + - -+ + A,v, = b.

f) Autre méthode pour rechercher une sous-famille libre d’une famille génératrice
finie

Propriété. (vy,...,v,) est libre si et seulement si AX = 0 n’a qu'une seule solution (solution
nulle).
Exemple.
1 -2 1 0 Lo X
Vi= 9 , Vo = _9 , V3 = 3 V= 3 . aVi+bVo + V3 + dVy = 0 est équivalent a
a —2b +c =0 e o —2b +c = 0
2a —=2b 43¢ +3d = 0 2b +c¢ +dt = 0 (L2-2L1)

Systeme échelonné d’inconnues principales a, b.

En prenant ¢ = 0 et d = 0 (inconnues secondaires) on obtient le systeme triangulaire
a —2b = 0
20 = 0
dont la seule solution est a = b = 0. Comme ce systeme est équivalent a aV; + bV, = 0, les vecteurs
Vi et V5 sont linéairement indépendants.
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En prenant ¢ = 1,d = 0 on obtient a = —2,b = —% donc —2V; — %VQ—H/}, =0, soit V3 = 2‘/1—1—%1/2.
Donc V3 € Vect(V7, Vs).

En prenant ¢ = 0,d = 1 on obtient a = —%,b = —% donc V, = %Vl + gVQ Donc V, € Vect(V1, V3).
On en déduit que la famille (V3, V,) engendre Vect(Vy, Vs, V3, Vy).
Conclusion : (V},V5) est une base de Vect(Vy, Vo, V3, Vy).

Les vecteurs correspondant aux inconnues principales forment toujours une base du sous-espace,
il n’est pas nécessaire de le vérifier.

Méthode générale.

On considere ’équation vectorielle \yvq + Agvy + -+ + A\v, = 0, qui est équivalente au systeme
linéaire AX = 0. Le pivot de Gauss donne un systeme échelonné avec r inconnues principales (ou
r =rang(A) ) et p — r inconnues secondaires.

e Les inconnues principales donnent r vecteurs qui forment une base de Vect(vy, ..., v,).
e Si pour chaque inconnue secondaire \; on prend \; = 1 et on donne la valeur 0 aux autres
inconnues secondaires alors on trouve les relations de dépendance entre les vecteurs (vy, ..., vp).

Théoréme. Soit A la matrice des vecteurs (vy,...,v,). Le rang de (vy,...,v,) est égal au rang
de A.

Théoréme. Soit A € M, ,(K). Le rang de A est égal au rang de ‘A.

On a vu deux méthodes pour trouver une base.
e Avantage de la lere méthode : obtenir une base avec des vecteurs plus simples.
e Avantage de la 2éme méthode : trouver les relations de dépendance entre les vecteurs.

g) Autre méthode pour passer d’une base & un systéme d’équations cartésiennes
Exemple.

Soit v; = (1,1,0), ve = (1,2,3) et F = Vect(vy,vy). On peut vérifier que ces deux vecteurs sont
linéairement indépendants, donc ils forment une base de F'.

Le vecteur b = (x,y, z) appartient & F' si et seulement s’il existe A et u tels que Avy + pvy = b, ce
qui revient a résoudre le systeme linéaire suivant :

Atp = Atp = A Fpu ==z
A 2u =y = W = y—r = W o= y—=z
3 =z 3 = z 0 = 2—-3y+3x

Siz—3y+3x#0,il n'y a pas de solution.
Si z — 3y + 3x = 0, on obtient un systeme triangulaire, il y a donc une unique solution.

Conclusion : (z,y,z) € F <= 2—3y+3x = 0. Donc F a pour équation cartésienne z—3y+3x =
0.

Méthode générale.
Soit F' un sous-espace vectoriel de K™ et (vy,...,v,) une base de F.

On considere un vecteur v = (x1,...,x,) € K" et on applique la méthode du pivot de Gauss au
systeme linéaire \jv; + - - - 4+ Ayv, = u. On obtient une ou plusieurs relations de compatibilité. Ces
relations donnent le systeme d’équations cartésiennes de F'.

Remarque.
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e Il n’est pas nécessaire de résoudre completement le systeme, on se contente d’obtenir un systeme
triangulaire suivi de relations “0 = ...”

e Si F' = Vect(vy,...,v,) on commence par extraire une base de la famille génératrice (vy, ..., vp).

4 Applications linéaires

4.1 Définition et propriétés élémentaires
Soit E et F' deux espaces vectoriels sur K.

Définition. Une application linéaire de F dans F est une application f: F — F telle que pour
tous vecteurs u,v € E et tout scalaire A € K,

o f(utv)=f(u)+ f(v),

o F(u) = Af(u).

Si F' = K on dit que f est une forme linéaire. Si F' = E| f est appelée un endomorphisme.

Pour montrer que f est une application linéaire, il suffit de vérifier que
flu+ Av) = f(u) + Af(v) pour tous u,v € E, ) € K.

Propriétés. Si f: E — [ est une application linéaire alors
e f(0)=0,

Preuve.
e Soit \=0etuec E. Ona f(Au) =Af(u). Or Au = 0g et A\f(u) = 0p, donc f(0g) = Op.

e On montre par récurrence sur n la propriété suivante :
Vug, ... uy, € E; VA, o € Kpona f(Ajug + -+ Apuy) = A f(ur) + -+ A f (un).

—Pour n =1 on a f(Au;) = \uy par définition.
— On suppose que le résultat est vrai au rang n. On pose v = Ajuy + -+ + A\u, et w = A 1Upig.
Alors f(Aug + -+ 4+ Aty + Apg1tns1) = f(v+w) = f(v) + f(w). Par hypothese de récurrence
f) = Aif(ur) + -+ A\f(up) et par définition f(w) = Api1f(Uns1). Donc

SOy 4 -+ Xty + Aprting1) = Acf(un) + - 4 Ay f(un) + Anga f(Ung1),
ce qui est la propriété de récurrence au rang n + 1.
— Conclusion : la propriété de récurrence est vraie pour tout n.

Exemples.
e Soit f: R® — R? définie par f(x,y,2) = (22 — 3y,2). Siu = (z,y,2), v= (2/,y,2) et A\ € R
alors u+ v = (x + A2/, y + Ay, 2+ A\2/) et

flu+ )= 2(x+ ') =3y + X)),z 4+ N2') = (22 — 3y, 2) + AN(22" — 3¢/, 2') = f(u) + \f(v)

donc f est une application linéaire.

e Soit § un réel et Ry: C — C l'application définie par Ry(z) = e?2. Si z = pe'® alors

Ro(z) = pe'@9 : Ry est la rotation d’angle 6. C’est un endormorphisme du R-espace vectoriel C
car si 2,2/ € Cet A € R alors Ry(z + \2') = €(2 + \2') = €2 + N2’ = Ry(2) + ARp(2).
Remarque. Ry est aussi un endomorphisme de C vu comme un C-espace vectoriel.
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e Soit E I'ensemble des fonctions de R dans R et zy € R. On définit ¢,,: E — R par ¢(f) = f(xo)
(évaluation au point zg). C’est une forme linéaire. car pour toutes fonctions f, g € E etA € R on

a o(f 4+ Ag) = (f + Ag)(w0) = f(x0) + Ag(wo) = @©(f) + Ae(g).

Image d’une base.

Soit f: F — F une application linéaire et (ey,...,e,) une base de E. On note u; = f(e;) pour
1=1,...,n. Soit v un vecteur de E, qu’on décompose dans la base de E : v = x1e1 + - - - + xp€,.
Alors f(v) = zyuy + -+ - + zpuy,.

Propriété. Si F est de dimension finie, une application linéaire est définie de fagon unique si on
connait les images des vecteurs d’'une base de F.

Réciproquement, soit (e, ...,e,) une base de F et uy,...,u, des vecteurs de F'. On définit 'ap-
plication f: F — F par f(v) = zyu; + -+ + z,u, pour tout v € E, ou (z1,...,x,) sont les
coordonnées de v dans la base (ey,...,e,). Alors f est une application linéaire.

Preuve. Soit u,v € E et A € K. Soit (z1,...,,) les coordonnées de u et (y,...,y,) les coor-
données de v dans la base (eq, ..., e,). Alors les coordonnées de u+ v sont (z1+Ay1, ..., Tn+Ay,)

donc f(u+ M) = (x1 + Ayp)us + ... + (T + ANyp)up = T1ug + -+ - + Tty + AN(1ur + -+ + Ynly).
Donc f(u+ Av) = f(u) + Af(v) et f est une application linéaire.

Cas particulier. Soit (ey,...,e,) la base canonique de K™. Si f: K" — K est une forme linéaire,
alors f(x1,...,2,) =1 f(e1) + xaf(e2) + ...+, f(ey), ou f(e1),..., f(e,) sont des scalaires.

Propriété. L’application f: K" — K est une forme linéaire si et seulement s’il existe ay,...,a, €
K tels que f(z1,...,2,) = @121 + asxs + ... + a2y,

Exemple. f(z,y,z) = 17z — 2y 4 z est une forme linéaire de R?.

Composantes.

Définition. Si f est une application de E dans K", les composantes de f sont les
applications fi, fo, ..., f, de E dans K correspondant aux coordonnées dans K :

pour tout u € E, f(u) = (fi(u), fa(u), ..., fu(u)).

Proposition. L’application f: E — K est linéaire si et seulement si ses composantes fi, fa, ..., fn

sont des formes linéaires.

Exemple. L’application f: R* — R? définie par f(z,y, z,t) = (z + 2y + 32 + 4¢, 17z — y — it)
est une application linéaire car par ce qui précede (z,y, z,t) — x + 2y + 3z + 4t et
(x,y,2,t) — 1Te —y — %t sont des formes linéaires.

Opérations sur les applications linéaires.
On définit les applications f +¢g: E — F et A\f: E — F par (f + ¢)(u) = f(u) + g(u) et
(Af)(u) = Af(u) pour tout u € E.

Théoreme.

e Si f et g sont des applications linéaires de E dans F' et A\ € K alors f + g et \f sont des
applications linéaires.

eSif: F— Feth: FF— G sont des applications linéaires alors h o f est une application linéaire

de E dans G.

Preuve. Soit u,v € F et p € K.
e L’application f + g va de F dans F'. Elle est linéaire car
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(f +9)(utpo) = futpo) + g(u+pv) = f(u) +pf(v) +g(u) + pg(v) = (f + g)(u) + p(f + g)(v).
e Comme f va de F dans F et que h va de F' dans H, 'application h o f est bien définie et va de
FE dans G. Notons v’ = f(u) et v/ = f(v). L’application h o f est linéaire car

ho f(u+ pv) = h(f(u) + pf(v)) = h(w' + ') = h(uw') + ph(v) = ho f(u) + pho f(v).

4.2 Applications linéaires particulieres

L’application identité de FE est notée Idg ; elle est définie par Idg(u) = u pour tout u € E. Clest
une application linéaire de F dans F.

Soit A € K. L’homothétie de rapport A est 'application linéaire f: £ — FE définie par
f(u) = Au pour tout u € E. On a f = Aldg.

Soit F et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F : E = E; @ E5. On rappelle
que tout vecteur u € F se décompose de facon unique u = uq + ug avec u; € E; et ug € Fs.

Projection.
On définit 'application p: £ — E par p(u) = u; pour tout z € E. C’est une application linéaire,
appelée la projection sur FE; parallelement a F,.

Propriété. p(u) =u < u € Fy et p(u) =0 < u € Fy.

Preuve. Soit v € E. On écrit u = u; + uy avec uy € Ey et ug € Fy et on a p(u) = uy. Sip(u) =u
alors u = u; € Ey. Sip(u) = 0 alors U = 0etu= Uy € Fy. Ceci démontre les deux implications
plu)=u=uc F et p(u) =0=ue E,.

Réciproquement, si u € E; alors la décomposition de u selon Ey @ E, est u + 0, donc p(u) = u.
Si u € Ey alors la décomposition de u selon E; @& Fs est 0+ u, donc p(u) = 0. Ceci démontre les
deux implications u € By = p(u) et u € Ey = p(u) = 0. La preuve est terminée.

Symétrie.
On définit Papplication s: E — FE par s(u) = u; — ug pour tout u € E. C’est une application
linéaire, appelée la symétrie par rapport a FE; parallelement a E,.

Propriété. s(u) =u < u € E et s(u) = —u < u € Es.

Preuve. La preuve ressemble a la précédente.

Soit u € E. On écrit u = uy +ug avec u; € Ey et ug € Fy et on a s(u) = u; — uy. Si s(u) = u alors
Uy + Uy = Uy —us donc 2uy = 0, donc us = 0 et u = uy € Ey. Si s(u) =, alors uy +uy = —(ug —us)
donc 2u; = 6, donc u; = 0etu= Uy € FEy. On a montré les deux implications “=".
Réciproquement, si u € E; alors la décomposition de u selon E; @ F5 est u + 0, donc s(u) = u.
Si u € F5 alors la décomposition de u selon E; @ Es est 0+ u, donc s(u) = —u. On a montré les
deux implications “<.” Ceci termine la preuve.

4.3 Matrice d’une application linéaire

On considere deux espaces vectoriels £ et F' de dimension finie, B = (ey,...,e,) une base de F

et B' = (€],...,e)) une base de F.

Définition. Soit f: £ — F une application linéaire. La matrice de f dans les bases B et
B’ est la matrice de taille n x p dont les coefficients de la j-ieme colonne sont les coordonnées du
vecteur f(e;) dans la base (e},...,¢e,).
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Si I'= E et B’ = B alors cette matrice est appelée la matrice de f dans la base B.

Quand E = R" et F' = RP on utilise souvent les bases canoniques de F et F.

Exemple 1. Soit f: R?* — R? définie par f(z,y,2) = (22 — 3y + 2,2 + 2).
Base canonique de R? : (eq, 9, e3) avec e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0, 1).
Base canonique de R? : (¢}, €}) avec ¢} = (1,0) et ¢} = (0, 1,0).

On a : f(el) = (27 1) = 26/1 + 6/27 f(62) = <_370) = _36/1 + 06/27 f(63) - (17 1) = 6/1 + 6/27

donc la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R? est ( ? _g 1 )

Exemple 2. Soit F un espace vectoriel de dimension n et B = (e, ..., e,) une base quelconque.
La matrice de I'application identité dans la base B est la matrice identité I,, car Idg(e;) = e; pour
1=1,...,n.

Exemple 3. Soit f: R?> — R? I'application linéaire telle que f(z,y) = (xTer, mQﬂ) Soit u; = (1,1),

uy = (1,—1), B la base canonique de R? et B’ = (uy,us); B’ est aussi une base de R?.

flur) = (1,1) = ug = uy + Oug et f(uz) = (0,0) = Ouy + Ouy donc les coordonnées de f(u;) dans

la base (u1, u2) sont (1,0) et les coordonnées de f(uz) dans la base (uy, ug) sont (0,0). La matrice

de f dans la base B’ est ( (1) 8 )

f est la projection sur Ru; parallelement a Rus car ces deux applications coincident sur la base
(u1,us). C'est une base adaptée a la projection.

La matrice de f dans la base B est (

N [~
DD [ =

Théoréme. Soit f: E — F une application linéaire et soit A la matrice de f dans les bases

B=(ei,...,e,) et B'=(e,...,¢e,). Soit u un vecteur de E, on note
21 1

U= : et V = : ou (z1,...,x,) sont les coordonnées de u dans la base B et ou

Ty, Yp
(y1,-..,yp) sont les coordonnées de v = f(u) dans la base B'. Alors V = AU.

Preuve.

Soit C1,...,C, les colonnes de A. Par définition de A, les coefficients de C; sont les coordonnées
de f(e;) dans la base B’. On a vu dans le chapitre précédent que AU = x1Cy + 22Cy + - - - + x,C,,.
Donc les coefficients de la matrice colonne AU sont les coordonnées dans la base B’ du vecteur
w1 f(er) +xaf(e2) + -+ xnflen).

Or u =z1e1+ -+ xpey,, done f(u) =z f(e1) +xaf(e2) + -+ -+ xnf(en), autrement dit AU = V.

Exemple. Soit f: R® — R? définie par f(x,y,2) = (22 — 3y + 2,z + 2). Sa matrice dans les bases
: ( 2 =31 )
canoniques est A =

1 01
: x
Al 2| = (_1) donc f(1,2,3) = (—1,4). De fagon générale, A | y | = (296 — 3y + z).
' T+ =z
’ z
Théoreme.

e Soit f et g des applications linéaires de E dans F' et A € K. Si A est la matrice de f et si B est
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la matrice de g dans les bases B, B’, alors A 4+ B est la matrice de f + g dans ces bases et AA est
la matrice de A\f.

e Soit f: EF — F et g: F — G des applications linéaires. Si A est la matrice de f dans les bases
B, B’ et si B est la matrice de g dans les bases B’ et B” alors BA est la matrice de g o f dans les
bases B, B”.

Preuve.

e Soit B = (eq,...,e,). On note Ay, ..., A, les colonnes de A et By,..., B, les colonnes de B. On
a (f+g)(e) = f(e;) + g(e;), done la i-itme colonne de la matrice de f + g est A; + B;. On en
déduit que la matrice de f + g dans les bases B, B’ est A + B. De méme la matrice de Af est \A
car (\f)(es) = Af(ex)

e Soit B = (ey1,...,6,), p=dimF et ¢ = dimG. Soit u € E, notons (xy,...,x,) les coordonnées
de u dans la base B, (y1, . . ., Yp) les coordonnées de v = f(u) dans la base B’ et (z1, ..., z,) les coor-
données de g(v) = go f(u) dans la base B”. Notons X, Y, Z les matrices colonnes correspondantes.
On a vu au théoreme précédent que Y = AX et Z = BY. On a donc Z = B(AX) = (BA)X.
Appliquons ce résultat pour u = e; :ona x; = 1 et z; = 0si j # 0 donc la matrice (BA)X est égale
a la i-ieme colonne de BA. Par définition Z est la matrice des coordonnées de go f(u) = go f(e;)
dans la base B”. Comme Z = BAX, on en déduit que les colonnes de la matrice BA sont les
coordonnées de (go f(e1),...,g0 f(e,)) dans la base B”, autrement dit BA est la matrice de go f
dans les bases B, B".

4.4 Définitions : injection, surjection, bijection, isomorphisme

Définition.
Soit ¢: X — Y une application.

— ¢ est injective si deux éléments distincts ont des images distinctes, autrement dit un élément
de Y a au plus un antécédent (éventuellement zéro), ou encore : p(z) = p(y) = = = v.

(C’est généralement cette derniere propriété qu’on utilise pour montrer l'injectivité.)

— ¢ est surjective si tout point de Y a au moins un antécédent (éventuellement plusieurs), ce
qu’on peut écrire p(X) =Y.

— i est bijective si elle est injective et surjective, autrement dit tout élément de Y a un et un
seul antécédent. Cela signifie exactement que ¢ est inversible.

Exemple 1.

e: R — R est injective. En effet, si e* = e¥ alors on peut prendre In de chaque coté (car e® > 0
et eV > 0) et on trouve x = y. Mais elle n’est pas surjective car Yz € R, e* > 0 donc par exemple
—1 n’a pas d’antécédent (de méme que tout point y < 0).

Exemple 2.
Soit ¢: R — R, ¢(x) = = + 3. ¢ est injective car si z + 3 = 2’ + 3 alors © = z’. ¢ est surjective
car si y € R alors p(y — 3) = y. Donc ¢ est bijective.

Ceci revient a dire que dans I'équation y = ¢(x) d’inconnue z il y a une et une seule solution z
(qui dépend de y). Ici x =y — 3 et o 1 (y) =y — 3.

Définition.
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Soit E, F' deux espaces vectoriels. Un isomorphisme de E sur F' est une application linéaire
f: E — F qui est bijective.

Théoreme.
Soit F, I deux espaces vectoriels. Si 'application f est un isomorphisme de E sur F alors f~! est
un isomorphisme de F' sur

Preuve.

Puisque f: E — F est une bijection, on sait que f~': F' — E existe et est une bijection. Il reste
a montrer que c’est une application linéaire.

Soit v,v' € Fet A€ K. On pose u= f~'(v) et u' = f~1(v'),on a f(u) =v et f(u') =v'. Comme
f est lindaire, on a f(u + M) = f(u) + A\f(v), donc f(u + /) = v+ \v'. En prenant f~!, on
trouve u+ Au' = f~ (v + \v'), autrement dit f~(v) + Af~H(v') = f~H (v + M), ce qui prouve que
1 est linéaire.

Définition.
On dit que les espaces vectoriels E et F' sont isomorphes ou que E est isomorphe a F' s’il existe
un isomorphisme de E sur F.

Exemple.
Soit f: My(R) — RY, f ( (z 2 ) = (a,b,c,d). f est une application linéaire et c’est une bijection,

a b

de bijection réciproque f~!(a, b, c,d) = ( . d ) Donc My (R) et R?* sont isomorphes.

4.5 Image d’un sous-espace vectoriel, noyau

Dans cette partie, E et F' sont des espaces vectoriels sur K et f: F — F' est une application
linéaire.

Définition.
Si A est une partie de E, on note f(A) ={f(z) € F |z € A}).

Théoreme.
Si G est un sous-espace vectoriel de E alors f(G) est un sous-espace vectoriel de F.

Preuve.

Ona0eGet f(0)=0,donc 0 f(G) et f(G) # 0.

Soit v,v" € f(G) et X\ € K. Par définition il existe u,u € G tels que f(u) = v et f(u') =v'. On
a donc v+ X' = f(u) + Af(u') = f(u+ ') car application f est linéaire. Or u + A’ € G car
G est un sous-espace vectoriel, donc v + A" € f(G). L’ensemble f(G) est donc un sous-espace
vectoriel de F'.

Définition.

On appelle image de f I’ensemble f(E) et on le note I f. C’est un sous-espace vectoriel de F.
On appelle noyau de f I'ensemble des vecteurs u € E tels que f(u) = 0 et on le note Ker f. Cest
un sous-espace vectoriel de E.

Preuve.
Montrons que Ker f est un sous-espace vectoriel. On a f (6) — (0 donc 0 € Ker f et Ker f # (). Soit
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u,u’ € Ker f et A € K. Par définition f(u) = 0 et f(u') = 0, donc f(u+ ') = f(u) +Af(u') =0,

ce qui implique que u + A\u’ € Ker f. On en déduit que Ker f est un sous-espace vectoriel de F.

Théoréeme.
L’application linéaire f est injective si et seulement si Ker f = {0}.

Preuve.
Supposons que f est injective. Soit u € Ker f. On a f(u) =0 = f(0),
Par conséquent Ker f = {0}.

donc par injectivité u = 0.

Réciproquement, supposons que Ker f = {6} Soit u,v € E tels que f(u) = f(v), autrement dit
f(u) — f(v) = 0. Comme f est linéaire, on a f(u) — f(v) = f(u —v) = 0, donc u — v € Ker f.
On en déduit que u — v = 0, c’est-a-dire © = v. Par conséquent f est injective. Ceci termine la
preuve.

Par définition, f est surjective si et seulement si Sf = F.
On utilise souvent ces résultats sous la forme suivante :

Théoreme.
L’application linéaire f est un isomorphisme si et seulement si Ker f = {0} et &f = F.

Théoréme.

Soit G un sous-espace vectoriel de E. Si G est engendré par uy, ..., u; alors f(G) est engendré
par f(uy),..., f(ug). En particulier dim f(G) < dimG.

Si E est de dimension finie, dim §f < dim E. La dimension de S f est appelée le rang de f.

Preuve.
Comme u; € G on a f(u;) € f(G). Soit v € f(G). Par définition il existe u € G tel que f(u) = v.
Comme G = Vect(uy,...,uy), il existe des scalaires Aj, ..., \; tels que u = A\jug + -+ - + A\guy.

Par conséquent, v = f(Ajug + -+« + Agug) = M f(ur) + -+ - + A f(ug). Ceci montre que la famille
(f(uy),..., f(ug)) engendre f(G).

Si dimG = k, il existe (uy,...,u;) une base de G, donc f(G) = Vect(f(u1),..., f(ux)) et
dim f(G) < k.

Exemple.
Il n’existe pas d’application linéaire surjective f: R*> — R3 car dim S f < 2 < dim R3.

Théoreme.
Supposons que E est de dimension finie. Soit (eq,...,e,) une base de E et soit f: E — F une
application linéaire. I’application f est un isomorphisme si et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est

une base de F'.

En particulier, si f est un isomorphisme alors dim £ = dim F'.

Preuve.
Supposons que f est un isomorphisme et montrons que (f(e;),..., f(e,)) est une base de F.
L’application f est surjective donc &f = F. Comme (ey, ..., e,) engendre F, le théoreme précédent

implique que la famille (f(e1),..., f(e,)) engendre f(E) = F.

Soit Ay,..., A, des scalaires tels que A;f(e;) + -+ + A\, f(en) = 0. Par linéarité, on obtient que
f(Mer 4+ -+ Apen) = 0, et en prenant f~' on trouve A\jey + - - - + Ape, = 0. Comme (eq, ..., ep)
est une famille libre de E, ceci implique que \; = - -+ = A, = 0. Par conséquent, (f(e;),..., f(en))
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est une famille libre de F'.
La famille (f(ey),..., f(e,)) est libre et génératrice dans F', donc c¢’est une base de F.

Réciproquement, supposons que (f(e1),..., f(e,)) est une base de F' et montrons que f est un
isomorphisme. Le théoreme précédent implique que (f(e1),..., f(e,)) engendre S f ; comme c’est
une famille génératrice de F', on obtient que S f = F', autrement dit f est surjective.

Soit u € E et (x1,...,x,) ses coordonnées dans la base (e1,...,e,). Onau = z1e;+- - -+x,e, donc
f(u) = x1f(er) + -+ + xnf(en), autrement dit (z1,...,x,) sont les coordonnées de f(u) dans la
base (f(e1), ..., f(en)). Si f(u) = 0 alors les coordonnées de f(u) sont nulles : 2 = --- = x,, = 0,
donc on a aussi u = 0. Par conséquent, Ker f = {0} et par un théoréme vuprécédemment f est
injective.

L’application linéaire f est surjective et injective, donc ¢’est un isomorphisme.

Théoréme.

Suposons que E et I sont de dimension finie. Alors E et F' sont isomorphes si et seulement si
dim £ = dim F.

Preuve.

Soit n = dim E. Soit (ey, ..., e,) une base de E. Supposons que E et F' sont isomorphes : il existe
un isomorphisme f: E' — F. Par le théoréme précédent, (f(e1),..., f(e,)) est une base de F' donc
dim F' = n.

Réciproquement, supposons que dim F' = n. Soit (u4, ..., u,) une base de F'. Nous avons vu qu’on
peut définir une application linéaire f: E — F en posant f(e;) = w; pour i = 1,...,n. Par le

théoreme précédent, f est un isomorphisme, autrement dit £ et F' sont isomorphes.

Le théoreme suivant s’appelle également théoréeme de la dimension ou théoréeme du rang.

Théoreme noyau-image.
Si E est de dimension finie alors

dim £ = dim Ker f + dim S f.

Preuve.
Puisque F est de dimension finie, le sous-espace vectoriel Ker f admet un supplémentaire dans FE.
Choisissons-en un et appelons-le G. Cela signifie que £ = G + Ker f et G N Ker f = {0}.

Soit g: G — S f lapplication définie par g(u) = f(u) pour tout u € G (c’est une restriction de
I'application f). Calculons Ker g. Soit u € G tel que g(u) = 0, autrement dit f(u) = 0. On a donc
u € GNKer f, donc u = 0. Par conséquent Ker g = {0} donc g est injective.

Soit v € & f. Par définition il existe u € E tel que f(u) = v. Puisque E = G + Ker f, il existe
up € G et ug € Ker f tels que u = uy + us. Alors

v=f(u) = flur +up) = fur) + fug) = flur) +0 = g(w).

L’application g: G — f est donc surjective. Par conséquent g est un isomorphisme de G sur
S f, donc dim G = dim S f. Enfin, puisque ' = Ker f & G, on a dim F = dim Ker f 4+ dim G donc
dim £ = dim Ker f + dim & f. Ceci conclut la preuve.

Exemple 1.
Soit f: R" — R, f(x1,...,2,) = @121+ - -+ a,x, avec ay, ..., a, sont tous nuls. Si (eq,...,e,) est
la base canonique de R", on a f(e;) = a;. Donc S f # {0}. Par conséquent dim &f > 1 et comme
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S f est inclus dans R qui est de dimension 1, on a dim & f = 1. Par le théoreme noyau-image, on en
déduit Ker f est de dimension n — 1, autrement dit le sous-espace vectoriel d’équation cartésienne
a1x1+ -+ apx, = 0 est de dimension n — 1.

Exemple 2.
Il n’existe pas d’application linéaire injective f: R® — R? car dim3f < dimR? = 2 et comme
dimKer f = dimR? — dim S f on a dim Ker f > 1.

Théoreme.

Supposons que dim F = dim F. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
— f est injective,

— f est surjective,

— f est un isomorphisme.

En général, il est plus facile de montrer qu'une application est injective (en montrant Ker f = {6})

Preuve.

On a les équivalences suivantes :

e f injective < Ker f = {0} < dimKer f = 0.

o f surjective & Jf = F & dimSf =dim F & dimSf = dim E.

Le théoreme noyau-image nous donne que dim F = dim Ker f + dim §f donc on a ’équivalence
dimKer f = 0 & dimS3f = dim F, autrement dit f est injective si et seulement si elle est

surjective. Donc, si on suppose que f est injective ou surjective, elle est bijective. Et si on suppose
que f est bijective, elle est évidemment injective et surjective.

Exemple.
Soit f: R? — R?, f(x,y) = (v + y,x — y). Cherchons Ker f. f(z,y) = 0 est équivalent &

r +y = 0 r +y =0

r -y = 0 -2y =0
donc y = 0 et z = 0. On a montré que Ker f = {0} donc f est un isomorphisme (ici E = F = R?
donc évidemment dim F = dim F)).

4.6 Matrice d’une application inversible

Théoreme.

Soit E/ et E’ des espaces vectoriels de méme dimension n, B une base de E et B’ une base de
E’. Soit f: E — F une application linéaire et soit A sa matrice dans les bases B et B’. Alors
Iapplication f est un isomorphisme si et seulement si la matrice A est inversible.

De plus, si f est un isomorphisme alors A~! est la matrice de f~! dans les bases B et B.

Preuve. Supposons que f est un isomorphisme. Soit M la matrice de f~! dans les bases B’ et B.
Par un théoréme vu au paragraphe 3, la matrice M A est la matrice de I'application f~! o f dans
les bases B et B. Or f~'o f = Idg et la matrice de Idg dans la base B est la matrice identité, donc
MA =1, On a de méme f o f~! = Idp et sa matrice dans la base B’ est AM, donc AM = I,.
On en déduit que A est inversible et M = A~!.

Réciproquement, supposons que A est inversible. Soit g: F' — E I'application linéaire telle que les
coordonnées de g(u}) dans la base B sont les coordonnées de la colonne i de la matrice A~ (on
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a vu qu’on peut définir une application linéaire en donnant les images des vecteurs d’une base).
Autrement dit, A7! est la matrice de g dans les bases B’ et B. La matrice A™'A = I, est la
matrice de 'application g o f dans la base B. Or [, est la matrice de Idg dans la base B, donc
go f = 1Idg (ces deux applications linéaires ont la méme matrice, donc elles coincident sur une
base, donc elles sont égales). De méme, la matrice AA™! = I, est la matrice de f o g dans la base
B’, donc f o g=1Idr. On en déduit que f est inversible et g = f~1.

4.7 Changement de bases

Définition.

Soit B = (uq,...,u,) et B = (u},...,u),) deux bases de E. La matrice de passage de la base
B a la base B’ est la matrice carrée P € M, (K) dont les coefficients de la colonne i sont les
coordonnées du vecteur w; dans la base 5.

Exemple.
Soit £ = R? u; = (1,0), upg = (0,1), B = (uy,us) (c’est la base canonique de R?), v} = (1,1),
uh = (2,3) et B/ = (u},u}y); on peut montrer que B’ est une base de R?. La matrice de passage de

BaB’estpz(l 2).

1 3
On a (1,0) = 3(1,1) — (2,3) et (0,1) = —2(1,1) + (2,3), autrement dit u; = 3u) — u} et
up = —2u} + u). Donc les coordonnées de u; dans B’ sont (3,—1). et les coordonnées de us
dans B’ sont (—2,1). La matrice de passage de B’ a B est : P’ = ( _31 _12 )

Propriétés des matrices de passage.

Considérons I'application identité Idg: E — E. On a Idg(u}) = w} donc par définition la matrice
de 'application Idg dans les bases B et B’ est la matrice de passage P. Comme 'application Idg
est un isomorphisme, on en déduit que P est inversible et que P~! est la matrice de I'application
Id.' = Idg dans les bases B et B. Par conséquent P! est la matrice de passage de B’ a B.

Soit v € E. Notons (z1,...,2,) les coordonnées de v dans la base B, (z1, ..., 2!,) les coordonnées
T )

de v dans la base B’ et X = L X =
Tn x!

On a I’égalité v = Idg(v), ce qui se traduit par la relation matricielle X = PX".

Propriétés.

Soit B et B’ des bases de E et soit P la matrice de passage de B a '.

e La matrice P est inversible et son inverse P! est la matrice de passage de B’ & B.

e Si X représente les coordonnées d’'un vecteur u dans la base B et si X’ représente les coordonnées
de u dans la base B’ alors X = PX'.

Attention au piege!
P s’appelle la matrice de passage de B a B’ mais la formule X = PX’ donne les coordonnées
dans B en fonction des coordonnées dans B’, et non l'inverse.

Pour avoir les coordonnées dans B’ en fonction des coordonnées dans B, il faut utiliser la formule
X' =P X,
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Formule de changement de bases.

Théoreme.

Soit B et B’ des bases de F et P la matrice de passage de B a B'. Soit f: F — E un endomorphisme
de F, A la matrice de f dans la base B et A’ la matrice de f dans la base B’. Alors on a la formule
de changement de bases suivante :

A= P7LAP.

Preuve. Nous avons déja vu que P est la matrice de Idg dans les bases B et B’ et que P! est la
matrice de Idg dans les bases B’ et B. Par un théoreme vu au paragraphe 3, AP est la matrice de
foldg dans les bases B’ et B, et de méme P~!(AP) est la matrice de Idg o f oIdg dans la base B'.
Or Idg o foldg = f donc P~'AP est la matrice de f dans la base B', c’est-a-dire P71 AP = A’
Ceci termine la preuve.

Remarque.

La formule du changement de base a un intérét théorique mais en pratique on ne 'utilise pas pour
calculer A" a partir de A et de P. Pour calculer A’, on revient a la définition de la matrice d’une
application dans une base.

Exemple.
Cet exemple illustre a quoi peut servir la formule de changement de bases.

Soit f: R?® — R? Dlapplication lindaire dont la matrice dans la base canonique est A =

3 ( g _11 ) Soit u; = (1,1) et us = (1,3). Les vecteurs uy, us forment une base de R? car

ils ne sont pas colinéaires (c’est-a-dire ils ne sont pas proportionnels).

On a f(u1) = (2,2) = 2uy et f(uz) = (1,3) = uy donc la matrice de f dans la base (uy,uy) est

A = (1) 5 ) Les puissances de A’ se calculent facilement par récurrence :
10 10 1 0
2 _ 3 _ m __ : >
A (0 4),A (O 8),...etA (0 2n)p0urtoutentlern_1.
La matrice de passage de la base canonique a la base (uy,us) est P = ( } 3 ) . Si on calcule son

3 -1
. _1 . l
inverse, on trouve P~ = 3 ( 1 )

On a A = P'AP donc A = PA'P~'. Calculons les puissances de A en fonction de A’ :
A2 = (PAPYHY(PAP™) = PA?PL A3 = A2A = (PA?P Y)Y (PAPY) = PABP!. ..
A" = PA"™P~1 Si on utilise la formule de A™ pour calculer le produit PA™ P~ on trouve :

An—l 3—on 142
T 9o\ 3-32" —1+4+39"

) pour tout entier n > 1.
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