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Chapitre 1Séries de FourierDes problèmes historiquesDé�nitions des séries de FourierConvergene des séries de FourierDérivation et intégration terme à termePhénomène de GibbsFormule de PlanherelSéries de fontions orthogonales1.1 Des problèmes historiquesL'idée de représenter une fontion par une série de sinus et osinus de dif-férentes fréquenes remonte au problème des ordes vibrantes résolu par l'eny-lopédiste d'Alembert en 1747. Ce point de vue sera repris par Fourier en 1808dans son mémoire sur la propagation de la haleur.Dans e travail, Fourier montre que la température T (~r, t) obéit à l'équationaux dérivées partielles :
Tt = Txx + Tyy + Tzz.La situation stationnaire (Tt = 0), orrespond à une équation de Laplae :△T =

0. Fourier ommene par onsidérer un as stationnaire où il y a invariane partranslation selon 0z : T (~r, t) = T (x, y, t), et herhe une solution dans le domainedé�ni par y > 0 et 0 < x < 1. Le problème est de déterminer une solution bornéeave les onditions aux limites partiulières T (0, y) = T (1, y) = 0 et T (x, 0) = 1.Fourier herhe une solution sous forme séparable T (x, y) = f(x)g(y) qui leonduit au système d'équations di�érentielles
f ′′(x)

f(x)
= −g

′′(y)

g(y)
= −C2,où C est une onstante. On a don omme solution générale de es équations :

f(x) = A sinCx+B cosCx,

g(y) = A′ e+Cy +B′ e−Cy
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4 CHAPITRE 1. SÉRIES DE FOURIERComme T (0, y) = 0 et que la solution reherhée doit être bornée pour y → ∞,les solutions sont toutes de la formes T (x, y) = sinCx e−Cy ; la ondition auxlimites T (1, y) = 0 �xe la valeur de C qui vaut nπ où n est un entier positif. Unesolution générale s'érit don sous la forme de la série : ∑∞
n=1 ane

−nπy sinnπx,où les oe�ients an sont ontraints par la dernière relation T (x, 0) = 1.En utilisant la propriété ∫ 1
0 sinnπx sinmπxdx = δmn/2, on trouve an =

4/(nπ) pour n impair et an = 0 pour n pair. Les an étant bornés, la sérieobtenue est onvergente, et on a don trouvé une solution sous la forme d'unesérie de sinus qui omprend toutes les harmoniques impaires :
T (x, y) =

∞∑

n=1,3,5···

4

nπ
e−nπy sinnπx, (x, y) ∈ [0, 1] × [0,+∞[Partant de là, il était naturellement tentant de savoir si le proédé étaitgénéralisable, et quelles onditions devait satisfaire une fontion pour qu'onpuisse la représenter sur un intervalle par une série trigonomérique. Autrementdit, an(f) et bn(f) étant des oe�ients dépendant de la fontion f , quandpeut-on érire

f(x) =
∞∑

n=0

(an(f) sinnπx+ bn(f) cosnπx) ?1.2 Dé�nition des séries de FourierDé�nition 1.2.1 Soit f une fontion de période T , dé�nie sur R et à valeursdans R. On pose ω = 2π/T . La série de Fourier assoiée à la fontion f est lasérie dé�nie par la relation
b0(f) +

∞∑

n=1

bn(f) cosnωt+
∞∑

n=1

an(f) sinnωt ≡
+∞∑

n=−∞

cne
+inωt,ave cn = (bn − i an)/2.Les oe�ients de Fourier an, bn et cn, lorsqu'ils existent, sont dé�nis parles relations

b0(f) =
1

T

∫ T

0
f(t)dt,

bn(f) =
2

T

∫ T

0
f(t) cosnωtdt,

an(f) =
2

T

∫ T

0
f(t) sinnωtdt,

cn(f) =
1

T

∫ T

0
f(t)e−inωtdt.
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1.3. CONVERGENCE DES SÉRIES DE FOURIER 5Pour que les oe�ients existent, il n'est pas néessaire que f soit ontinue, ilsu�t que f soit intégrable sur l'intervalle période. On remarquera en partiulierque c0 = b0 et que c−n est la quantité onjuguée de cn : c−n = c̄n. La dé�-nition de es oe�ients est suggérée (en as de onvergene) par les relationsd'orthogonalité (à démontrer) :
∫ T

0
sinmωt sinnωt dt =

∫ T

0
cosmωt cosnωt dt =

T

2
δm,n (m 6= 0),

∫ T

0
sinmωt cosnωt dt = 0, ∀m,n,∈ NLe développement en séries d'exponentielles omplexes peut apparaître pluséonomique. Il est ependant préférable d'utiliser les développements en sinus ouosinus lorsque les fontions ont une parité dé�nie. En e�et, omme les intégra-tions peuvent être prises sur l'intervalle symétrique [−T/2,+T/2], les oe�ients

an ou bn sont nuls selon que la fontion est paire ou impaire. La série de Fourierd'une fontion impaire ne ontient don que des sinus (fontion impaire), et lasérie de Fourier d'une fontion paire est une série de osinus (fontion paire).Il est bon de mentionner qu'on parle parfois de développement de Fouriersur un intervalle (a, b) pour une fontion non périodique. Il s'agit en fait dudéveloppement de la fontion f1, de période (b − a), qui oïnide ave f surl'intervalle (a, b). Si la série onverge vers la fontion, le développement en sériede f n'est pas en général valable en dehors de (a, b).1.3 Convergene des séries de FourierIl ne su�t malheureusement pas que les oe�ients de Fourier existent pourque la série de Fourier onverge vers sa fontion. Kolmogorov a même exhibéun exemple de fontion sommable dont la série de Fourier diverge en tout pointde l'intervalle période !En physique, on a souvent a�aire a des fontions assez régulières, et un pre-mier théorème garantissant la onvergene dans des onditions pas trop ontrei-gnantes est donné par l'énoné suivant :Théorème 1.3.1 Si f est de arré sommable ou si f est de lasse C2 surl'intervalle période I, la série de Fourier onverge (normalement) vers f dans
I.Si f est C2, en intégrant 2 fois par parties, on établit failement que |cn| ≤
sup |f ′′(t)|/(4π2n2), e qui montre que ∑

n |cn| < ∞. On peut justi�er que lasomme de la série de Fourier onstruite ave les cn s'identi�e bien ave f .Il ne su�t pas qu'une fontion soit ontinue pour que sa série de Fourieronverge. Là enore, les mathématiiens ont pu exhiber des exemples (patholo-giques) de fontions ontinues dont la série de Fourier diverge au moins en unAnalyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



6 CHAPITRE 1. SÉRIES DE FOURIERpoint de l'intervalle période. On donne maintenant un résultat plus �n dans leas de fontions éventuellement disontinues, mais régulière par moreaux.Dé�nition 1.3.1 Soit I un intervalle de R. Une fontion f dé�nie sur I et àvaleurs dans R est dite régulière par moreaux sur I, si f est bornée et n'a qu'unnombre �ni de disontinuités et d'extrema dans l'intervalle I.On dit également d'une fontion régulière par moreaux, qu'elle véri�e les ondi-tions de Dirihlet. Par exemple, la fontion x 7→ sin 1/x est bornée mais a unnombre in�ni d'extrema dans tout intervalle qui ontient 0 : elle n'est don pasrégulière par moreaux.Théorème 1.3.2 Soit f une fontion de période T dé�nie sur R et à valeursdans R. On pose ω = 2π/T . Si f est régulière par moreaux sur [0, T ], alors� aux points où f est ontinue :
+∞∑

n=−∞

cne
+inωt = f(t)� aux points de disontinuité :

+∞∑

n=−∞

cne
+inωt = lim

ǫ→0

f(t+ ǫ) + f(t− ǫ)

2
,Ce théorème montre qu'à la di�érene des séries de Taylor, il est possible dereprésenter une fontion disontinue par une série de Fourier (sous les onditionsde Dirihlet). On notera en outre que la onvergene de la série est uniformeaux points de ontinuité, mais seulement simple aux points de disontinuité.Cet aspet sera disuté de façon plus approfondie lorsque nous traiterons duphénomène de Gibbs.1.4 Dérivation et Intégration terme à termeL'intégration, terme à terme, de la série de Fourier : ∑

n cne
+inωt, s'érit

+∞∑

n=−∞

cn

∫ b

a
e+inωt dt =

+∞∑

n=−∞

cn
inω

e+inωt
∣∣b
aLe résultat de l'intégration est d'introduire une division par n de haque oe�-ient. L'intégration améliore don la onvergene. En onséquene, une série deFourier onvergente peut toujours être intégrer terme par terme, la série obtenueonvergeant vers l'intégrale de la fontion.Il est lair au ontraire, que la dérivée de la série introduit une multipliationpar n de haque oe�ient de Fourier. La onvergene s'en trouve dégradée etAnalyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



1.5. PHÉNOMÈNE DE GIBBS 7peut même être perdue. En onséquene, on ne peut pas, en général, dériverterme à terme, une série de Fourier onvergente.On dispose ependant du théorème suivantThéorème 1.4.1 Soit f une fontion ontinue de période T dé�nie sur R et àvaleurs dans R. On pose ω = 2π/T . Si f ′ est régulière par moreaux sur [0, T ],alors� La série de Fourier de f ′ peut être obtenue en dérivant la série de Fourierde f terme à terme.� aux points où f ′ est ontinue :
+∞∑

n=−∞

(inωcn)e+inωt = f ′(t)� aux points où f ′ est disontinue :
+∞∑

n=−∞

(inωcn)e+inωt = lim
ǫ→0

f ′(t+ ǫ) + f ′(t− ǫ)

2
,1.5 Phénomène de GibbsLe phénomène de Gibbs onerne l'étude du développement en série de Fou-rier au voisinage d'un point de disontinuité.Pour le mettre en évidene, onsidérons la fontion de période 2, dé�nie sur

] − 1, 1[ par
f(x) =

{
−1 −1 < x < 0
+1 0 < x < 1,On montrera en TD que le réneau arré admet pour développement en série deFourier

f(x) =
4

π

∞∑

n=1

sin(2n− 1)πx

2n− 1
,éventuellement valable sur tout R si on demande en outre que f(0) = f(1) = 0.La �gure (1.1) représente e développement lorsqu'on retient 10 et 50 termes.On onstate que loin du point de disontinuité (pour x = 0.5, par exemple),un nombre plus grand de termes améliore la onvergene (ii vers 1), tandisqu'un phénomène de rebond apparaît au voisinage du point de disontinuité.L'amplitude du rebond ne semble pas se réduire lorsqu'on augmente le nombrede termes de la série. Ce phénomène fut observé par Mihelson lors de la miseau point d'un analyseur harmonique et expliqué par J. W. Gibbs.La raison mathématique de e omportement surprenant tient dans le faitque la onvergene uniforme de la série de Fourier vers la fontion est garantieaux points où la fontion est ontinue, mais perdue aux points de disontinuités.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



8 CHAPITRE 1. SÉRIES DE FOURIER
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Fig. 1.1 � Série de Fourier du réneau arré ave 10 termes (trait épais) et 50termes (trait �n).Considérons la somme �nie à N termes orrespondant à la série de Fourier
g(x,N) ≡ 4

π

N∑

n=1

sin(2n− 1)πx

2n− 1
.Il est faile de montrer (le faire !) que :

∂g

∂x
= 2

sin 2Nπx

sinπxLe premier extremum de g (un maximum, en fait) apparaît don en x = 1/2N .Calulons la valeur de g en e point. Comme g(0, N) = 0, on a
g

(
1

2N
,N

)
= 2

∫ 1/2N

0

sin 2Nπx

sinπx
dx =

2

π

∫ π

0

sin z

2N sin(z/2N)
dz.Ainsi, même lorsque N → ∞, la somme dépasse systématiquement la valeurattendue (1) puisque :

lim
N→∞

g

(
1

2N
,N

)
=

2

π

∫ π

0

sin z

z
dz ≈ 1.17898,en aord ave le résultat numérique.On notera qu'il n'en reste pas moins vrai que la série onverge (simplement,don) vers la demi-somme des valeurs à droite et à gauhe du point de ontinuité,'est-à-dire ii vers 0.1.6 ExeriesExerie 1.1 On onsidère la fontion dé�nie sur R par :

f(t) = | sinαt|,où α est une onstante positive.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



1.6. EXERCICES 91. Représenter shématiquement ette fontion et préiser sa parité.2. Le développement en série de Fourier ontiendra-t-il toutes les harmo-niques en sinus et osinus ?3. Donner le développement en série de Fourier de la fontion f .Exerie 1.2 On onsidère la fontion f , de période 2π, égale à f(x) = π − xsi 0 < x < 2π.
1. Quelle est la parité de ette fontion ?2. Montrer que le développement de f en série de Fourier s'érit :

f(x) = 2
∞∑

n=1

sinnx

n
.Préiser pour quelles valeurs de x e développement est-il valable.3. Comment faudrait-il ompléter la dé�nition de f pour que le développe-ment préédent soit valable sur tout R.Exerie 1.3 Caluler le développement en série de Fourier de la fontion 2πpériodique qui vaut −1 pour t ∈] − π, 0[, et +1 pour t ∈]0, π[.

Exerie 1.4 Montrer que le développement en série de Fourier de la fontion
x 7→ cos ax entre −π et +π, ave a réel non entier s'érit :

cos ax =
2a sinπa

π

(
1

2a2
− cosx

a2 − 12
+

cos 2x

a2 − 22
− · · ·

)
.Exerie 1.5 On onsidère la fontion f dé�nie sur R, de période T = 1, telleque f(t) = 1 − 2|t| pour t ∈ [−1/2,+1/2].1. Quelle est sa parité ?Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



10 CHAPITRE 1. SÉRIES DE FOURIER2. Déterminer le développement en série de Fourier de f . On préisera ledomaine sur lequel e développement est valable.3. Représenter la fontion dérivée f ′.4. Peut-on obtenir le développement en série de Fourier de f ′ par dérivationterme à terme du développement en série de Fourier de f ? Justi�er votreréponse.5. Déterminer le développement en série de Fourier de f ′.
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Chapitre 2Transformation de FourierMotivationsTransformée de Fourier dans L1(R)Dérivation et InversionConvolutionTransformée de Fourier dans L2(R)Transformées à plusieurs variablesAppliations aux équations di�érentielles à oe�ients onstants2.1 MotivationsLes phénomènes physiques ne se restreignent évidemment pas aux phéno-mènes périodiques, et il est très naturel de se poser la question de la représen-tation des phénomènes physiques non périodiques par un analogue des séries deFourier. La transformation de Fourier joue préisément e r�le. La transforméede Fourier de la fontion f est la fontion f̂ , dé�nie pour ξ ∈ R par :
f̂(ξ) =

∫

R

e−i2πξxf(x) dx, (2.1)Sous ertaines onditions que l'on préisera plus loin, on dispose de la formuled'inversion qui exprime la fontion f omme une superposition de ontributionsen � fréquenes � ξ :
f(x) =

∫

R

ei2πξxf̂(ξ) dξ. (2.2)
f̂(ξ) représente don l'amplitude de la sinusoïde de fréquene ξ dans f .Il est important de réaliser que la transformation de Fourier est une ap-pliation qui assoie une fontion f à une autre fontion f̂ : 'est-à-dire uneappliation fontionnelle. Il est bon de s'interroger sur les types de fontionsque le physiien est amené à utiliser le plus souvent. En physique des milieuxontinus, par exemple, il est ommode d'introduire des densités des grandeurs11



12 CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE FOURIERphysiques onsidérées ; ainsi on parle fréquemment de densité de masses, dequantité de mouvement ou d'énergie 1. Par exemple, la relation :
∫

R3

1

2
ǫ0|E(x)|2 dx <∞,où E(x) représente le hamp életrostatique, exprime le aratère �ni de l'énergieéletrique totale. Mathématiquement, ela revient à dire que la fontion x 7→

E(x) doit être de arré sommable. Un autre exemple important du même genrede ontrainte intervient en physique mirosopique lorsqu'on adopte un point devue probabiliste pour dérire une partiule quantique dans son espae des phases.On assoie à la partiule, une �fontion d'onde� ψ, dont le arré représenteune densité de probabilité. La ondition de normalisation de la probabilité (lapartiule doit être quelque part) :
∫

R3

|ψ(x)|2 dx = 1montre que la fontion d'onde ψ doit être de arré sommable.Dans e hapitre, on se limitera2 à dé�nir et à étudier les propriétés desfontions de puissane p sommable (p = 1, 2), dé�nies sur Rn. Plus préisément :Dé�nition 2.1.1 Une fontion f , dé�nie dans R et à valeurs dans C, est depuissane p-sommable, si l'on a
∫

R

|f(x)|p dx <∞On note Lp(R), l'espae des fontions de puissane p-sommable.On vient de présenter la transformation de Fourier, omme une représenta-tion intégrale exprimée sur une base de fontions sinusoïdales. Le ontenu phy-sique d'une telle déomposition est lair, et l'on peut failement imaginer que latransformation de Fourier jouera un r�le déterminant dans tous les phénomènesphysiques mettant en jeu des périodiités spatiales ou temporelles, et plus gé-néralement des longueurs ou temps aratéristiques.Ainsi, pour donner quelques exemples, tous les phénomènes de di�usion derayonnement (lumière, rayons X, mais aussi életrons ou neutrons via la dualitéonde orpusule) sont suseptibles d'une analyse reposant sur la transformationde Fourier ; plus préisément, l'amplitude di�usée3 A(k) :
A(k) ∝

∫

R3

e−ik.rρ(r) dr,1'est-à-dire la masse, la quantité de mouvement ou l'énergie ontenue dans le petit élémentde volume dx2Un adre plus onfortable pour les besoins de la physique néessiterait l'étude de la trans-formation de Fourier au sens des distributions.3dans le adre de l'approximation de Fraunho�er.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



2.2. TRANSFORMÉE DE FOURIER DANS L1(R) 13où ρ(r) représente la densité de partiules di�usantes. De là, on déduit faile-ment que l'intensité s'exprime omme la transformée de Fourier d'un produitde onvolution (ette notion sera dé�nie plus loin).La transformation de Fourier, ontinue ou disrète, est également l'outil debase pour le traitement de l'information numérique. Le traitement du signalanalogique repose essentiellement sur l'utilisation de iruits életroniques quifontionnent mathématiquement omme des opérateurs linéaires diagonalisablespar transformation de Fourier. Le traitement du signal disret a été rendu pos-sible par la mise au point d'algorithmes rapides de alul de transformées deFourier disrètes. La transformation de Fourier est ependant limitée à une ana-lyse globale soit en temps, soit en fréquene. Les signaux omplexes doivent êtreanalysés par des outils plus sophistiqués que les �ltres linéaires. Le développe-ment réent du traitement de l'information a onduit à une analyse utilisant destransformées de Fourier à fenêtre et aux élèbres �ondelettes�.Les équations dérivant les phénomènes physiques s'expriment bien souventpar des équations di�érentielles ou par des équations aux dérivées partielles.Dans le as où les opérateurs assoiés sont linéaires et à oe�ients onstants,il est possible d'utiliser la transformation de Fourier pour diagonaliser es opé-rateurs. Parmi elles-i on peut iter :� l'équation de Poisson :
△φ(x) = −ρ(x)

ǫ0� l'équation de la di�usion :
∂c(x, t)

∂t
−D

∂2c(x, t)

∂x2
= 0� l'équation de Shrödinger libre :

i~
∂ψ(x, t)

∂t
= − ~2

2m
△ψ(x, t)� l'équation des ondes :

∂2u(x, t)

∂x2
− 1

v2

∂2u(x, t)

∂t2
= 0Par transformée de Fourier, on se ramène à l'étude d'équations algébriques, equi est, bien sûr, onsidérablement plus simple. Bien que le adre onfortablede travail pour l'étude par transformée de Fourier des équations de la Phy-sique, soit elui, plus général, des distributions, on donnera quelques exemplesd'appliations à la �n de ette partie du ours.2.2 Transformée de Fourier dans L
1(R)Dé�nition 2.2.1 Soit f ∈ L1(R), on appelle transformée de Fourier de f , lafontion, à valeurs omplexes, notée f̂ ou F(f), dé�nie pour tout ξ ∈ R par :

f̂(ξ) =

∫

R

e−i2πξxf(x) dx

Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



14 CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE FOURIERon a bien sûr :
|f̂(ξ)| = |

∫

R

e−i2πξxf(x) dx| ≤
∫

R

|e−i2πξxf(x)| dx =

∫

R

|f(x)| dx <∞d'où l'on déduit que la transformée de Fourier d'une fontion sommable est unefontion bornée.En physique, x représente soit une variable d'espae, soit le temps. La va-riable onjuguée ξ s'identi�era alors à un veteur d'onde ou à une pulsation.Il existe d'autres onventions de dé�nition ; par exemple :
f̂(ξ) =

∫

R

e−iξxf(x) dx, ou f̂(ξ) =
1√
2π

∫

R

e−iξxf(x) dx.Ave es dé�nitions de la transformation de Fourier, il n'apparaît pas de fateur
2π dans la formule d'inversion (voir plus loin), mais il en apparaît soit dans ladérivation, soit dans la onvolution.Premiers exemplesDonnons tout de suite quelques exemples de transformées de Fourier defontions sommables ouramment utilisées en Physique. Il s'agit des fontions�porte� ou de ses généralisations et des exponentielles déroissantes à supportlimité ou non limité.La fontion aratéristique 1[a,b] de l'intervalle [a, b] est la fontion qui vautl'unité dans l'intervalle et 0 ailleurs, soit :

1[a,b](x) = 1 pour x ∈ [a, b]

= 0 ailleurs.On notera Π la fontion aratéristique de l'intervalle [−1/2,+1/2] : 'est lafontion � porte � ouramment utilisée en théorie du signal. On notera égale-ment H, la fontion dite de Heaviside, 'est-à-dire la fontion aratéristique del'intervalle [0,∞[.
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Fig. 2.1 � Fontion porte et sa transformée de Fourier.
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2.2. TRANSFORMÉE DE FOURIER DANS L1(R) 15Exerie 2.1 Etablir les résultats suivants par un alul diret :
f(x) = Π(x) ⇒ f̂(ξ) =

sinπξ

πξ
,

f(x) = e−α|x| ⇒ f̂(ξ) =
2α

α2 + 4π2ξ2
pour α > 0,

f(x) = H(x) e−αx ⇒ f̂(ξ) =
1

α+ i2πξ
pour α > 0,où x ∈ R, Π la fontion indiatrie de l'intervalle [−1/2,+1/2] et H est lafontion de Heaviside.
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Fig. 2.2 � Fontion x 7→ e−|x| et sa transformée de Fourier.PropriétésLes propriétés qui suivent déoulent immédiatement de la dé�nition de latransformation de Fourier (TD).1. Conservation de la parité.si f est une fontion paire (resp. impaire), alors f̂ est une fontion paire(resp. impaire).2. Ehange de la réalité et de la symétrie hermitienne.si f est une fontion réelle, alors f̂(−ξ) = f̂(ξ),si f(−x) = f(x), alors f̂ est une fontion réelle.3. Ehange de la translation et de la modulation.
F(f(x− x0)) = e−i2πx0ξ f̂(ξ),

F(ei2πxξ0f(x)) = f̂(ξ − ξ0)4. Dilatation.
F(f(x/λ)) = |λ|f̂(λξ) pour λ réel non nulLa propriété de dilatation est l'une des propriétés les plus importantes de latransformée de Fourier ; elle traduit le fait que la transformée de Fourier d'unefontion large est une fontion étroite et réiproquement. Cela se manifeste trèssouvent en Physique ; en optique par exemple, la tahe de di�ration réé parun diaphragme irulaire est d'autant plus étendue que le rayon de l'ori�e estpetit. Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



16 CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE FOURIERExerie 2.2 1. Etablir la propriété :
F

[
ei2πxξ0f(x)

]
(ξ) = F [f(x)] (ξ − ξ0).En déduire la transformée de Fourier de la fontion x 7→ cos(2πβx)e−α|x|(α, β > 0) et la représenter sur un shéma.2. Etablir la propriété (de dilatation) :

F [f(x/λ)] (ξ) = |λ|F [f(x)] (λξ)Une autre onvention de dé�nition de la transformation de Fourier est
F [f(x)](ξ) =

∫
R
dx f(x) e−iξx. Utilisez la propriété préédente pour alu-ler F [Π(x)](ξ) ave ette onvention.Le théorème fondamental de la transformée de Fourier est le théorème suivantdit lemme de Riemann-LebesgueThéorème 2.2.1 La transformée de Fourier d'une fontion sommable est bor-née, ontinue et tend vers 0 à l'in�ni.On a déjà montré plus haut que la transformée de Fourier était bornée. Laontinuité de f̂ résulte des égalités

lim
η→0

f̂(ξ + η) =

∫

R

lim
η→0

[
f(x)e−i(2πξ+η)x

]
dx =

∫

R

f(x)e−i2πξx dx = f̂(ξ),où la permutation de la limite et du signe intégral est justi�ée.4Pour montrer que f̂ tend vers 0 à l'in�ni, on approhe f par une fontionen esalier g qui satisfait ∫
R
|f(x) − g(x)| dx < ǫ, ǫ étant un nombre aussi petitqu'on le désire. g étant une fontion en esalier est une ombinaison linéairede fontions portes translatées, on a don : |ĝ(ξ)| < ǫ, pour ξ assez grand. Lalinéarité de l'intégrale jointe à l'inégalité triangulaire permettent d'érire :

|f̂(ξ)| = | ̂(f − g)(ξ)+ ĝ(ξ)| ≤ | ̂(f − g)(ξ)|+ |ĝ(ξ)| ≤
∫

R

|f(x)− g(x)| dx+ |ĝ(ξ)|,qui peut don être rendu aussi petit qu'on le désire pour ξ assez grand.On notera en partiulier que la transformation de Fourier est une opération�régularisante� puisqu'elle rend ontinue une fontion qui ne l'est pas forément(le as de la porte, par exemple).2.3 Dérivation et Inversion1. Dérivation4une appliation du théorème de la onvergene dominéee ..Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



2.3. DÉRIVATION ET INVERSION 17Les deux théorèmes de ette setion traduisent les deux idées réiproquessuivantes : plus une fontion est dérivable, plus sa transformée de Fou-rier déroît vite à l'in�ni, plus une fontion déroît vite à l'in�ni, plus satransformée de Fourier est dérivable.Commençons par un résultat sur la transformée de Fourier de la dérivéed'une fontion :Théorème 2.3.1 Soit f ∈ L1(R), de lasse C1 dont la dérivée est som-mable, alors
f̂ ′(ξ) = 2iπξ f̂(ξ)et don,

|ξ|f̂(ξ) → 0 pour ξ → ∞.Pour retenir e résultat, il su�t d'intégrer par parties
F(f ′(x)) =

∫

R

f ′(x)e−i2πξx dx =
[
f(x)e−i2πξx

]+∞

−∞
+i2πξ

∫

R

f(x)e−i2πξx dxqui donne don le résultat puisque f(±∞) = 05. Le omportement à l'in�niest une onséquene du lemme de Riemann-Lebesgue appliqué à f̂ ′.Pour la dérivée de la transformée de Fourier d'une fontion, on a :Théorème 2.3.2 Soit f ∈ L1(R) telle que x → xf(x) soit sommable,alors
df̂

dξ
(ξ) = −F (2iπxf) (ξ)et don f est de lasse C1.Ce résultat déoule des égalités

df̂

dξ
(ξ) =

∫

R

d

dξ

(
f(x)e−i2πξx

)
dx =

∫

R

(−i2πxf(x))e−i2πξx dx = F(−i2πxf(x)),où là enore, il faudrait justi�er de l'inversion de la dérivée et du signeintégral.Ces 2 résultats se généralisent aisément aux dérivées d'ordre plus élevées.Exerie 2.3 En s'inspirant des théorèmes 2.3.1 et 2.3.2, établir la for-mule donnant la dérivée d'ordre n de la transformée de Fourier d'unefontion, et elle donnant la transformée de Fourier de la dérivée d'ordre
n d'une fontion.On s'attahera à préiser les onditions requises pour l'appliation de esthéorèmes.Exerie 2.4 (a) Montrer que la fontion ξ 7→ f̂(ξ) ≡ F(e−x2

)(ξ) véri-�e l'équation di�érentielle :
f̂ ′(ξ) + 2π2ξf̂(ξ) = 0.5 f(x) = f(0) +

R x

0
f ′(y) dy, don f(±∞) existe puisque f ′ est sommable. De plus f(±∞)doit être nul, faute de quoi f ne serait pas sommable.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



18 CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE FOURIER(b) Caluler f̂(0) puis déterminer la solution de l'équation di�érentielle.() Utiliser la propriété de dilatation pour établir le résultat :
F(e−ax2

)(ξ) =

√
π

a
e−π2ξ2/a pour a > 0.2. InversionNous avons vu omment f̂ s'exprime en fontion de f à la seule onditionque f soit sommable. On se pose maintenant la question de savoir s'il estpossible de dé�nir f en fontion de f̂ : 'est le problème de l'inversion dela transformation de Fourier. On a le résultat suivant :Théorème 2.3.3 Soit f ∈ L1(R) telle que f̂ ∈ L1(R), on a alors

f(x) =

∫

R

e+i2πxξ f̂(ξ) dξAinsi, tant qu'on reste dans L1, l'inversion n'est possible que si f et f̂sont toutes les deux sommables. On peut montrer que l'on a pas mieuxonernant ette propriété d'inversion dans L2. Le reours aux distribu-tions dites tempérées pour lesquelles on sait dé�nir une transformation deFourier lève en partie es ontraintes.2.4 ConvolutionDans ette setion on dé�nit le produit de onvolution de deux fontionssommables, et l'on montre que la transformation de Fourier éhange le produit deonvolution et la multipliation. Cette dernière propriété est d'une importanefondamentale dans les appliations omme nous le verrons dans la suite.Dé�nition 2.4.1 Soient f et g des fontions sommables, le produit de onvo-lution, noté f ⋆ g, est dé�ni par
(f ⋆ g)(x) =

∫

R

f(x− y)g(y) dyPour bien saisir ette dé�nition, on pourra essayer de onvoluer 2 portes iden-tiques : le résultat est une fontion ayant la forme d'un triangle.Comme premier exemple, onsidérons le potentiel életrostatique réé en unpoint r par une distribution de harge volumique ρ(r) ontenue dans un volume
V, on a :

V (r) =

∫

V

ρ(r′)

|r − r′| d
3
r
′ = (

1

r
⋆ ρV)(r),où ρV est la fontion égale à ρ sur V et nulle ailleurs. Cette formule peut êtreinterprétée omme la réponse du milieu étudié à la perturbation életrique lo-alisée ρ(r). La fontion a dans e as est le potentiel életrique réé par uneharge pontuelle.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



2.4. CONVOLUTION 19On pourra véri�er aisément que le produit de onvolution des fontions som-mables possède les propriétés de ommutativité, assoiativité et distributivitépar rapport à l'addition, soit :
f ⋆ g = g ⋆ f,

f ⋆ (g ⋆ h) = (f ⋆ g) ⋆ h,

f ⋆ (ag + bh) = a(f ⋆ g) + b(f ⋆ h) pour a, b ∈ C.Le théorème le plus utile pour les appliations est le théorème suivant qui montreque la transformation de Fourier remplae un produit de onvolution par unemultipliation.Théorème 2.4.1 Soient f et g sommables , alors f ⋆ g est sommable et,
f̂ ⋆ g = f̂ ĝ,qui se démontre en érivant les dé�nitions de haque membre. Si f et g sontdeux fontions sommables, leur produit n'est en général pas sommable, e quine permet pas toujours de dé�nir F(fg). Par ontre, on verra plus loin qu'onpeut démontrer une formule réiproque dans L2.Le produit de onvolution intervient fréquemment dans l'analyse des sys-tèmes linéaires et homogènes. Une situation assez générique onsiste en e�et àexiter un système par une fontion extérieure, que nous noterons x 7→ e(x) et àmesurer la réponse r(x) du système. Dans le adre de notre étude, on supposera

e et r sommables. Le système physique étudié est dit linéaire et homogène si l'onpeut dé�nir un opérateur L : e 7→ r = L(e), qui satisfait aux deux propriétéssuivantes :� L(αe1(x) + βe2(x)) = αL(e1(x)) + βL(e2(x)) ave α, β ∈ R� L(e(x− x0)) = r(x− x0)La onvolution permet de onstruire aisément un opérateur linéaire et ho-mogène. On montre en e�et, que si la réponse du système s'érit sous la forme
r = L(e) = a⋆e, où a une fontion sommable , l'opérateur L est bien linéaire ethomogène. Toute l'information sur le système est alors ontenue dans la fontion
a qu'il importe de déterminer.Entrée

e(x)
⇒ Système linéaire et homogènea(x) ⇒ Sortie

r(x) = (a ⋆ e)(x)Fig. 2.3 � E�et de �ltre d'un système linéaire et homogène.Le théorème sur la transformée de Fourier du produit de onvolution permetde aluler la réponse r = a ⋆ e d'un sytème linéaire et homogène. En e�et latransformée de Fourier donne r̂ = âê, 'est-à-dire que haque omposante ê(ξ)du signal d'entrée se trouve multipliée (ampli�ée ou atténuée) par un oe�-ient â(ξ). Le système fontionne don omme un �ltre fréquentiel, la fontion aest appelée la fontion de transfert du �ltre. Comme exemples onrets de sys-tèmes physiques homogènes et linéaires, on peut penser aux iruits életriquesAnalyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



20 CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE FOURIERonstitués d'élements passifs (résistane, bobine et apaité) qui, orretementombinés, ont e�etivement des fontions de �ltres.Exerie 2.5 On onsidère les gaussiennes de �largeur� ℓa = a−1/2 dé�niespar :
fa(x) = e−ax2

a > 0.1. Après avoir rappelé l'expression de f̂a, montrer que l'on peut utiliser laformule d'inversion pour retrouver fa à partir de f̂a.2. a et b étant 2 réels positifs, aluler fa ⋆ fb, et en déduire la relation :
fa ⋆ fb =

√
π

a+ b
f ab

a+b
.3. Etudier le as où ℓa ≫ ℓb et en déduire l'approximation :

fa ⋆ fb ≈
√
π

b
fa pour ℓa ≫ ℓb,'est-à-dire que la onvolution d'une fontion large et d'une fontion étroiteest une fontion large.2.5 Transformée de Fourier dans L

2(R)On a déjà signalé, aussi bien pour des raisons physiques que mathématiques,que le adre des fontions sommables est beauoup trop étroit pour un usageommode des transformées de Fourier. Comme il n'existe pas de relation d'in-lusion6 entre L1(R) et L2(R) on peut, par exemple, être amené à renontrer desfontions qui appartiennent à L2 sans appartenir à L1. Dans e as, il n'est pluspossible de dé�nir la transformée de Fourier par une formule intégrale, puisqueette dernière expression n'a auun sens. Un autre as problématique est eluides fontions sommables dont la transformée de Fourier n'est pas sommablemais de arré sommable. Dans e as, on ne peut utiliser la formule d'inversion,e qui est très limitant dans la pratique.Au début de e sièle, Planherel a pu étendre les résultats onnus sur latransformation de Fourier des fontions sommables aux fontions de arré som-mable, plus quelques autres que nous mentionnons dans la suite.Sans rentrer dans le détail, ontentons nous de dire que la transformée deFourier-Planherel d'une fontions de L2 est dé�nie omme une limite de trans-formées de Fourier de fontions appartenant à L1 ∩ L2.On a signalé dans une setion préédente, que l'on ne pouvait pas en généraldé�nir f̂g pour f et g dans L1 . Mais dans L2, on a6Les exemples standards sont x 7→ e−x2

/
√

x ∈ L1 /∈ L2, x 7→ e−x2 ∈ L1 ∩ L2, mais
x 7→ (x2 + 1)−1/2 ∈ L2 /∈ L1.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



2.5. TRANSFORMÉE DE FOURIER DANS L2(R) 21Théorème 2.5.1 Soient f et g deux fontions de L2(R). Alors :
f̂g = f̂ ⋆ ĝA titre d'exerie, vous pouvez essayer de véri�er e théorème dans le as par-tiulier où on peut utiliser la représentation intégrale.Le résultat le plus important est la formule de Parseval-Planherel :Théorème 2.5.2 Soient f et g deux fontions de L2(R). Alors :

∫

R

f(x)g(x) dx =

∫

R

f̂(ξ)ĝ(ξ) dξEn e�et ∫
R
f(x)g(x) dx ≡ f̂ ḡ(0) = f̂(0) ⋆ ̂̄g(0) par le théorème préédent. Lerésultat est obtenu en observant que ̂̄g(−η) = ĝ(η) (à véri�er !).Dans le as partiulier où f = g, la formule de Parseval-Planherel s'érit

∫
|f(x)|2 dx =

∫
|f̂(ξ)|2 dξ.Lorsque f représente l'amplitude d'une onde ou d'une déformation, e résultatexprime que l'énergie totale assoiée peut être alulée de façon équivalente dansl'espae des positions ou dans l'espae des fréquenes.Exerie 2.6 Utiliser la formule de Parseval-Planherel pour aluler les inté-grales suivantes : ∫

R

(
sinx

x

)n

dx pour n = 2, 3, 4.Exerie 2.7 1. Caluler la transformée de Fourier de la fontion
x→ 1

1 + x2
,et en déduire la transformée de Fourier de la fontion

x→ x

1 + x2
.2. Après avoir étudié la parité des deux fontions préédentes, aluler :

∫ +∞

0

cosmx

1 + x2
dx et ∫ +∞

0

x sinmx

1 + x2
dx pour m > 0.3. Utiliser la formule de Parseval-Planherel pour aluler les intégrales :

∫ +∞

−∞

1

(1 + x2)2
dx et ∫ +∞

0

x2

(1 + x2)2
dx

Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



22 CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE FOURIER2.6 Transformées à plusieurs variables.
ξ.x désignant le produit salaire dans Rn, soit ξ.x = x1ξ1 + · · · + xnξn si

x = (x1, · · · , xn) et ξ = (ξ1, · · · , ξn), on a la dé�nition.Dé�nition 2.6.1 Soit f ∈ L1(Rn), on appelle transformée de Fourier de f , lafontion, à valeurs omplexes, notée f̂ ou F(f), dé�nie pour tout ξ ∈ Rn par :
f̂(ξ) =

∫

Rn

e−i2πξ.xf(x) dxOn dispose dans Rn des mêmes résultats que eux obtenus dans les setionspréédentes pour les fontions à une variable. On disute maintenant 2 asimportants pour lesquels on peut obtenir des formules expliites.1. Fontions séparablesUn as partiulièrement simple est le as des fontions séparables, quis'érivent omme un produit de fontions à une variable : f(x) ≡ ∏n
i=1 fi(xi).Si haque fontion fi est sommable dans R, on a simplement :

f̂(ξ) =
n∏

i=1

f̂i(xi)puisque e−i2πξ.x =
∏n

i=1 e
−i2πξixi .2. Fontions radialesLes fontions radiales, d'un usage très fréquent en Physique, sont des fon-tions qui ne dépendent que de la distane à l'origine. On a don dans eas :

f(x) = F (r) où r ≡ (x1 + · · ·xn)1/2Montrons d'abord que si f est radiale alors f̂ aussi. Si f est radiale elaveut dire que n'importe quelle rotation R entrée sur l'origine est telle que
f(Rx) = f(x) pour tout x. Montrons alors que f̂(Rξ) = f̂(ξ).

f̂(Rξ) =

∫

Rn

e−i2πRξ.xf(x) dxOr, Rξ.x = ξ.R−1x, de sorte qu'en e�etuant le hangement de variable
y = R−1x, de jaobien égal à 1, on a

f̂(Rξ) =

∫

Rn

e−i2πξ.yf(Ry) dy = f̂(ξ),puisque f(Ry) = f(y) par hypothèsePosons ρ ≡ (ξ1 + · · · ξn)1/2, il existe don une fontion G telle que f̂(ξ) =
G(ρ). On va montrer que G s'exprime en fontion de F . On peut toujourshoisir un système d'axes orthonormés, de telle sorte que ξ = (0, · · · , ξn)Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



2.7. APPLICATIONS AUX EDO À COEFFICIENTS CONSTANTS 23(ξ étant donné, ela revient à plaer l'axe Oxn dans la diretion du veteur
ξ), alors, puisque ρ = ξn et f(x) = F (r) :

f̂(ξ) =

∫

Rn

e−i2πξnxnf(x) dx =

∫

Rn

e−i2πρxnF (r) dx = G(ρ)La suite du alul dépend de la dimension (le faire !) :
G(ρ) = 2

∫ ∞

0
cos(2πρr)F (r) dr pour n = 1,

G(ρ) = 2π

∫ ∞

0
rJ0(2πρr)F (r) dr pour n = 2,

G(ρ) =
2

ρ

∫ ∞

0
r sin(2πρr)F (r) dr pour n = 3,où on a introduit la fontion de Bessel J0(u) dé�nie par la relation J0(u) ≡

1
2π

∫ 2π
0 e−iu cos θ dθ.Exerie 2.8 Soit (x, y, z) un élément de R3 ; on pose r = (x2 + y2 + z2)1/2.Caluler la transformée de Fourier de la fontion :

(x, y, z) → e−αr

r
, α > 0.2.7 Appliations aux EDO à oe�ients onstantsDans ertaines ironstanes que nous allons préiser plus loin, la transfor-mation de Fourier transforme une équation di�érentielle à oe�ients onstantsen une équation algébrique. On dit parfois que la transformation de Fourier�diagonalise� les opérateurs à oe�ients onstants. Lorsque ette méthode estappliquable, la transformée de Fourier permet de déterminer une solution par-tiulière d'une équation di�érentielle ayant un �bon� omportement physique.Considérons une équation di�érentielle linéaire à oe�ients onstants d'ordre

m. Sa forme générale s'érit
f (m)(x) +

m−1∑

i=1

aif
(i)(x) + a0f(x) = h(x) (2.3)où h est une fontion donnée et f l'inonnue.A l'équation sans seond membre, on assoie l'équation aratéristique :

P (λ) = λm +
m−1∑

i=1

aiλ
i + a0 = 0Prenons la transformée de Fourier de l'équation di�érentielle ; alors, s'il estlégitime d'appliquer le théorème sur la transformée d'une dérivée, on obtientAnalyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



24 CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE FOURIER
P (i2πξ)f̂(ξ) = ĥ(ξ). Si le polyn�me aratéristique n'a auune raine imaginairepure, on peut proéder à la division et l'on obtient :

f̂(ξ) =
ĥ(ξ)

P (i2πξ)Si maintenant f̂ est elle-même sommable, on peut utiliser la formule d'in-version et l'on obtient omme solution :
f(x) =

∫

R

e+i2πxξ ĥ(ξ)

P (i2πξ)
dξExempleUn ertain nombre de problèmes de Physique, dans des ontextes variés,admettent une modélisation qui est elle de l'osillateur harmonique amorti. Ladynamique du système est régie par l'équation di�érentielle :

u′′(t) + γu′(t) + ω2
0u(t) = f(t)où ω0, réel positif, est la fréquene propre de l'osillateur, γ ∈ R+, un oe�ientd'amortissement et f une fore extérieure onvenablement normalisée. Pour desraisons de ommodité évidente, on posera ξ ≡ ω/2π la variable onjuguée dutemps t dans la suite du problème. Le problème est de trouver u pour f donnée.Le polyn�me aratéristique P (iω) = −ω2 + iγω + ω2

0 admet pour raines :
ω± =

iγ

2
∓ ω1,

ω1 =

√
ω2

0 − γ2

4

ω± ne peut être réel sauf si γ = 0 (dans e as ω = ω0 annule P (iω)).Plus préisément,� si ω0 > γ/2, ω1 est réel, ω± a une partie réelle et une partie imaginaire,et on s'attend à e que la solution osille ave la fréquene ω1 et s'atténueave le temps aratéristique τ = 2/γ.� si ω0 < γ/2, ω1 et ω± sont imaginaires purs, le système est dit sur-amorti,et il apparaît 2 temps aratéristiques d'amortissement :
1

τ±
=
γ

2


1 ∓

√
1 −

(
ω0

γ/2

)2

il est faile de voir qu'en as de fort amortissement : γ/2 ≫ ω0, τ+ ≈ γ/ω2

0et τ− ≈ 1/γ ; au temps longs devant τ−, seul ompte τ+ e qui revient ànégliger le terme inertiel dans l'équation di�érentielle et à onsidérer
γu′(t) + ω2

0u(t) = f(t),équation e�etivement utilisée dès lors que les e�ets visqueux sont pré-pondérants.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



2.7. APPLICATIONS AUX EDO À COEFFICIENTS CONSTANTS 25Pour u et f dans L1(R), et γ 6= 0, on peut don érire :
û(ω) =

f̂(ω)

−ω2 + iγω + ω2
0La fontion de réponse χ du système est dé�nie par le rapport �e�et/ause�,soit ii :

χ(ω) =
û(ω)

f̂(ω)
=

1

P (iω)
=

1

−ω2 + iγω + ω2
0

,omme ω2
1 = ω2

0 − γ2/4, on a
−ω2 + iγω + ω2

0 = −ω2 + iγω + ω2
1 +

γ2

4
= ω2

1 − (ω − iγ/2)2don,
χ(ω) =

1

2ω1

[
1

ω1 − ω + iγ/2
+

1

ω1 + ω − iγ/2

]Pour ω0 > γ/2 (ω1 réel), on a enore :
χ(ω) =

i

2ω1

[
1

i(ω + ω1) + γ/2
− 1

i(ω − ω1) + γ/2

]
=

i

2ω1
F

([
e−iω1t − e+iω1t

]
H(t)e−γt/2

)
,et don

χ(t) =
1

ω1
sin(ω1t)H(t)e−γt/2,

u(t) = χ(t) ⋆ f(t)qui donne don la solution pour toute fore extérieure sommable, dans le as ω1réel. On trouve bien, omme annoné, une réponse du système qui osille à lafréquene ω1 tout en s'amortissant ave le temps aratéristique τ = 2/γ.Lorsque ω0 < γ/2, on a ω1 = i
√
γ2/4 − ω2

0, et l'on peut érire :
χ(ω) =

1

2ω′
1

[
1

iω + τ−1
+

− 1

iω + τ−1
−

]
=

1

2ω′
1

F
(
H(t)

[
e−t/τ+ − e−t/τ−

])
,

ω′
1 =

√
γ2/4 − ω2

0Compte tenu des relations entre τ+ et τ−, on peut aussi érire :
χ(t) =

1

ω′
1

sinh(ω′
1t)H(t)e−γt/2,

u(t) = χ(t) ⋆ f(t),solution qui se omporte bien omme e−ω2
0t/γ au temps longs.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



26 CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE FOURIERExerie 2.9 On onsidère le iruit RC série. u(t) désigne la tension d'entrée,et on mesure la tension de sortie v(t) aux bornes de la apaité C. On note
τ = RC la onstante de temps du iruit.1. Montrer que les tensions satisfont l'équation di�érentielle

v′(t) +
v(t)

τ
=
u(t)

τ2. On applique une tension d'entrée dont on suppose seulement qu'elle or-respond à une fontion sommable. Montrer que
v(t) = (a ⋆ u)(t)Donner l'expression de la fontion a.3. On donne la forme suivante au signal d'entrée :
u(t) = u0H(t)e−αtQuelle est la forme du signal de sortie :(a) pour α 6= τ−1 ?(b) à la résonane : α = τ−1 ?4. Pourrait-on traiter le problème par la même méthode si le signal d'entréeavait la forme u(t) = u0H(t) (signal ontinu) ?
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Chapitre 3Transformation de Fourier ausens des distributions
On a déjà fait remarquer qu'une dé�nition de la transformation de Fourierlimitée aux fontions sommables était beauoup trop ontraignante dans lesappliations. Ainsi, des fontions aussi ourantes que les fontions onstantesou la fontion de Heaviside, n'admettent pas de transformées de Fourier au sensdes fontions, puisqu'elles n'appartiennent pas à L1(R). Nous montrons dans ehapitre, que le adre des fontions généralisées, ou distributions, o�re un adrebeauoup plus onfortable qui permet de dé�nir beauoup plus de transforméesde Fourier.Pour dé�nir une opération au sens des distributions, la proédure est toujoursla même : on reporte la dé�nition sur la fontion test. Suivant ette idée, ϕ étantune fontion test, la TF de la distribution T , que nous noterons T̂ , pourrait êtredé�nie par l'égalité : 〈

T̂ , ϕ
〉
≡ 〈T, ϕ̂〉Cette dé�nition peut sembler satisfaisante pour toute fontion test ϕ ∈ D(R),mais il apparaitrait rapidement que les aluls e�etifs mettant en jeu en par-tiulier l'inversion et la onvolution seraient assez malaisés dans e as. Ondébute don e hapitre en introduisant un nouvel espae de fontions tests etson espae assoié de distributions.3.1 Espaes de Shwartz S(R) et S ′(R)On introduit un nouvel espae de fontions tests, que l'on appelle l'espaede Shwartz, et que l'on note S(R). Cet espae désigne l'espae des fontionsindé�niment dérivables à déroissane rapide, 'est-à-dire des fontions ϕ indé-�niment dérivables sur R qui véri�ent :

∀n, p ∈ N, |xn ϕ(p)(x)| ≤Mp,n, ave Mp,n réels.27



28 CHAPITRE 3. TRANSFORMATION DE FOURIER AU SENS DESDISTRIBUTIONSDu fait de la ontrainte très forte de déroissane plus rapide que toute fontionen x−n, on notera que les fontions de S(R) sont, d'un point de vue pratique, trèssemblables aux fontions (indé�niment dérivables à support bornés) de D(R).De la même façon qu'on introduit l'espae des distributions D′(R) ommel'ensemble des formes linéaires dé�nies sur D(R), on dé�nit l'espae des dis-tributions tempérées S ′(R) omme l'ensemble des formes linéaires dé�niessur S(R). Ce sont es distributions tempérées1 pour lesquelles nous dé�nironsune transformée de Fourier.Donnons quelques propriétés de es espaes.Théorème 3.1.1 Les fontions de S ainsi que toutes leurs dérivées sont bornéeset intégrables sur R.Soit ϕ ∈ S. Par dé�nition, toutes ses dérivées sont également dans S . Don, ∀n, p, |xn ϕ(p)(x)| ≤
Mp,n, et en partiulier que |(1+x2) ϕ(p)(x)| ≤ Mp,0 +Mp,2. Toutes les dérivées ϕ(p) sont donbornées et majorées par des fontions intégrables : elles sont don elles-mêmes intégrables.Ainsi, puisque S(R) ⊂ L1(R), toutes les dé�nitions, propriétés et théorèmesvus au hapitre préédent pour les fontions sommables s'étendent aux fontionsde l'espae de Shwartz. En partiulier la transformée de Fourier d'une fontion
ϕ ∈ S(R) est dé�nie, pour q ∈ R, par l'intégrale :

ϕ̂(q) = [Fϕ] (q) ≡
∫

R

ϕ(x) e−i2πqx dxMais il y a plus : la formule d'inversion est valable pour toute fontion de S (equi n'était assuré dans L1, que si la TF était elle-même dans L1), et la formule deParseval-Planherel (valable dans L2 mais pas dans L1), s'étend aux fontionsde S. Le théorème qui suit (dont la preuve est donnée dans les omplémentsd'intégration du ours de math de S5) résume la situation :Théorème 3.1.2 1. Soit ϕ ∈ S. Sa transformée de Fourier ϕ̂ est elle-mêmedans S.2. Toute fontion ϕ ∈ S est la TF inverse d'un élément ϕ̂ ∈ S, telle que :
ϕ(x) =

[
F−1ϕ̂

]
(x) ≡

∫

R

ϕ̂(q) e+i2πqx dq3. Pour ϕ et ψ dans S :
∫

R

ϕ(x)ψ(x) dx =

∫

R

ϕ̂(q)ψ̂(q) dq,et en partiulier, pour ϕ ∈ S :
∫

R

|ϕ(x)| 2 dx =

∫

R

|ϕ̂(q)| 2 dq.1Le terme �tempéré� est à omprendre ii ommemodéré : nous verrons que les distributionstempérées ne doivent pas roître à l'in�ni plus vite que des polyn�mes.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



3.2. TRANSFORMÉE DE FOURIER DES DISTRIBUTIONS 29La dernière égalité montre que la TF onserve la norme dans S(R).Conernant l'espae des distributions tempérées S ′(R), les ritères suivantpermettent de savoir dans de nombreux as si une distribution est tempérée ounon :Théorème 3.1.3 1. Les fontions qui sont soit sommables, soit bornées, soitmajorées par un polyn�me dé�nissent des distributions régulières tempé-rées.2. Les distributions à support bornés sont tempérées.Pour le premier point il faut montrer que R
R

f(x)ϕ(x) dx est �nie lorsque ϕ ∈ S. Comme ϕ estbornée, si f est sommable ou bornée, l'intégrale a un sens. Le produit d'un polyn�me et d'unefontion de S est également une fontion de S, don intégrable. Pour le 2ème point, omme
ϕ ∈ S, ϕ est C∞, et omme la distribution (disons T ) est à support borné par hypothèse, leproduit 〈T, ϕ〉 a un sens.
⋄ ExempleLes distributions δa et δ(n) sont des distributions tempérées.Les distributions régulières 1,H, cos 2πax,H ei2πax sont des distributions tempérées.Lorsque le théorème préédent ne peut être appliqué, pour savoir si unedistribution partiulière T est tempérée, il faut véri�er diretement si 〈T, ϕ〉 aun sens pour toute fontion ϕ ∈ S.3.2 Transformée de Fourier des distributionsDé�nition 3.2.1 Soit T ∈ S ′(R), 'est-à-dire une distribution tempérée. Latransformée de Fourier, T̂ = FT , de la distribution T est dé�nie par la relation :

∀ϕ ∈ S(R), 〈FT, ϕ〉 ≡ 〈T, Fϕ〉 ,et la transformée de Fourier inverse, F−1T , est dé�nie par la relation :
∀ϕ ∈ S(R),

〈
F−1T, ϕ

〉
≡

〈
T, F−1ϕ

〉
,

⋄ Exemples
δ̂ = 1 et 1̂ = δ.En e�et, par dé�nition 〈δ̂, ϕ〉 = 〈δ, ϕ̂〉 = ϕ̂(0) =

∫
R
ϕ(x) dx = 〈1, ϕ〉.De même, 〈1̂, ϕ〉 = 〈1, ϕ̂〉 =

∫
R
ϕ̂(q) dq = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉.Ce résultat est très souvent érit sous forme intégrale dans les ours de physique, soit :Eritures inorretes : ∫

R

e−i2πqx δ(x) dx = 1 et ∫

R

e−i2πqx dx = δ(q)Insistons enore une fois que es expressions sont largement abusives puisque δ n'estpas une fontion et que es 2 intégrales ne sont pas dé�nies.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



30 CHAPITRE 3. TRANSFORMATION DE FOURIER AU SENS DESDISTRIBUTIONSLa dé�nition préédente peut prendre une forme plus préise lorsque lesdistributions sont à support borné. En e�et, par dé�nition :
〈FT, ϕ〉 ≡ 〈T, Fϕ〉 =

〈
T,

∫
ϕ(x) e−i2πqx dx

〉
=

∫ 〈
T, e−i2πqx

〉
ϕ(x) dxOn notera que 〈

T, e−i2πqx
〉 n'a un sens que si T est à support borné. La fontion

x 7→ e−i2πqx étant C∞, il en est de même de la fontion x 7→
〈
T, e−i2πqx

〉 quidé�nit don une distribution régulière. On a don prouvé le théorème suivant :Théorème 3.2.1 La transformée de Fourier d'une distribution à support bornéest une distribution régulière dé�nie par la fontion C∞ :
FT (x) =

〈
T, e−i2πqx

〉

⋄ Exemples
δ̂′(x) = +i2πx.Sans utiliser le théorème préédent, on a par dé�nition de la dérivée : 〈δ̂′, ϕ〉 = 〈δ′, ϕ̂〉 =

−〈δ, dϕ̂
dq 〉 = +

∫
i2πxϕ(x) dx = 〈i2πx, ϕ〉.On obtient le même résultat en utilisant le théorème : δ̂′(x) =

〈
δ′, e−i2πqx

〉
= −〈δ, de−i2πqx

dq 〉 =

+i2πx〈δ, e−i2πqx〉 = i2πx.Rappelons que la translatée τaT et la dilatée daT d'une distribution sontdé�nies par les relations : 〈τaT, ϕ〉 ≡ 〈T, τ−aϕ〉 et 〈daT, ϕ〉 ≡ 〈T, |a| d1/aϕ〉, pour
a ∈ R⋆ et ϕ ∈ D(R), ave (τaϕ)(x) ≡ ϕ(x − a) et (daϕ)(x) ≡ ϕ(x/a). Onétablira failement à titre d'exerie les propriétés suivantes,

F (τaT ) = e−i2πqa FT,

F (e−i2πax T ) = τa(FT ),

F (daT ) = |a| d1/a FT

⋄ ExemplesL'amplitude di�ratée A(q) par un objet dans l'approximation de Fraunhofer (dif-fration à l'in�ni) est proportionnelle à la TF de la fontion de transparene ρ.Les propriétés préédentes permettent de disuter quelques as physiquement intéres-sant : - 1 soure pontuelle à l'origine : ρ ∼ δ ⇒ A(q) ∼ 1- 1 soure translatée en x = a : ρ ∼ δa ⇒ A(q) ∼ e−i2πqa- 2 soures pontuelles en x = ±a : ρ ∼ δa + δ−a ⇒ A(q) ∼ 2 cos(2πqa)L'intensité lumineuse observée étant le module au arré de l'amplitude, on retrouve lerésultat bien onnu que l'intensité est inhangée lorsqu'on translate une soure tandisque la présene de 2 soures onduit au phénomène d'interférenes.Le as des fentes de largeurs �nies sera traité en Tds.Un autre as intéressant est la di�ration d'une onde plane e−i2π(νt−x/λ), à la foispar rapport aux variables x et t :
ρ ∼ e−i2π(νt−x/λ) ⇒ A(q) ∼ δν δ 1

λAinsi, en prenant la TF de toutes les ondes qui peuvent exister dans un milieu donné,on obtient un ensemble de points dans le plan (ν, 1
λ ) (ou (ω, k)), qui est onnue sous lenom de relation de dispersion.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



3.3. CONVOLUTION ET TRANSFORMATION DE FOURIER 313.3 Convolution et transformation de FourierPour e qui onerne la onvolution, l'éhange entre produit de onvolutionet produit par TF est total dans S(R) :Théorème 3.3.1 Soient f et g deux fontions de S(R). Alors, le produit f × get le produit de onvolution f ⋆ g sont aussi dans S(R) et l'on a :
f̂ ⋆ g = f̂ × ĝ et f̂ × g = f̂ ⋆ ĝ(la deuxième propriété n'est pas garantie dans L1(R)).La première propriété résulte d'un simple hangement de variable ; il est évident que ettepremière propriété vaut également ave la TF inverse : F−1(f ⋆ g) = F−1(f) F−1(g) Or Ffet Fg sont également dans S. Don :

F−1(Ff ⋆ Fg) = F−1(Ff) F−1(Fg) = fg don Ff ⋆ Fg = F (fg),e qui démontre la 2ème propriété.
⋄ Exemples

Π̂ ⋆Π(q) =
(

sin πq
πq

)2.Rappelons que le produit de onvolution des 2 distributions S et T , lorsqu'ilexiste, noté S⋆T , est dé�ni, pour toute fontion ϕ ∈ D(R2) de la forme ϕ(x, y) =
u(x)v(y) ave u, v ∈ D(R), par la relation :

〈S ⋆ T, u(x)v(y)〉 = 〈S, u〉〈T, v〉On rappelle également que le produit de onvolution existe si l'une au moinsdes 2 distributions est à support borné.Théorème 3.3.2 Soient S et T 2 distributions à supports bornés. Alors leurproduit de onvolution S ⋆ T est aussi à suport borné et véri�e :
F (S ⋆ T ) = FS × FTSi S et T sont à supports bornés, omme le support de S ⋆ T est inlus dans la somme dusupport de S et du support de T, le support de S⋆T est don borné. FS et FT étant à supportsbornés, e sont des distributions régulières dé�nies par les fontions FS(x) = 〈S, e−i2πqx〉 et

FT (y) = 〈S, e−i2πqy〉. Le produit de es deux fontions est tel que :
FS(x) FS(y) = 〈S, e−i2πqx〉 〈S, e−i2πqy〉 ≡

D
S ⋆ T, e−i2πq(x+y)

ECette dernière expression est une fontion C∞ (par rapport à la variable x + y) qui dé�nit laTF de la distribution S ⋆ T .Bien noter que le produit de 2 distributions, ST ou ŜT̂ ne peut être dé�nien toute généralité. Dans le as où S est une distribution tempérée quelonqueet T une distribution à support borné, le théorème tient enore, mais le produitAnalyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



32 CHAPITRE 3. TRANSFORMATION DE FOURIER AU SENS DESDISTRIBUTIONS
ŜT̂ doit être interprété omme le produit d'une distribution par une fontion
C∞.
⋄ Exemple

T̂ ′ = i2πx T̂ .Il su�t de remarquer que T ′ ≡ δ′ ⋆ T puis d'utiliser le théorème.Peigne de Dira : XLa distribution δ joue un r�le partiulier pour la onvolution qu'il onvient desouligner.En premier lieu, la distribution de Dira est l'unité du produit de onvolution.On entend par là que la onvolution d'une distribution quelonque par δ nemodi�e pas la distribution :
∀T, δ ⋆ T = T ⋆ δ = TC'est en e�et évident par TF puisque F (δ ⋆ T ) = 1.FT .En seond lieu, soulignons que δa joue le r�le d'un opérateur de translation :

∀T, δa ⋆ T = T ⋆ δa = τaT,résultat enore évident par TF puisque F (δa ⋆ T ) = Fδa.FT = e−i2πqa FT =
F (τaT ).Un peigne de Dira de pas a est la distribution orrespondant à la réunion d'unein�nité de distributions de Dira translatées en na où n est un entier positif ounégatif.Plus préisément, on admettra le résultat suivant :Soit a un réel non nul. La suite de distributions ∆Na ≡ ∑N

n=−N δna onvergedans D′ vers la distribution :
Xa ≡

∑

n∈Z

δna,que l'on appelle peigne de Dira de pas a (le symbole X se pronone �Sha�d'après une lettre de l'alphabet yrillique).
Xa ∈ S ′. Sa TF est telle que :

X̂a =
1

a
X 1

aDeux appliations importantes des peignes de Dira sont les réseaux (à traits)utilisés en optique, et la orrespondane réseau diret/réseau réiproque utiliséeen ristallographie pour interpréter les �gures de di�ration des ristaux.
⋄ ExempleUn ristal unidimensionnel onsiste en la répétition périodique d'une ellule unité(le motif) qui ontient un ou plusieurs atomes. Soit ρ0 la densité életronique de laellule unité et a la période de répétition ('est le pas du réseau), la densité totaleéletronique d'un ristal in�ni ρ∞ est obtenu en translatant ρ en na ave n ∈ Z si leristal est in�ni. On peut don érire :

ρ∞ ≡ ρ0 ⋆XaAnalyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



3.4. EQUATIONS DE CONVOLUTION 33L'amplitude di�ratée par des rayons X sur un ristal est proportionnelle à la TF dela densité életronique. On obtient don aussit�t :
A∞ = ρ̂0 ×

(
1

a
X 1

a

)Cela signi�e que l'amplitude di�usée est également périodique, mais ave une périodeen 1/a. Le signal observé dépend également de ρ̂0(q) que l'on appelle le fateur destruture en ristallographie, et que l'on note traditionnellement F (q). Dans le as où
F (q) est une fontion C∞, on peut utiliser la propriété : F (q) δn/a = F (n/a) δn/a, desorte que l'amplitude s'érit expliitement :

A∞(q) =
1

a

∑

n∈Z

F (n/a) δn/aOn n'observera don du signal dans l'espae des q (l'espae réiproque), qu'aux pointstels que q = n/a ave une intensité prportionnelle à |F |2. Des extintions supplémen-taires peuvent se produire par interférenes destrutives si le motif ontient plusieursatomes.L'analyse préédente repose sur l'hypothèse d'un ristal in�ni. Dans la réalité, toutristal est �ni et la densité életronique ρL d'un ristal �ni de taille L peut s'érire sousla forme :
ρL = ρ∞ × SL,où SL(x) est une fontion de forme du ristal. Pour �xer les idées, on peut imaginer parexemple que la fontion SL est une porte de largeur L : SL ≡ ΠL. Dans es onditions,puisque Π̂L = L sin(πqL)/(πqL), on obtient pour l'amplitude du ristal �ni :

AL(q) = A∞(q) ⋆ L
sin(πqL)

πqLL'amplitude de haun des pis aux noeuds du réseau réiproque se trouve don modu-lée par un sinus ardinal. On notera ependant que es sinus ardinaux ne se reouvrentpas puisque L≫ a ⇒ 1/L≪ 1/a.3.4 Equations de onvolutionDé�nition 3.4.1 Une équation de onvolution est une équation de la forme :
A ⋆ T = B,où A et B sont des distributions données et T une distribution inonnue.De nombreux problèmes peuvent prendre la forme d'une équation de onvolu-tion. Considérons à titre d'exemple, l'équation de iruit RC série, représentépar l'équation di�érentielle :

V ′ +
V

RC
=

U

RCComme δ′ ⋆ V = V ′ et δ ⋆ V = V , ette équation peut s'érire sous la forme
A ⋆ V =

U

RC
,Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



34 CHAPITRE 3. TRANSFORMATION DE FOURIER AU SENS DESDISTRIBUTIONSave A = δ′ + (RC)−1 δ la distribution aratérisant l'osillateur.En général, la solution d'une équation de onvolution n'est pas unique. Onpeut néanmoins montrer que l'uniité des solutions est garantie si on se res-treint aux distributions appartenant à l'ensemble D′
+(R) des distributions dontle support2 est ontenu dans [0,+∞[. Cette restrition revient, grosso modo,à onsidérer le signal nul avant un temps origine (le début de la mesure, parexemple), e qui ne pose guère de problème.

� Méthode de GreenLes équations de onvolution peuvent se résoudre par la méthode de Green(ou méthode de la réponse impulsionnelle).Supposons que l'on sahe résoudre l'équation de onvolution partiulière :
A ⋆ E = E ⋆ A = δpour A donnée. La solution, E, de ette équation est la réponse impulsionnelle(ou solution élémentaire, ou inverse de onvolution) de l'équation étudiée. Cettesolution partiulière su�t à résoudre l'équation générale A ⋆ T = B pour unesolliitation B quelonque sous la forme

T = E ⋆ BEn e�et, E ⋆ B = E ⋆ (A ⋆ T ) = (E ⋆ A) ⋆ T = δ ⋆ T = T , où l'utilisation despropriétés de ommutativité et d'assoiativité sont légitimes puisque toutes lesdistributions sont dans D′
+(R).La résolution de l'équation A ⋆ E = δ est aisée par transformée de Fourierpuisqu'on trouve aussit�t par appliation du théorème de onvolution : FE =

1/FA. On obtient ensuite E par tranformée de Fourier inverse (e qui peut êtredéliat), puis la solution générale T par T = E ⋆ B.Cette méthode ne permet pas d'obtenir toutes les solutions d'une équationde onvolution, mais seulement elle qui est dans D′
+(R) et qui admet une TF(f. exeries).

⋄ ExempleDans le as du iruit RC pour lequel A = δ′ +(RC)−1 δ, la transformée de Fourierde l'équation A ⋆ E = δ, onduit au résultat,
FE(q) =

1

(RC)−1 + i2πqLa solution élémentaire est don la distribution régulière assoiée à la fontion t 7→
E(t) = H(t) e−t/RC . Une solution de l'équation A ⋆ V = U/RC est don donnée par lerésultat :

V = H(t) e−t/RC ⋆
U(t)

RCOn remarquera qu'il faut ajouter V (0) e−t/RC pour obtenir la solution générale del'équation di�érentielle.2Rappel : le support d'une distribution T est le plus petit ensemble fermé en dehors duquel
T est nulle. Une distribution T est nulle dans un ouvert Ω de R, si 〈T, ϕ〉 = 0, pour toutefontion ϕ ∈ D(R) ayant son support dans Ω.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



3.5. EXERCICES 353.5 ExeriesExerie 3.1 Montrer que la fontion x 7→ e−x2 est une fontion de S.Pour quelle raison la fontion x 7→ e−x2
sin ex2 n'est-elle pas à déroissanerapide ?Montrer que la fontion x 7→ ex2 dé�nit une distribution régulière qui n'estpas tempérée, et en déduire que le produit d'une distribution tempérée par unefontion C∞ n'est pas toujours tempéré.Exerie 3.2 Etablir par un alul diret que les distributions xn (n ≥ 0), ln |x|et vp 1

x sont des distributions tempérées.Exerie 3.3 Caluler diretement les TF des distributions, δ′, δ(n) et δa.Exerie 3.4 Utiliser le peigne de Dira pour établir la formule, dite formulesommatoire de Poisson :
∑

n∈Z

ϕ(n) =
∑

n∈Z

ϕ̂(n), ∀ϕ ∈ SExerie 3.5 Etablir les résultats suivants :
v̂p1/x(u) = −iπ sgnu,

Ĥ(u) =
1

2iπ
vp

1

u
+
δ

2
,

ŝgnx(u) =
1

iπ
vp

1

uOn utilisera l'équation xvp 1
x = 1 et le fait que la distribution vp 1

x est impaire.Exerie 3.6 Utiliser les FT pour démontrer les propriétés suivantes :
δ ⋆ T = T ⋆ δ = T,

δa ⋆ T = T ⋆ δa = τaT,

δa ⋆ δb = δb ⋆ δa = δa+b,

δ(n) ⋆ T = T ⋆ δ(n) = T (n)

(S ⋆ T )(n) = S ⋆ T (n) = S(n) ⋆ TExerie 3.7 On herhe la solution de l'équation di�érentielle
T ′′ + a2 T = δ′,dans D′

+.1. Erire l'équation di�érentielle omme une équation de onvolution.Analyse de Fourier - 2008 - raimbault�lptp.polytehnique.fr



36 CHAPITRE 3. TRANSFORMATION DE FOURIER AU SENS DESDISTRIBUTIONS2. Véri�er que la distribution H(x) sin(ax)/a est la réponse impulsionnellede l'équation étudiée.3. Déterminer la solution de l'équation di�érentielle.4. Véri�er le résultat par dérivation.Exerie 3.8 1. Quel est l'inverse de onvolution assoié à l'opérateur dif-férentiel
d

dx
− λ Ioù λ est un réel et I l'opérateur identité ?2. En déduire l'unique solution dans D′
+ de l'équation di�érentielle :

X ′ − λX = F,où F ∈ D′
+.Exerie 3.9 1. Représenter shématiquement la distribution porte Π et sadérivée Π ′.2. Exprimer Π ′ à l'aide de distributions de Dira.3. En déduire la transformée de Fourier Π̂ de la distribution porte.
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