
IFIPS S4 Universit́e Paris XI

Equations Diff́erentielles

Cours et Exercices

Jean-Luc Raimbault
raimbault@lptp.polytechnique.fr

– 2007 –



2

Dans ce petit cours sur leséquations diff́erentielles, on vous propose un point de
vue compĺementairèa celui qui vous áet́e pŕesent́e jusqu’̀a pŕesent.

Dans les semestres préćedents, l’accent áet́e mis sur le cas important deséquations
diff érentielles lińeaires̀a coefficients constants. L’immense majorité des syst̀emes phy-
siqueśetudíes conduit cependantà deśequations diff́erentielles non lińeaires qui consti-
tuent l’objet principal du pŕesent module. A la diff́erence deśequations lińeaires,
il n’existe pas de ḿethodes analytiques systématiques pour résoudre leśequations
diff érentielles non lińeaires. La ŕesolution quantitative de ceśequations passe donc
par une solution nuḿerique, telle qu’on peut les mettre en œuvre avec des logiciels
comme MatLab ou Mathematica, ou par des méthodes approchées qui ńecessitent sou-
vent de lourds calculs qui dépassent le niveau de ce cours. Si l’on se contente d’une
information sur le comportement qualitatif des solutions,une autre voie, d’inspiration
géoḿetrique, peut̂etre abord́ee avec peu d’outils.

On pŕesente donc dans ce qui suit une introductionélémentaire aux id́ees sous-
jacentes̀a ce qu’on appellela théorie qualitative deśequations diff́erentielles. Avant
d’aborderà proprement parler ces problèmes non-lińeaires, on reconsidèrera en pre-
mier lieu le cas deśequations diff́erentielles lińeaires qui vous sont familières, mais
sous un angle plus géoḿetrique. En particulier, on montrera qu’il existe un opérateur
d’évolution (le propagateur ou résolvante), qui relie la solution du systèmeà l’instant
initial avec la solution du systèmeà un instant (ult́erieur ou ant́erieur) quelconque. Ce
propagateur sera complètement caractériśe dans les cas très fŕequents deśequations
diff érentielles du second ordre, etéclaire ce probl̀eme rebattu sous un jour nouveau.
L’analyse qualitative deśequations diff́erentielles sera alors présent́ee sur un exemple
simple, et les divers comportements possibles classifiésà l’aide de la notion depoints
fixes. On concluera par une brève étude de lastabilité des syst̀emes diff́erentiels en
dimension 2.

Pour ceux qui veulent aller plus loin, un des rares ouvrages en français sur ces
sujets est l’excellent livre :

Équations diff́erentielles et systèmes dynamiques,
par John Hubbard et Beverly West.

Traduit de l’anglais et adapté par V́eronique Gautheron.
Editions Cassini.

Cet ouvrage est abordableà votre niveau d’́etudes et contient de nombreuses illustra-
tions graphiques qui le rend très attractif.



Chapitre 1

Introduction

Une équation diff́erentielle est unéequation mettant en jeu une fonction ainsi
qu’un certain nombre de ses fonctions dérivées. La forme ǵeńerale d’uneéquation
diff érentielle d’ordren s’écrit :

f(y, ẏ, · · · , y(n), t) = 0,

où y repŕesente une fonction de la variablet, et ẏ, · · · , y(n) ses d́erivées successives.
D’un point de vue formel, le problème se pose donc de la même manìere que pour
leséquations alǵebriques, mais avec la différence essentielle que l’inconnue n’est plus
un nombre (ŕeel ou complexe), mais une fonction, c’està dire unêtre math́ematique
beaucoup plus compliqué.

L’usage deśequations diff́erentielles pour d́ecrire le comportement des systèmes
évoluant dans le temps est d’un usage universel dans toutes les sciences qui utilisent
la mod́elisation math́ematique. Cet outil commuǹa plusieurs disciplines ou sous-
disciplines sugg̀ere bien souvent d’intéressantes analogies entre des domaines a priori
sans relations. Dans ce chapitre, on commence par donner quelques exemples d’équations
diff érentielles issues de différentes disciplines.

Mécanique.

La relation fondamentale de la mécanique,́ecriteà 1 dimension d’espace pour une
particule ponctuelle, fournit une source intarissable d’équations diff́erentielles. Dans
un syst̀eme d’unit́es adapt́ees, elle s’́ecrit

ẍ = f(x, ẋ, t),

oùx désigne la position de la particule,ẋ sa d́erivée par rapport au temps (la vitesse), et
où f repŕesente les forces appliquées sur la particule. Cetteéquation, du second ordre
enx, est ǵeńeralement complét́ee par desconditions initialesqui sṕecifient la position
et la vitessèa un instant origine :x(0) = x0, ẋ(0) = v0.

Il est utile de remarquer que cetteéquation du second ordre estéquivalentèa un
syst̀eme diff́erentiel de 2́equations du 1er ordre. En effet, introduisons la vitessev ≡ ẋ,
l’ équation pŕećedente s’́ecrit aussi :

ẋ = v,

v̇ = f(x, v, t).

3
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Le plan (x, v) est appeĺe, aussi bien en physique qu’en mathématique, plan ou plus
géńeralementespace des phases.

Dans le cas particulier où f ne d́epend pas dex : f = f(v, t), par exemple,
dans le cas des mouvement dominés par les frottements, l’équation d’́evolution de
la vitesse :v̇ = f(v, t) peutêtre ŕesolue ind́ependamment dex. On obtient ensuitex
par int́egration de l’́equationẋ = v.

Si, a contrario,f ne d́epend que dex : f = f(x), l’ équation obtenue en divisant
les 2équations diff́erentielles s’́ecrit

dv

dx
=

f(x)

v
,

v(0) = v0.

On obtient donc encore unéequation diff́erentielle du 1er ordre, l’inconnuéetant la
fonctionv(x). Cetteéquation qui est śeparable dans les variablesv etx conduit direc-
tementà l’existence d’uninvariant (l’ énergie)

d

dx

(

1

2
v2(x) +W (x)

)

= 0,

où on a pośeW (x) ≡ −
∫ x

f(x′)dx′.

Dynamique des Populations.

De nombreuses modélisations de dynamique des populations (espèces animales,
diffusion des virus, substances radioactives ou chimiques) ont ét́e propośees. Parmi les
plus simples, on peut citer celle attribuéeà Malthus (1798) qui traduit la conservation
du nombre d’individusN d’une esp̀ece sous l’effet des naissancesb et des d́ec̀esd :

Ṅ = bN − dN,

N(0) = N0.

Lorsqueb = 0, on reconnait dans cettéequation la loi de d́ecroissance exponentielle
des substances radioactives sid est interpŕet́ee comme une constante de désint́egration.
Dans le cas òu b > d, rien ne vient limiter la croissance de la population, ce quin’est
pas tr̀es ŕealiste. Verhulst (1836) a proposé un mod̀ele ph́enoḿenologique non lińeaire
(mod̀ele logistique) qui s’́ecrit

Ṅ = αN

(

1 − N

N1

)

,

N(0) = N0,

où α etN1 sont des constantes positives. Ce modèle a un comportement très diff́erent
du mod̀ele linéaire de Malthus. On montrera qu’il n’existe plus de solutions qui conduisent
à l’extinction de l’esp̀ece (la solutionN = 0 est instable), le terme non linéaire condui-
santà une stabilisation de la population vers la valeur limiteN = N1.

Une classe de modèles plus sophistiqúes met en jeu 2 populations : une de proies
(ou d’exploit́es) et une de prédateurs (ou d’exploiteurs). Les hypothèses suivantes sont
vraisembables :
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1. en l’absence de prédateurs, les proies se multiplient proportionnellementà leur
effectif.

2. en l’abscence de proies, les prédateurs meurent proportionnellementà leur ef-
fectif.

3. le nombre de rencontres entre les 2 populations est proportionnel au produit des
2 populations. Chaque rencontre augmente le nombre de prédateurs et diminue
le nombre de proies.

Ces hypoth̀eses sont mod́elisées par le système non lińeaire dit de Lokta-Volterra, òu
x désigne le nombre de proies ety le nombre de pŕedateurs

ẋ = +a x− b xy = +ax

(

1 − b

a
y

)

,

ẏ = −c y + d xy = −cy
(

1 − d

c
x

)

,

et òua, b, c etd sont des constantes positives. Les solutions constantes(0, 0) et(c/d, a/b)
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FIG. 1.1 – Solutions du Mod̀ele Linéariśe de Lokta Volterra autour de(0, 0).

sont manifestement des solutions du système. Leśequationslinéariśeesautour de ces
points particuliers ont un comportement très diff́erent ainsi qu’il apparaı̂t sur les figures
(exponentiellement croissante ou décroissante autour de(0, 0) et ṕeriodique autour de
l’autre point). La solution au voisinage de(0, 0) est manifestement instable, et nous
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FIG. 1.2 – Solutions du Mod̀ele Linéariśe de Lokta Volterra autour de(c/d, a/b).

montrerons que la solution périodique demeure stable pour le système non lińeaire. Ce
comportement est illustré sur les portraits de phase (représentation paraḿetrique des
trajectoires) reportés sur la figure 1.3.
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FIG. 1.3 – Portraits de Phase du Modèle de Lokta Volterra : cas lińeariśe autour de
(0, 0) (à gauche), autour de(c/d, a/b) (au centre) et cas non linéaire (̀a droite), pour
diff érentes conditions initiales.

Equations aux D́erivées Partielles.

Mis à part les probl̀emes stationnaires̀a 1 dimension d’espace, la plupart des
équations d’́evolution ne sont pas deséquations diff́erentielles mais deśequations aux
dérivées partielles, c’est-̀a-dire deśequations diff́erentielles pour des fonctions de plu-
sieurs variables. Il apparaı̂t cependant que ceséquations se ram̀enentà deséquations
diff érentielles lorsqu’on se limitèa chercher des solutions sous une formeséparable.

Donnons deux exemples simples empruntésà l’électromagńetisme et̀a la ḿecanique
quantique.

Les solutions de l’́equation d’HelmHoltz1

△ψ(x, y, z) + k2ψ(x, y, z) = 0

cherch́ees sous la forme (séparable) :ψ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z), conduisent au
syst̀eme d’́equations diff́erentielles (le v́erifier) :

d2X(x)

dx2
+ l2X(x) = 0,

d2Y (y)

dy2
+m2Y (y) = 0,

d2Z(z)

dz2
+ n2Z(z) = 0,

où l,m, n sont des constantes telles quel2 +m2 + n2 = k2.
D’une façon comparable, cherchons les solutions de l’équation de Schrödingerà 1

dimension d’espace dépendant du temps

− ~
2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+ V (x) ψ(x, t) = i~

∂ψ(x, t)

∂t
,

1L’opérateur Laplacien est défini par△ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2
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sous la forme (śeparable)ψ(x, t) = φ(x)f(t). On obtient aussitôt les 2 équations
diff érentielles (le v́erifier)

− ~
2

2m

d2φ(x)

dx2
+ V (x)φ(x) = Eφ(x),

i~f ′(t) = Ef(t).

où E est une constante. La solution prend donc la forme bien connue ψ(x, t) =
φ(x)e−iEt/~.
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Chapitre 2

Rappels sur leśequations
diff érentielles

Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats concernant leséquations diff́erentielles
(linéaires et non lińeaires). On insiste sur le fait quetoutesleséquations diff́erentielles
linéaires du 1er ordre,̀a coefficients constants ou pas, sont exactement intégrables.
Ce ŕesultat n’est malheureusement pas géńeralisable au cas des systèmes diff́erentiels
linéaires òu l’on doit se contenter de résultats explicites lorsque le système est̀a coef-
ficients constants. On montréegalement dans ce chapitre qu’un système diff́erentiel
quelconqueet sa condition initiale peuvent̂etre reformuĺes en une seuléequation
intégrale. La preuve de la convergence des itérations successives issues de cette formu-
lation int́egrale du probl̀eme, conduit au th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz, qui garantit
localementl’existence et l’unicit́e des solutions des systèmes diff́erentiels lińeaires
sous des hypoth̀eses assez faibles.

2.1 Terminologie

Un syst̀eme diff́erentiel lińeaire d’ordren est un syst̀eme d’́equations diff́erentielles
linéaires de la forme

ẏ1(t) = a11(t)y1(t) + · · · a1n(t)yn(t) + b1(t),

· · ·
ẏn(t) = an1(t)y1(t) + · · · ann(t)yn(t) + bn(t),

où y1 · · · yn sont les fonctions inconnuesà d́eterminer, et òu lesaij etbi sont suppośees
donńees.

Ce syst̀eme diff́erentiel peut manifestement s’écrire comme une seuléequation
diff érentielle dansRn :

ẏ(t) = A(t)y(t) + b(t),

où A est la matrice des coefficientsaij, et òu on a introduit les vecteurs deRn y =
(y1, · · · , yn), ẏ ≡ (ẏ1, . . . , ẏn) etb = (b1, · · · , bn). L’ équation (ou le système) est dit
homog̀enesi b = 0, etnon homog̀enelorsqueb 6= 0 .

Toutes les autres formes pourf correspondent aux cas deséquations diff́erentielles
non linéaires. La majorit́e deséquations diff́erentielles non triviales rencontrées dans

9
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les applications sont non linéaires. Nous expliquerons plus loin, comment lalinéarisation
de ceśequations autour de certains points remarquables peut donner des informations,
au moins locales, sur le comportement des solutions d’uneéquation non lińeaire.

Lorsquef ne d́epend pas explicitement du temps, mais seulement dey(t), on dit
que l’équation diff́erentielle estautonome. Le syst̀emeétudíe est alors invariant par
translation dans le temps : 2 particules partant d’un même point̀a des instants différents
suivront la m̂eme trajectoire. Autrement dit, siy(t) est solution d’unéequation diff́erentielle
autonome, la solution décaĺee dans le temps det0, y(t − t0), estégalement solution.
Dans le cas ǵeńeral deséquationsnon autonomes, la trajectoire suivie au cours du
temps ne d́epend pas seulement de la position initiale, maiségalement de l’instant de
départ.

Il est possible d’associer unéequation autonome dansRn+1 à uneéquation non
autonome dansRn

Théorème 2.1Touteéquation non autonome d’ordren, ẏ(t) = f (y(t), t), peutêtre
transforḿee en unéequation autonome d’ordren + 1 par adjonction d’une variable
suppĺementaireτ(t) ≡ t.

En effet, puisqueτ = t, l’ équationẏ(t) = f (y(t), t) estéquivalentèa :

ẏ(t) = f (y(t), τ(t)) ,

τ̇(t) = 1.

qui constitue bien unéequation diff́erentielle d’ordren + 1 pour les variables(y, τ). �

Le prix à payer est donc une augmentation de la dimensionalité du syst̀emeétudíe,
ce qui peut consid́erablement compliquer la représentation et la compréhension des
solutions.

2.2 Quelques conśequences de la lińearité

Un premier ŕesultat important, parfois appeléprincipe de superposition(mais c’est
un th́eor̀eme !), affirme que toute combinaison linéaire de solutions d’unéequation
diff érentielle lińeaire homog̀ene est aussi une solution. Plus préciśement :

Théorème 2.2SoitA(t) une matricen × n fonction continue det. Si y1(t) et y2(t)
sont 2 solutions de l’équation diff́erentielle lińeaire homog̀eneẏ(t) = A(t)y(t), alors
toute combinaison lińeaire des 2 solutions :

C1y1(t) + C2y2(t),

est aussi une solution.

Ce ŕesultatévident est une conséquence directe de la linéarit́e (le v́erifier).
Un autre ŕesultat bien connu affirme que la solution géńerale d’unéequation diff́erentielle

linéaire non homog̀ene est obtenue comme la somme d’une solution particulière de
l’ équation non homog̀ene et de la solution de l’équation homog̀ene associée. Soit
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Théorème 2.3Soityp(t) une solution particulìere de l’́equation non homog̀ene

ẏ(t) = A(t)y(t) + b(t)

y(t) est solution ǵeńerale de l’́equation diff́erentielle pŕećedente si et seulement si l’on
a

y(t) = yp(t) + yh(t),

où yh(t) est solution de l’́equation homog̀eneẏ(t) = A(t)y(t).

On a d’abord que

ẏp(t) + ẏh(t) = A(t)yp(t) + b(t) + A(t)yh(t) = A(t) (ẏp(t) + ẏh(t)) + b(t),

et ŕeciproquement, siy(t) = yp(t) + yh(t) est solution de l’́equation non homog̀ene, alors

ẏ(t) − ẏp(t) = A(t)y(t) + b(t) − A(t)yp(t) − b(t) = A(t) (y(t) − yp(t)) ,

est donc bien solution de l’équation homog̀ene. �

Ces 2 ŕesultats tr̀es ǵeńeraux ne donnent pas de moyens opérationnels pour d́eterminer
de façon explicite les solutions deséquations diff́erentielles homog̀enes ou inhomog̀enes.
Nous verrons au Chapitre 3 qu’il est possible,à l’aide d’outils d’alg̀ebre lińeaire, d’ob-
tenir des solutions explicites mais seulement dans le cas plus simple òu la matriceA
ne d́epend pas de la variablet.

2.3 Deux solutions explicites importantes

Dans cette section, on rappelle 2 exemples de solutions explicites fŕequemment
rencontŕees dans les applications.

2.3.1 Equation différentielle linéaire du 1er ordre

Un premier cas tr̀es simple òu le calcul explicite est possible correspond au cas de
la dimensionn = 1, c’est-̀a-dire au cas d’une seuleéquation diff́erentielle lińeaire que
l’on écrira sous la forme

ẏ(t) = a(t)y(t) + b(t),

dont on cherche la solution avec pour condition initialey(0) = y0.
L’ équation homog̀ene est̀a variables śeparables :dy

y
= a(t)dt, et on en d́eduit que

la solution ǵeńerale de l’́equation homog̀ene est donńee par :

yh(t) = y0e
R

t

0
a(τ)dτ .

Une façonélémentaire pour obtenir la solution de l’équation inhomog̀ene consistèa
utiliser la ḿethode dite dela variation de la constante. Autrement dit, on cherche la so-
lution sous la formey(t) = C(t)e

R
t

0
a(τ)dτ . En d́erivant, on obtienṫy(t) = Ċ(t)e

R
t

0
a(τ)dτ+

C(t)a(t)e
R

t

0
a(τ)dτ . Comme on doit avoir par ailleurṡy(t) = a(t)y(t) + b(t), on en

déduit que la fonctiont 7→ C(t) est d́etermińee par l’́equation diff́erentielleĊ(t) =

b(t)e−
R

t

0
a(τ)dτ avec la condition initialeC(0) = y0.

On est donc arriv́e au ŕesultat suivant :
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Théorème 2.4Soitt 7→ a(t) et t 7→ b(t) des fonctions continues, la solution géńerale
de l’équation diff́erentielle lińeaire

ẏ(t) = a(t)y(t) + b(t),

est donńee par :

y(t) = g(t)

[

y0 +

∫ t

0

b(τ)

g(τ)
dτ

]

,

g(t) ≡ e
R

t

0
a(τ)dτ .

Ainsi toutes leśequations diff́erentielles lińeaires du 1er ordre (homogènes ou in-
homog̀enes) sont exactement intégrables.

Faisant le lien avec le résultat de la section préćedente, on pourra remarquer que
g(t)

∫ t

0
b(τ)/g(τ) dτ est une solution particulière explicite de l’́equation non homog̀ene

(le vérifier), tandis quey0g(t) est la solution ǵeńerale de l’́equation homog̀ene.g(t),
solution de l’́equation homog̀ene pour la condition initiale particulièreg(0) = 1, est
appeĺeela résolvantede l’équation diff́erentielle.
Exemple Consid́erons une particule soumiseà la foisà un champ de forces sinusoı̈dales
et à une force de frottement proportionnelleà la vitesse ; le principe fondamental de la
dynamique s’́ecrit

mv̇ = −kv + F0 + F1 cos(ωt),

v(0) = v0,

k, F0, F1 étant des constantes.
La fonctiong(t) étante−kt/m, la solution du probl̀eme s’́ecrit

v(t) = e−kt/m

[

v0 +

∫ t

0

e+kτ/m

(

F0

m
+
F1

m
cos(ωτ)

)

dτ

]

,

soit

v(t) = v0e
−kt/m+

F0

k

(

1 − e−kt/m
)

+
F1

k2 + (mω)2

(

k cos(ωt) +mω sin(ωt) − ke−kt/m
)

On voit donc que la solution oscille autour de la solution asymptotiquev = F0/k,
tandis que les premières oscillations apparaı̂ssent pour un temps caractéristique de
l’ordre dem/k. La position de la particule peut ensuiteêtre obtenue par intégration de
l’ équationẋ = v.

Exercice 2.1Ni désignant la concentration d’un nucléide i et λi la constante de
désint́egration assocíee, le cas d’une filiation radiactive s’écrit

Ṅ1 = −λ1N1,

Ṅ2 = +λ1N1 − λ2N2.

Les conditions initiales sont telles queN1(0) = N0 etN2(0) = 0. Résoudre l’́equation
différentielle associéeà N1. En d́eduire l’équation diff́erentielle v́erifiée parN2 et la
résoudre. On distinguera les casλ1 = λ2 etλ1 6= λ2.



2.3. DEUX SOLUTIONS EXPLICITES IMPORTANTES 13

1 2 3 4 5
t

1

2

3

4

5

6
v

FIG. 2.1 – Solution dėv = −2v + 10 − 2 cos(10t), v(0) = 0.

2.3.2 Equations diff́erentielles du second ordrèa coefficients constants

Un autre cas int́eressant par le nombre de ses applications est celui deséquations
différentielles du second ordrèa coefficients constants. La mécanique et l’́electromagńetisme
fournissent, parmi d’autres domaines, des exemples incontournables de telleśequations.
On peut citer en particulier l’équation qui d́ecrit le mouvement d’une massem rappeĺee
par un ressort lińeaire de constante de raideurk, en pŕesence de frottement d’amortis-
sement constantα (oscillateur harmonique amorti) ; si x(t) désigne le d́eplacement
par rapport̀a la position d’́equilibre, on a :

mẍ(t) + αẋ(t) + kx(t) = 0.

De même, la chargeq(t) circulant dans un circuit RLC série aliment́e par un ǵeńerateur
fournissant une tensionE(t) s’écrit

Lq̈(t) +Rq̇(t) +
1

C
q(t) = E(t).

FIG. 2.2 – Oscillateurs ḿecaniques et́electriques.

Rappelons la d́emarche habituellement suivie pour déterminer les solutions de ce
type d’́equation diff́erentielle :
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Théorème 2.5Pour résoudre l’́equation diff́erentielleà coefficients constants :

y′′(x) + a y′(x) + b y(x) = 0,

on cherche des solutions sous la formey(x) = erx ce qui conduità l’ équation ca-
ractéristique

r2 + ar + b = 0.

3 cas sont ensuitèa consid́erer :

1. L’équation caract́eristique a 2 racines ŕeellesr1 et r2, et la solution ǵeńerale
s’écrit :

y(x) = c1 e
r1x + c2 e

r2x

2. L’équation caract́eristique a 1 racine doubler, et la solution ǵeńerale s’́ecrit :

y(x) = erx (c1 + c2x)

3. L’équation caract́eristique a 2 racines complexes conjuguéesα± iβ, et la solu-
tion géńerale s’́ecrit :

y(x) = eαx (c1 cos βx+ c2 sin βx) .

Les constantesc1 et c2 dépendent du choix des conditions initiales.

Au vu de ces ŕesultats, il est clair que la famille des exponentielles joue un r̂ole
déterminant dans la solution deséquations diff́erentielles̀a coefficients constants. On
peut d́eja s’en rendre compte enétudiant les exemples très simples, mais fondamen-
taux, qui suivent.

Exemple Consid́erons pour commencer l’équation diff́erentielleẍ(t) = x(t). Quelles
sont les fonctions qui ne sont pas modifiées lorsqu’on les d́erive 2 fois ? Il s’agit
préciśement des fonctions exponentiellese±t, et l’ensemble des solutions de cette
équation diff́erentielle peut s’́ecrire : x(t) = A et + B e−t, où A et B sont des
constantes arbitraires. Une solutionéquivalente est donnée parx(t) = C cosh t +
D sinh t.

Quelles sont maintenant les fonctions qui changent de signelorsqu’on les d́erive 2
fois ? C’est-̀a-dire qui satisfont l’́equation diff́erentielleẍ(t) = −x(t). Il s’agit encore
de fonctions exponentielles, mais avec un argument imaginaire pur :e±it. Les solutions
géńerales s’́ecrivent donc :x(t) = A eit +B e−it, oux(t) = C cos t+D sin t.

A la diff érence des 2 cas préćedents, les fonctions qui s’annulent deux fois lors-
qu’on les d́erive : ẍ(t) = 0, ne correspondent plus̀a des solutions de type exponen-
tielle, maisà des fonctions lińeaires :x(t) = A+B t.

Exercice 2.2 On consid̀ere l’équation diff́erentielle :ẍ = 2γẋ− x, avecγ ∈ R.
– Quelle est la solution de cetteéquation pourγ = −1 ?
– Discuter le comportement des racines de l’équation caract́eristique au voisinage

deγ = −1 (on pourra poserγ = −1 + ǫ, avec|ǫ| ≪ 1).

On propose de justifier la démarche du th́eor̀eme 2.5 par une ḿethode qui n’utilise que
la solution deśequations diff́erentielles homog̀enes ou non homogènes du 1er ordre :
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Exercice 2.3 L’ équation diff́erentielleà coefficients constantsy′′(x)+a y′(x)+b y(x) =
0, peut s’́ecrire formellement sous la forme :

(

D2 + a D + b I
)

y = 0,

où on a introduit l’oṕerateur de d́erivationD = d
dx

et l’identité I.

1. Etablir leségalit́es

y′′ + a y′ + b y = (D − r1I) (D − r2I) y = (D − r2I) (D − r1I) y,

où r1 et r2 sont des constantes, réelles ou complexes, que l’on déterminera.

2. Pour trouver les solutions géńeralesy de l’équation diff́erentielle, on posez =
(D − r2I)y. Les solutions sont donc obtenues par la résolution deśequations
différentielles du 1er ordre :

(D − r1I) z = 0,

(D − r2I) y = z.

Intégrer successivement ces 2équations diff́erentielles et retrouver les solutions
géńerales de l’́equation diff́erentielle annonćees plus haut.

La méthode propośee dans l’exercice préćedent revient en fait̀a pŕesenter l’́equation
diff érentielle initiale sous la forme d’un système diff́erentiel dont la matrice est trian-
gulaire. Elle peut̂etreétendue sans difficulté à deséquations d’ordre pluśelev́e avec
ou sans second membre ainsi que le montrent les exemples suivants.

Exercice 2.4 Utilisez une d́emarche similaireà celle de l’exercice pŕećedent pour
montrer que l’́equation diff́erentielle :

...
y (t) − 3ẏ(t) + 2y(t) = 0,

a pour solution
y(t) = A e−2t +B et + C tet,

oùA,B etC sont des constantes arbitraires.

Exercice 2.5 Montrer que la solution ǵeńerale de l’́equation diff́erentielle

...
y (t) + 3ÿ(t) + 4ẏ(t) + 2y(t) = sin 2t,

est donńee par

y(t) = Ae−t + e−t (B cos t+ C sin t) − 1

10
sin 2t.

On pourra commencer par résoudre l’́equation sans second membre puis on cherchera
une solution particulìere de l’́equation avec second membre.
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Exercice 2.6 Montrer que la solution ǵeńerale de l’́equation diff́erentielle d́ecrivant
un oscillateur harmonique forcé

ÿ(t) + a2y(t) = sin bt, a, b ∈ R

est donńee par

y(t) = A cos at+B sin at+
1

a2 − b2
sin bt,

lorsqueb 6= a, mais par

y(t) = A cos at+B sin at− t

2a
cos at,

à la résonance (i.e. lorsqueb = a).

2.4 Syst̀eme d’́equations différentielles du 1er ordre

On a d́eja souligńe l’avantage qu’il pouvait y avoir̀a remplacer unéequation diff́erentielle
d’ordreélev́e par un syst̀eme d’́equations diff́erentielles d’ordre plus bas. Cette procédure
peutêtre rendue systématique, et simplifie,̀a la fois la d́emonstration des théor̀emes et
la détermination des solutions.

Consid́erons par exemple le cas bien connu du pendule placé dans un champ de
gravit́e. L’équation diff́erentielle non lińeaire du second ordre décrivant le mouvement
s’écrit dans un système d’unit́es ad hoc

ẍ+ sinx = 0,

où x repŕesente une variable angulaire. En mécanique, il est naturel d’introduire la va-
riable conjugúeeẋ qui repŕesente la vitesse angulaire, ce qui permet d’écrire l’équation
préćedente du 2ìeme ordre sous la forme d’un système de 2́equations diff́erentielles
du 1er ordre :

ẋ = y,

ẏ = − sin x.

Plus ǵeńeralement,

Théorème 2.6Touteéquation diff́erentielle (explicite) d’ordren (n ≥ 1), linéaire ou
non linéaire, peut̂etre transforḿee en un système den équations diff́erentielles du 1er
ordre.

Soit donc l’́equation diff́erentielle explicite d’ordren :

y(n) = f(y, ẏ, · · · , y(n−1), t).

Introduisonsn nouvelles fonctions :z1 = y, z2 = ẏ, · · · , zn = y(n−1) ; l’ équation diff́erentielle est
alors équivalente au système diff́erentiel (en ǵeńeral non lińeaire) portant sur les nouvelles variables
z1, · · · , zn.

ż1 = z2,

· · · ,

żn−1 = zn,

żn = f(z1, z2, · · · , zn, t).
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�

On notera que la réciproque n’est pas vérifiée : un syst̀eme diff́erentiel arbitraire
den équations diff́erentielles du 1er ordre, ne peut pas, en géńeral,être rameńe à une
seuleéquation diff́erentielle d’ordren.
ExempleL’ équation diff́erentielle lińeaire :

y(n)(t) = a1(t)y(t) + a2(t)ẏ(t) + · · · + an(t)y(n−1),

peut s’́ecrire comme un système diff́erentiel d’ordren assocíe à la matrice










0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 1

a1(t) a2(t) · · · an−1(t) an(t)











D’une façon plus systématique, on sera amenéàétudier les systèmes den équations
diff érentielles du 1er ordre, que l’on définira par leśequations

ẏ1 = f1(y1, · · · , yn, t),

· · ·
ẏn = fn(y1, · · · , yn, t),

compĺet́ees par les conditions initiales

y1(0) = y01, · · · , yn(0) = y0n.

Introduisons les vecteurs deRn y = (y1, · · · , yn), y0 = (y01, · · · , y0n), et la fonc-
tion vectoriellef = (f1, · · · , fn). Le syst̀eme diff́erentiel pŕećedent peut̂etreécrit sous
la forme d’une seuléequation diff́erentielle dansRn

ẏ(t) = f (y(t), t) ,

y(0) = y0,

où on retiendra quey ety0 sont deśeléments deRn.

Exercice 2.7 On consid̀ere le syst̀eme diff́erentiel :
(

ẋ(t)
ẏ(t)

)

=

(

+y(t)
−x(t)

)

1. Montrer quex et y satisfont la m̂emeéquation diff́erentielle du second ordre, et
donner sa solution ǵeńerale en fonction de 2 constantes arbitraires.

2. Les conditions initiales du système diff́erentiel sontx(0) = x0 ety(0) = y0.
Avec quelles conditions initiales doiventêtre ŕesolues leśequations diff́erentielles
du second ordre enx et eny ?

3. Montrer que la solution du système diff́erentiel peut s’́ecrire sous la forme
(

x(t)
y(t)

)

= R(t)

(

x0

y0

)

,

oùR(t) est une matrice que l’on précisera.
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2.5 Equation intégrale

Un formalisme encore plus compact réunit en une seuléequation int́egrale le
syst̀eme diff́erentieletsa condition initiale :

Théorème 2.7Soitf : U × I → R
n une fonction continue, définie sur le produit d’un

ouvertU deR
n et d’un intervalleI deR. L’équation diff́erentielleẏ(t) = f (y(t), t)

qui passe pary0 à t = 0, estéquivalentèa l’ équation int́egrale1

y(t) = y0 +

∫ t

0

f(y(τ), τ)dτ.

La condition initiale est trivialement satisfaite et le système diff́erentiel est retrouv́e directement par
dérivation (le v́erifier). �

Il est alors tentant de substituer l’expression dey(t) sous l’int́egrale et de ǵeńerer
ainsi la suite desapproximations de Picard. Partant d’une fonction d’essaiy(0)(t) (un
choix courant consistèa prendre la condition initialey(0)(t) = y0), l’it ération d’ordre
(p) est ǵeńeŕeeà partir de la pŕećedente par la relation :

y(p)(t) = y0 +

∫ t

0

f(y(p−1)(τ), τ)dτ.

Le probl̀eme est́evidemment de savoir si la suite ainsi géńeŕee converge vers une
fonction solution du système diff́erentielétudíe et si cette solution est unique.
Exemple Cherchons les premières approximations de Picard de l’équation diff́erentielle

ẏ(t) = 1 + y2(t),

y(0) = 0

Partant dey(0)(t) = y(0) = 0, on trouve successivement

y(1)(t) =

∫ t

0

(1 + 02)dτ = t,

y(2)(t) =

∫ t

0

(1 + τ 2)dτ = t+
t3

3
,

y(3)(t) =

∫ t

0

(

1 + (τ +
τ 3

3
)2

)

dτ = t+
t3

3
+

2t5

15
+
t7

63
,

· · ·

Cetteéquation diff́erentielle peut̂etre int́egŕee exactement (elle està variables śeparables).
On reconnait le d́ebut du d́eveloppement de la solutiony(t) = tan t dans les premières
approximations reportées ci-dessus.

1Plus pŕeciśement, il s’agit d’unéequation int́egrale non lińeaire de Volterra.
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2.6 Théorème d’existence et d’unicit́e

Dans cette section, on donne le théor̀eme fondamental de Cauchy-Lipschitz qui
garantitlocalementl’existence et l’unicit́e des solutions deśequations diff́erentielles,
éventuellement non lińeaires, dans des conditions peu contraignantes. La démonstration
de ce ŕesultat passe par la preuve de la convergence des itérations de Picard intro-
duites auparavant. Nous en donnons la formulation dans le cas d’une seuléequation
diff érentielle.

Théorème 2.8Soit f : I × U → R une fonction continue, òu U et I sont des in-
tervalles borńes deR qui contiennent repectivement les pointsy = y0 et t = 0. On
suppose en outre quef vérifie la condition dite de Lipschitz :

∀t ∈ I,∀x, y ∈ U, |f(t, x) − f(t, y)| ≤ λ|x− y|,
avecλ > 0.

Il existe un intervalleJ ⊆ I sur lequel est d́efini l’unique solution de l’́equation
différentielleẏ(t) = f(t, y(t)) qui satisfait la condition initialey(0) = y0.

On admettra que ce théor̀eme admet une géńeralisation au cas d’un système d’́equations
diff érentielles.

Hormis la continuit́e, la condition moins triviale imposée par le th́eor̀eme est la
condition de Lipschitz. Une condition plus parlante qui implique l’inégalit́e de Lip-
schitz, est quef et ∂f

∂y
soient continues dansI × U . En effet, les fonctions continues

sur des intervalles bornés sont borńees. Puis par le théor̀eme des acroissements finis,
on a pour tout(t, y1), (t, y2) ∈ I × U ,

|f(t, y1) − f(t, y2)| =

∣

∣

∣

∣

∂f

∂y
(c)

∣

∣

∣

∣

|y2 − y1| ,

où c ∈ [y1, y2]. La condition de Lipschitz ŕesulte alors du caractère borńe de la d́erivée
partielle.

Il est int́eressant de constater que si la dérivée partielle n’est pas bornée, il peut
exister plusieurs solutions, comme le montre l’exemple suivant
ExempleConsid́erons l’́equation diff́erentielle

ẏ = y1/3,

avec pour condition initialey(0) = 0. La fonctiony 7→ y1/3 est continue. En revanche
sa d́erivée n’est pas d́efinie en0. Les conditions du th́eor̀eme ne sont donc pas rem-
plies et on v́erifiera quey = 0 et y = ±

√

8/27 t3/2 sont solutions de l’́equation
diff érentielle.

CommentairesLe théor̀eme de Cauchy-Lipschitz garantit en particulier l’unicité des
solutions deśequations diff́erentielles pour une condition initiale donnée. Autrement
dit, à 2 conditions initiales diff́erentes, correspondent 2 solutions différentes pour
toutes les valeurs antérieures ou postérieures det. En terme dynamique, 2 trajec-
toires partant de 2 points initiaux différents ne peuvent se couper ou même se tou-
cher. Cette remarque nous permettra plus loin de représenter facilement sur un même
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sch́ema, diff́erentes solutions deséquations diff́erentielles non lińeaires correspondant
à différentes conditions initiales.

L’ équation diff́erentielleétant d́efinie poutt ∈ I, le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz
ne garantit l’existence de solutions (bornées), que dans un intervalleJ plus petit queI.
Le fait que les solutions n’existent dans le cas géńeral que sur un intervalle plus petit
que l’intervalle de d́efinition de l’́equation diff́erentielle est associé au ph́enom̀ene dit
d’explosionen temps fini de la solution. Donnons un exemple de ce comportement.
ExempleOn consid̀ere l’équation diff́erentielleẏ = y2 définie pour toute valeurt ∈ R,
avec la condition initialey(0) = 25 . Cetteéquation diff́erentielle non lińeaire est̀a
variables śeparables et il est facile de trouver l’unique solution :

y(t) =
1

1/25 − t
.

Il est clair que la solution n’est pas définie pourt = 1/25. Le domaine d’existence de
la solution estJ =] −∞, 1/25[⊂ R.

Ce ph́enom̀ene d’explosion en temps fini des solutions est la signature d’un com-
portement non lińeaire. On peut en effet démontrer que l’́equation diff́erentielle lińeaire
du typeẏ(t) = a(t)y(t) + b(t) avecy(0) = y0 où a et b sont des fonctions continues
pour toutt ∈ I, admet une unique solution définie dansI tout entier.



Chapitre 3

Syst̀emes Diff́erentiels Linéaires

Les équations diff́erentielles lińeaires - au moins celles̀a coefficients constants
- sont les seuleśequations diff́erentielles pour lesquelles les solutions peuventêtre
formulées d’une façon systématique et explicite. Cette formulation s’appuie essen-
tiellement sur des résultats d’alg̀ebre lińeaire que nous aurons ainsi l’occasion de re-
travailler. Une conśequence de l’existence et de l’unicité des solutions des systèmes
diff érentiels expośee dans le chapitre préćedent, est la possibilité, pour leśequations
linéaires, de relier la solutioǹa l’instant origine, avec la solutioǹa un instantt ultérieur,
au moyen d’un oṕerateur d’́evolution, appeĺe propagateur. Ce point de vue,̀a fort
contenu ǵeoḿetrique,éclaire le probl̀eme de la ŕesolution deśequations diff́erentielles
sous un jour nouveau qui s’avèreraégalement utile pour l’interprétation deśequations
diff érentielles non lińeaires.

3.1 Exponentielle de matrice

Dans cette section on donne quelques définitions et propríet́es qui ǵeńeralisent aux
matrices des ŕesultats bien connus pour leséléments deR ouC.

Définition 3.1 SoitA une matricen× n. L’exponentielle deA est d́efinie par

eA ≡
∞
∑

k=0

Ak

k!
≡ I + A+

A2

2!
+ · · · .

Soit α un nombre positif tel que|aij | ≤ α pour touti, j variant de1 à n. Manifestement leśeléments
deA2 qui s’écriventai1a1j + · · · + ainanj sont eux m̂emes majoŕes parnα2, et plus ǵeńeralement les
éléments deAk sont majoŕes parnk−1αk. Ainsi chacun deśeléments deeA est tel que :

|
(

eA
)

ij
| ≤ 1 + α +

nα2

2!
+ · · · + nk−1αk

k!
+ · · · ≤ enα,

ce qui montre que tous leséléments d’eA existent, et donc queeA est d́efinie. �

Démontrons maintenant 2 propriét́es qui auront une importance capitale pour la
suite.

21
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Théorème 3.1SoientA une matricen× n à coefficients constants.

e(s+t)A = esA etA, s, t ∈ R

d

dt

(

etA
)

= A etA, t ∈ R

La premìere propríet́e est d́emontŕeeà l’aide de la formule du bin̂ome :

e(s+t)A =
∞
∑

n=0

(s + t)nAn

n!
=

∞
∑

n=0

An

n!

[

n
∑

k=0

n!

(n − k)!k!
sn−ktk

]

=
∞
∑

k=0

∞
∑

n=k

Ansn−ktk

(n − k)!k!
=

∞
∑

k=0

∞
∑

m=0

Am+ksmtk

m!k!
= esA etA.

Pour d́emontrer la deuxième propríet́e, onécrit la d́efinition de la d́erivée

d

dt

(

etA
)

= lim
s→0

e(t+s)A − etA

s
= etA lim

s→0

esA − 1

s
= etA A

�

Le cas particuliers = 1 et t = −1 montre que l’inverse d’eA est la matricee−A.
La premìere propríet́e ne doit paŝetre ǵeńeraliśee aux cas de matricesA etB qui ne
commutent pas :

eA+B 6= eAeB 6= eBeA, en ǵeńeral.

Exercice 3.1 Montrer que siA est une matrice ŕeelle antisyḿetrique (c’est̀a dire telle
queAT = −A), alorsetA est une matrice orthogonale (c’està dire queetA

(

etA
)T

=
I).

Indication : calculer d
dt

[

etA
(

etA
)T
]

.

3.2 Propagateur

Repartons de la suite des approximations de Picard et tirons partie du fait queA
est ind́ependant det. On a donc, formellement :

y(t) = y0 +

∫ t

0

Ay(τ)dτ

=

[

I + A

(∫ t

0

dt1

)

+ A2

∫ t

0

(∫ t1

0

dt2

)

dt1 + · · ·
]

y0

=

[

I + At+
A2t2

2!
+ · · ·

]

y0

=
∞
∑

n=1

An

n!
y0 = etA y0

Les propríet́es m̂emes de l’exponentielle d’un opérateur permettent de retrouver
très aiśement ce ŕesultat.
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Théorème 3.2SoitA une matricen× n à coefficients constants (indépendants de t),
l’ équation diff́erentielle lińeaire homog̀ene

ẏ(t) = Ay(t),

y(0) = y0,

admet pour unique solution
y(t) = etAy0.

Résultatévident puisqu’on a manifestemente0 = I et ẏ(t) = AetAy0 = Ay(t). L’unicité est garantie
par le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz. �

Ce ŕesultat fondamental met donc en jeu un opérateuretA qui permet de passer
de la positioǹa l’instant initialy0 à la positionà l’instantt ; pour cette raisonetA est
appeĺepropagateur.

La forme explicite de la solution dans le cas non homogène est donńee par le
théor̀eme suivant :

Théorème 3.3SoientJ un intervalle deR qui contient le pointt = 0, A une matrice
n × n qui ne d́epend pas det et t 7→ b(t) une fonction continue det ∈ J , le syst̀eme
différentiel lińeaire non homog̀ene

ẏ(t) = Ay(t) + b(t),

y(0) = y0,

admet une solution unique pour toutt ∈ J .
Cette solution est donnée explicitement par

y(t) = etA y0 +

∫ t

0

e(t−τ)Ab(τ)dτ.

SoitG(t) = etA le propagateur associé au syst̀eme homog̀ene. La solution de l’équation non homog̀ene
est obtenue en cherchant une solution sous la formey(t) = G(t)x(t). On a d’une part

ẏ = Ġx + Gẋ = AGx + Gẋ,

et d’autre parṫy = Ay + b = AGx + b. Il s’ensuit quex satisfait

ẋ(t) = G−1(t)b(t),

x(0) = y0,

qui admet pour unique solution

x(t) = y0 +

∫ t

0

G−1(τ)b(τ)dτ.

�

Ainsi la seule connaissance du propagateur permet donc de résoudre les systèmes
diff érentiels lińeaires avec ou sans second membre. Pour cette raison, le propagateur
estégalement appelé résolvante.
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3.3 Calcul pratique du propagateur

Les ŕesultats pŕećedents, pour concis qu’ils soient, ne nous dispensent cependant
pas de calculer explicitement l’exponentielle d’un opérateur, ce qui peut̂etre tout de
même d́elicat, surtout en dimensiońelev́ee.

Si la matriceA est diagonalisable, les choses sont simples.

Théorème 3.4SoitA une matricen×n diagonalisable. Le propagateur de l’équation
différentielle homog̀eneà coefficients constants :ẏ(t) = Ay(t) est donńe par :

etA = PetDP−1,

oùD est la matrice diagonale dont leséléments diagonaux sont les valeurs propres de
A, et òu P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres deA.

En effet, siA est diagonalisable, on aP−1AP = D. CommeAn = PDnP−1, avecDn diagonale, on
en d́eduit queetD est elle-m̂eme diagonale, avec pourélements(etλ1 , · · · , etλn), de sorte queetA =

PetDP−1. �

Dans le cas òu A n’est pas diagonalisable, on peut s’appuyer sur le théor̀eme sui-
vant que nous ne démontrerons pas1 :

Théorème 3.5Toute matriceA poss̀ede une d́ecomposition uniqueA = S +N , où
– S est diagonalisable,
– N est nilpotente (i.e. pourk suffisamment grandNk = 0),
– S etN commutent.

CommeS etN commutent, on en d́eduit queetA = etSetN . S étant diagonalisable,
etS se calcule comme expliqué ci-dessus, tandis que puisqueN est nilpotente, on a,
en appliquant la d́efinition de l’exponentielle d’une matrice :etN = I + tN + · · · +
tk−1

(k−1)!
Nk−1.

3.4 Equations différentielles en dimension 2

3.4.1 Diagonalisation des matrices2 × 2

SoitA une matrice2×2 quelconquèa coefficients ŕeels. Lorsqu’il existe un vecteur
v 6= 0 qui satisfait :

Av = λv,

on dit queλ estla valeur propredeA correspondant auvecteur proprev. Géoḿetriquement,
l’opérateur lińeaire associé à la matriceA contracte ou dilate ces vecteurs de l’espace
dans leur propre direction.

Posons

A =

(

a b
c d

)

,

1ce th́eor̀eme est une conséquence du th́eor̀eme de ŕeductionà la forme normale de Jordan.
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Le syst̀emeAv = λv estéquivalent̀a la ŕesolution du systèmes d’́equations :

(A− λI)

(

v1

v2

)

=

(

a− λ b
c d− λ

)(

v1

v2

)

= 0,

qui n’admet de solutions non nulles, que si le déterminant est nul, soit :

det(A− λI) = (a− λ)(d− λ) − bc = 0.

En introduisant la trace de la matrice (somme deséléments diagonaux) et le déterminant
deA, on montre aiśement que les valeurs propres sont les racines dupôlynome ca-
ractéristiqueP (λ) suivant :

P (λ) = λ2 − λ trA+ detA = 0.

Les solutions s’́ecrivent

λ1,2 =
trA±

√

(trA)2 − 4 detA

2

On peut noter que

trA = λ1 + λ2,

detA = λ1λ2.

Les vecteurs propres sont obtenus par résolution du système lińeaire(A− λI)v = 0.
3 cas sont donc possibles

1. (trA)2 − 4 detA > 0 : 2 valeurs propres réelles distinctes.

2. (trA)2 − 4 detA = 0 : 1 valeur propre ŕeelle double.

3. (trA)2 − 4 detA < 0 : 2 valeurs propres complexes conjuguées.

Exercice 3.2 On consid̀ere le syst̀eme diff́erentiel
(

ẋ
ẏ

)

= A

(

x
y

)

avec A =

(

a b
c d

)

Montrer quex (ou y) satisfait l’équation diff́erentielle du 2ìeme ordre :P (D)x = 0,
où P représente le p̂olynome caract́eristique etD l’opérateur d

dx
.

En d́eduire quex peutêtre obtenu par ŕesolution du syt̀eme auxiliaire :
(

ẋ
ż

)

= U

(

x
z

)

avec U =

(

λ2 1
0 λ1

)

,

où λ1 etλ2 sont les valeurs propres deA, etz une variable auxiliaire.
Résoudre le système pŕećedent et en d́eduire les expressions dex (ouy) en fonction

deλ1 etλ2.
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3.4.2 Forme explicite du propagateur en dimension 2

Dans cette section on utilise le fait que les puissances successives d’une matrice
ne sont pas ind́ependantes pour donner une forme explicite compacte au propagateur
etA. Le th́eor̀eme de Cayley-Hamilton joue un rôle fondamental dans cette réduction.
P (X) désignant le p̂olynome caract́eristiqueévoqúe plus haut, ce th́eor̀eme affirme
queP (A) = 0 (le vérifier), soit plus explicitement :

(A− λ1I)(A− λ2I) = 0.

1. Valeurs propres ŕeelles distinctes :λ1 6= λ2. La matriceA peut s’́ecrire (le
vérifier) :

A = λ1P1 + λ2P2,

où on a introduit les 2 oṕerateurs de projection

P1 =
A− λ2I

λ1 − λ2

, P2 =
A− λ1I

λ2 − λ1

.

Exercice 3.3 SoientP1 = (A− λ2I)/(λ1 − λ2) etP2 = (A− λ1I)/(λ2 − λ1),
montrer que
– P1 (resp.P2) projette tout vecteurv du plan sur la direction du vecteur propre

v1 (resp.v2) parallèlement̀a la direction de l’autre vecteur proprev2 (resp.
v1).

– P n
1 = P1 etP n

2 = P2 pour toutn ≥ 1

Ces 2 oṕerateurs v́erifient en outre, l’́egalit́eP1 + P2 = I (par d́efinition), ainsi
queP1P2 = P2P1 = 0, par application du th́eor̀eme de Cayley-Hamilton .
CommeP1 et P2 commutent, on aetA = etλ1P1etλ2P2, et en utilisant les pro-
priét́es des projecteurśenonćes plus haut, on trouve

etA = eλ1tP1 + eλ2tP2.

Exercice 3.4 Etablir la relation etA = eλ1tP1 + eλ2tP2.

On constate donc que l’action de l’opérateur sur le vecteur initialy0, se ram̀eneà
une projection sur chacun des sous-espaces propres, accompagńee d’une dilation
ou d’une contraction dans la direction de ces espaces propres.

2. Valeurs propres complexes conjuguées :λ1,2 = α± iβ.
Le théor̀eme de Cayley-Hamilton s’écrit :

(A− λ1I)(A− λ2I) = 0 ⇔ (A− αI)2 = −β2I,

soit encore

A− αI = ±βJ avec J =

(

0 −1
+1 0

)

,
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FIG. 3.1 – Action du propagateur sur le vecteur initialy0 dans le cas de 2 valeurs
propres ŕeelles et distinctes.E1 et E2 désignent les sous-espaces propres engendrés
par les vecteurs propresv1 etv2. La figure est faite dans le casλ1 > 0 etλ2 < 0.

puisqueJ2 = −I. Comme par ailleurs,

etA = etαIe±tβJ ,

le propagateur s’écrit sous la forme

etA = eαtR(±βt),
oùR(x) est la matrice de rotation

R(x) =

(

+ cosx − sin x
+ sin x + cosx

)

.

L’action géom̀etrique du propagateur dans cette situation se ramène donc̀a une
rotation qui rapproche oúeloigne de l’origine selon le signe deα.

Exercice 3.5 Soit

J =

(

0 −1
+1 0

)

,

montrer que

etJ =

(

+ cos t − sin t
+ sin t + cos t

)

.

Montrer que ce propagateur permet de résoudre l’́equation diff́erentielleÿ(t) +
y(t) = 0.

3. Valeur propre double :λ1 = λ2 = λ.
Le théor̀eme de Cayley-Hamilton s’écrit dans ce cas particulier :

(A− λI)2 = 0.

En utilisant la d́ecompositionA = λI + (A − λI) et en remarquant queλI et
(A− λI) commutent, on obtient aussitôt la forme ŕeduite

etA = eλt [I + t(A− λI)]
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On a donc obtenu le résultat suivant

Théorème 3.6SoitA une matrice2 × 2 à coefficients constants,λ1 etλ2 les valeurs
propres deA, l’ équation diff́erentielle lińeaire homog̀ene

ẏ(t) = Ay(t),

y(0) = y0,

admet pour solution :y(t) = etAy0, avec

1. etA =
[

eλ1tP1 + eλ2tP2

]

si λ1 6= λ2 réelles,
2. etA = eλt [I + t(A− λI)] si λ1 = λ2 = λ,
3. etA = eαt R(βt) si λ1,2 = α± iβ,

où P1 (resp.P2) est l’oṕerateur de projection sur la direction du vecteur proprev1

(resp.v2) parallèlementà la direction de l’autre vecteur proprev2 (resp.v1), et òu
R(βt) est l’oṕerateur de rotation de l’angleβt dans le sens trigonoḿetrique.

Ces ŕesultats peuvent̂etre utiliśes pour ŕesoudre les exercices suivants.
ExempleOn consid̀ere le syst̀eme diff́erentiel

ẋ = +7x+ 4y,

ẏ = −8x− 5y.

CommetrA = 2 etdetA = −3, on a

λ1,2 =
2 ±

√
4 + 12

2
= −1,+3.

L’application de la formule correspondant aux cas des valeurs propres ŕeelles et diff́erentes
donne imḿediatement

etA =
e+3t

4

(

+8 +4
−8 −4

)

+
e−t

−4

(

+4 +4
−8 −8

)

soit,

etA =

(

2e3t − e−t e3t − e−t

−2e3t + 2e−t −e3t + 2e−t

)

La solution pour des conditions initialesx0, y0 est donc :

x(t) = (2e3t − e−t)x0 + (e3t − e−t)y0,

y(t) = (−2e3t + 2e−t)x0 + (−e3t + 2e−t)y0

Exercice 3.6 Déterminer le propagateur et les solutions du système diff́erentiel

ẋ = +2x+ y,

ẏ = +2y.
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L’exercice suivant, montre qu’a contrario, si l’on sait résoudre un système diff́erentiel
linéaire, on obtient imḿediatement l’exponentielle de l’opérateur associé.

Exercice 3.7 On consid̀ere le syst̀eme diff́erentiel du 1er ordre suivant :

(

ẋ
ẏ
ż

)

=

(

1 a 1
0 1 b
0 0 c

)(

x
y
z

)

,

où a, b et c sont des ŕeels avecc 6= 1.
Résoudre ce système,́equation paŕequation, en commençant par l’équation diff́erentielle

enz, et en d́eduire l’exponentielle de la matrice associée au syst̀eme diff́erentiel.

Dans le cas diagonalisable, on peut obtenir une géńeralisation facile en dimension
quelconque.

Exercice 3.8 SoitA une matricen × n diagonalisable. On noteλ1, · · · , λn ses va-
leurs propres etv1, · · · ,vn les vecteurs propres associés. V́erifier que la solution de
l’ équation diff́erentielleẏ(t) = Ay(t) satisfaisanty(0) = y0 est donńee par :

y(t) =
n
∑

i=1

cie
tλivi,

où les coefficientsci sont les composantes dey0 dans la base des vecteurs propres :
y0 =

∑n
i=1 civi.

Voici, enfin, un exercice relatif̀a uneéquation diff́erentielle non homog̀ene.

Exercice 3.9 La trajectoire d’une particule charǵee en pŕesence d’un champ magnétique
statique et homog̀ene et d’un chamṕelectrique homog̀ene mais d́ependant du temps,
peutêtre rameńee au syst̀eme suivant :

v̇1(t) = +ωc v2(t) + E1(t),

v̇2(t) = −ωc v1(t) + E2(t),

où v1 etv2 représentent les composantes cartésiennes de la vitesse dans le plan ortho-
gonal au champ magnétique,ωc une fŕequence caractéristique (fŕequence cyclotron),
E1(t) et E2(t) les composantes convenablement normalisées du chamṕelectrique or-
thogonalà la direction du champ magnétique.

Déterminer le propagateur et en déduire la solution du système diff́erentiel.
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Chapitre 4

Analyse qualitative deséquations
diff érentielles

On a donńe au Chapitre 2 les théor̀emes qui garantissent l’existence des solutions
deséquations diff́erentielles sous des conditions pas trop contraignantes. En revanche,
ces th́eor̀emes ne donnent pas de moyen explicite pour exprimer ces solutions. En fait,
dans le cas non lińeaire,à l’exception de quelques cas accidentels, il n’existe pas de
moyen syst́ematique pour trouver les solutions.

On doit donc abandonner l’espoir d’une solution explicite qui permette une esti-
mation quantitative, et se tourner vers des approches plus qualitatives. Ce point de vue
qui peut apparâıtre plus limit́e de prime abord s’est en fait avéŕe extr̂emement f́econd,
surtout lorsqu’il est appliqúe à des syst̀emes d’ordre asseźelev́e. Au d́ebut du 20̀eme
siècle, sous l’impulsion d’Henri Poincaré, cette d́emarche fut̀a l’origine du renouveau
de l’étude dessyst̀emes dynamiqueset a donńe naissancèa la théorie du chaos.

4.1 Exemple

Limitons nous aux́equations diff́erentielles autonomes pour lesquelles la variable
t n’intervient pas explicitement ; on considère donc

ẏ = f(y),

y(0) = y0.

Les solutions̄y de l’équationf(y) = 0 sont des points particuliers pour lesquelsẏ =
0 ; les solutions qui passent par ces points n’évoluent pas avect : on dit que ce sont les
solutions d’́equilibre. Lesȳ sont appeĺespoints critiques (ou fixes), (ou d’équilibre).
L’importance de l’analyse locale des solutions au voisinage des points critiques tient
au fait qu’elle permet une compréhension du comportement global des solutions dans
les cas les plus simples.

Avant de d́evelopper ces id́ees d’un point de vue plus géńeral, consid́erons un cas
particulier en dimension 1, par exemple le modèle logistiquéevoqúe dans l’introduc-
tion, pour des valeurs particulières des param̀etresα etN1 (α = N1 = 1) :

Ṅ = N (1 −N) ,

N(0) = N0.

31
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Les points fixes sont solutions deN(1 − N) = 0, soit N̄ = 0 et N̄ = 1. La
repŕesentation def(N) = N(1 − N) (cf. Fig 4.1) montre clairement quef(N) > 0

−1 −0.5 0.5 1 1.5 2

−2

−1.5

−1

−0.5

FIG. 4.1 – Application Logistique f(N)=N(1-N)

pour 0 < N < 1 ; on en d́eduit queẏ > 0 et donc quey est une fonction crois-
sante dans ce m̂eme intervalle. On aboutit̀a la conclusion opposée dans les intervalles
compĺementaires. Les fl̀eches reportées sur la figure indiquent le sens des variations
de y. On dit queN̄ = 0 est unpoint fixe instable, puisque toute solution voisine
de ce point fixe tend̀a s’enécarter ; a contrario, le point fixēN = 1 est ditstable.
Comme on sait que les trajectoires correspondantà différentes valeurs initialesN0 ne
peuvent se couper, il est facile de tracer l’évolution qualitative des solutions corres-
pondant̀a des valeurs initiales placées de part et d’autre des points fixes (cf. Fig 4.2).
Ce type de représentation pŕesentant un ensemble de solutions caractéristiques sur un

0.5 1 1.5 2
t
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-0.5

0.5

1
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FIG. 4.2 – Solutions du Mod̀ele Logistique

même sch́ema, permet de comprendre d’un coup d’oeil le comportement du syst̀eme
étudíe. On voit que toutes les solutions telles queN0 < 0 explosent en temps fini,
tandis que toutes les solutions positives (les seules physiques puisqueN repŕesente
une population) convergent vers la valeur limiteN0 = 1. On noteráegalement que les
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solutions stationnaires consituent des barrières infranchissables (d’après le th́eor̀eme
de Cauchy-Lipschitz, les solutions ne peuvent se croiser). Cet exemple montre claire-
ment que l’analyse locale des points fixes suffità une compŕehension du comportement
global de ce mod̀ele.

4.2 Classification des points fixes (1 dimension)

La classification des points fixesà 1 dimension est très simple. Comme on va le
voir on peut en distinguer 3 types qualifiésd’attractifs (ou stables), de ŕepulsifs (ou
instables)oude points selles (ou semistables). Soit ȳ un point fixe, c’est̀a dire une des

 f(y)  f(y)

 y
__

f’(  ) > 0 y
__

 y  y y
__

f’(  ) < 0 y
__

FIG. 4.3 – Points fixes stables (à droite) et instables (à gauche).

solutions de l’́equationf(ȳ) = 0. Le comportement local de l’équation diff́erentielle
est donńe par un d́eveloppement de Taylor au voisinage deȳ qui conduità l’équation

ẏ = f ′(ȳ)(y − ȳ) + O((y − ȳ)2),

où f ′(ȳ) désigne la d́erivée def par rapport̀a y calcuĺee eny = ȳ. Le d́eveloppement
de Taylorà cet ordre permet de discuter les cas où f ′(ȳ) 6= 0 qui correspond aux cas
des points stables et instables ; le sens de variation dey signaĺe sur la Figure 4.3 par
des fl̀eches est d́etermińe à partir du signe du produitf ′(ȳ)(y− ȳ). On remarquera que
la situation rencontrée dans le mod̀ele logistique correspond̀a un cas de raccordement
des 2 cas représent́es ci-dessus.

Lorsquef ′(ȳ) = 0, c’est le signe def ′′(ȳ) qui permet de discuter les différents
cas de points selles ; les variations dey étant alors donńees par le signe def ′′(ȳ)
(développement de Taylor au 2ième ordre), voire par le signe def ′′′(ȳ)(y − ȳ)3 si
f ′′(ȳ) est elle aussi nulle. Les différentes situations sont reportées sur la figure 4.4.

Les points selles présentent une autre particularité par rapport aux deux autres types
de points fixes : ils sontstructurellement instables. On entend par là que la moindre
perturbation (toujours présente dans les systèmes physiques) peut faire disparaı̂tre le
point selle au profit de l’apparition d’une paire de points fixes stable-instable. Lorsque
cette transition est obtenue sous l’effet d’une variation d’un param̀etreµ inhérent au
mod̀ele, on parle debifurcation. La figure 4.5 illustre une telle bifurcation lorsque
l’effet d’une variation du param̀etreµ revient à translater le sch́ema comprenant le
point selle vers le bas. Un tel effet ne peut se produire dans le cas des points fixes
stables ou instables qui sont dits par conséquentstructurellement stables.
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FIG. 4.4 – Exemples de Points Selles

FIG. 4.5 – Exemple de Bifurcation

Exercice 4.1 La décroissance d’une population suiteà des collisions̀a 2 corps peut
être mod́elisée par l’́equation diff́erentielle

Ṅ(t) = −kN2,

oùN(t) représente le nombre d’individus de la populationà l’instant t, et òu k est une
constante positive. On noteraN0 le nombre d’individus̀a l’instant t = 0.

– Quel est le type de cetteéquation diff́erentielle ?
– Apr̀es avoir d́etermińe les points critiques, tracer l’allure qualitative des solu-

tions sans aucun calcul.
– Intégrer l’équation diff́erentielle et donner la forme explicite des solutions.
– Mettre eńevidence que la solution diverge en un temps fini.

Exercice 4.2 On consid̀ere l’équation

v̇ = −g − k v|v|,
v(0) = v0,

où g représente l’acćelération de la pesanteur,v la vitesse etk une constante positive.



4.2. CLASSIFICATION DES POINTS FIXES (1 DIMENSION) 35

– Donner une interpŕetation physique simple de cetteéquation.
– Montrer que ce système n’a qu’un seul point fixe stable, et utiliser cette in-

formation pour repŕesenter les solutions dans les cas suivants :v0 > 0, v0 =
0,−(g/k)1/2 < v0 < 0, v0 < −(g/k)1/2.

Exercice 4.3 On consid̀ere la ŕeaction chimique A + B→ C. Les ŕeactifs A et B sont
en concentration initialeA(0) = A0 etB(0) = B0. La vitesse de production du produit
obéit à l’ équation diff́erentielle

Ċ(t) = α (C(t) − A0) (C(t) −B0) ,

où α est la constante (positive) de réaction.
On veutétudier comment la concentration du produit C au cours du temps d́epend

- qualitativement et quantitativement - de sa concentration initialeC(0) = C0.
– Déterminer les points critiques et représenter qualitativement l’allure des solu-

tions. On distinguera les 2 cas :A0 = B0 etA0 6= B0.
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Chapitre 5

Stabilit é des syst̀emes diff́erentiels

L’ étude de la stabilité des syst̀emes est́evidemment d́eterminante pour les appli-
cations (le syst̀eme peut-il exister au voisinage d’un point de fonctionnement particu-
lier en pŕesence de perturbations ?), maiségalement int́eressante du point de vue des
diff érents types de comportements globaux que le système peut pŕesenter. Cette ap-
proche aét́e d́evelopṕee en dimension 1 dans le chapitre préćedent, et s’appuie sur
une classification des points critiques. La classification des points critiques en dimen-
sion quelconque est un problème math́ematique ardu qui se rattacheà la théorie des
singularit́es des fonctions différentiables.

Bien que l’on puisse imaginer toute sorte de matrices définissant un système diff́erentiel
linéaire, on verra qu’il n’y a qu’un nombre limité de comportements asymptotiques (i.e
aux temps longs) pour les systèmes diff́erentiels lińeaires, qui ne d́ependent que des va-
leurs propres de la matrice associée. On montréegalement qu’une première approche
de la stabilit́e (locale) des systèmes diff́erentiels non lińeaires peut̂etre obtenue en
linéarisantle syst̀emeétudíe au voisinage de ses points critiques.

5.1 Stabilité des syst̀emes diff́erentiels linéaires

L’origine joue un r̂ole particulier pour les sytèmes lińeaires. Le pointy = 0 est en
effet le seul point stationnaire (ẏ = 0) de l’équation diff́erentielleẏ = Ay.

Définition 5.1 L’origine est dite asymptotiquement stable si toute solutiony du syst̀eme
linéaire satisfait

lim
t→+∞

y(t) = 0.

On dispose alors du résultat suivant (valable en dimension quelconque) connu sous le
nom deCritère de Routh:

Théorème 5.1L’origine est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les va-
leurs propres deA sont de partie ŕeelle strictement ńegative.

Cela ŕesulte directement en dimension 2 du théor̀eme 3.6. �

Dans le cas de la dimension 2, commeλ1λ2 = detA et λ1 + λ2 = trA, on peut
également dire que l’origine est asymptotiquement stable si detA > 0 et trA < 0.

37
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5.1.1 Portraits de phase en dimension 2

Introduisons un peu de terminologie et discutons qualitativement le comportement
des solutions selon le signe des valeurs propres.

1. Siλ1 etλ2 sont toutes 2 ńegatives et diff́erentes, on parle denœud( asymptoti-
quement stable), ou depuits.

2. Siλ1 etλ2 sont toutes 2 positives et différentes, on parle aussi denœud(instable),
ou desource.

FIG. 5.1 – Source.

3. Si une des valeurs propres est positive et l’autre négative, il existe au moins une
direction instable et on parle depoint selleou decol.

FIG. 5.2 – Point Selle.

4. Dans le cas de valeurs propres identiques, il n’y a qu’un seul vector propre1 et
on parle denœud impropre(stable ou instable).

5. Dans le cas des valeurs propres conjuguées, les trajectoires sont des spirales
logarithmiques lorsque la partie réelle des valeurs propresα 6= 0 et on parle de
foyers(stable ou instable). Dans le cas oùα = 0, les trajectoires sont périodiques,
il s’agit decentres.

En dimension 2, l’ensemble des comportements peutêtre repŕesent́e dans le plan
detA− trA, ce que montre la figure 5.5.

1sauf si la matrice est de la formeλI, auquel cas, tout vecteur est vecteur propre.
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FIG. 5.3 – Noeud Impropre Instable.

FIG. 5.4 – Foyer instable (à gauche), et Centres (à droite).

5.2 Stabilité des syst̀emes diff́erentiels non linéaires

Dans cette section, on se contentera d’aborder brièvement la stabilit́e locale des
syst̀emes diff́erentiels non lińeaires en dimension 2 par la méthode de lińearisation.

5.2.1 Linéarisation

Le cas ǵeńeral des systèmes diff́erentiels en dimension 2 peut s’écrire

ẋ1 = f1(x1, x2),

ẋ2 = f2(x1, x2)

Soit(x̄1, x̄2) un point fixe du syst̀eme. On peut proćederà unelinéarisationdu syst̀eme
autour de ce point fixe par le changement de variablesx1 = x̄1 + δx1, x2 = x̄2 + δx2.
δx1 et δx2 décrivent de petites fluctuations autour du point fixe. En utilisant le fait que
f1(x̄1, x̄2) = f2(x̄1, x̄2) = 0, les fonctionsf1 etf2 peuvent̂etre d́ecrites localement par
leurs approximations lińeaires :

f lin
1 (x1, x2) = δx1

∂f1

∂x1

(x̄1, x̄2) + δx2
∂f1

∂x2

(x̄1, x̄2),

f lin
2 (x1, x2) = δx1

∂f2

∂x1

(x̄1, x̄2) + δx2
∂f2

∂x2

(x̄1, x̄2).
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Det A = (tr A)22/4

FIG. 5.5 – Portraits de Phases dans le plandetA− trA

Comme on a bien ŝur ˙δx1 = ẋ1 et ˙δx2 = ẋ2, on doitétudier le syst̀eme diff́erentielà
coefficients constants suivant

(

˙δx1

˙δx2

)

=

(

∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

)∣

∣

∣

∣

∣

(x̄1,x̄2)

(

δx1

δx2

)

On est donc ramené à l’étude de la stabilité d’un syst̀emeà coefficients constants ; cela
permet d’appŕecier si les fluctuations tendentà crôıtre avec le temps, rendant ainsi le
syst̀eme instable autour du point critiqueétudíe, ou si ces fluctuations régressent au
cours du temps, ce qui correspondà la situation stable.

– Remarque –La question se pose bein entendu de savoir dans quelle mesure
l’ étude de la stabilité linéaire nous renseigne sur la stabilité du syst̀eme lorsque les
termes non-lińeaires sont pris en compte. Lorsque les 2 valeurs propres ontune par-
tie réelle strictement ńegative, la stabilit́e linéaire implique la stabilit́e non-lińeaire.
Dans le cas des systèmes instables et lorsque les 2 valeurs propres sont de parties
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réelles strictement positives, un système qui est instable par stabilité linéaire le de-
meure lorsque les contributions non-linéaires sont pris en compte. En revanche, lors-
qu’au moins une des parties réelles des valeurs propres est nulle, c’est-à-dire dans
le cas des centres, la prise en compte des termes non-linéaires peut conduirèa des
résultats diff́erents de ceux obtenus par linéarisation.

– Exemple –On consid̀ere le syst̀eme diff́erentiel

ẋ = y,

ẏ = −2y − sin x.

On veutétudier la stabilit́e du syst̀eme au voisinage du point critique(0, 0). La matrice
des d́erivées premìeres s’́ecrit

(

0 1
− cos x −2

)

,

qui vaut en(0, 0) :

A =

(

0 1
−1 −2

)

.

CommetrA = −2 < 0 et detA = +1 > 0, on en d́eduit que le point critique(0, 0)
est asymptotiquement stable. �

Exercice 5.1 Le mod̀ele de Lokta-Volterra s’écrit

ẋ = +a x− b xy,

ẏ = −c y + d xy.

où a, b, c, d sont des constantes positives.

1. Déterminer les points critiques du modèle.

2. Déterminer et ŕesoudre les systèmes diff́erentiels lińeariśes autour de ces points
fixes. En d́eduire la nature de ces points fixes.

Exercice 5.2 L’ équation de Newton d’un pendule avec frottements s’écrit

θ̈(t) = −ω2 sin θ(t) − ρ θ̇(t),

où ρ est une constante positive.
Les portraits de phase des systèmes lińeariśes autour du point critique(0, 0) sont

représent́es sur la figure suivante pour différentes valeurs deω etρ.
Effectuer les calculs que vous jugez nécessaires pour une compréhension au moins

qualitative de ces différents comportements.
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FIG. 5.6 –0 < ρ < 2ω (à gauche),ρ > 2ω (à droite)

5.2.2 Cycles limites

On a d́ejà discut́e le comportement des systèmes diff́erentiels lińeaires aux temps
longs en dimension 2. Parmi les solutions présentant une certaine forme de stabi-
lit é, rappelons que nous avons distingué en particulier les solutions asymptotiquement
stables (puits et foyers stables) et les solutions périodiques (centres).

Les syst̀emes diff́erentiels non lińeaires peuvent́egalement admettre des solutions
asymptotiquement stables, mais possèdent un autre type de comportement géńerique
connu sous le nom decycles limites. A la différence des centres où à chaque condition
initiale correspondait une orbite différente, les cycles limites se comportent comme
desattracteurspour toutes les conditions initiales dans un certain voisinage (on parle
debassin d’attraction) du cycle limite.

Un exemple caractéristique de système non lińeaire pŕesentant un cycle limite est
fourni parl’oscillateur non lińeaire de Van der Polqui trouve de nombreuses applica-
tions enélectricit́e et en ḿecanique. L’́equation associée s’́ecrit :

ẍ+
(

x2 − 1
)

ẋ+ x = 0.

Cetteéquation d́ecrit une oscillation harmonique perturbée par un terme de frottement,
positif si |x| > 1, et ńegatif pour|x| < 1. Si la condition initiale est telle que|x| < 1, le
mouvement se trouve amplifié par le terme de frottement, cette amplification diminuant
lorsque l’amplitude tend vers la valeur|x| = 1. A contrario, pour de fortes amplitudes,
c’est-̀a-dire si la condition initiale est telle que|x| > 1, l’oscillateur est dissipatif et
ramène donc la solution vers des amplitudes plus faibles. La figure suivante pŕesente
le plan de phase de l’oscillateur de Van der Pol pour plusieurs conditions initiales.

Il n’est pas facile de prévoir le nombre et la position des cycles limites, même en
dimension 2. L’exercice suivant, où un calcul explicite est possible, permet de mieux
comprendre ce comportement caractéristique des systèmes non lińeaires.

Exercice 5.3 On consid̀ere le syst̀eme dynamique suivant :

ẋ1 = +x2 + µ x1

(

1 − x2
1 − x2

2

)

,

ẋ2 = −x1 + µ x2

(

1 − x2
1 − x2

2

)

,

où µ est un param̀etre ŕeel.
1. Montrer que le système lińeariśe est associé à la matrice

(

µ +1
−1 µ

)
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FIG. 5.7 – Cycle Limite de l’Oscillateur de Van der Pol

Diagonaliser cette matrice et discuter la stabilité du syst̀eme en fonction des
valeurs du param̀etreµ.

2. Montrer que le changement de variablex1 = r cos θ et x2 = r sin θ permet de
réécrire le syst̀eme diff́erentiel non lińeaire sous la forme

ṙ = µ r(1 − r2),

θ̇ = −1

Intégrer ce syst̀eme avec les conditions initialesr = r0, θ = θ0 et montrer qu’il
admet la solution

r2(t) =
r2
0

r2
0 + (1 − r2

0) e
−2µt

,

θ(t) = θ0 − t

3. Discuter la limite der(t) lorsquet → ∞ dans les 2 casµ > 0 et µ < 0. On
distinguera les casr0 = 0 et r0 6= 0. Commenter les résultats obtenus.
Le changement de comportement qualitatif observé lorsque le param̀etreµ passe
des valeurs ńegatives aux valeurs positives est un exemple de bifurcation dite de
Hopf.
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3.1 Exponentielle de matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Propagateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3 Calcul pratique du propagateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.4 Equations diff́erentielles en dimension 2 . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.4.1 Diagonalisation des matrices2 × 2 . . . . . . . . . . . . . . 24
3.4.2 Forme explicite du propagateur en dimension 2 . . . . . . .. 26
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