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Chapitre 3 : Mesures de Hausdorff, surfaces minimales 69 INTRODUCTION
Nimension de Hausdorff 70
Tyuation det surfaces minimales 75 Les groupes nilpotents ont été abordés récemment avec des
fxistence de sections minimalec de bord donné g5 points de vue trds divers : théorie des représentations, équations aux
Unicité de la section minimale de bord donné 99 dérivées partielles, analyse complexe, et enfin, géométrie riemannienne.
Propriété de minimum 90 Pour le géométre, les groupes nilpotents, muni de leurs métriques
I'stimée a priori 93 invariantes 3 gauche, sont une source d'exemples et de contre-exemples.
[xistence de surfaces réglées lisses de bord donné 95 ] (Voir ﬁmmu. ﬁpmuv.

; Dans ce travail, nous illustrons deux idées dégagées par M.
Bibliographie 101 Gromov dans ﬁpou : la notion de convergence au sens de Hausdorff, et

le lien entre transformations conformes et inégalités isopérimétrique:..
Le cadre en est le groupe de Heisenberg de dimension 3, et ses métri-

ques invariantes 3 gauche, que nous allons décrire d'abord.

Le groupe de Heisenberg de dimension 3 :

C'est le groupe de Lie simplement connexe, de dimension 3, nilpotent.
Son algébre de Lie admet des bases X, Y, 7 satisfaisant aux relation:
suivantes : [x,2) = [¥,2] =0, [x,¥] =2 .

Autrement dit, ce groupe G a un centre de dimension 1 , dont la di-

rection est donnée par le vecteur Z .

Le groupe d'automorphismes de G est un peu plus petit que celui

\ de %w , puisqu'il préserve le centre. Dans la base X, Y, Z , les

automorphismes ont une matrice de la forme A A 0 v
b ¢ det A
ol b, ceR , A&GL(2,R) .

Fixons une base X, Y, Z de l'algébre de Lie. Le groupe d'automor-
phismes est suffisamment vaste pour gque toute métrique riemannienne
invariante 3 gauche soit, 3 automorphisme prés, équivalente a& ltune
des métriques g : & est donnée par la matrice 1 0 0

o 1 0
0 0 t?



Utilisons les coordonnées exponentielles  (x,y,z) + exp(xX + yY + 2Z)

; 1
Posons w = dz + MA ydx - xdy ) ; alors la métrique g, stécrit

2
mx.+ a%m + dmam .

&y

Les métriques g_ , pour t tendant vers 0 , apparaissent dans la

t

théorie des variétés presque plates (voir P. Buser, H. Karcher,

Gromov's almost flat manifolds, chap. 1 et 7) ; en effet, toutes

passent au quotient par le sous-groupe discret cocompact
r={x,y,2€21},

donc induisent une famille de métriques sur la nilvariété compacte

W//m , de diamétre borné et de courbure tendant vers 0 .

En revanche, que se passe-t-il lorsque t tend vers 4o ?

La métrique de Carnot-Carathéodory :

Notons H le champ de plans invariant 3 gauche sur G , obtenu en
translatant le plan X, Y . Remarquons que les g, induisent toutes

- R
la meme norme sur ce sous-fibré ; la longueur d'une courbe horizontale,

/

i. e., presque partout tangente & H , est donc indépendante de t .

Définition : Soient x, y deux points de G . La distance Carnot-

Carathéodory d _(x,y) est la borne inférieure des longueur des courbes

x

horizontales reliant x & y dans G

Montrons que cette distance est toujours finie. Notons m la projec-

tion de G sur le groupe abélien wm = m\ﬁn.mu . Pour une métrique

‘g L . 2 .
euclidienne bien choisie sur R , m est une submersion riemannienne

N

relativement & toutes les g _ . La submersion 71 est aussi une fibra-

t
tion principale de groupe R , de forme de connexion w 3 la relation
*
dw = - 1 dxAdy
exprime le fait que la courbure de ce fibré est la forme volume de %m

Ces propriétés de ¢ entrainent que toute courbe lisse dans .%m

admet, modulo le choix d'un relévement de 1l'origine, un relévement

horizontal unique dans G . De plus, sl ¢ est une courbe fermée
dans ww , si c¢' est son relévement horizontal dlorigine  x dans

G, 1l'extrémité de ¢! est un point x' dans la méme fibre ; la

hauteur entre x -et x' , i. e., l'intégrale de w sur le segment

de fibre (x,x') , est égale i l'aire orientée enfermée par la courbe

2 : . . c
¢’ dans R> . Ceci se voit aussi élémentairement : le rel&vement

horizontal s'obtient, en coordonnées, en résolvant 1'équation

del .o g EYARE UPRORY: LSO
Amm =0, i.e., it "% ( xﬂavaa wﬁﬂvaa .
Clairement, si %, y € G , en choisissant bien la courbe ¢ dans

mm , reliant m(x) & =(y) , le reldvement horizontal c¢' relie x

/

3 y . ceci prouve que d_(x,y) est fini.

t 0 0
Dilatations : Les matrices 0 t 0 ] déterminent des automorphi-
0 0 t?

smes md du groupe G . Alors aﬁ est une homothétie de rapport t
pour la distance d_ . Cela donne une idée de la forme des petites
boules pour d_ : elles sont plus aplaties dans la direction du centre,

que les boules riemanniennes.

Dimension de Hausdorff :

x

Précisément (Lemme 3.7), une boule relative & g > de rayon r pe-

N

tit, est recouverte par 1/r boules de rayon r relatives a d_ , et
pas moins. Un ouvert de G , qui est recouvert par p\dw boules rie-
manniennes de rayon r , ne pourra &tre recouvert gue par au moins
1/r* boules relatives i d, » Cela s'énonce : la dimension de Hausdorff
(définition 3.1) d'un ouvert de G , muni de la distance d_ , est égale
3 4.

Plus généralement, une sous-variété de dimension p de G , si elle

n'est pas horizontale, aura, pour la distance induite d, , une dimen-

sion de Hausdorff égale & p+l1 (§ 3.4, 3.5).



A la distance de Carnot-Carathéodory sont associées des mesures de

Hausdorff wnawsmnm»o::mwwmm uﬁv . La mesure dﬁw est invariante par

les isométries de d_ , et homogéne de degré p sous les homothéties

0

aﬁ . Par exemple, la mesure 3-dimensionnelle u&m sur une surface V. de
2 . ;

classe C° est absolument continue par rapport 3 la mesure induite

par la métrique riemannienne g, » ot la densité est donnée par 3.6 :

3 :
aR°/ d aire = |wlv| = sup  w(W)/|u| ,
u€Tv
ol les normes sont prises relativement 3 g -
La non-intégrabilité du champ de plans H se manifeste de nouveau

par le fait que, inversement, 1'aire riemannienne est absolument

continue par rapport & w3 (3.12).

Géodésiques : les géodésiques relatives 3 la métrique de Carnot-Cara-
théodory, i.e., les courbes qui réalisent la distance entre deux de
leurs points pourvu qu'ils soient assez proches, ont &té déterminées
par B. Gaveau Aﬁqgv. Elles sont de deux types @

- les droites , i.e., les reldvement horizontaux des droites de ﬁn H

elles minimisent sur toute leur longueur.
N o 2 et s
- les reldvements horizontaux des cercles de R™ ; elles ne minimisent

que sur un tour. En coordonnées exponentielles, ce sont des hélices.

Dans h@g et hppu. M. Gromov a introduit une notion de conver-
gence de variétés riemanniennes, nettement plus faible que les notions
antérieurement utilisées. Elle permet de construire des limites dans
des situations trds générales, c'est 13 son intérét : Gromov l'a prouvé
dans mywwv en montrant qu'un groupe discret, & croissance polynomiale,
est presque nilpotent.

[ "objet du chapitre 1 est de montrer qu'une telle convergence

"iou pour les mbtriques g, , et d'en tirer des informations géomé-

t

triques sur ces métriques riemanniennes, en se basant sur les proprié-

tés. connue de la métrique de Carnot-Carathéodory.

Théoréme principal (1.29): les espaces métriques Ao»mdv conver-

gent au sens de Hausdorff vers 1'espace métrique  (G,d ), quand  t =+ te.

Remarquons que = g, .= EY aMmH , donc Am,mﬁv est isométrique &

1tespace homothétique W Aoempv . En fajt, le théoréme principal est
équivalent 3 1'énoncé analogue, ol - G est remplacé par un. sous-groupe
discret cocompact - I' , muni des distances homothétiques W‘aw , ol ap
est la distance, invariante & gauche, induite par g, sur T.

Plus généralement, toute métrique riemannienne®sur la nilvariété
compacte I'\G induit sur T une distance d invariante 3 gauche,
et on a encore convergence, lorsque t tend vers 1'infini, des homo-
thétiques Aﬁ.w d) vers une distance de Carnot-Carathéodory d! sur
G . Seulement, la =M&Bo sur le champ de plan H n'est plus euclidienne,
elle reste invariante & gauche. On 1l'obtient comme suit (1,C) : le plan
H & l'origine s'identifie 3 1'espace vectoriel anﬂ//ocxv , lequel

est muni de la norme masse (voir ﬂmgv induite par la métrique rieman-

nienne g .

Volume des boules

Bien que cela ne découle pas formellement de la définition de la con-

vergence de Hausdorff, si (G,g) est le reldvement universel rieman-

nien de la nilvariété compacte (M,g) , M n_;/m , le volume des boules

de Ao.mmv converge vers le volume des boules Carnot-Carathéodory,

t

Théoréme (1.1) : Le volume d'une boule de rayon R dans (G,§) est

. s 4 .
équivalent a const. R , ol la constante, le volume asymptotigue,

ne dépend que de la métrique g .

Gr3ce au lemme de Besicovitch Aﬁwmgv. on peut comparer le volume

asymptotique de (M,g) & d'autres grandeurs riemanniennes : 1.12.



Géodésiques fermées :

Appelons nombre topologique de géodésiques fermées dans (M,g) le
nombre N{(R) de classes de conjugaison dans T = dpﬁz.av qui contien-

nent une courbe fermée de longueur inférieure & R . Alors ce nombre

"converge" aussi vers le nombre obtenu pour la métrique a% ~

Théoréme (2,8) : Le nombre topologique de géodésiques fermées dans

la nilvariété de dimension 3 (M,g) est équivalent & const. wm .

En effet, dans le cas de la métrique d_ , une géodésique fermée e de

0

. & : .
I'\G se reldve en une géodésique de G , invariante par un élément vy

de T . S8i & est du type droite, alors c est le relévement hori-

zontal d'une géodésique fermée du tore plat %M\aﬁﬁv , lesquelles sont

en nombre const. wm (1.38).

: 211 . s 2
si ¢ est du type hélice, sa projection sur R est bornée,
donc nécessairement, Y est dans le centre de I ; ces géodésiques sont

encore en nombre const. wm (1.37).

Généralisation :

La démonstration du théoréme principal se passe essentiellement en
dimension 1 : on ne manipule que des courbes, on n'utilise que de l'ana-
lyse élémentaire, theoréme d'Ascoli, différentiation des fonctions d'une

variable. Elle se géndralise donc immédiatement aux groupes possédant

s

des dilatations, puis, avec la notion de gradué associé (1.11), & tous

~

les groupes discrets 3 croissance polynomiale.

Le chapitre 2 est consacré & la démonstration d'une inégalité

isopérimétrique, et au développement de ses conséquences formelles.

Théordme (2.2) : Fixons une métrique riemannienne invariante & gauche

sur G . Pour tout domaine relativement compact D , & bord lisse,

1/3 4/3

vol(D) & (12/m) (aire(dD))

Remarquer que cette inégalité est plus forte, pour les grands domai-
s as 3
nes, que celle de 1l'espace euclidien R .
Elle est équivalente 3 1'inégalité limite suivante, relative 3 la

métrique de Carnot-Carathéodory ¢

(2" Ry ¢ rm® (Bon*?

cette nouvelle inégalité est invariante par les dilatations 6, 3 sa
démonstration se déroule essentiellement en dimension 2 .

Oubliant les géodésiques du type hélice, on construit, & l'aide des
droites, un flot géodésique sur le fibré unitaire horizontal UH .
Celui-ci préserve la forme volume naturelle sur UH , il en résulte une
formule pour le volume d'un domaine, au moyen d'une intégrale sur le
bord : 2 vol(D) = [y Aswﬂ rcosd 49 ) ak® .

Aprés une symétrisation, il vient
vor(m) & [y RONL) a®eo

od la section canonique mx est la réunion des droites passant par X .

=

On termine en invoquant une propriété de minimum : la surface a bord

DNI a une mesure minimum parmi toutes les surfaces de méme bord (en
x

particulier, les deux composantes de ccmx ).

Application & 1l'analyse :

L'inégalité (2') est non tpiviale méme pour les petits domaines.
Grice 3 la méthode de symétrisation de Faber-Krahn ([32], ﬁquVu il
en découle une inégalité de Sobolev, qui permet de majorer une fonction

au moyen de la composante horizontale seulement de son gradient.(2.16).

Ce pésultat améliore le théordme de plongement de Folland-Stein ([3u],

§ 20).
D'un théordme de plongement compact, i1 résulte que le Laplacien de
Kohn A= - xw - <w a un spectre discret pour probléme de Dirichlet

D Cs
dans un ouvert borné quelconque de G . Pour la premiére valeur propre



»H , nous obtenons la minoration & la Faber-Krahn : (2.20)
(D) 5 Envor(on2

Application aux transformations conformes :

Corollai : icati
orollaire 2.29 : Il n'y a pas d'applications quasiconformes de

m s 3
l'espace euclidien R” dans le groupe G muni d'une métrique rie-

mannienne invariante 3 gauche.

Ce co i 3
rollaire est & comparer au théorémes classiques de Liouville

et Pi s i ' i i i
card : il n'y a pas d'application holomorphe de C dans un dis-

u P .
que ou dans le complémentaire de 2 points, qui ne soit constante
Plus géné

S généralement, Gromov a montré que 1'existence d'une inégalité

isopérimétri
périmétrique plus forte que celle de R" dans la vapiété rieman-

nienne compléte (M,g) interdisait toute application quasiréguliére
n
de R dans M . Voir ﬁpou. chap. 6 .

N

ora USRS
ace 3 un autre theoréme de Gromov sur les inégalités isopérimé-

i . -
riques, dont nous avons inclus la démonstration (2.20), le corollaire

~

2.29 se généralise 3 tous les groupes nilpotents non abéliens.

Signification combinatoire :

Enfin ' 16t8 ri i
» lorsque qu'une variété riemannienne (M,g) admet un groupe

discret cocom ' étries i i i
pact d'isométries T , une inégalité isopérimétrique

dans (M,g) se refldte en une propriété combinatoire du groupe T.

([10], théoréme 6.18).

Le théoreme 2.2 exprime donc mussi une propriété du groupe T € G

En particulier, il se prolonge d tout rev@tement universel (M,z) d'une

variete compacte M dont le groupe fondamental est isomorphe & T

Au chapitre 3, nous avons rassemblé quelques propriétés de
la mesure. 3-dimensionnelle uaw , la plus remarquable étant la propri~

&té de minimum des sections minimales.

Théordme 3.31 : Soit ¢ une courbe fermée, plongée dans G , telle

. . 2 .
sa projection m(c) dans R soit encore plongée. Alors la borne
inférieure des mesures des surfaces de bord c est toujours positive,
elle est atteinte pour une et une seule surface : c'est une section de

T , de classe de Sobolev zwup .

L'existence de la section de mesure minimum, de bord ¢ , est oubtenue
par une méthode directe du calcul des variations (3.23), qui n'a rien
d'original. Nous ne savons pas prouver la régularité de cette surface.
Le probldme de régularité des sections minimales est certainement ardu :
D'aprds 3.44, il existe un ouvert (pour la topologie ouv de courbes c
pour lesquelles la section minimale n'est pas de classe ow , et il existe

des exemples de courbes lisses pour lesquelles la section minimale

est lipschitzienne, mais non de classe oH (3.26).

Devant 1'échec de 1l'analyse, pour produire des surfaces minimales
lisses, nous proposons une méthode géométrique : les surfaces minimales
de classe oHuH sont réglées , i.e., réunions de segments de droites
(3.14). En 3.G, nous montrons qu'une courbe générique dans G est, en
un sens faible, le bord d'une surface lisse réglée, du type topologique

d'un disque ou d'une bande de M3bius. Malheureusement, les surfaces

obtenues ne sont méme pas immergées en général.

Conformément 3 la philosophie du chapitre 1, nous espérons que 1'étu-
de des sections minimale. Carnot-Carathéodory permettra de comprendre
les grandes surfaces minimales riemanniennes : par exemple (3.36), la
propriété de minimum est vraie asymptotiquement pour les sections

riemanniennes au-dessus d'une grande boule. Il serait plaisant de pou-



voir montrer, par e ' " i ini
, D xemple, qu'une "grande" section minimale rieman-

nienne est, en un certain sens, approximativement réglée.

- 49-

Chapitre 2 : Inégalités isopérimétriques

A

La motivation premiére dans ce chapitre est le résultat suivant :
Un groupe nilpotent.de dimension n. , muni d'une métrique riemannienne

invariante 3 gauche, n'est quasiconformément équivalent 3 l'espace

euclidien' K" que s'il est abélien (et donc isométrique @ R ).

1. Rappelons quelques faits relatifs aux applications quasiréguliéres.

Définition : Soit (M,g) unme vapiété riemannienne (non nécessairement

H
.

compacte ni compléte). On dit que g a une dimension isopérimétrique

au moins égale & p si il existe une constante C telle que, pour

tout ouvert relativement compact D de M et tout réel t,

vol(D) 3 t entraine vol(aD) 2 C ﬂwnp\v .

N SN AN N N

. . . e s e qr n
Exemples : La dimension isopérimétrique de l'espace euclidien R est
2 . . . . . R n
égale & n . La dimemsion isopérimétrique de 1'espace hyperbolique H
est infinie. La dimension isopérimétrique du plan € privé de deux

points, muni de 1a métrique euclidienne, est infinie.

A l'aide d'un lemme d'Ahlfors, M. Gromov a démontré la généralisation
suivante des théorémes de Liouville et Picard sur les fonctions entiéres
d'une variable complexe ([10] § 8.11) ¢

Théoréme : Supposons gqu'il existe une application quasi régulidre de

1'espace euclidien R® dans la variété riemannienne (M,g) . Alors la
w dimension isopérimétrique de g est au plus égale 3 1 .

Nous allons montrer que, si g est une métrique riemannienne inva-
priante 3 gauche sur un groupe de Lie nilpotent non abélien, cde dimension

n , sa dimension isopérimétrique est supérieure 3 n . Il en résultera

qu'il n'y a aucune ap jication quasirdguliére (et donc quasiconforme)
y P
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de R® dans le groupe. En fait, il suffit de le faire pour le.groupe’

de dimension 3 .

2. Théorame : Munissons le groupe de Lie nilpotent simplement: connexe

de dimension 3 (le groupe d'Heisenberg) d'une amﬁquCm‘awmamdnwmnum Mv

mw:<mdwm=ﬁm 3 gauche. Pour tout ouvert relativement compact D, on-a

"
1'inégalité vol(D) £ A#w\aqwﬂw (vol3D) \w,,.
Comst mnt
L'exposant 4/3 est optimal, autrement dit, la dimension isopérimé-

trique du groupe de Heisenberg est &gale & 4 . La constante Awm\avw\w

n'est certainement pas optimale.

3. Suivant la philosophie du chapitre 1, le théordme 2 est une conséqu-
ence d'un énoncé analogue relatif 3 la métrique de Carnot-Carathéodory

associée & g . Pour définir le volume des ouverts et des surfaces, nous

utilisons la notion de mesure de Hausdorff. Rappelons que ces mesures

ne sont définies qu'd un facteur prds, d'oll la nécessité d'une normali-

sation.

Fixons des notations. L'algébre de Lie @* du groupe de Heisenberg - G
a un centre @W de dimension 1 . Fixons un vecteur unitaire (pour la
métrique donnée g ) Z de mw . Dans le plan H orthogonal & AW R
choisissons une base orthonormée (X,Y) , orientée de fagon que le

crochet ﬁwumu =t Z ,avec t positif. Ce réel positif t caractérise

g = g, 3 isométrie prés. Notons &, 1'automorphisme t 0 0

t t ot 0
de G dont la matrice dans la base (X,Y,Z) est 0.0 't
Alors g, = ﬁ ad g, » et les ad sont des homothéties pour la distance

de Carnot-Carathéodory d_ associée au champ de plans invariant a

gauche H , muni de la norme g . La distance d_ ne dépend pas de 't .

2 2 . . .
Notons m : G > G/G = R ; c'est une submersion riemannienne sur

Ho van mcnww&wms _wml

ERLE ax, n% et W les momamm wn<mapm5dmm mmcosm mcm; m . acmpm nmm vec-:

ﬂmcﬁm‘_xv < et % rm mosSm <owcam upwamsnpmsnm mﬁdmnrmw w m st mnspﬁ

<ou. dxAdy Aw .‘
ZO&owm aire  la mesure dpmamnuvmanm induire’ vms g ‘sur Hmw m:dmmnom
am,nwmmmm C” dans’ G'; pour-une telle mcummnmw;m s da aowam._smwmﬁy<m;
1a amddmpcm induite par: g, de la:l-forme Eﬂm‘. est ﬁsm,mo:oawo:
ammsmmvww. bornée par 1 , sur - S . La formule o

&Jﬁm = luls| d aire

o 1
définit donc une mesure sur les surfaces de classe C° .

4, Au chapitre 3, nous démontrerons la proposition suivante :
Proposition (3.9 ) La mesure .vol est une version de la mesure de

Hausdorff 4-dimensionnelle induite par la distance d_-. Si~ 8  est une

surface de classe om dans G , la mesure q«m est une version de la

mesure de Hausdorff- sphérique 3-dimensionnelle induite par la distance

d,, - Les normalisation choisies satisfont 3 la formule de la coaire :

est une fonction lipschitzienne, et -~ u - une fonction mesurable

itive sur G , alors

fgudvel = [17 (o wine] %) e,

-0

~

ol - hf désigne la composante horizontale du gradient riemannien de f

fs
{
5o

5. La mesure p-dimensionnelle &tant, par définition, homogéne de degré
p par rapport 3 un groupe d'homothétie, une inégalité entre mesure d'un
ouvert et mesure de son bord doit comporter l'exposant.-4/3 . En falt

Théoréme 2' : Pour tout ouvert relativement compact de G , & bord

lisse, on a vol(D) n;AHm\ﬁvw\m Au%wuV:\w .
Cette inégalité sera démontrée au § 13 ; comme qﬁw <. aire, elle entr-

afne le théoréme 2 . Remarquer qu'inversement, 1'inégalité 2 entraine



2' . En effet

6. emme ou (o1 surtace o 13 i @ clas e 1
Ite s { d ( ( Y hi 1€
h L I r t £ > d , d lasse et dfai n s

: -3 ¢ x 3 - -
on a 1i t re{s o = e} 2 e 3ant.
M 4a A ) ( v en décroissant
Yy R ] < - H)
Par h pothese la fonction _E D_ AAV Y m_ est dans L AN& v

t i = S 3
ct on a aire(S) = %m Tc__q.xcm a0 . Aussi, mwdmaﬁmv =

3
7 £ jwhe TS s 3 &
_ Oy xm_ ax , car Mm est homogéne sous les md . Or, pour pres-

qua tout x €5, la quanti w8 9 i
w|S T te s i
1 Ty T 3| tend vers 1 en décroissant,

daW  tend

, done 1'intégrale ..."._:__?mﬁ‘_, 3
%

est majorle par _S?_ 5
x

vere [ 1 auow .0

o

A.Flot géodéuique

. Les éodésiques de & le Carnot -Cay 2010Y 1. e e
£ d ques la métrique e 10t ~C ath Vs
7 . .y les

courbes qul réalisent localement la dirtan

o oentre leurs extrémités,

sont connues, cf [ i
s ﬁ«u , rah”_ , maia nous n'aurons

besoin 2 des s cimpl fond
que des plus cimples dicntre odle 5 los arbitern des ¢

amps e

vecteurs invariants 3 gauche hor iz

e mont ausst
PP

- 3 3 A j H
géodésiques pour la métrique ricmanniecnne g

~ S H
les reiévements horizontaux ders droites de -nm

PP
- les géodesiques de d qui omin

o

ent ur toute leur longueur,

c'est pourquoi nous | appelerons loo droites de G .

Par chaque poi 3
point de G . i
,» et chaque vecteur tangent horizontal, il
asse un S i & i
P e et une seule droite ; un flot géodésique est donc défini dan
NS L AN, LT 5
le sous-fibré hori:
> horizontal i Ty i
: H Ce n'est autre que la restriction & H

£ oaz: - -
du flot péodésique riemannien, nous le noterons T
le ) 5

8. Notons a L-fo i 3
Notons a4 ta I-forme canoniqgue (L = N 7

s ¢ H N P V
notons X ¢ T AN e i< e ™ ) "1 i sm 5
§ Je t ngent G par 1'in Horphisme mus ical

induit & Strd B 128 &
par a metrinu £, notons B la tonction nergie sur G
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E(v) uW g(v) . Le flot géodésique .H.m associé 3 g est le champ ' de

vecteurs sur TG  solution de 1l'équation wamaﬁm,n - dE (cf [29], ce qui

permet de le calculer.

On utilise sur TG . les coordonnées (%,¥,2,3sb,¢) qui désignent’ le

vecteur tangent . aX + bY + cZ  au point. exp(xX + y¥ + zZ) 3 on &

b*¢ ) mwax»v = adx + bdy + cw , d'od

o =
emuwx+5+&+2mww - v
Comme wemnﬁm = 2 E, la dérivée de Lie uﬁﬂmo_m = 4t , donc la forme
Qm , restreinte au fibré unitaire UG, est invariante par le flot géo-

désique riemannien. Par restriction, nous concluons que la l-forme

est invariante par

©

G no_mﬁcm sur le fibré unitaire horizontal UH ,

le flot géodésique Carnot-Carathdodory T . Cela suffit pour construire

une forme volume invariante par T sur UH .

9. Notons d8 la i-forme & = - mww = mW; sur le fibré unitaire hori-

zontal UH . Sa restriction 3 chaque fibre de UH + G est une forme

volume de la fibre, donc vol dg est une forme volume sur UH .

été "de Liouville") : La forme volume de UH

Proposition (propri
s'écrit aussi volAds =o _Adi AW s
Mao:o est invariante par le flot géodésique.

dy = daadx + dbady = (-bdg)Adx + adg Ady

En effet, calculons -

= dd AQ' ot o' = -bdx + ady .

B}

or a_Ao' = Amw + vMV dxndy = dxady , d'ol

a Ado Aw = A dBAG'AW = dx AdyAw AdB = vol Ad® .

Invariance : on a w.de =0, M.H.QE = - wagx dy) = -ady + bdx = - a' ,

d'od k\.ee z -a', AN&Ev:k Adoe = 0 . Comme &a58>a98v = 0 , nous

o0

[o.e3
conclurns que &. (wAo_Ada ) =0 .o
T (-] ]

10. Suivant Santalo hmmu' nous déduisons de cette propriété une formule

pour-le volume d'un ouvert 3 bord lisse de G .
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Corollaire : Soit D un ouvert 3 bord lisse de & . Notons, pour xe3D

r(x,

(x,8) 1le plus grand r 3 0 tel que «x expt(cos® X + sing Y) €D pour

Wﬁ <r . Notons N le champ de vecteurs sur le bord 9D qui est, en
chaque point, unitaire, horizontal, normal 3 oD , dirigé vers 1'intér-

M«,Mmcu de D ; alors

1(uHfD) = = 21
“ vo D) = 2mvol(D) A% (/g r(x,6)g(N,cos8 X + sing Y)ds ) a3 (x)

Il s'agit d'utiliser le flot géodésique ¢ + UDR + UH , (x,a,b,0,t)
s
#» (x expt(aX + bY¥),a,b,0) , restreint 3 1'hypersurface n = UH[3D ,
comme systéme de coordonnées dans 1'ouvert UHID , donc de calculer la
4-forme e*<ow Adf . Clairement, e*aw = df ;3 il reste 3 calculer la
composante de 9*<OH sur une 3-forme dont le produit avec dg est non
nul par exemple BAdt , ol B est la 2-forme sur 3D qu'on intégre
pour obtenir la mesure K 8 . Pour cela, nous pouvons nous restreindre
& une section 3Dx(a,b)xR :m + G, Blx,t) = ¢{x,a,b,t) = xexpt{aX+by) .
Remarquons que la formule de la coaire 4 signifie Que, pour toute

équation locale f = df
de 9D , ona vol = m>_m.m|_. Posons, pour yé€&G

proche de 3D , f(y) =t si yexp~t(aX + bY) € 30 . On a donc
dt
[hE] *

Comme f est nulle sur Q3D , le gradient hf est normal & 3D , d'od
3

m*cow = BA

hf = |hE[ N . 0O =4
|hf] r 1= o fx expt(aX + bY)) [, .o = g(hf(x),aX + bY) =
|hflg(N,aX + bY) ; il vient donc, en tout point (x,0) € 3DxR
b ]

— %

¢ vel = BAg(N,aX + bY) 4t ,
d'ol, en chaque point (x,a,b,0,0) de n xR

s’

*
¢ vol AdB = g(aX + bY,N) gadtadg .

Ecri *
crivons, sur n xR , ¢ volAd® = J(x,a,b,0,t)g(N,aX + bY)Radtads .

l'invariance de la forme volAd® par le flot géodésique T =

3 _ .
e 0, donc J = J(x,a,b,0,0) = 1 .

3
- Su3t
se traduit par

Enfin, ¢ est un difféomorphisme de l'ouvert V = { (x,8)/0<t<r(x,0)}

s

dans n xR sur cmﬁo , donc

w;.gmmmmm :
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2m: vol(D) = .ﬁc:?u volnde = s< g(N,ax+b¥)dg adta 8. = \3 g(N,aX+bY)Ir(x,q)

a8 a8 = [ (2T glaxebt,N)r(x,0)d0) arleo .0

B.Sections canoniques

11. Soit - x .un point de G ; sa section canoniquefest la réunion des

droites qui passent par x . C'est 1'image par la translation 3 gauche

par x. de la section canonique 3 1l'origine MH = {exp(aX+bY)/ a,b R},

elle-méme image de la section CI ﬁm + G, (x,y)» exp(xX + yY) .

P . 2 3
Au moyen des coordonnées polaires (r,8) sur R” , la mesure pIa

s'écrit mwunm = W wmaa;% .

Les sections canoniques possédent une remarquable prpriété de minimum :

Soit § un-ouvert relativement compact, 3 bord lisse,

’

ham _mw soit U = mpgv . Si une surface lisse V dans G a méme bord

|

que U , alors uwwzv 3 H.mAcv .

La fonction p = r,m sur G aun gradient unitaire ; par conséquent,

p AT us<_e~<_ d aire 3 \<_E_.<>%_ d aire 3 [, dAw =Sy doaw

= g.b dra mME = \m demn;% uXmAcv . On a utilisé le fait que

d(doAw) = - t dxadyadp = 0 et la formule de Stokes. [

Cette propriété est partagée par toutes les sections réglées,

Remarque :

i.e., qui sont réunion de droites (voir 3.31).

13. Fin de la démonstration de 1'inégalité 2'

5

Fixons un ouvert D de G , relativement compact, 4 bord lisse.

Afin d'exploiter la formule 10, nous allons majorer 1'intégrand
\.w: g(N,Xcosb + Ysind )r(x,8)d ; remplagons le produit scalaire par

1 (ce qui enléve tout espoir d'obtenir une constante optimale dans 2').

Notons (r,8) les coordonnées polaires centrées sur la projection
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du point x de 2D dans xm , notons (p,$) 1les fonctions induites

sur G . Notons P l'ouvert de bec visible de x , i.e.,
P = Amxﬁd.ov\ Vi< r , mx:,mvmg .

Alors /27 n(x,8) 48 = Tpodb =2 £ 072 w p%dpads = 2 I 072 ap® .

Or 1'intégrale [ o:m amam ne peut qu'augmenter si on remplace P

par la boule B = {y € Mx\ p(y) < R} dans I, de méme mesure 3-dim-

X
ensionnelle que P ; par conséquent ,

Iy 072 ak® < Iq 02 a%% = 2mRr = om Amxm%:p\w .

Nous remarquons que mx partage 0D en deux surfaces <u. et <N

de méme bord que U = MxD D , donc, d'aprés la proposition 12, on a
2B (e) < 28wy < B W) = W)
Infin, de la formule 10, il vient

vol(0) & 2,0, 41 W a)t/% a ¥

s azm*® Boon*? .o

C. Une autre inégalité

14. Dans le méme ordre d'idées, donnons une inégalité isopérimétrique
pour les domaines contenus .
dans un cylindre.

Rappelons gue, si C est un cylindre dans 1'espace euclidien R" , 1.

e., un produit ® x B , ol B est un domaine borné d'un hyperplan, on

a l'inégalité linéaire
vol(D) g const.(C) vol(3D)

pour les ouverts bornés de C

)

et A un ouvert de _mw , alors

w Proposition : 51 D est un ouvert borné i bord lisse du groupe G

w vol(DAT Y)Y ¢ 1//4 (vor a)l/? ®2(any

Considérons la projection p sur la fibre 3 liorigine, le long des

~-5#-

droites qui la rencontrent. Précisément, soit p 1'application de G
dans C = {x &G/ an.:nonVv = 1} , donnde en coordonnées cylindriques
par (r,8,2) » (1,0,2) .
Cette projection préserve les directions horizontales (ce qui est faux
pour les projections radiales), donc elle diminue les aires Carnot-Cara-
théodory.
Z12 .
Calculons son jacobien riemannien. Nous remarquons que 1'élément d'aire
@ Adz sur C coincide avec d9Aw ; il s'agit donc de calculer, pour
cl .
une surface S , et un x € $ , le rapport _am>s_,axm_\_am >S_:H.2xv _
Oor |®AwlT C| =1 pour tout plan tangent 3 C ; on a donc
y
o) = | awtt sl « [@TS] |ufTS|
3
a'od  Wp(s)) = atre(p(s)) = s I (x) @ aire ¢ fg |dB}T, S| 4RO
3 -1 3
< Jg lae| dW < for a® .
Faisons varier la fibre :L.Amv. et intégrons sur A :

-1 y3
N uﬁw:vmﬁm: da < £, (Jg |am(y)] ¥’ (y) ) da

= 1 (g, a7 da) a¥B .

-1
A y fixé, notons »r = |a - n(y)| . L'intégrale de r ne peut qu'

augmenter si, dans le plan euclidien, on remplace A par la boule de

, -1 -1 = 2R . Or
amSmmwdmwvmdoo:mmncm:a. \» H.amm .‘.w;v r - da

2 -1 V2 s
aire(B(R)) = aire(A) = mR™ , dunc \> r © g 2/7 {vol A) ol

1, ®p (5)) da ¢ 2/AVoLB) sy .

Si S est le bord d'un ouvert borné D , et si a €n(D) , notons
. -1 .
h(a) 1'intdgrale de w sur le segment de fibre DOw “(a) . En chaque
point de ce segment, on voit D tout autour, i.e., chaque droite
é 3 I . Comme la forme
rencontre 9dD ; par conséquent, .%v Qmﬁwuvv 2 21 h(a)

vol est .:ﬁam>8 , nous concluons que

3
2n vol(DAT 1) = 7, 21 h(a) da < 2/Wol(A) ¥ O



-~ 58~ o ‘ - 59 -

@ _ P dr - -ﬁ e
, X . < ios = 4 fou = fotF 5= dt = y v
D. Application de 1'inégalité 2' 3 1l'analyse d la limite, pour p ! D R dat R
1/ Inégalités de Sobolev Par conséquent, l'inégalité de Sobolev classique
4/3 (3/u =
. L . < 1VBT Sy |grad vl
15. En utilisant la méthode de symétrisation de Faber-Krahn, nous A\w: v ) R _
. ‘ , . ‘ 4/3,3/4 -1/4
allons tirer une inégalité de Sobolev de 1'inégalité sopérimétrique se décalque en Asc u’'T) < (12/m) /s |hul .

. . n
2' . Le raisonnement, purement formel, repose sur la formule de la Par 1'inégalité de Hlder, il vient, pour tout q & 30

3 ~1/u 3/4 = 1/ p pyl .
D

coaire 4 , et le falt que, 3 une constante prds, 2' est formellement

(sp u? e ¢ (12/m (vol D)

identique 3 1'inégalité isopérimétrique classique de 1'espace euclidien o . A i
! Appliquons cette dernidre inégalité 3 la fonction u , ol A=
+
“N rd I3 2 e K3 3
1 + q(p-1)/p ; utilisant de nouveau l'inégalité de HOlder, il vient
Proposition : Pour tous réels p, tels que 1 € p & q € +9 , ot i oet i/
L ot i , (fyul M ¢y malP HMPazm 4 (o1 pyt/PrY/ At/
ol w.” W » pour toute fonction lisse u 3 support dan: uun domaine . N nu
- pourvu que l'’exposant de vol(D) soit positif ou nul.
borné D de G, on a l'inégalité

£

(f w6 . (vl pyl/* = 1/p + 1/q (fy IbulP y1/p

? P 16. Théorémes de plongement
c . . .
ol hu est la composante horizontale du gradient de u . Introduisons les normes __:HL.U s = :Huw pour les fonctions lisses
Remarque : La constante Cq” (1 + qp-1)/p)(12/m)~H" 3 support dans D : y
| ‘ | I, = 0 Tl 0P o () fgoad ulP )V
n'est pas optimale. 1,p D : D 1
1 P P
s Bl = s [ulPOMP ey (P X
1,p D

Nous pouvons supposer que la fonction u est positive

N

4 Quand on compléte les fonctions lisses 3 support compact dans D

Associons 4 u une fonction v sur R , qui ne dépend que de la diz- . . ‘
pour ces deux normes, on obtient respectivement 1l'espace de Sobolev
tance & l'origine, par la condition vol {v 2 t} = vor {u 3t} . X

s s 1 el p
i i é i N ordinaire zo.uﬁov et 1'espace de Folland-Stein mHon (comparer &
Les surfaces de niveau .de v é&tant des sphéres, on a pour tout t >0

-2/3

L)

[34], § 17).

vol {v 3 t} = (8m) vol {v = t} . . : &pifi
Clairement, zw.@nuv numvaov ; cette inclusion est stricte : on vérifie
Par la formule de la coaire 4, puiscelle dans mc , On a ° ! o s
3 1/4 3/4 aisément que, si d est la fonction distance Carnot-Carathéodory a un
fy Ipal = Fust) at s (/1Y T (vel {wt Y ar
¥ point de D , multipliée par une fonction plateau convenable, alors
1/4 3/4
= (nw/12 (vol >t} d o p _
) g (vel {v>th t %mzw.@GVfVQVN-iw ,et d €sh(D) @ a>1-u/p.
- VT1/4 L3/
= (768 m) \m (vol {v=t]) dat M Proposition : Si S 2 il m., on a l'inclusion mwnovnu r@on . En
Q9 P
T . o] A s -
= (768 m) Trir |grad v| . w particulier, si p 24 , monv c(p) . si 3 > > n 1'inclusion
| - P q
D'autre part, notons F(t) = \MSA\Adeﬂ Ihul 1 auﬁwv at . Alors m mphov C L*(D) est compacte.
=t ‘iz
F(t) = vol fu>t} = vol {vst} , donec, pour tout réel n , ot par passage Les inclusions résultent des inégalités de Sobolev 15 ; la compacité
B L} ] = JRE & s
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se démontre comme dans ﬁwmu, page 160 , en remplagant distance euclidi-

enne, droites et gradient par distance Carnot-Carathéodory et composante

horizontale du gradient.[d

Les inclusions 16 ont

été déj3 obtenues par Folland-Stein Ahw:u § 20), si
11 1
p

i 1
— > = - = ; seul le cas = - ¢ est nouveau.
qa " p *® 5

o=

E. Application de 1'inégalité 2' 3 1l'analyse

2/ Laplacien de Kohn

17.Ln rapport avec des problémes d'analyse complexe, Kohn, Koranyi,
Folland, Greimer, Stein, Jerison et autres ont étudié le "Laplacien de

2 2
Kohn" A= - X" - Y .
Le laplacien ordinaire relatif & la métrique riemannienne g invariante
N w2 2 2,
3 gauche est P = - X° - ¥Y° - 2% | il est fortement elliptique, il
contrdle les dérivées secondes, en ce sens qu'on a, pour ué ZM.MAUV .

[ _muHu < const. =mc=U .

Liopérateur A oublie les dérivées dans la direction verticale Z , et
il n'est pas elliptique ; il est cependant hypoelliptique, c'est-d-dire
si u est une distribution, et si mec” , alors u ec” . Cela
provient du fait que A contrdle les dérivées secondes dans les direc-
tions horizontales, et de la relation Z = XY - ¥YX

Précisément, si xw ) xu € {X,Y) , et si u est une fonction c® 3
support compact dans D , J. Kohn (p=2) et Folland-Stein montrent que
Ix.x.u]_ < const(D) jau}
13 P P
[X.u] g const(D) jau|
1'p P

lul,

I1 en résulte la régularité des solutions faibles de 1'opérateur A .

< const(D) =>c=m . (Voir hwcuv

18.Formule de la divergence

Soit T un champ de vecteurs lisse sur l'ouvert D du groupe de

N

Heisenberg. La divergence, relative & la métrique riemannienne g , est

T T s e Bt i ke T

L e

- €1~

une fonetion sur D : si D désigne la connexion de Levi-Civita, alors
, div.T = - tr DT ..

La formule de la divergence est i si T est 3 support dans 1l'ouvert

D , alors su div. T =0

Son intérét pour nous provient de la relation Au = div hu - .

Lemme : Si u est une fonction lisse, et T un champ de vecteurs 1

lisse, alors div uT = u div T - g(grad u,T)

En particulier, posant T = hv , nous obtenons, si u ou v & un Sup~
port compact dans D , \c u bv = au g(hu,hv) = au v Au .
Remarque : De la formule de la divergence, on peut aussi déduire cette
2 2 42 . 2 P
identité : %o My 2z0)° = \c Ih“ul , ol h'u désigne
la forme quadratique T > awc sur le plan horizontal.

19, Théorie spectrale pour le problime de Dirichlet

L'espace naturellement commode pour étudier le probléme de Dirichlet
.2 —

pour A est 1'espace de Folland-Steln muﬁov . C'est un espace dec Hil
bert. Si u, v sont des fonctions lisses sur D , Vv 3 support compact

dans D , et si f = Au+ u , alors

so v Au %U vu

2 -
d'ol, pour tout Vv € mHAUV s \U fv = <u,v> .

\c g{hu,hv) + \U uv = <u,v>

On dit que u € mmﬂuu est une solution faible de 1'équation Au + u =
f si, pour tout v & mwAcv s \U fv = <u,v> .
Pour toute fonction f € rwaov , il existe une solution unique u = Gf
dans mmnov : en effet, la forme linéaire v & \U fv  est continue sur
G R T I E PR PR L P o5, -

Pour u = Gf , on a = sup AC.<V\_<_Mvw IS _m_m , donc 1'opéra~

lul$

1,2
2 2 :

teur G : L°(D) ~ mHAcv est continu.

M M o 1 o
Composant avec le plongement compact mpﬁcv + L°(D) , nous obtenon



%mo. Proposition : La premiére valeur propre A

|
f

lﬁh\l

un opérateur compact G ; il a une théorie spectrale : ses valeurs pro-

pres forment une suite v,

: tendant vers 0 . Le laplacien A est auto-

-adjoint, il en est de méme de G , donc les v; sont réelles ; d'autre

.

part, \w uBu = <u,u> >0 si u# 0, donc les vy sont positives.

On peut les classer en une suite décroissante v, 3 v, 3 .. Chacune est

1 2

vy = [|6l] . I1 existe une base hilbertienne

de fonctions propres, i.e., des fonctions ew telles que, pour . toute

-+ (-
£= 3 <f30;>¢; » et 6f = ]

i=1 i=1

de multiplicité finie, et
fonction f € mmnuv <f,¢,>

1 ’ 20:°V:0; -
Par la théorie de la régularité (§ 17), les fonctions propres sont

lisses (les fonctions propres de G des fonctions propres faibles de )

it

donc sont solutions de 1'équation Dew = ywew , avec A, <|H -1.

i i

Les valeurs propres >w de A forment une suite croissante. Enfin, si

N

u est une fonction lisse 4 support compact dans D , posons £ = Au + u ;

alors f & ronv , et Gf

= u ; par conséquent, comme f s'éerit

oo o«

M Amuewv ew » la fonction u = Gf admet une représentation u = M u,d,
i=1 w i=p b
ol u; = CHAm.ewv = sc cew ;yona Aus=f ~uz= .MH Am.ewvacwupvew

00 i= N
donc bu= Y AMusds s série convergente dans L“(D) ;
i=1

c'est la décomposition spectrale de A .

du probléme de Dirichlet

1
pour A sur un domaine borné D satisfait
Ay = inf “rc_w / ac_w 2 AWﬂ <0~Acvvouxm .
u€s2(D)

Soit u € mwﬁov ; supposons qu'il existe f telle que Gf = u 3 par

définition, S fu

D
2
__M -

0> - |
. La fonction

; écrivons f = M mwew , il vient

Iihu 2 =

2 2,
AV EDT 3 A ) (v,£)%) =

est continue sur mMAUV , 1!
inégalité annoncée résulte donc de la densité de 1'image de G (qui con-

: @ ’ - z >N : rd . ra :
tient C ). Il y a égalité pour u = ep s la deuxiéme inégalité provient

T

PRGSAF

~63-

de 15.00

F. Dimension isopérimétrique des groupes

; o 3 e .
nilpotents de dimension superieure
s s NPT .
A défaut de démontrer que la dimension isopérimétrique d'un groupe

1
R . s "
nilpotent coincide avec sa dimension homogéne, nous allons montrer q

: . c204 i st
elle est strictement supérieure 3 sa dimension de variété, ce qul es

i icati i ons aux transformations
suffisant pour l'application que nous envisage

conformes.

4 .
Le principal intér@t de ce paragraphe est de donner une démonstration

.z
du théoréme suivant, di & Gromov, et non publié.

20. Notons

dim; 1a dimension isopérimétrique.

. . s ps .. .
Théoréme: Soit M -+ B une submersion riemannienne, 3 fibres minimales

. taz 3 Ls g
e fibre, on ait 1l'inégalité isopérimétrique

f/£-1

Supposons que, dans chagu
vol{D) & ¢ (vol 3D)

uniforme. Alors

m avec une constante ¢
S din (M) 3 aim(B) + £ .

. . N . ibre
Nous procédons par symétrisation, en symétrisant & la fois la £ib

D borné de M (qui

. £ .
(qui devient un espace euclidien R ), le domaine

prend une symétrie de pévolution), et la submersion (qui devient un

£
produit B X R* -+ mv.

i ine 1 é ians la
Introduisons quelques notations, pour ur domaine borné D da

= , désigne
variété piemannienne M . . Notons h(b) = <0HAU_vaV , ol mv g

-1
le fibre en b , mv =p (b)) .

J  le jacobien (dimM-1)-dimen-

Notons
p

sionnel de la restriction de p @ 9D, notoms k(b) = <owﬁwu_JﬂUv et

g 17tas .

g® = Sopnpy, 1%

I = fi n
Alors vol(D) = am h(b) db , vol(dD) = Hm g(b) db . Notons enfin
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Calculons le jacobien Lv . Pour un vecteur 2z tangent & B en. b
, «

soit 2z son relévement horizontal au point x de 8D .

t

Fixons un vecteur unitaire v normal & woxzmv dans mv .
¥ . .
réel t , le vecteur z + ty est normal a mchmw , donc il existe

Pour tout

* . .
exactement une valeur de t telle que 2z + tv soit tangent & 3D .
$i VU est un vecteur normal & 3D ,ona t=qglz)=- AN*uav /- <v,v>

X
donc o est une forme linéaire sur va .
Solt x_,..,x une base ortho: é 5 i Z, e
FEERE LS base orthonormée de ﬂxmbqamv 3 soit Zys uNB

une base orthonormée de qvw 5 alors la norme du Jacobien de p est

l'inverse de la norme du (m-1)-vecteur

«

X
SIS >x3.s|H>ANH + owANch; . >AN5 + &MN:VCV
* w i X “x x
S XA Azt MMH (-1) xH> .. >xa-:-H>NH>.. >Nu..>.. )m:)QxANMZ
Par conséquent, _av_«p = (1+ _ﬁgmvp\m .au point x e€dD .

Dans le cas od M est le produit B x %m , et ol le domaine est de

¥
la forme D = Plp B(0,R(b)) , on a, pour tout x € wcx\.m

b€B b’

Qx =dR B
d'ob la relation g = Sy (14 1R |HY? = ka1e |ar|H2
Dans ce cas, on a h(b) = e mﬂvvm , soit dh = mom wvlpaw = k dR
d'ol 1l'identité mw = k24 _ar_M .

MMH‘ Scholie : Si les fibres de M = B sont minimales, alors
w g’ 3K+ [an|? .

Fixons un vecteur 2z € va » et calculons dh(z) . Prolongeons z en

un champ de vecteurs, de flot em . Restreignons la submersion rieman-

nienne & la courbe ew s ce qui nous raméne au cas od dim B = 1 . L'hy~

pothése des fibres minimales signifie que le flot eﬁ du champ N* pré-

serve le volume des fibres. Il s'agit donc de calculer dh(z) = 4 <0HAUdV

dt
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-1 «
i Y . Remarquer que 2
ot ' D ® Y GDm.ﬁv emarq q

= i rdre
sur - 3D ; soit Xy Son flot 3 alors wcd = xdﬁwuov . Au premier o .

+ Qxﬁuvﬁ est un champ de vecteurs

i oy inci flot
la famille d'immersions e& Xy wvo > mo coIlncide avec le flo md

,, d
* . ¥ _ d_ -
mcormawnmcmoam:wmﬁu+ Qxauvcv -z = Qxﬁuvc » done 4x <owﬁcﬁv

.H ﬁn QE
.M.um <ou.So + anQVS u ﬁwwao T <ow?+ mQxANZ \OAmAw swuo x .

car- v est unitaire, normal & wco .
i = 'il faut
Nous avons donc obtenu 1l'expression dh = sww\_mv Oy s qu'il fa
2,1/2
comparer 3 g = swuxdmv (1+ _Qx~ Y fax .
La mesure dx/k , sur la fibre mv , est de masse totale 1 ; comme la

* .
fonction u -+ /1 +{uf est convexe sur ﬂvm , nous pouvons appliquer

1'inégalité de Jensen
2,1/2 1/2 dx
) k

dx/k| < J (1+ o _NV
(1 + _ngmv iy < Lypary, «

2
soit K2+ _us_w cg .0

22. Fin de la démonstration du lemme de Gromov.

. PR
Etant donné un domaine borné D dans M , construisons un symétrise

0¥ dans mm x B comme suit : pour beB , soit R(b) le réel tel que

. £ . 4 s
la boule B(O,R(b)) dans l'espace euclidien K ait un volume égal a

h(b) = <0HG>M,UV 3 posons p* = vﬁN_w B(O,R(b)) .

: N *
Notons h* . m* k¥ les intégrales relatives & D . Alors, par

3
w*(£-1/£) , ol ¢ est la constante

R * *
construction, h h, k = oms

P S
isopérimétrique de R .

c wm\mnp

N

Par 1'hypothése isopérimétrique sur les fibres, on a h ,

d'old K* < c nm\m|p k . Avec la scholie 21, il vient

£
£/f-1
c

2 2
2 = _&u_w ‘K

2.2
*2 < _a:_w + Aom Yk g g,

*
d'olt vol(3D*) ¢ ¢! vol(aD) , alors que vol{D ) = vol(D) . Une

- PP P
inégalitd isopérimétrique sur wm xB entralne donc la méme inégaliteé,

2 2f/f-1 N
3 la constante c' = sup {1,(1 + e )1/2} prés, sur M .

. £ 3 . s s
Enfin, la submersion riemannienne R x B » R a ses fibres minimales,
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nous pouvons donc appliquer de nouveau la symétrisation, comparer le

. LR , . i
domaine D d un domaine borné de ﬁm + dimg(B) .0

23. Lemme : Soit 1+>K+G+H~->1 une extension de groupes nilpo-~
tents. Pour toute métrique riemannienne invariante & mmcnwm. i1l existe
une métrique invariante sur H telle que G » H soit une submersion

riemannienne 3 fibres minimales, isométriques entre elles.

NN s

~

La métrique invariante 3 gauche g sur G est déterminde par le
produit scalaire g(1) & l'origine. Soit p le supplémentaire ortho-

gonal de T.K dans T.G ; il s'envoie bijectivement sur T

1 1 H , donc le

1
gauche h

N

produit scalaire g(1)|p induit une métrique invariante &

;N

sur H . La forme volume <m associée 3 g(1) sur ewo stécrit

Vg TN o

3 gauche, on obtient 1'identité <0Hm = VA Tvol

~

en translatant ou

j b
la forme invariante v, sur G est, restreinte 3 chaque fibre, la

forme volume de la fibre.
Minimalité des fibres : soit z un vecteur tangent 3 H ; prolongeons

le en un champ invariant 3 gauche Z sur H ; son relédvement horizontal

X . : . > . . . . . .
Z est un champ invariant 3 gauche de G (car la distribution horizon-

5

tale de G +» H est elle-méme invariante 3 gauche). Les flots de Z et

% oz : < R . P

Z sont constitués de translations a droite, qui préservent les formes

volumes <o~: et <0Hm , car un groupe de Lie nilpotent est unimodulaire.
. ' N

La forme v’ = LV satisfait done 1'équation <0pm = viAn <owru ce

qui entraine que sa restriction 3 chaque fibre colncide avec celle de

*

A Par conséquent, les champs 2 préservent le volume des fibres,

donc celles-ci sont minimales.[d

Mmc. Définition : Le''nombre de sous-groupes de dimension 3Y dans un groupe

m:wwwOﬁm:ﬁ G , est le nombre III(G) , défini par les axiomes suivants :

i ot v

-€7-

III  est la plus petite fonction 3 valeurs entiéres sur. les. groupes

prOdmuﬁm telle que

0 si. G est abélien,

1 si G est le groupe de Heisenberg de dimension 3,

(ii) T1I(6)

1+K+G8+H»1, ona

f
m (i) 111(Q)
j

ii) Dans une extension

TII(G) » III(K) + III(H) .

t G non abélien, on a 111(G)

wmm. Lemme : Pour tout groupe nilpoten

3
En effet, si G n'est pas abélien, il en est de méme de H = G/G .

si x, y sont deux éléments de H qui ne commutent pas, alors le sous-
3

groupe K engendré par x, y et mw ne l'est pas non plus. Enfin, le

sous-groupe K' de K engendré par x et y est distingué, isomorphe

i i i 3 extensions
au groupe d'Heisenberg de dimension 3 ; des

126 sGaHa1
1 5K>H=>HK»>0
1+ K' » K-> K/K'>0,

il résulte que III(G) > III(K') =1 .0

i G est un groupe de Lie nilpotent, non abélien,

v 27. Proposition : Si

i i i G a une
wwuoosdmxm, de dimension n, alors toute métrique invariante sur

. 2 5
m dimension isopérimétrique au moins égale 3 n+t+ 1.

i im, - i it aux axiomes de la défini-
En effet, la fonction apsH n satisfai

i i im. ~ r un groupe non abélien.[d
tion 24, donc apaH n 2 III > 1 pou group:

28. Remarque : L'exposant n+l obtenu dans la proposition 27 est opti-

mal dans le cas des groupes de Heisenberg (domt le centre est de dimen-

D et E.

% sion 1). On peut donc leur étendre les résultats des parties
w 1'exposant optimal est certaine-

Fn revanche, pour les autres groupes,

. . N
ment la dimension homogene.
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G. Propriétés conformes des groupes

nilpotents

29. Théoréme : Soit G un groupe de Lie nilpotent, simplement connexe
ou non, non abélien. Munissons G d'une métrique riemannienne invari-

nte & gauche. Alors il n'existe pas d'application quasiréguliére de

n

l'espace euclidien R~ de méme dimension dans G ; en particulier,

n

S N s S
fu

G n'est pas quasiconformément équivalent & R

Cela résulte de 27 et du théoréme de Liouville-Picard-Ahlfors-Gromov,

cité au § 1. O

30. Remarque : Du point de vue de la dimension isopérimétrique, les

groupes nilpotents de dimension n apparaissent en position intermé-

n n

diaire entre l'espace euclidien R et l'espace :%vaowwﬂzm H' . Le

théoréme de LPAG ne permet pas de conclure 3 la non-existence d'appli-

n

cations quasiconformes d'un groupe nilpotent dans H

H. Une propriété combinatoire des

groupes discrets nilpotents.

w 35. Définition : (voir ﬁwogv Soit T un groupe discret de type fini,

w soit S un systéme générateur symétrique de [ . 51 A est une partie

w finie de T, le bord de A est

gA = An(ASUSA) .

Par le théoréme 6.18 de ﬁH0uq la proposition 27 entraine la propri-

&té combinatoire suivante pour les groupes discrets

36. Proposition : Soit T un sous-groupe discret cocompact d'un groupe

de Lie nilpotent, simplement connexe, de dimension n , non abélien.

Pour tout systéme générateur 4§ de I , il existe une constante ofS)

)

W telle que, pour toute partie finie A de T
v n+l/n

card(A) € c(5) (card(DA))

i
3
£

Lo et SRR

PrTE

Tein ot cawhiiaiate

N N N e N NN e N T N N (e,

lﬂml

Chapitre 3

Mesures de Hausdorff, surfaces minimales

Nous allons calculer, et normaliser, les mesures de Hausdorff p-dimen-

sionnelles induites par la métrique de Carnot-Carathéodory sur les sous-

~vapiétés du groupe de Helsenberg de dimension 3. Ces mesures sont limi-

i i ié 2.6). La mesure #-dimen-
tes des mesures riemanniennes assocles aux g, ( )

sionnelle (alors appelée mesure de Haar) a 4643 été utilisée (1.F).

i i i tai elle pour
La mesure 3-dimensionnelle fournit une notion d'aire natur P

: i aces
les surfaces, donc un probléme de Flateau se pose : existence de surf

./
minimales de bord donné. Ce probléme est pésolu en C, de maniére peu

. . s : . ini-
satisfaisante, pour les sections : {1 existe toujours une section mi

male, peu régulidre, de bord donné. Elle peut n'@tre que Lipschitz (26)
t]

méme si le bord est lisse!

i i H enons juste assez de régula-
Mais 1'essentiel est sauf : en B, nous obt 3

rité (fort laborieusement), pour que ces sections partagent la remarquable

. \
propriété de minimum 31, dé33 rencontrée en 2.B.

3 .
: i
Une autre propriété remarquable de la mesure 1 . ses surfaces min

males sont réglées, cela permet de construire de nombreux exemples (15;G)

1. Définition : Soit X un espace métrique ; on pose, pour toute partie

. . p . oo
A de X : EMA>V = inf { M (diam >wv / les >M. de diamétre
1
inférieur 3 £, recouvrent A} .
On pose mP(A) = lim amﬁ>v . La mesure mP , sur les boré-
£+ 0

liens de X , s'appelle mesure de Hausdorff p-dimensionnelle (voir par

exemple {36].§ 5).

H

On pose aussi .2MA>V inf { M dw / les boules mAx»,1wv, 1Mxﬂ,
- i

recouvrent A}

et KP(ay = 1im
>
. .E7 0 .
nelle sphérigue (voir rmuu § 2.10), c'est celle que nous utiliserons.

¥Pa) 3 c'est la mesure p-dimension-
€
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Pour calculer la mesure p-dimensionnelle sphérique, il suffit de véri-

fier que les boules ont le volume voulu @

2. Lemme : Soit Wy une mesure sur X . si rwaudu\%b converge vers
1 uniformément pour x€X , alors p colIncide avec la mesure p-dimen-
sionnelle sphérique. (Ici, X est un espace de longueur).

Voir par exemple @wu ; indication : montrer que, si p(A) < +w , il
existe une partie V de A et un recouvrement de A-V par des boules

mu amwmwo:m,ﬁmpm@:mcA>vaH|mv M twu mﬁ JﬂbA<v Am.
3

w.ommw:wﬁwo:“o:oosmdmamﬂcm©¢ m’ est décroissante, que WP (A)

> 0 entralne que m3(A) = +o pour tout gq < p , et que P (A) < 4w
entraine que niA) = 0 pour tout q > p . Il n'y a donc quiune seule
valeur de p pour laquelle cette mesure risque d'avoir de 1'intérét

(idem pour xP , car nP < 2PH < 2PaP) @ ctest la dimension de Hausdorff

de A .

A. Dimension de Hausdorff

4, Dimension de Hausdorff des courbes.

$i ¢ est une courbe dans l'espace métrique X , sans points doubles,
sa mesure l-dimensionnelle coincide avec sa longueur (voir Tuu § 2.10);
d'aprés le lemme 1.18, si la longueur de c est finie, et 81 c¢ est
différentiable presque partout, alors ¢ est presque partout horizon-
tale. Dans ce cas, la projection 7 : ¢ > Tc est une isométrie, donc
la dimension de Hausdorff de c¢ est égale 4 1 , et la mesure de Haus-

dorff coincide avec 1'élément de longueur.

N

Supposons au contraire la courbe ¢ partout transverse d la distri-

dérivable

bution horizontale H ; supposons ¢ et orientée de fagon que

N TN TN SN A
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w(é&) > 0 . Ecrivons la différentiabilité de c(s) en s=0 (nous posons
c(0) = 1) : c(s) = exp(sé + o(s)) = exp(shé + sw(é)Z + o(s))
d'oll, si t=1//5, $.cls) = &Qh hé + w(3)z + o(1)) ~ expw(&)z .
Par conséquent, il existe un € tel que, si s <e,

o(1-e)/a(@) <« 4 (1,6.c(s)) & all+e)/ul)
ol o =d (1,expZ) .

Posons B = {s <e/d(1,els)) < HM.HH<wmua

[0, (x/o(1+)EN?] c B < [0, (r/a(1-e)/aEN ] 5

/

prenons, comme mesure | , la mesure de densité o w(é&) par rapport a

la mesure de Lebesgue sur R ; alors wd \Hw tend vers I lorsque T

tend vers 0 , pourvu que la fonction s > w(&(s)) soit continue en O .

. . . 1
Par conséquent, si la courbe transverse c est de classe C° , la mesure

y satisfait au hypothéses du lemme 2. Nous concluons

Proposition : Soit s > c(s) une courbe de classe ct dans le groupe
d'Heisenberg G. Alors c est horizontale si et seulement si sa mesure
1-dimensionnelle est finie. Alors la mesure l-dimensionnelle sur ¢
coincide avec la longueur. Si c¢ est transverse, sa dimension de Haus-

~

dorff est égale 3 2, et la mesure de Hausdorff 2-dimensionnelle de ¢

~

est proportionnelle a o ow.
c

5. Dimension de Hausdorff des surfaces

Soit (s,t) > f(s,t) une surface paramétrée dans le groupe G . Sup-
posons que la forme m*E soit toujours non nulle, i. e., que la surface
est transverse & la distribution horizontale : elle détermine un feuil-
letage de la surface f ; nous allons montrer que 1'intersection d'une
boule avec f est allongée dans le sens du feuilletage.

Posons f£(0) =1, m*Eon = ads + bdt ; effectuons le changement de

paramétre (qui préserve L'aire) u = as +Dbt , v = t/a .

Supposons f deux fois différentiaple en O ; écrivons



i

£(u,v) = exp(H(u,v) + V{u,v)2)

ol le vecteur H(u,v) est horizontal, et la fonction V(u,v), deux fois

~

différentiable & l'origine, satisfait dv(0) = du . Quitte @ effectuer

3
MUM <m , v>v (qui
<

un nouveau changement de variables u *>u+

“)M‘H

préserve lfaire), nous pouvons supposer que JIN.OV = 0 . Alors la
formule de Taylor donne
2
v(u,v) = u + oﬂ_c_ + vy .

p]
posons § = _:MMAOV_ , w o= 1/Y[uj + 0Zv? 5 on a

QZMAcv<V = exp(wH(u,v) + zm<Acu<va = exp(wv :ww + zm: 7Z + o(1))

= exp( (v//ju Five) X o+ (u/iy] +@m<m§ + o(1))

ou-plutdt, est d la méme distance de l'origine, car la distance d

0

admet les rotations autour d'une fibre comme isométries.
posons o{A) = asﬁp,mway\y+H 7 + 1//a+1 X)) 5 pour tout ¢ > 0 ,
on aura: donc, pour u, v assez petits,
(1-e) o(jul 2% V[ 7V < o (1,£u,v))
< (1+e) QA_E\O\N L T

Une bonne approximation de la boule de rayon T én 0 , relative a la

. * R
distance f ¢ , est donc l'ensemble ud = {u,v/ J|u] + ©M<NQA%%WMV < 7).
Comme U%Abv est liimage de UPAHV par le produit de  (u,v) » (u,Qv)

2 . ] ) -
et de (u,v) » (r"u,rv) , il vient QH%OAUGV =0 L ww mw%onHv .

-

Prenons pour u la mesure de densité bAﬁu<v\mwﬁmAUHv par rapport

1

3 ds dt = du.dv ; comme [ est de classe C° , 1a densité est continue,

~

: 3 : 2
d'od  lim (B(x.,r))/r” = 1 uniformément. Par le lemme 2, nous conclu-
r >0
ons que y est la mesure de Hausdorff sphérique uﬁm

Donnons des exprecsions plus intrinséques de la quantité @

* af .
Comme f @ = du, le vecteur v est horizontal ; c'est liunique vecteur
€

tangent horizontal tel que, 31 T est son image réciproque par f T

kg
soit la solution de waAaw> dt) = i , alors £ = |£.T] .
*

o P s . .
Plus généralement, si ¢ st une forme volume ~ur les coordonnées
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(s,t) , et T est le champ de vecteurs solution de wae = m«g ., on
doit intégrer @ dsadt = _m*a_ ¢ . En particulier, si f est 1'appli-

cation identique de la surface .8 dans elle-méme, ¢ est la forme

5

volume associée 3 la restriction de la métrique riemannienne g 3 s,

le vecteur - T solution de wee = wlTS satisfait & iTl = Jwhrs|

donc M .est l'intégrale de la forme _EﬂAm_ ¢ = _Eﬁam_ d aire .

Proposition osition : Soit S une surface deux fois différentiable dans le

: =~

groupe G ; si S est transverse 3 la distribution horizontale, alors

w la dimension de Hausdorff de S est égale 4 3, et la mesure De Haus:-

dorff 3-dimensionnelle sphérique est proportionnelle a _Eﬁem_ d aire .

6. Remarque : Nous avons eu besoin des dérivées secondes pour démontrer

. s 3 PR
1a formule intégrale pour la mesure qm . Cependant, seules les dérivees

premidéres interviennent dans cette formule, ce qui laisse penser qu'elle
. 1
reste valable pour les surfaces de classe C- . Dans ce cas, la formule
. 45 P N %m P
se prolongerait aux ensembles ,2-pectifiables de G (ot c désigne

hér
la mesure de mm:wuo%mww awmmdmpo::ome riemannienne). En effet, d'une

.. / m\.

part, tout ensemble A%MumVudmnﬁwmmeHm mmd,m::m:mmava %mnsmmwwmmmvwm
N P . 1 .

prés, une réunion dénombrable de surfaces C° plongees, dtautre part, la

N

L 3 .
mesure Carnot-Carathéodory uw est absolument continue par rapport a

- : - 2
liaire riemannienne %m

wq. Lemme : .%\wm oonm?qw

Montrons d'abord qu'un boule riemannienne mmAx.ﬁv assez petite est

contenue dans la réunion de W, boules Carnot-Carathéodory mBAxu,w%v .

Prenons x = 1 . 581 y € mmﬁpudv , écrivons y = exp(U + 2Z) , o0 U

est horizontal. Si r est petit, g est presque euclidienne, donc

jul £ v et |z| € . 11 existe un entier 7§ en valeur absolue inférieur

~ . . 2
a 1l/r , tel que _N - u%m < qm ; posons xu =z exp jr Z . Alors
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asﬁxu,wv < d_(exp Nwauv + 4 _(y,exp 22) < Q&AMlnleM_ + U] ¢ (1+0)r ,

donc les boules wsAxuvAH+ovwv s IW <3 g W , recouvrent mmﬁwnwv .
Soit A une partie de G , recouvert par les boules wmﬁxw.uwv . Ty

2

gs€

(A) est cer-

< ¢ , de fagon que M%w soit une approximation de ¥4 (a) . Alors

3
A est recouvert par les mnwxwuuﬁw+cvdwv , done uhAH+va
tainement inférieur. 3 ) W.AAH+deme = mAH+va ) dw ; ceci prouve
i

que B ¢ 20140)° ..m:: .0

8. Dimension de Hausdorff de G :

Par invariance & gauche, et l'existence des dilatations mﬂ , On a

pour toute mesure de Haar M sur G , UB(x,r) = %: uB(1,1) , donc u

~

est proprtionnelle a la mesure de Hausdorff 4-dimensionnelle sphérique

) A

9. Normalisation

Nous allons choisir, en fonction d'une métrique riemannienne invariante
3 gauche g , des normalisations des mesures uwm . &m ,,x: .

Remarquons que, si une surface S est transverse 3 la distribution
horizontale, la forme ® induit sur S wun feuilletage par des courbes

. : . uaw . .
horizontales ; ces courbes sont munies de la mesure , normalisée de
facon & colncider avec la longueur. Les trajectoires orthogonales sont
. umm . :
elles munies de la mesure : la formule 6 pour la mesure 3-dimension-
193 : 3 : s

nelle Mﬂ se lit : qm est proportionnelle a &H QNN . I1 serait
souhaitable d'avoir Q@m = ‘RH ®ﬁm .

Formule de la coaire : Soit d vol 1la 4-forme volume riemannienne

N

attachée & g ; soit f une fonction lipschitzienne sur G . En chaque
point x de G , il passe une surface de niveau de f ; lorsqu'elle est
lisse, elle porte une forme volume riemannienne ¢ ; mises ensemble, les

formes ¢ constituent une 3-forme sur G , définie presque partout, et

lﬂrﬂl

. df
1a formule de la coaire riemannienne s'énonce d vol = e>mwm

Posons ¢ = |w)T{f=const}| ; alors d vol = e>am\_aw__€aeﬁmnoosmﬁw_ .

Or, si Nﬂ est la projection-orthogonale de Z sur le plan tangent

t
3 la surface de niveau, on a _E_eﬁmnnoamﬁw_n _mdma m__N _ =

lgrad £A2%| = |graasnz| = [nfazl] = |nf]]z] =|nf], d'od la relation
d vol = .€>~m|m.ﬁ 5

qui se traduit, pour toute fonction mesurable u sur G , par

- gt up
‘\.O udvol = S A.\.ﬁmnﬁw _Nlml_ ) dt.

00

I1 serait souhaitable que

Gl - +0 u
.\.ﬂ u a.%. = f AHﬁmnﬁw _ﬂw_ awmw ) dt .

8

Les deux conditions énoncées ci-dessus ne laisse qu'un paramétre de
1ibre. Nous le choisissons arbitrairement, posant
. ¥
m () = fow o ¥is) = fs Jwbrs| d aire VAV S, wAT'X

¢ ol ¥ est la forme volume du plan euclidien.

B. Equation des sections minimales

R 2 .
10. Fixons une fois pour toutes un domaine D de R” & bord lisse.
. . 2 . :
Une section (de la submersion T : G > R") est une application

s : D> G telle que Tg,s = wac .Les sections au-dessus de D forment

un espace affine : la différence de deux sections s et s, est la

fonction h telle que s, = mwmeA:Nv .

1
X . PN
gi la section s est lisse, la l-forme s W sur D satisfait a
X
. d s w=-dxady .
2 - N < ¥ *

£lle détermine s & une constante pres, car mwa - mme = mAmH - mmV .
Inversement, toute l-forme lisse o sur D, telle que do = - dxAdy

5

correspond & une section, ou plutdt, 3 une famille de sections transla-

. - * Py
tées verticalement. En effet, la forme ma - w sur G est fermée,
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donc exacte. Elle vaut 1 sur 7 , donc ses surfaces wndmmdmwmm sont

partout transverses aux.fibres ; la projection d'une telle surface sur
D est un revétement ; si D est simplement connexe (ce que nous sup-
poserons toujours par la suite), c'est un difféomorphisme, la récipro-

. X
que est une section S telle que S w = O -«

{1. Equation des sections minimales lisses

Une section s lisse est dite minimale si, pour toute déformation

N P d
s, ¢ support compact dans D , la dérivée mm.ﬂ%Amnﬂcvv,ﬁuo est

N

nulle. Comme une déformation lisse, & support compact, d'une section

lisse, reste, pour t assez petit, dans les sections, une section lisse

minimale est aussi minimale en tant que surface dans G .

Considérer des sections a trois avantages :

~

- les problémes relatifs a l'aire 3-dimensionnelle umm deviennent

paramétriques.

- la mesure ﬂﬂm d'une section a l'expression particuliérement simple
gwﬁmﬂcvv = .\.U _m*E_ dxdy .

- une surface est une chaine dans G ; déja, considérer une surface

~

paramétrée raméne d travailler sur une chaine T du plan, et sa masse

S1£,T| dsdt ; dans le cas des sections, nous trichons en remplagant la

. - * S .
chaine T par la cochalne s w ; pour les cochaines, nous disposons

des notions et des théorémes de H. Whitney.

Ecrivons 1'équation d'Euler-Lagrange associée au probléme variationnel

.. dst Q w | ¥ ¥
me T IR L nnoum Amﬁﬁcvv = \o <dh,s w>/|s w]dxdy

* * . .z
= [ pd¥o , o o= s w/|s"w| , et % désigne 1'opérateur de Hodge

c s . . ~ . m
sur les l-formes (ici, il consiste a tourner de +m )

L'équation des sections lisses minimales est donc

mﬁ*m¥8\_m*eﬂv =0 .

Le sens de cette dquation doit &tre précisé dans le cas ol la forme

™ NN

¢ - NN -

® . ot ~ N s .
s’y s'annule, i. e., lorsque la section est tangente 3 la distribution

horizontale.

12. Lemme : Soit s une section de classe nH,H ; 1l'ensemble des points

*
de. D ot la forme s W s'annule est de mesure nulle.

En effet, posons, pour X € D, £f(x) = _mxe_ . Par hypothése, il

existe un réel p tel que |af} < 1/p . Posons A(t) = aire{f<t} 3

comme d m«E = - dx Ady , il vient

>Advu \ﬁmAdw -dstw = \Amnﬁw o <t long{f=t} .

AT(t) = :mni _Sn_,H » p long{f=t} wmiz

aosowmmo:onwo: A(t)/tP est croissante, d'oll A(t) £ comst. +F .

En particulier, A(t) tend vers 0 quand t tend vers 0 , donc

aire{£=0} = aire {f<t} =0 .0
t>0
Question : peut-on améliorer le lemme 11 ? Existe-t~il des sections

1 N . . .
de classe C~ , tangentes a la distribution (de contact) H sur un

ensemble de mesure non nulle ?

13. Autre expression de 1'équation :

Soit s une section lisse, minimale ; alors, par le lemme 11, pour
toute variation lisse s la dérivée mlux%Am (D)) existe et
t? dt t | £=0
vaut .xc ¥aAdh =0

~ * *
oii o0 est la l-forme mesurable o = S E\,m s_ .

Soit A un triangle dans D ; considérons les fonctions h  définies

€
par f?vup si % €D ,
() =1-2d6 siodd)ce s
Umﬁxv =0 si d(x,A) > e .
En approchant :m par des fonctions lisses, on voit que, pour tout
e >0, [ *a Adh =0 .

D

Or, par Fubini et la différentiation de 1'intégrale d'une fonction
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mesurablebornée, pour presque tout translaté de A , on a

1im \o iu\,avm =S, ¥ . Y le champ de vecteurs unitaires tel que oY) = 1 . Il est Lipschit-

€ > 0 34

Cette condition signifie, avec la terminologie de H. Whitney, que *a zien, donc il admet des courbes intégrales, orthogonales aux segments

est une l-forme v (flat) fermée AthQ, iX. 7. A). Si D est simple- de droites solution de mmesnlo . Une telle courbe intégrale c(s) est
ment connexe, par le théoréme de de Rham (VIII 12 A), xu est le co- de classe OHWH , donc ¢ a une courbure bornée ; si X(s) est le
bord d'une O-cochaine X ; d'aprds le théoréme de Wolfe (IX 5 A) , X vecteur normal direct 3 c(s) , 1'application (s,t) » c(s) + tX(s)
est en fait obtenue par intégration sur les O-simplexes(i. e., les est un difféomorphisme de =~ XJH <8, t € xnw sur un ouvert de D (ol
points) d'une fonction F ; pour tout segment I d'extrémités %, y , K est une constante de Lipschitz pour Y ). Sur cet ouvert, notons
on 4 Fly) - F(x) = \H * o, F 1la coordonnée t : c'est une fonction de classe ctol , et son grad-
done F  est lipschitzienne, et *a est sa différentielle. g ient est X(s,t) = X(s) , donc dF = ¥a .

w Nous concluons : une section lisse s est minimale si et seulement 3 Nous avons donc @doc<m que X0 est fermée sur D-T ; toutefois, ce

% s1 la forme * m¥8\_m¥e_ n'est pas suffisant pour conclure que *a est exacte. L'obstruction

wmmﬁ exacte. n'est pas dans la cohomologie de D-T ; en effet, si I est discret,

par exemple, alors s est minimale ; pour le voir, montrons que

ly. Sectioms réglées : xw> %o = O sur tout triangle A : comme *o m”oo,H et est fermée dans
Nous dirons qu'une section s est réglée si, sur llouvert u(D-F) D-¥ , nous pouvons remplacer 3A par une collection de cercles entourant
transverse 4 la distribution horizontale, le feuilletage défini par les points de INA , de longueur totale arbitrairement petite ; comme
% celle-ci est constitué de segments de droites. ¥q est bornée, liintégrale est nulle. En revanche, méme si *0 est
m Proposition : Toute section minimale, de classe owowu est réglée. In- exacte dans chaque composante de D-Z , elle peut n'étre pas exacte sur D.0J
w<mdmm3m:ﬁu si s est une section réglée o H et si I est discret,
w alors s est minimale.
Soit s une section minimale de classe ¢ °% ; le lieu des zéros de 3 15. Exemples de sections minimales et réglées

* - . . v ale
s (3 est un fermé % de mesure nulle. Sur D-L la forme %0 est - 1si un uil =
3 0 es HHHu / Cho r e letage en droites de D m<mﬂd une transvers

schitzienne, donc la primitive F est de classe OHuH ; notons X le
H c(s) 3 choisir un reldvement de c(s) dans le groupe G . Relever chaque
gradient de F ; il admet des courbes intégrales c(t) !
; com = a i & i i :
) me c'(t) feuille horizontalement 3 partir du relévement du point d'intersection
X est de norme 1, on a - 5
4 le(tre) - e(t)] < & ; inversement, on a avec c ; la section ainsi construite est lisse et réglée.

€ = Fla(t+e)) = Fle(t)) € |elt+e) = olt)
b donc c(t) - = - .. 2 . : :
L le(t) - c(s)] = |t-s] Ainsi, étant donné le feuilletage par les droltes verticales dans D ,
ce quil prouve que la courbe intégrale c(t) est contenue dans une droite les sections réglées correspondantes sont données par les formes

o N .
du plan. Son relévement horizontal est -un segment de droite, contenu ¥

(y + h(x))dx

dans la section 3 , donc s est réglée.

3 si s 1,1 . on a %o = signe(y + n(x)) dy , qui est fermée si et seulement si la
Inversement, 5i 5 est de classe € °° , réglée, notons, sur D-I ’
k
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dans le domaine considéré
fonction h est constante, auquel cas  ¥a = d |y+n| . En effet, les

lignes de niveau de la primitive F de o doivent étre orthogonales

+

aux feuilles, ce qui entraine F = - y + const.

Nous obtenons donc une famille de sections minimales (chacune est inva-
piante par un groupe d um paramétre de translations 3 gauche), et une
famille de sections réglées non minimales.

2/ Les sections canoniques sont minimales sur tout domaine. On a, en
coordonnées poldires, sTw = W dma@ ,

d'ol ¥a = dr . Bien que la section soit lisse la primitive r de

ne l'est pas. On n'échappe pas aux problémes de régularité.

Remarque : Les deux familles de sections globales 1/ et 2/ sont les

seules sections globales lisses minimales (voir § 43). Elles sont

chacune invariante par un groupe dé dilatations.

. A 1
16. Sections de classe de Socbolev W »L :

Nous avons eu besoin, pour &taplir les propriétés essentielles 5 et

12 de la mesure de Hausdorff et de la structure de contact H , de

1,1

considérer des surfaces de classe C . En revanche, l'espace natu-

2 . . ¥
rellement commode pour étudier la fonctionnelle %_m 8_ est 1'espace

1 . - P
de Sobolev qu , espace affine des sections au-dessus de D, modelé

sur 1'espace vectoriel (de Banach) des fonctions dont la différentielle

est intégrable.
tn plus d'étre le domaine de définition de la fonctionnelle

s - .\.O _m¥8_ N

3 .
@cmuwmdmccmam HmzmmmmusocmSOAmﬁosm ua (s) , les sections zHuH se

prétent au probléme de Plateau

i

1,1 .
>7(D) prend des valeurs L7 au pord, i. e.,

qu. {,emme : Une fonction de W

m
§

—N Ny
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1l'application linéaire 3 : c™(B) » rwﬁwuv , u-~3u=u|3D , se pro-

longe par continuité & Wbl .

Notons [ la l-forme sur. 3D , proportionnelle 31'élément de longueur,

~

dont 1'intégrale est égale & aire(D) . Alors ¢ se prolonge i p,
avec la condition dz = - dx Ady (en effet, la condition \wo =
vol(D) garantit que le reldvement c de 3D dans G défini par

¥ 2 .
c'w = £ est une courbe fermée ; il ne reste plus qu

'y

3 la remplir par
une section lisse, ce qui est toujours possible). Pour toute fonction
lisse. u , il vient a(ur) = duAf - u dxAdy

RPN -
d'ou \mo ug = xo dunrt + \o u £ noswd.Axo Jdu| + \U ul )
donc, si u est positive, _c_bpnmoV £ const. _c_zH.Hon .0

=

18. Lemme : Tout u € zH,HAUv satisfait 3 une formule de Stokes :
flat . P
pour tout cocycle de degré 1 f sur un voisinage de D , on a

\U duAB = f B .

ap ¥
D'aprés [40], IX 5 A, un cocycle flat est défini, sur tout polyédre;
par 1'intégration d'une l-forme mesurable bornée B ; en particulier,
la i-forme uB est mesurable sur 9D ; la forme uB sl u est
lisse, représente une cochaine, dont le bord est le cocycle du H
on a donc \o duAB = \wo u B , pour toute fonction lisse
U . Comme B est mesurable et bornée sur D et sur 3D , l'&quation

de 1'énoncé garde un sens pour une fonction u € zpuwﬁov , sa validité

P vz 1
résulte de sa continuité sur W ,HAUV .0

19. Sections minimales de zwuwﬁov :

. 1,1 . - . . L
Une section de W ’7(D) est dite minimale si, pour toute variation

lisse s, de s dans zHuHon s T 2 0, telle gue wmﬁ = 3s , la déri-

- 5

R d 3
-vée 3 droite e W Amdﬁovv_ano

est positive. 8i le lieu I des zéros de s n'est pas de mesure nulle,
ou nulle
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la fonctionnelle umu niadmet pas de dérivée en s ; en revanche, comme
uhw est convexe, la dérivée & droite de t &q@wﬁmdAuvv existe toujours.

dsy

Fr cette inégalité se traduit par

Si h =

J_s<osdh> 4 S fdh] 20 ;

D-Z

S

Quitte & remplacer h par -h , et en utilisant 1'opérateur de Hodge

¥ , il vient : s est minimale si et seulement si, pour toute fonction
. 1 - .z nsz

h de W uwﬁuv , nulle au bord, on a 1l'inégalité

(19) xaAdh | € J; lah| .

7pz

20. bxprimons la condition (19) en termes d'intégrales curvilignes.
Soit U un ouvert de D , dont le bord est ume courbe fermée c

lisse par morceaux. Si € est assez petit, ¢ + ¢ désigne

i1a courbe ¢ poussée de ¢ le long de sa normale (qui devient un arc

de cercle aux angles de c¢). Utilisons les fonctions h du § 13 ;

m 9
1,1

elles sont dans W et nulles au bord, donc l'indgalité (19) est

el _ €
satisfaite. Or s *andn = I A\Ao+ﬁv|m *a/e) dt

D-Z

Pour presque tout t , la limite existe et vaut aAo+ﬁv 5 *0
De méme, \m _arm* tend vers longueur((c+t)NI) pour presque tout

N

t+ . Nous concluons : Pour toute courbe fermée c¢ dans D , quitte a

remplacer ¢ par une courbe paralldle, arbitrairement proche, on a

(20) _&o..m *a | ¢ longueur(cNI) .

~

21. Lemme : L'équation (20) équivaut 3 1l'existence d'une fonction

lipschitzienne [ telle que |dF] € 1 , et gue, pour tout chemin OH

a

par morceaux ¢ , On ait (quitte 3@ remplacer ¢ par une courbe para-

118le) : | Fc(1)) ~ E(c(0)) - J *a | g long(ecAX) .

c-X
Si T est de mesure nulle, il n'y a rien de plus d dire qu'au § 12.

La fonection F , primitive de %o , est unique & constante prés. Si I

niest pas de mesure , nous allons obtenir une fonction F , qui dépend
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de nombreux choix. Nous imitons la démonstration du théoréme de Kirsch-
braun, selon lequel une fonction lipschitzienne sur une partie quelconque

d'un espace métrique se prolonge partout.

Soit mxww une suite dense dans D . Posons mo = mAxov =0 , Par

pécurrence, nous construisons mw = mﬁxwv de fagon que, pour tous i,

j et tout chemin c de x; a xu

*o — ¢ longueur{c-L) ,

, on ait (quitte & bouger un peu c)

_mu - mw - Ho‘m

i. e., que mu - mw soit dans 1'intervalle I(c) de centre aonm *Q
et de rayon Ho:mcm:dﬁonmv .

Supposons  f construits. Il faut montrer qu'il existe un

1000 mx:»

nombre mx tel que, pour tout 1 ¢ k-1 , et tout chemin c(i,k) de

a X mx - mw € 1(c(i,k)) , c'est-a-dire, montrer que 1'intersec-
tion ﬂ)d £. + I{c(i,k)) est non vide. Par le théordme de Helly, il
3,e(i,0)

suffit de montrer que deux tels intervallesse rencontrent. Or, si 1,

i

~

j ¢ k-1, si ¢ relie %y a OV et c¢' relie xu a %o alors
oapom est un chemin de ®y a x”H , donc
|P '
ﬂmu - - femigrog #o| < longlc "c¢' N ),

ou bien, _Amu - xom|m *a ) - Amw - \oum *o )| g long(eNZ) + long(c'nl)

~

donc £, + I(e) N mu +Hﬁn.v*&.memmﬁmm<mﬁwmwm% H.wsmmmHWAm

£, - £ - f

K . a| < long(enl)

*
c-L
pour toute courbe fermée c en x ! c'est précisément 1'hypothése

(20) ; il n'y a donc pas d'obstruction & la construction des £. -

i
Vérifions que, si le segment c de Y a xu est contenu dans D ,
| 5 mu_ < _XH - xu_ ; clairement, _mw - mu_ < %o:mdxg_ + long(cNZ)
< long(e) = ,xw - xu_ , car *q est de norme 1 .
11 existe donc une fonction courte F sur mxww telle que mw =

mAxwv . Celle~ci se prolonge par continuité en une fonction courte sur
D.Si ¢ est un chemin, d'extrémités x et y , dans D , on a, pour

: : s

tous i, j , et quitte & remplacer c¢ par umne courbe paralléle,
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_ﬂﬁ<v - F(x) - [ *q | < longlcNg) + |x - x|+ ly - xu_ +

c-Z i
J *Q + _.\. L *o _ ’
_ ci-L _ S
od c. . est le segment prectiligne de x & Xy s de y & xu .
Huu
Par densité de la suite x, , nous obtenons 1'inégalité de 1'énoncé.

i
Inversement, 1'inégalité (20) est un cas particulier de 1'énoncé 21.03
1,1,

20, Lquation des sections minimales de classe de Sobolev W [

o ol T -

Montrons que la conclusion de 21 entraine que dF = *g presque par-

rout dans D-§ . Notons [5 la 1-forme mesurable qui vaut ko sur
p-y , et vaut df sur k. rixons un point z de D, notons C{r)
Lo carré de coté r : C(r) = {zxatyb / 0« r,y « r} . Notons n% le
segment de droite ¢ F Tz4xatyb / 0 < =® < vt . D'aprée 21, on a, pour
’ y
3 - . - T{z-raty - 1 c ,
presque tout vy , | (ztra+yn) (z-ratyb) xcv\-m #o| g long( v\)mv
1 A T = g ) /. 1 .+HJH3A, 7Y dy o=
d'ol _\11 (F(z+ratyb) - F(z-vatyb) - \ﬂA1va.mmm Sy longle AZ) ay =

aire(c(r) NL)

or, dtaprds le théordme de Rademacher-Stepanov, la théorie de la dif-

férentiapilité, pour presque tou! 7 en , on a
(i) T est différentiaple en 2 ,

(i) AH\:%wv \oAdv gla) tend vers mwﬁmv )

(iil)  (r/ur) \nAﬂv HM Loned vers 0
Fn un tel peint =z , on a donc dr(a) = ¢(a)
Remarquons quc, pour une forme %y = df , on a, pour toute fonction

h € zwvwﬁjv, \31% %y Adh = \:uw AP Adh . Or, d'aprés le lemme 18,
- = 1 dF
\.U dF A dh Hv: n d

par conséquent, si h est nulie au bord, on a \Uuw %o, A dh =

#\m dradh | ¢ sw ldh| . Nous arrivons enfin 4 la conclusion de cette

discussion des sections minimales

1.1

w Une section < dans ¥ est minimale si et seulement si il existe

m une fonction lipschitzienne Vo telle que
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m va lar| ¢ 1 presque partout sur L = (s = 0},

es * ¥
w (ii) 4dF = % s'w/|s'w] presque partout sur D-I .
C. Existence de sections minimales de bord donné
23. Proposition : Soit s : 3D + G une section de w au-dessus de

9D , de classe rwnwuv . Alors il existe un prolongement de s & D

qui est une section minimale.

—TNTN e

L'argument est standard : notons I 1la borne inférieure des mesures
. 1,1 .
des sections de W * (D) , dont la valeur au bord est s . Alors
1'ensemble des sections de bord s , de mesure inférieure & I + ¢,

. 1,1 5 PUEN cez
est borné dans W > (D) , donc, d'aprds le théoréme de compacité de

Rellich, précompact dans rHAuv . Il existe donc une suite s, de

e

sections de zwopAuv , qui convergent vers une section s € L7 ,

et telles que u@wﬂwwv tende vers I . Alors s & SHL.CUV : en effet,

. 1,1 .
les S; sont bornées dans W °" , donc on peut supposer qu'elles
. ' 1,1 P .
convergent faiblement vers s' €W 3 nécéssairement, s; converge
t H 1
fortement vers s dans L~ , donc s = 8 .

~

Le fait que la valeur au bord de s soit égale 3 s résulte du
lemme 24 ci-dessous.

Comme la norme des l-formes est une fonction convexe, la fonctionnelle

3 : . s s s . PU
uﬁ est semi-continue inférieurement (voir ﬁ u , théoréme 1.8.1.).

3 . 3 -
On a donc 1<% (g,) ¢ Lim u@ Amwv =1,
i+ 09
donc la section s a une mesure d@ minimum parmi toutes les sections

1,1 5 . : 2
de W ’°(D) , dont le bord est la section donnee s .ﬁu

M 24. Lemme : Si une suite S5 ammmnﬁwosmoos<mwmmmmwvwmsm=d<mdmm

1 1 .
ma;:n W VHAUV , et converge dans L(D) , alors vmw tend vers s
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dans rpﬁmov .

. . 1,1
11 s'agit de montrer que, si les fonctions n, € W * (D) convergent

1,1 .
faiblement vers O (au sens de W ’7) , et si xo ,:w_ tend vers 0 ,
alora a;c _ # tend vers 0 . Nous pouvons supposer que 3w 20 .
:
Notons f la fonction distance au bord, notons ¢ le flot des

t

normales au bord 3D , de fagon que woeﬁ = t . Notons enfin Hﬁ la
fonction caractéristique de 1'ensemble {f < t} . Par Fubini, pour tout
. , pour presque tout point y du bord, la fonction
t - swﬂeﬁﬁwvv
ent dans sHuHAmv. donc est absolument continue. Nous pouvons donc écrire
. t )
= < . > ds .
swﬁeﬁﬁ<vv :wﬁwv + \o aruoam ﬁemﬁ<vv

Lncore par Fubini, on @

¢ ‘ =1 h
fo Yyp o0 ) ds = Jplhy € oy o
. . . FH 40)
donc, pour presque tout t , la fonction :Hoeﬁ est dans (aD) .
t
4 - = < ds
11 vient \wo nvwoed zwv %w@ \o avwvmmvﬂemA%vv dy

Sy <dhg,1,dF>

pour presque tout t . Comme la forme Hwaw est mesurable bornée, la

dernidre intégrale tend vers 0 lorsque i tend vers 1l'infini.
Diautre part, comme la fonction f.. h.o0, est 0 , et que son

intégrale tend vers 0 , 1'intégrale \wc :Hoeﬁ tend vers 0 pour

presque tout U, lorsque 1 tend vers +% . Nous concluons gue

Top M

tend vers O .0

25. Remarque : Le méme argument s'applique & 1ltaire riemannienne
aire(s) = \c /1 + Tsfu(?

et prouve L'exlstence de sections minimales pour cette fonctionnelle,

. 1,1
dans l'eapace W (D) .
La similitude entre le probléme variationnel posé par l'aire Carnot-

3 - . .
Carathéodory um et le probldme riemannien ne va pas plus loin.
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Dans le cas de l'aire riemannienne, utilisant le fait que la fonction
B>/ 1T+ [B]? est lisse et strictement convexe (ellipticité), une
théorie de la différentiabilité_des solutions du probléme variationnel
s'est bitie, qui permet d'affirmer, en particulier, que si la donnée au

bord. s est lisse, la section d'aire minimum, de bord s , est lisse

aussi.

En revanche, la fonction B - _m~ n'est pas strictement convexe (ce

qui n'est peut-&tre pas un obstacle essentiel), mais surtout, elle n'est

~

pas lisse en B =0, ce qui est & 1l'origine des désagréments rencontrés

~

avec les sections tangentes 3 la distribution horizontale de G .

26. Exemple de section minimale non lisse, mais lisse au bord.

Soit, dans le plan euclidien muni de coordonnées (x,y) , la fonction

lipschitzienne [ telle que Flx,y) = x si x 3y,

F(x,y) =y si xsgy.
Posons, pour des fonctions lisses h et k , mH = (-x + k(y))dy sur
{y < x} , et mm = (y + b(x))dx sur {y > x} . Alors mH et mw

=

donnent lieu 3 des sections minimales (localement) typiques telles que

* * £os : ; i
* mwe\_mwe_ = +dF . Précisément, soit s, une des sections lisses telles

que s w = ydx ; on a B, = ydx + d(H(x)) , B

. = ydx + d(K(y) - xy) ,

2

ol H et K sont des primitives de h et Kk ; par conséquent, nous

pouvons poser s, T 5_exp H(x)Z , s, = s _€xXp (K(y) = xy)Z 3 les
deux sections coincident le long de la courbe {x=y} si et seulement si

K(x) = H(x) + xw , soit k(x) = n(x) + 2x . Avec ce choix, s, et s,
2

se recollent en une section lipschitziemnme sur R . Si 1l existe un

X tel que h(x) >0 et x + h(x) > 0 , alors, pour les domaines D
. * ¥

assez petits autour de (x,x) , on aura ¥ s E\_m 8_ = dF , donc la

section s sera minimale sur D .

P . * . ~ .
Si h est lisse, la forme s w vrestreinte a oD 1'est aussi, sauf



éventuellement aux points de 3D ol y = x ; en un tel point x=y=0 ,
paramétrons 3D par y = y(x) ; on a mH - By = (-x + 2y + k(y))y'dx -
(y + n{x))dx . remarquons que, si y = x identiquement, alors By = mm
identiquement. Si y - x est une fonction plate 3 liorigine, ie, lisse
avec toutes ses dérivées nulles, il en est de méme pour mp - B,y s donc
dans ce cas, la forme sTw est lisse en (0,0) aussi. On peut constr-
uire un domaine D , chevauchant la diagonale, dont le bord, lisse, a
un contact d'ordre infini avec la “
diagonale. Si la dérivée h'(x) ,_
ne s‘annule pas, la section s

1 .
nfest pas de classe C7, mals sa

restriction au bord 9D est lisse.

27. Le résultat d'existence 23 est d'un intérét limité, sans théoréme de
régularité. Cependant, au vu de 1l'exemple 26, je ne sais quelle régula-

rité espérer. Clairement, le comaine D construit en 26 n'est pas géné-
rique, on peut liexclure avec des hypothéses raisconnables telles que

généricité, convexité ou analyticité du bord.

D. Unicité de la section minimale de bord donné.

~

28. La propriété d'unicité suivante est liée seulement & la nature de la

norme sur les 1-formes. Comparer 3 Tuuu Théoréme 4.2.1.

Proposition @ Soit s une section minimale au-dessus de D . Pour
M - : 1,1 ~ d -
m toute section s' de classe W au-dessug de D , de meme bord que s
3, 3
on a um (s") = % (s)
$ 5i s est lipschitzienne , 1'égalité entraine 5 = s' ; autrement dit
w s est l'unique section minimale de bord ds -

[l

Remarque : L'hypothdse "s est lipschitzienne" est purement tech-

nique. On doit certainement pouvoir s'en débarrasser.

Ecrivons " s' - s = h € zwvwﬂdv , nulle au bord, En chaque point de
D-£ , ona, si a=swlswl,
[s¥w + an| > Amﬁe\_m*e_u s"w + dh> = _m*e_ + <a,dh> ,
d'oli, en intégrant,
sty s W) + Spog <@sdh> 4 [, ldn| .
Or la condition de minimalité (19) est précisément que, pour toute fonc-
1,1

tion h de classe W"°7, nulle au bord,

|/

[/pg <osdn>| < Joldn]

d'ol 1'inégalité annoncée.

Cas d'égalité : L'égalité des mesures entralne, en presque tout point

Py sz * -
de D-f , l'égalité |s' w| = _m«s_+AQuasv. i.e., que dh et s*y sont
colinéaires ; ceci s'écrit aussi A&~>m*8 = 0 presque partout.
Fixons une section s, lisse au-dessus de D 3 si s est lipschitzien-
* * N s
ne, ona s w = mo€ + B8 L, ou B estun l-cocycle flat. D'aprés le lem~
18 = =
me , on'a \c a_3~> 8 \mo H:_m 0o,
1,1 A . s
car h €W’ et est nulle au bord. D'autre part, par régularisation,
la formule de Stokes Sy Il = gy dfn(A mws est vraie.
. - * i x
I1 vient HU [h| = \U Q_sw>ﬁmo€ + B) = \U dlhjlas’w =0 ,

donc h est nulle, ce qui prouve l'unicité de la section minimale s a

29. Remarque : Soit D le domaine de l'exemple 26, s 1la section lisse
au-dessus du bord correspondante. I1 résulte de l'unicité du prolongement
minimal lipschitzien que cette courbe n'est le bord d'aucune section
minimale lisse. Nous verrons en fait au § 44 que, pour un domaine D
convexe, il existe un ouvert (pour la topologie OHV de sections au

bord, qui ne sont bordées par aucune section minimale lisse.
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£. Propriété de minimum
. . N
zogammanOSmwm mwomﬂwmﬁm,&mawvuaca 28 des sections 3 toutes les

surfaces de méme bord. Ici, les @domdwmﬁmm de la distribution norizontale
jouent un rdle essentiel.

. . 2 :
30. Définition : Soit D un domaine borné de R~ ; une fonction F sur

ittty

. i =0 .
D eut dite courte si elle est lipschitzienne, |dF| € 1 et so I3

2 5
31. Théoréme : Soit D un domaine simplement connexe de R, @ bord

1
1isce. Soit s : AD > G une section de classe ¢* . Notons o la courbe
g = s(3D) & G .
Alors, pour toute surface compacte V dans G , de bord 0 , pour toute

i i
fonction courte P , on a 1liinégalite

3 *
By s Sy Fsw -
En fait inf ummﬂ<v = sup \Q Fuw est toujours
| 3v = a T courte

positif, car i1 est atteint pour la section minimale de bord s .

soit F une fonction courte sur D ; par le théoréme de Kirschbraun,

2 . . . _
F admet un prolongement a R qui satisfait encore _aﬂ_ £ 1 . Notons

i s VvV de
encore F la fonction F,m sur G . Alors, pour toute surface

3

classe c? , on a W = R< |whrv| > fy dFAw

1 H a1
Prolongeons s de fagon arbitraire en une section de classe C° au-dess3us
de D ; alors, par la formule de Stokes,

*
= \ = [ dFAsS
Sy dFA W fotm) dFAw p AFA

Appliquons maintenant la formule de Stokes dans D

* *
i ﬂm*En\oaﬂ>mE|wax>a< n\oam>m8.

aD
: .
d'ol 1'inégalité annoncee.

1,1 ]
coit s une section minimale dans D , de classe W , de pord ©
o

Son existence est garantie par 1a proposition 23. Diaprds le § 22, 11
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existe une fonction courte F telle que dF = % mHE\_mHt_ (F . est unique
si-le lieu des zéros de mHE est de mesure nulle). Il vient
3 - *® 4 * .
Wis,) = /D |sgul= [y dFAs w3

Comme la forme dF est un l-cocycle flat, o peut appliquer la formule

* *
de Stokes : so dFAs_w = \wo Fsuw .
Par conséquent, les deux bornes inf q&wﬁ<v et sup Hq Fw sont

atteintes lorsque V = msﬁov ; leur valeur commune est positive : si

é%AmSV était nul, on aurait, pour presque tout triangle A

aire(p) = sw> - mH@ = 0
contradiction.d
32. Remarque : Liidentité inf ‘x%A<v = sup / tw
3V = ¢ F courte ¢

exprime 1'équivalence de deux probldmes variationnels : minimiser 1l'aire
parmi les surfaces de bord o , et maximiser la forme linéaire continue
\mc F mﬁE sur le convexe compact (pour la convergence uniforme) K
des fonctions courtes. L'équivalence va plus loin : soit F un point
extrémal de K , ol \mo F m*E est maximum. Si F est lisse, l'ensemble
des points extrémaux de K est lisse au voisinage de F , donc on peut
écrire une équation d'Euler-Lagrange ; celle-ci exprime exactement la
condition sur le feuilletage en segments de droites défini par le grad-
ient de F

, pour que l'une des sections obtenues en relevant horizon-

talement ces droites ait pour bord ¢ . Cette section minimale est alors

lisse.

33. Remarque : Sur le plan simplement esthétique, remarquer 1l'analogie

entre l'identité 32 et la suivante, valable pour tout espace de longueur

inf longueur(c) =  sup F(y) - F(x) .
dc = {x,y} F courte
od T courte signifie [F(y) - F(x)] € d(x,y) , pour tous %, y .
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34. Sections minimales riemanniennes :

. s Z
L'aire riemannienne d'une section s au-dessus de D est donnée par

aire(s) = aire(s(D)) = HU i+ _m*S_N 5

notant T = m*E , la section s est donec minimale pour l'aire rieman-
pienne si et seulement $i la forme % ¢/V1 + j¢ 7  est fermée.

Comme en 28, une section minimale riemannienne minimise 1'aire parmi les
sections de méme bord : cela résulte seulement de la convexité de la
fonction g > V1 + | . L'unicité d'une section minimale est
immédiate, par stricte %o:<meﬁm.

En revanche,il n'est pas clair qu'une section minimale riemannienne
minimise liaire parmi toutes les surfaces de méme bord, comme en 31.
00ﬁﬁ9v60wamﬁmammemm55m omH:OA-omdmﬁ:mOQOd%uno:mOdsmsm:ﬂme

philosophie du chapitre 1, est vraie asymptotiquement pour l'aire rie-

mannienne.

35. Lemme : Soit s : D » G une section lisse, minimale pour liaire

dans G , de méme bord que s(D) , on a 17inégalité

mwdmn<vw a@wﬂ<v > aire(s(D)) - su (1 + _m_mvlp\m .

w riemannienne. fNotons [ = m*E . Alors, pour toute surface lisse V
Par hypothdse, la l-forme x g/ v1 + [T Z  est fermée ; soit £ la
primitive telle que \U f =0 . Alors f est courte, donc
3
pINED > [y dfAL -
i 2 =1/2 _ 2
D'autre part, aire(s(D)) -/ (1 + {z|® =/ lo| /v + [g?

lcl]ag] = 7y afaz . O
Proposition : Une section minimale riemannienne au-dessus d'une

surfaces de méme bord, lorsque le rayon R tend vers l'infini. Préci-

w vochmvadmmwwmmmm<3@ﬁ0dwﬂcmam:ﬁHmawswscanmHmdem@mdawwom
W sément, pour toute surface V , de méme bord que s , on a
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M aire(V) 2 (1 - 3/R) aire(s)

.

fors . s
D'aprés le lemme 35, aire(s) < aire(V) + \wﬁwv 1 = aire(V) + mw

. 3 m .3
Inversement, aire(s) : d@ (s) > m.w = mesure de la section canonique.

3(s) = R
En effet, 'B°(s) = Tary 161 = 15 Uggyy =5 ) ar = \w aire B(r) dp

- 53
=3 R® .

Par conséquent, aire(V) - aire(s) / aire(s) 3 :WM\x m g =-3/R 0

F. Estimée a priori

Nous exploitons le cas d'égalité dans 1° inégalité
3
By » so dFA sTw
pour obtenir une estimée a priori des solutions de 1'équation

s minimale, 3s = courbe donnée.

M 37. Lemme : Soit D wun domaine simplement connexe de .Em a bord
s

% lisse, contenu dans une boule de rayon R ; il existe une section s

o]
w telle que, pour toute section minimale s' = s exp hZ , on ait

° 3

w h < T g8
M _ _EHQH & mw RT+ 2 _r_bHA D)
w s, s' sont deux sections minimales au-dessus de D , alors

3
1871 - B ()] < Jost - as]

Soit F une fonction courte telle que dF = x mws\_mxe_ et F' itou
. .

Li(3p) -
3
ona  Bs) = sy aFnsty = f aP AsYy Sy dFAdh

¥
or dr est un l-cocycle flat, donec, d'aprés le lemme 18,

3D ?
d'ol u« (s') ¢ GNWAmV + \ ~:_ ; en échangeant s et s' |
il vient _gwAmJ - .u.ﬁmAm: |-
Si D

est contenu dans une boule de rayon R , on prend pour s la

o]

. . * 1.2
section canonique, 5 = r-df , pour laquelle d&wﬁm y= X ww Hu
o 3

)
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. 1 1 s
38. Proposition : L'application 3 © : L (3D) » L7(D) qui

~

3 une section

i 5 . :
au bord associe ses prolongements minimaux a D , est aussi contilnue

quielle peut &tre : solent s, des sections minimales, telles que les

bord:
AL

1
d'adhérence existent dans L7 (D) , ce

de bord ds

Choisissons un prolongement minimal s de 3ds , posons

3D _jw i

par hypothése, J

i
1
ds. convergent vers as dans L (3D) . Alors des valeurs

sont toutes des sections minimales

h, = s, = s 3
1 1

tend vers 0 , donc les h, sont bornées

. - s t
ot par le lemme 37. Il existe done des sous-sultes convergean

dans W N
. s
faiblrment dans ZHVH , et fortement dang L7(D) .
Soit  h  la limite d'une telle sous-wuite, 3’ = 35 exp hz

- cond vers (0 . h
le lemme 24, on a [ In, n|  tend vers 0, donc

. D'aprén

est nulle au

aD i
3, 3.
bord. Cecl entralne que % (s') = *® 5) .
S B et  #3, tend very
Diautre part, comme les Gl et o 3,
Js tes mesures u&wAm,v tendent vers ()} . [nfin, par le
s+ i i

de semi-continuité de Morrey dé
; .
a ummﬁuv = Lim am (n.) & ..N (

A yheden CeyTy U P ooy
car les S: borndes dans W 7T (D) . convergent vers S

1 ot H ] éme aire q
Nous concluons que la section o©f , de meme bord ot de meme a 1

s , oot nécessairement minimaie. B

Remargque ° Si on pouvait supprimer I

L1
B E it N i e 3 )
théorsme d'unicitd 28, on saurait que 17application

1
mmnao:ﬁ»:cmmocwH@m301aov Lo .

k)

invoaqud on L2 Am\“muq Th 1.8.1 ),

!
dans L

yporhdse de régularité dans lo

bien définic,
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G. Existence de surfaces réglées. de bord donné.
39. La condition, pour une paire de points (x,y) de G, d'&tre sur
une méme droite, détermine une hypersurface I de OM . En effet, si
X,y G, il existe exactement un point y' de la fibre de T en y

tel que y mmx 3 motons h(x,y) le réel t tel que y = y' exp tZ .

Alors la fonction h est lisse sur G2 ,et I ={h =0} . La fone-
tion h est une submersion : en effet, on a h(x,y exp tZ) = h(x,y)
+ t , donc la différentielle dh vaut 1 sur le vecteur tangent (0,Z).

cziz 2
Par conséquent, I est une sous-variété de G° .,

40. Variété des cordes :

Une paire de points (x,y) dans £ ne détermine un segment de droi-
te que si x #y ; il convient donc d'éliminer la diagonale. Nous uti-
lisons la construction de la variété des cordes de G , méthode d'éc~
latement de la diagonale qui est détaillée dans mwouq appendice 4.

Rappelons que la variété des cordes de G est une variété 3 bord
- 2 s .
lisse G , dont 1'intérieur est OM|AaHmmo:mHmv s et le bord est

liensemble des couples (x,u) , oii x est un point de G , u est un

vecteur unitaire tangent en x .

La fonction n se prolonge, au moyen de sa différentielle, 3 1'éc-

laté mm “osvommVMOCdAx.cvm ow

)

:Achvn ijuxﬁcv u Exﬁcv .

Ce prolongement est lisse (voir f30]), c'est encore une submersion.

En effet, la courbe c(t) = (x, u+tZ/ u+tZ ) est tangente au bord,

H

ot & nlee)) 1.

[t=0
Par conséquent, l'hypersurface £ = {h = 0} est une sous-variété
s 2 ez .

d bord de G” , son intérieur est I-{diagonale} , son bord est

Inac? = {(x,u)/ u vecteur tangent horizontal en x} .

Chaque point de 7 détermine une droite de G
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41, Disques et bandes de M&bius réglées :

~

s zaz
Une surface réglée dans G donne lieu & une courbe dans la variété

des segments de droites I . Nous considéreront deux types particuliers

de surfaces.

a/ Disques : Un disque réglé est, par définition, une application

de 1l'intervalle ﬁoku dans I , envoyant {0,1} dans 3T .
Notons-1la t > AOHAdvaMAﬁvv si t#0, 1.
Alors les courbes ey ow mises bout & bout forment une courbe

lisse ¢ dans G . Notons mnwﬁﬁv + AH|mvomﬁﬁv le barycentre de

c.(t) et owAﬁv sur le segment de droite qui les relie. L'applica-

1
tion (s,t) -~ mowﬁdv + AwrmvomAdv

. - cuz 2 .

induit une application lisse § du disque unité B de R° dans G,
qui est une surface réglée. Elle n'est pas une immersion en général.

b/ Bandes de M3bius : Notons 1 1'involution

s s A2
(x,y) = (y,x) , prolongée 3 G“ .

Une bande de Mdbius réglée est, par définition, une application ¢ du

cercle mH dans I , telle que ¢(6+m) = i(¢(8)) . Posons

6(8) = AOHon.omAmvv
Alors, de maniére équivalente, npAm+jv = oonv . L'application
50 sh[0,1] > 6, (8,8 + se,(0) + (1=s)e (8)
satisfait a 3(0,s) = &(B+m,1-s) s j
donc elle passe au quotient en une application lisse S de la bande
de M&bius M = mH meupu mod{(8,s)v(0+7),1-s)} dans G . C'est une

; - . P
surface réglée, qui n'est pas une immersion en général.

Si ¢ est une courbe lisse plongée dans G , et S : B, M > G
est un disque ou une bande de M8bius réglé, nous dirons gque ¢ borde

S si S(3B) (resp. S(3M)) est contenu dans l'image de c¢ , de facon

~1 1 1

que l'application ¢ ", : 8" » 87 soit de degré +1

3t -

42. Proposition : Il existe un ouvert résiduel (pour .la topologie ey

de courbes fermées plongées dans G » qui bordent un disque ou une

borde, au sens de 41, une surface ummwmm. Celle-ci n'est pas immergée

z

w vmsmmamzovpcmammwmm.>zddmam=d awdc:moo:dvm mmsmdwﬂcmamm
m général.

Notons K = mpm

la surface des cordes construite sur le cercle S!

Toute courbe ¢ : mH + G induit une application lisse ¢ : Ko ow

son bi-jet d'ordre 0 . D'aprés le théordme de transversalité de Thom

pour les multi-jets (voir mwnu. appendice 4), il existe un ensemble
résiduel de courbes ¢ telles que ¢ soit transverse & la sous-
variété I ; ces courbes seront dites génériques.

Soit ¢ une courbe générique. Notons encore h = h,e sur K ,

notons £ = onpAMv 3 par hypothése, £ est une sous-variété i bord

de dimension 1 qu cylindre K . Choisissons une orientation de mH

2

ce qui revient 3 numéroter m+x et 3_K les composantes du bord de

K.

Supposons que 1'une des composantes connexes de & nrelie 9 K &
m+x - Une paramétrisation de cette composante est un plongement
W) = (v (0),w,(8)) , [0,1] > x

alors l'application composée colb est un disque réglé, le bord
oupom est 1l'application mH > mp obtenue en mettant ep et em

N

bout d bout. Le degré d'une telle application clairement ne dépend

que de la classe d'isotopie (relative au bord) du plongement @

s

donc vaut 1 , car il n'y a quiune classe d'isotopie de plongements.

Supposons au contraire qu'aucune com osante de ne relie 3 K
P

5

a w+x . Si une composante de £ a un bord non vide, par exemple,

contenu dans m+x s elle borde, avec un arc de w+x , un disque.

Nous changeons h en ~-h dans ce disque, puis nous lissons h

a ce
au voisinage du bord, en veillant que la nouvelle fonction h' ait
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s s P 's ion
un signe constant dans cette région. 51 1 désigne 1'involut

i(e,8') = (8,8 sur K, alors i échange les composantes du bord,
1 s - 3

et hgi - h ; le changement de fonction h' doit &tre fait de fa-
le]

hi i = ' 31 ies composantes fermées, homotopes
gon que h'lgl = = ht . 81 & a des D

N

é ai isparaitre en changeant
3 zéro dans K , on peut de meme les faire disparaltr g

ja fonction h de manidre équivariante.

>

: éuni urbes
Nous pouvons donc Supposer que £ est la reunilon de k c¢oO

2 P ¥
$ opes & zéro. Chacune separe
fermées plongées §pavof non nomotopes i Z

RN 1 14 it
en exactement deux composantes, donc une relation d'ordre s établ

1 ! paverne une courbe £, la fonc-
entre les courbes mu . borsqu’on traver i 5

i - raisine Ao
ti h change de signe, or h & un nighv constant au voisinage de
ion pe 31ig 3

car- 1 ochange 3

oné au volsinage
3 K, et la signe opp &

i = Ao -
sont en nombrae 1Mpellr, k = Z2p + L . hecnes

et m+xu , donc les

. . . ) -
sairement, Hﬁmuv SRSV donc i

i = : NE
11 cxiste donc une paramétrisation sy = (L .?

telle

s

a une

. fo
cat e ot eiie ent e
%H H L0y e

e tour de ¥ .

ta courbe génirique  ©

- . P
f e Jre nershe o Anéral.
par une surtace réglée, llsse, main non imnergee en g

43. Remarque

é des disgues dans 17 mple 1
Les surfaces réglées du §& 15 sont dev disques dans 1liexemp /

et des bandes de M3bius (sic) dans Viexemple U/ .

N NP S S .
La méthode 42 donne tros rarvet nectionn réglées. Gignalon

el
]

! i o ion réplie i s5e O
en effet qu’en peut, lorsquiune acction regiloc t de classe N

4 N R .
analyser le lieu des zéros de la général, le feulile

1 16 Find 5 des zéros. 01 un
tage en droites défini par 5w ies zeros 1

Alors c¢

B S .
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zéro 'x est une singularité du feuilletage, alors x est isolé,
et la section s = coincide, au voisinage de =x , avec une section
canonique d'origine x . Hm:w.m:mad en particulier que, pour une
courbe ¢ générique, section du bord d'un domaine D de wm , une
éventuelle section réglée lisse au-dessus de D , de bord ¢ , doit
donner lieu & un feuilletage de D par des segments de droite.
Comme la caractéristique d'Euler d'un disque est non nulle, le
feuilletage doit Etre tangent en un point au bord ; au-dessus de ce
point, la courbe ¢ est horizontal. Sans la démontrer, énongons. la

conclusion suivante :

44, Proposition : Soit une courbe lisse c¢ plongée dans G . Suppo-

sons que (i) ¢ est une section de 7 au-dessus du bord

d'un ouvert convexe D de mm

(i1) ¢ n'est jamais horizontale.

(iii) c¢ n'est contenue dans aucune section canonique.

n'est le bord d'aucune section réglée lisse au-dessus de
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