206 Pierre Pansu

ou D est le diametre de SN {6 = 0}. En effet, si y est la projection de z sur
Phorospheére {6 =0}, on a

d(z,m) < d(z,y) + d(y,m) < |6(z)| + D.

Il vient, comme o est recouvert par les ombres portées des boules centrées sur les
z; tels que 8(z;) > s et pour n = e?,

p,1in —pb(z; D —pd(z;
P lin(g) < Z e P8z < P Z g~pd(zim)
8(zi)>s 8(zi)>s
et on termine comme ci-dessus. o

5.3. Question. Pour p = h, les mesures ®”* sont elles reliées aux mesures
introduites par G.A. Margulis dans [8]?

5.4. Corollaire. Sous les hypothéses ci-dessus, pour toute famille de connexes
non triviaux I dans M , les modules grossiers

Mp,k‘,f,m(l'\)

sont tous nuls si ¢ > h/b.

En effet, un module non nul entrainerait, comme &)g ’k(a) < 0o pour p > h,
qu'il existe une courbe continue non triviale -y telle que ®?/%™(y) < co. D’aprés
le lemme 5.1, la projection v, de v sur ’horosphére {# = s} aurait une dimension
de Hausdorff < p/gb. Or M est un espace métrique, donc

dimpaysdorfi(v0) 2 dimtopologique(7)

d’olt p > ¢b. b
L’exemple 3.3 et le corollaire 5.4 combinés donnent 1’énoncé suivant.

5.5. Théoréme. Si M est simplement connexe, & courbure sectionnelle K <
—1, alors I’entropie volumique h(M) et la dimension & I'infini q(OM) satisfont

h(M) > q(0M).
Lorsque M est homogéne sous le groupe N X R oit R agit sur I’algébre de Lie de

N par une dérivation dont les valeurs propres ont des parties réelles A1, ..., An
positives, on a

+ot A

A
q(OM) = ==

. C s s .
La dimension & l'infini permet de montrer que certains espaces homogenes
a courbure négative ne sont pas quasiisométriques. En fait, la classification de
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ces espaces & quasiisométrie prés a été complétée récemment par U. Hamenstads,
voir [6].

Les espaces symétriques de rang un, i.e., les espaces hyperboliques KH",
n > 2 sur les corps K = R, C, H, Ca admettent des quotients compacts. Sur
un tel quotient compact, toute métrique & courbure —a? < K € ~1 doit avoir
une entropie supérieure & nk +k —2, ot k =dimK = 1,2,4 ou 8. Or l’entropie
est toujours majorée par (nk — 1)a. Il vient

nk+4+k—2

4= nk—1

Autrement dit, si KH" n’a pas une courbure constante, ses quotients compacts
ne portent pas de métrique & courbure sectionnelle pincée —a%? < K < -1 pour
a < (nk 4k —2)/(nk —1). Ceci acheve la preuve du théoreme 1.

6. Capacités

L’idée de longueur extrémale se concrétise classiquement en deux familles
d’invariants conformes: le module d'une famille de courbes, et la capacité d’un
condensateur, reflétant la dualité entre courbes et 1-formes différentielles. Cette
dualité se prolonge en géométrie conforme grossiere.

6.1. Définition. Soit (X,3) un ensemble muni d’une structure quasicon-
forme. Soit u une application continue de X dans un espace métrique Y. Pour

a C X, posons
e(a) = diametreu(a).

Par le procédé décrit en 2.3, il lui correspond une famille de mesures E’f ’k, p>0,
k>1, £>1. On définit "énergie E, i ¢(u) par
Epre(u) = EPH(X).

Des inégalités données en 2.6, il résulte immédiatement que

6.2. Lemme. Si f: (X',5') — (X,B) est n-quasiconforme et u: X — Y
est continue, alors

By pon(),e(w) £ By 1(),00 (w0 F) < Bp ke mon(ey(u)-

6.3. Définition. Un condensateur dans un espace topologique est un triplet
(C, A, A1) oit Ap et A; sont contenus dans I’adhérence de C, et C est muni
d’une structure quasiconforme §. Etant donné des réels p >0, k> 1, £2> 1, sa
capacité cap, ; ,(C, Ao, A1) est la borne inférieure des énergies Ey k.¢o(u) sur les
fonctions continues u : C — R telles que

u(4g) =0, u(A1) = 1.
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6.4. Lemme. Soit (C, A9, A1) un condensateur muni d’une structure quasi-
conforme 3, et p un réel positif. On a

Mp,k,e,m(r\) < cap, 1,e(C, Ao, A1),

ot I' est la famille des courbes continues reliant Ay & A, dans C.

En effet, pour tout v € ', u(y) contient 'intervalle [0, 1], donc
e'm(y) 2 Hiu(y) 2 1.

6.5. Exemples. Pour toute fonction continue non constante sur R™ | I’énergie
Ep k,e(u) est infinie pour p < n.

En effet, il existe des familles de segments paralléles (exemple 2.10) T' telles
que osc(u|y) > ¢ pour tout ¥ € T, et on utilise le lemme 6.4. :

La valeur de p > n pour laquelle Iénergie E, ; ¢(u) est finie constitue une
mesure de la régularité de u. Par exemple, pour une orbite brownienne (n = 1), on
a presque toujours p = 2. Cependant, ’énergie ne suffit pas & définir des espaces
fonctionnels. Il est improbable que la somme u + v soit d’énergie finie dés que u
et v le sont.

On est cependant tenté de définir une autre “dimension conforme” r(X, 8)
comme la borne inférieure des exposants p tels qu’il existe une fonction continue
non constante u sur X, un £ > 1 et des £ arbitrairement grands tels que la
mesure E, i ¢(u) soit finie sur les compacts. On va voir que ce choix de définition
peut ou non coincider avec celui fait en 3.1.

6.6. Lemme. Soit N un groupe nilpotent muni d’une dérivation semi-simple
« dont les valeurs propres ont des parties réelles 0 < A\ < --- < \,. Soit u une
fonction continue sur un ouvert de N, telle que I’énergie E, i ¢(u) soit finie, pour
un
Mot A
< -_—
p X,
Alors u est invariante par le sous-groupe de translations a gauche de N engendré
par
Vi= @ ker(a — p).

Re(p)=A:

Soit v € V' et supposons que u(z) < u(z exp(v)). Soit W un supplémentaire
de v dans N'. Considérons les condensateurs de la forme
C = {z exp(w)exp(rv) [w € F, 0 < s < 1},
%C = {z exp(w) |w € F},
0,C = {z exp(w)exp(v) | w € F},
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ot F ¢ W. Comme u est continue, pour F' assez petit,

€ = minu — maxu > 0,
ac 80C

d’on
Ep ke(u) > €P cap(C).
Pk,

Or d’apres 6.4, capy(C) est minoré par le module de la famille des orbites s —
z exp(sv), qui, d’apreés 2.10, est infini pour p < (A1 4 -+ + An)/Ai. O

On extrait une sous-suite \'; de la suite \; comme suit. Notons N* le sous-
groupe engendré par V1. Soit W un supplémentaire a-invariant de N dans V.
On note X'z la plus petite partie réelle de valeur propre de o)y . C’est 'un des
nombres )\;. On note N? le sous-groupe engendré par les espaces propres relatifs
aux valeurs propres de partie réelle X'y, etc.

6.7. Lemme. Soit v une fonction lisse sur un ouvert de N, invariante sous le
groupe Ni~1. Alors E, 1 ¢(u) est fini et non nul seulement si p = (A4 -+As)/Aj,
et dans ce cas

Epre(u) = £ / \hul? da.

Soit =z € N. Translatons & gauche la forme différentielle du(x) pour en faire
une forme linéaire sur ’algébre de Lie. Posons

|hu|(z) = sup {{du(z),v) |[veCN Vi},

ou C désigne la “boule unité” dans I’algébre de Lie. Alors

Epko(u)=1£° / |hulP dz.

En effet, montrons que, si ¢ est un point d’une petite boule B, on a
diameétre (u(B)) ~ |hu(z)| vol(B)'/?.
Si B = et*(exp(C)), on a vol(B) ~ e*'iP* D’autre part,
B = {z exp(e'®v) |v € C}.

. : : i—1
Ecrivons v = v; + «+- + v, . En tenant compte de 'invariance sous N'~*, on a,
lorsque ¢ tend vers —oo,

(du(z), e!*v) ~ X {hu(z), v;)
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d’on

u(y) — u(2) ~ (du(z), log(y ™ a)) ~ {hu(z), "' i'v;).

11 vient
diamétre (u(B))? ~ ‘hu(m)lpe)‘"pt ~ |hu(x),pvol(B). o

6.8. Proposition. Soit N un groupe nilpotent, o une dérivation semi-simple.
Alors la “dimension” r(N, &) vaut

ot A est le plus petit réel tel que

@ ker(a — p)

Re(p) <A
n’engendre pas algébre de Lie N .

En effet, d’aprés 6.6, pour p > tra /), une fonction continue d’énergie E,  ¢(u)
localement finie doit étre N -invariante, i.e., constante. "

. Inversement, d’aprés 6.7 pour p = tr a/X, une fonction lisse non constante,
invariante sous le dernier sous-groupe N* a une énergie Ey k,e(u) localement finie
et non nulle. o

La fonctionnelle E, ¢ étant invariante par transformation quasiconforme, il
résulte de la proposition précédente que, lorsque A # Aq, les feuilletages de N
par les orbites des sous-groupes N*? sont invariants par toutes les transformations
quasiconformes locales de N.

Le groupe résoluble G = N pa, R, produit semi-direct de N et R, ot le
second facteur agit sur le premier par le groupe a un parameétre e!®, admet une
métrique invariante & gauche & courbure négative. Le sous-groupe N agit sur la
sphere & l'infini G en laissant un point fixe, noté oo, et est simplement transitif
sur G\ co. Comme mentionné en 1.6, les deux structures quasiconformes obtenues
sur N (celle définie en 1.3 et celle induite par 0G, 1.5), sont équivalentes.

Le feuilletage défini par les orbites de N sur N C 8G ne se prolonge pas au
point oo de G. On conclut que le point co est fixé par toutes les transformations
quasiconformes de 8G. 1l vient

6.9. Corollaire. Soit G un groupe de Lie connexe, extension d’un groupe
nilpotent N par une dérivation semi-simple a & valeurs propres de partie réelle po-
sitive. Soit Ay la plus petite partie réelle de valeur propre. Supposons que l’algébre
de Lie N n’est pas engendrée par son sous-espace

@ ker(a — p).

Re(p)=A;

Alors il existe un point de 0G qui est fixé par toute quasiisométrie de G.
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6.10. Lien entre capacités dans M et capacités dans OM . Soit M
une variété simplement connexe 3 courbure sectionnelle —a? < K < —b? < 0.
Quelle correspondance il y a t’il entre fonctions sur M et fonctions sur OM ?
Entre intégrales de Dirichlet [,/ [dul? dans M et énergies E, ¢ dans OM?

Un élément de réponse se trouve dans [11]. Si une fonction sur M a son
gradient dans LP pour un p > 1, alors elle admet une valeur au bord, qui n’est
pas nécessairement continue. Par exemple, si la courbure est constante, OM est
la sphére standard S™~!. La trace sur le bord de l’espace des fonctions dont le
gradient est dans L? est exactement ’espace de Besov BY?, /p sip>n—1,est
réduite aux constantes si p < n — 1. Il n’y a donc pas de correspondance directe
entre l'intégrale de Dirichlet de v et I’énergie de sa valeur au bord.

Cependant, il semble qu’un lien existe. Notons p(M) la borne supérieure des
exposants p tels que la valeur au bord de toute fonction sur M dont le gradient
est dans LP soit constante, pioc(M) la méme borne pour des fonctions définies
seulement dans un voisinage dans M UJM d’un point de M . 1l est frappant que,
pour tous les espaces homogeénes a courbure négative,

p(M) =q(M),  poc(M)=r(M).

6.11. Question. Lorsque M a un quotient compact, quelles inégalités relient
les nombres p(M), q(M), ploc(M), r(M)?
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BMO AND TEICHMULLER SPACE

D.H. Hamilton

1. Introduction

Let us consider the class Qg of quasiconformal maps F' of the Riemann sphere
fixing co and conformal at co with normalization f(z) ~ z at co. M. Reimann
(18] proved that logdet(DF) € BMO(R?). We show the connection of this with
a fundamental result of Teichmiiller theory. Let My be the class of L™ functions
¢ with compact support and ||u|| < 1. Ahlfors and Bers [3] show that the solution
F € @ of the Beltrami equation

OF = udF

depends holomorphically on g. One formulation of Teichmiiller space T (see
Becker [4], Gehring [11]) on a fixed domain (2 containing co is to set

T = {log F'(z) : F € Qo conformal on Q with quasiconformal extension }.

Then it is proved that, if Q is a quasidisk, 7 is an open set in the space B(§) of
functions ¢ analytic on @ with

llgllz = sgp|g'(z)| dist(z, Q) < oo, lzg(2)| — 0 as |z| — oo.

Now B(Q) is a closed subspace of the Bloch space. Coifman, Rochberg and
Weiss [8] prove that B(£) is the class of analytic functions BMO with respect
to Q. Furthermore, by Jones [12], if Q is a quasidisk every ¢ € B(f) has an
extension to a function of BMO(R?).

We remove the assumption that © is a quasidisk, and the restriction to con-
sidering log 8F where F is conformal. The formula log F will be defined first for
smooth F. Now we do not take the principle branch of arg dF but a continuous
value so that log F depends holomorphically on p and is essentially unique.
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