6. Une démonstration avec les nombres complexes

Soit ABC un triangle. Soit M un point intérieur à ce triangle. On construit successivement des points N, O et P de sorte que MN=MA, NO=NP=MC comme indiqué sur la figure : le triangle AMN est équilatéral, NMCO est un parallélogramme, NOP est équilatéral. En utilisant un logiciel de géométrie dynamique, on constate que, lorsqu'on déplace M, le point P ne bouge pas. Pour le démontrer, on montre que le triangle ACP est équilatéral. 
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Les nombres complexes sont commodes pour cela. 

Posons  r=1/2+i sqrt(3)/2.

r est le nombre complexe de module 1 et d'argument pi/3. Multiplier un nombre complexe z par r, c'est le faire tourner autour l'origine de dans le sens trigonométrique. Par conséquent, pour tout nombre complexe z, les nombres complexes 0, z et z + rz sont les affixes des sommets d'un triangle équilatéral (énumérés dans l'ordre trigonométrique). Plus généralement, pour tout nombre complexe u, les nombres u, u + z et u + rz sont les affixes des sommets d'un triangle équilatéral, énumérés dans l'ordre trigonométrique. De façon équivalente, pour tous nombres complexes z et w, les nombres w, z et u + r(z-w) sont les affixes des sommets d'un triangle équilatéral, énumérés dans l'ordre trigonométrique.

Notons a ,b, c, m... les affixes des points A, B, C, M... 

Les affixes des sommets du triangle équilatéral AMN sont a, m, a + r(m-a), d'où l'égalité n= a + r(m-a).

Les vecteurs NO et MC portés par les côtés opposés du parallélogramme NMCO sont égaux, d'où l’égalité o - n= c - m.

Les affixes des sommets du triangle équilatéral NOP sont n, o, n +r (o-n), d'où l’égalité  p = n + r(o-n).

Maintenant, on combine les trois égalités pour calculer p.

p = n + r(o-n) =n + r(c-m) = a + r(m-a)+ r(c-m) =a + r(c-a).

Autrement dit, a, c et p =a + r(c-a) sont les sommets d'un triangle équilatéral (énumérés dans l'ordre trigonométrique). Clairement, P ne dépend pas de M.

Par l'inégalité triangulaire, 

BP ≤BM+MN+NP=MB+MA+MC. (on peut aussi l'écrire au moyen des nombres complexes :

 |p-b|<=|p-n|+|n-m|+|m-b|=|r||c-m|+|-j||a-m|=|m-c|+|m-a|+|m-b|).

L'égalité a lieu si et seulement si B, M, N et P sont alignés dans cet ordre, ce qui a lieu exactement lorsque les angles AMB, BMC et CMA valent .

Reste à savoir s'il existe un point M ayant cette propriété. En reprenant la construction exposée en 3, les cercles circonscrits aux triangles équilatéraux AC'B et BA'C possèdent un point d'intersection M situé à l'intérieur du triangle ABC. Les angles AMB et BMC ont pour mesure 120°. Il en est donc de même de l'angle CMA. En particulier, M appartient au cercle circonscrit à CB'A. 

