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SUR LA CROISSANCE DU VOLUME
DANS UNE CLASSE CONFORME (%)

Par R. GRIMALDI et P. PANSU

1. Introduction

On appelle croissance en x d’une variété riemannienne (M, g) compléte, pointée en x,
la fonction

v, (R)=volume, B (x, R),

ou B(x, R) désigne la boule de centre x et de rayon R.

Dans cet article, on se pose la question suivante :

Etant donnée une fonction croissante v(R) sur R,, existe-t-il sur M une métrique
compléte, conforme a une métrique g donnée de classe C®, dont »(R) soit la croissance
en un point x, pour R assez grand? Dans la suite, on notera v, la dérivée de v, par
rapport 4 R,

Une condition nécessaire a été donnée par M. Gromov dans [G], p. 85, qui la fait
remonter a L. Ahlfors, [A], p. 186 (voir aussi [O], p. 1223),

THEOREME 0 (M. Gromov). — Supposons que (M, g) satisfait I'inégalité Isopérimétrique
suivante : il existe une constante c telle que, pour tout domaine relativement compact
bord lisse D de M,

0) vol(D) < ¢ (vol D)4~ 1,

Si d>n=dim M, alors, pour tout point xe M et pour toute métrique compléte conforme a
g, de croissance v,, on a

+ o
f v ()T dr < + o0,

(") Travail réalis¢ avec I'aide financiére du M.P.I. d’Ttalie et de I'accord de Jumelage GAD G.ET. de la
Commission des Communautés Européennes (programme Stimulation),
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c’est-a-dire, l'intégrale ci-dessus converge.

Par exemple, I’espace hyperbolique H” satisfait 'inégalité isopérimétrique (0) avec
d=+ 0.

Dans cet article, on démontre une sorte de réciproque du théoréme 0.

La définition suivante généralise la dichotomie classique entre surfaces de type para-
bolique et hyperbolique.

1.1. DEFmNITION. — Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n. Sl existe
un point xe M et une métrique conforme complete g de classe C* dont la croissance en

X, v,, satisfait

+oo_
J V()T hdr =+ oo,

on dit que (M, g) est conformément parabolique.

(M, g) est conformément hyperbolique si elle n’est pas conformément parabolique.

Par exemple, 'espace euclidien R” est conformement parabolique, I'espace hyperbolique
H” est conformég;ex{t hyperbolique (cela résulte du théoréme de Gromov).

1.2. DEFINITION. — On dira qu'une métrique f2?g, conforme 4 une métrique g de
classe C®, est de classe LI, si f est une fonction borélienne, fe L, (voly), et 1/fe L.

On montre (lemme 3.2) que la fonction croissance v, d’une métrique compléte de
classe L _ est croissante et localement absolument continue, i e., elle est I'intégrale de sa
dérivée v, et que 1/v} est localement bornée sur }0, + ool.

THEOREME 1. — Soit v une fonction absolument continue, croissante, positive sur 10, + o[,
telle que 1/v' soit localement bornée. Soit (M, g) une variété riemannienne non compacte.

(a) Si (M, g) est conformément parabolique, alors v est la croissance (en un point x)
d’une métrique conforme compléte de classe Li,, sur M.

(b) Si (M, g) est conformément hyperbolique, alors v est la croissance (en un point x)
d’une métrique conforme compléte de classe Ly, sur M si et seulement si

+
f oL () dr oo

La preuve comporte deux étapes:

(@) & partir d’'une métrique dont la croissance est du type parabolique ou hyperbolique,
un changement conforme «de révolution» permet de réaliser toute croissancé du méme
type (¢f. [Gri));

(b) toute variété riemannienne admet une métrique conforme dont la croissance est de
type hyperbolique.

Une conséquence du théoréme 1 est linvariance de la dichotomie conformément
parabolique-conformément hyperbolique sous transformation quasi conforme. En effet,
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€ au moyen d un 1mvariant uast C()]lj orme ClaSS ue ]e ()(] €
" ” 1 5 m ul N

N le € C()U]be j d n [+ [)
1 ; ])EFI NITION, LC I?Z()dule d une 1amll d
J\/{

sur les fonctions boréliennes positives p telles que, pour toute courbe yeT

fpdsgl,
Y

1.4. Prop - ] 616 11
. .? ’OSITI.ON‘, Soit (M, g) est une variété riemannienne compléte non compacte
es propriétes suivantes sont équivalentes: H

(1) M, g) est conformément paraboligue,
(ii) la famille des courbes non relativement compactes a un module nul;

(i) il existe une fonction ¢ lisse et propre sur M telle que

flV(p"’<+oo
M

1La trf)ls{erne pr.‘qpr'iété es.t reliée a un invariant de quasi-isométrie: notons d(M) le
plus petit réel positif tel qu’il existe une fonction ¢ propre sur M telle que

f IVoli< + o0,
M

Dags la classe des variétés a géométrie bornée, c’est un invariant de quasi-isométrie. It
ffr' € un sens pour un groupe discret G de type fini. Clairement, d Q)<+0si G esf a
V.otlssillnce polylilomlale. D’aprés un théoréme de M. Gromov [G2], un tel groupe est
irtuellement nilpotent, et d(G) est un entier i i '
, 1. La question de savoir s’il exi “autr
groupes G tels que d(G) soit fini semble ardue. e dautres

Nous vérifier . .
, 8 yerlﬁefpns enfm que la dichotomie conformément parabolique-conformément
yperbolique n’interagit pas avec la topologie:
1.5 Pr - 616
i OPOSITIOI’\L Toute wvariété paracompacte non compacte admet a la fois des
ques conformément paraboliques et des métriques conformément hyperboligues
Par' ’ N . v . ‘ “
consequent, toute croissance est réalisable sur n’importe quelle variété

Pour concl i
u ‘'oblé i
re, mentionnons un probléme ouvert: Soit (M, g) une variété riemannienne

conformément hyperboliqu i : .
e. Existe-t-il : . . e 1ee .
avec d= + oo? q 1l une metrique conforme qui satisfait I'inégalité (0)

I T -
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2. Distance associée a une métrique de classe Lise

enne positive, telle que. felj,., et gune métrique riemannienne

Soit f une fonction boréli
t attacher 4 la metrique conforme f?g une structure

de classe C*. On montre commen

d’espace métrique sur M.
Si b est une boule géodesique de (M, g), on note

1/n
<:<b)=(] f“) ,

ure de Hausdorff sphérique 1-dimensi
la construction de Caratheodory,

on note H# g la mes onnelle obtenue & partir de la
fonction { au moyen de [F], paragraphe 2.10:

AL (A= lim HL (A)

e~ 0

HL (A =Vinfz L)

et la borne inférieure est prise sur les recouvrements dénombrables de A par des boules
b;=B,(x;, r;) de rayon r;<<&

On définit 1a distance entre deux points x et y com

8 (x, y)=inf HE)

me la borne inférieure

urbes continues y reliant x ay.

distance possede juste assez d
peut, pour cette discussion

des mesures 1-dimensionnelles des co
cette fonction
la formule de la coaire. On

espace euclidien.

On démontre maintenant que e régularité
pour qu’on puisse lui appliquer
Jocale, supposer que (M, g)estt

2.1. LEMME. — Supposons f bornée. Alors, en presque tout point X,

lim sup T(x’ y)\ <|f () |-
yox (X7

Choisissons un point x tel que
fim e~ O @ m =0

r— 0
En effectuant une

ar |f—f(x)|, on peut supposer que f(x)=0.
|=1, f=1, montrer

Quitte a remplacer fp
homothétie, on se ramene 4 la situation suivante: X, yeR", |x—y

que 8 (x, y) tend vers 0 avec || / |l
Fixons £>0. Notons C, le cylindre aya
disque D, de rayon £ orthogonal a [x, .

nt p
Pour zeD,, notons v, le seg
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[x, y] d’origine z. Clairement,

8(x, y)<2e+ inf A% (y,).

zeDg

PaI defi]lltl()]l du ”l()aule ]V] (: de Ia falllllle de cour beS VOLY 1 ; on a
( s) {’YZ} € D¢ ( )’
zeD,

@1 M(cg( inf f f)”g f I
zeDg Jy, Ce

¢ .
et on sait, [V], que M (C,) est proportionne] a ¢"~*. Sachant que
=

I'inégalité (2. 1) reste vrai
. e lorsqu’on remplace | f !
par #; (y,), a condition d
le module classique par le module grossier de [i’z Drapre o
module grossier de C vaut Cte (#) " %, Il vient d];mc wpres 1a propositon 2.9 de [P e

8(x, y)S2e+Cte(m) e ||/l

(Ce)'
Un choi : .
n choix adéquat de ¢ fait tendre 3 (x, y) vers 0 en méme temps que I/,

f clion pCSlleé, € La onction distance a ‘
(2 )2 LEI IME SC i ) une on f Lloc f ¢
ff ( ) H . l S
une dl €r etllleﬂe a}“li oximative ( o1r [I ] p 212) . q: qul ;Salljfall i

@2 [Vo|<f.

Lorsque né : s
Posonsqf ={n Zit{?();?ee, (IP ZSt lipschitzienne et I'inégalité (2.2) résulte du lemme 2.1
Jj »J §» ©; la distanc : o

tend vers + oo, j ¢ correspondante. Alors ¢; converge vers ¢ lorsque j

Notons R une droi
e, te sur laquelle n i o
Pinégalité quelle feL". Soit \ une primitive de /. Pour tous, 5, 7R

EAOMNGINIOERTO)

passe a la limi '
te, et montre que ¢ est absolument continue sur R, de dérivée ¢’ <f.

n ‘ .

pIeS uc t()ute (ll() € (le ] et se de]lVeeS ar “elles S()Ilt da]ls L N P eSt ]l()lder C()Iltl]ll.le,

2.2
( ) (OSC (PI P B(x, r))n§Cte (n)rJ‘ f”

PnB(x,r)
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6 CROISSANCE DU VOLUME DANS UNE CLASSE CONFORME

Cette information va remplacer I’hypothése f bornée du lemme 2. 1. Il s’agit dadapter la Notant f, (y)=f (27%y), on a
preuve de 2. 1, pour obtenir la conclusion plus faible: en presque tout point x, la fonction
¢ admet une dilatation approximative finie Fo(f)=2"%F, (1)
k
aplim sup Lo =00 d’oil
y - x ‘ x—=y |

— " —nk
c’est-a-dire, pour tout n >0, VOl Fy, (f)=27"vol F, (f,).

I1 suffit donc de montrer : ‘
) ~ —o(x que, lorsque r tend ver —n : ,
lim r ”vol{y L(p—(Ty))c—(Ef—)L >f(x)+n }=0 ment vers 0 avec r. Or simplementq vers O les 1 vol F (fu) tendent uniforme-
Y AT
V ; Le théoréme 3.1.8 de [F], p. 217, assure alors I'existence presque partout d’une différen- r"vol Fy (f)=vol (G,
tielle approximative. j X
. . ou
| Fixons un ensemble fini mais assez dense de directions d’hyperplans P/. Pour yeR”,
notons P/(y) I’hyperplan paralléle 4 P/ passant par y, et |
f Gt={y Eéfy!élets,(o,y»ﬂ},
2

h(y, r)=max rl"”f 1o
j P aBO.N

j

— _k . .7 AY
1=27%r et §, est la distance associée 4 la fonction £,

(»=/(@). 11 suffit par conséquent

En presque tout point yeR", on a

fi

de montrer que vol (G,) tend vers 0 avec f
B (0, 1)

lim A (y, ©)=f(y).
Notons /4, la fonction 4 (-, 1) associée a la donnée 1o

r—0

Comme

Fixons un tel point x. On peut supposer Que x=0.
withons|

B (0, 1)

§CteJ /r
B(0, 1)

tend v.er's 0, on peut supposer que 2<1 sur G,. Noter
a aussi 4, (x) <1 pour ¢ assez petit.

Posons

E,=B(0,) N {r[30.n>(fO)+n)|y[},

et montrons que, pour tout n>0,

que A, (x)=h(x, 1) tend vers 0, on

lim r~"vol(E,)=0.
¥~ 0

On reproduit maintenant Iar
f£1:

. ) ) ument de 2, ) Pinégalité ‘ 1 \
Comme | ¢ (¥)— 9 (0)|<5(0,y), cela entraine I'existence d’une dilatation locale approxi- 8 ¢ 2.1, ou P'inégalité (2.2) remplace I’hypothése

mative pour ¢ en 0.

, ce qui permet de supposer que f(0)=0. 8, (e, M= (e(h, (x)+ B, ()" + Cte (n) g1 ~7in ' ‘ 7

A nouveau, remplacons f par ] —f(0) ”L p
" e)"

On écrit

En choisissant ¢, on voit que, lorsque || £, || est assez petit

E, <« UF,

k

ht(x)+ht(y)§2 = Btgﬂ

s

[\

F,=F,(f)= {y|2—k—1 r< |y| <2 %r et §(0, y)>27F! m } e qui est la conclusion souhaitée, ]
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3. Régularité de la fonction croissance

L’espace métrique (M, 8) est un espace de longueur au sens de [G], et la longueur d’une
courbe rectifiable y, donnée par

longueury ()= inf Y3 (8, v (lis1));

subdivisions

coincide avec la mesure 1-dimensionnelle :

longueur; ()= 7 (V)

voir [G], prop. 1.6, p. 3.

3. 1. LEMME. — Supposons f€ Ly, Pour presque toute courbe rectifiable vy, on a
3.1 jfmgxaw
: Y

En particulier, pour que l'espace métrique (M, d) soit complet, il suffit que, pour toute

courbe rectifiable v,

j fds<-+oo = Yy converge.
Y

Par « presque toute», on entend toutes les courbes dont P'intersection avec

E={wﬂ@¢n%f*uBuJ»}
est de mesure nulle. L'inégalité (3. 1) résulte du théoréme 2.10.17 de [F], p. 179.
Le critére de complétude par la convergence des courbes de longueur finie est général
pour les espaces de longueur. |
Supposons feLj, et 1/f localement bornée. Alors la distance & définit une topologie
plus fine que la topologie ordinaire, donc localement compacte. Si 8 est complete, ses
boules sont compactes, [G], théoréme 1. 10, p. 5. On pose

— n
vol,2,=f vol,

et on obtient une fonction croissance pour la métrique conforme f 2 g. Noter toutefois
qu’en général, la topologie définie par 8 est strictement plus fine que la topologie
ordinaire. Il y est en somme abusif de parler de & comme d’une métrique sur M. En
revanche, dés que fe LE, pour un p>n, d est continue et les deux topologies coincident.

3.2. LemMme. — Soit (M, f2g) une variété riemannienne compléte de classe Li,, et
xeM. La fonction croissance v, est croissante et localement absolument continue, i.e., elle
est l'intégrale de sa dérivée v, et, sur toul intervalle compact [ty, ;] <10, + o[, vy a une

borne inférieure strictement positive.

ToME 71 — 1992 ~ N° 1
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Notons ¢ la distance a x 5
x, mesurée d &tri
p. 249, donne ¢ dans la métrique /2 ¢. La formule de la coaire, [F],

%&Ffmf A
Y fo=1} ’V(Pl

(.La forrpule de la coaire s’étend aux fonctions qui
tive, voir la remarque p. 241 de [
continue, et que, pour Relz,, ,],

. : possedent une différentielle approxima-
). Ceci prouve que la fonction v, est absolument

vuMgJ o1
{9=R}

2 min " !vol, {o=R}.

11291y
Montrons que la fonction

RHVOIQ{(p=R}

a une borne inférieur iti i
rieure positive sur Iintervalle [7,, 7,].

. Comme la
est compacte, il existe un plongement bilipschitzien couronne {1, S@<r, }

G: [0,1]x[0,1]"" ' > M

tel que

GOXO. I e fo<s) et GAX[0, 1Y < {p>1,).

Comme G™' {¢=R}

sépare deux faces o &
. \ 0sées .
moins égal 4 1, donc Pp du cube, son volume euclidien est au

Volg{(p:R}ng—n

ou L est une con de Lipschi
stant X
e infértonn € ae Lipschitz pour G. On conchit que la dérivée v est | 1
born leurement par une constante positive. N ¥ ocalement

. . E. { n ariet
Sl (M, g) es une wvariete riemannienne de CiaSSe C

croissan ; , ., 1
ce en tout point a une dérivée bornée supérieurement sa fonction

En effet, pour presque toute valeur de R,on a
v (R)=vol dB(x, R)

et Ie VOIUIIle deS Sphe]es € l)()]‘ €S crieurement €n I() clion (le ld cout bule .

JOURN THE -
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4. Métriques de révolution

ne i()llCtl()Il [)()Sltl\/e C[()lssa“te (7 ur l{ 1()Calelllent abSOlunlent
C()]lllllue et te ¢ que Z)‘ S()lt oca ellle“( ornee eICS(HIS u+||’e Iletllque conlor me «ae
/
3

and.
) g — 5 (R)=v(R) pour R assez gran ‘
révolution» g telle que v, (R)=2( ous entendons une métrique de la forme

Donnons-nous 4

Par métrique «de révolution», n
g=f(’g

g

B, (x,R)=B, (x, F"*(R))

ou

F(s):=j‘s f(r)dr.
0

Notons
w(R):=vol, B, (x, R).

: l ‘g

‘l—)—x (R) = J\ f(r)n dr

By (x, F~ 1 ®)

_ J*F -1(R) f(ryvol, (éBg (x, ) dr

0

_ r -1y LGy W () dr.

[§]
Il s’agit donc de résoudre I’équation

v(R)= r - [y w (n)dr.

0

@.1

positive f, ou bien sa primitive,'l
g soit complete est sim
n homéomorphisme de R,

L’inconnue est la fonction’ : J
condition pour que la metn‘que f o
Pinfini a Vinfini, autrement dit que F sot

4 2. Dérivant I’équation (4.1), il vient
W ()" =F () o (B @)

toME 71 — 1992 — N° 1

a fonction croissante F. La
plement que F tende vers
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Soit V (resp. W) une primitive de la fonction ¢ ~1/~1 (resp. w'~1"=1) L’équation devient
W= (V- Fy

soit, en choisissant judicieusement la primitive W,

(4.2) W=V-F

Inversement, si la fonction F satisfait (4.2) pour s assez grand, alors il existe une
constante C telle que, pour R assez grand,

F~l®)

2(R)+C= f FOw () dr.

0

Autrement dit, on a ajusté le volume des grandes boules 4 une constante additive pres.
En changeant la métrique au voisinage de x, on peut s’arranger pour que cette constante
soit nulle, autrement dit, pour que I’équation (4. 1) soit satisfaite pour R assez grand.

La formule
e ()
f veF

monire que, si 1/v" et w’ sont localement bornées, il en est de méme de 1 /f- Ici, west la
croissance de la métrique C* g, donc w’ est localement bornée d’aprés 3.3. Si I'on
suppose de plus v” localement bornée, alors [ est localement bornée.

I reste a résoudre I’équation (4.2). Deux fonctions croissantes différent pres de Pinfini

par un homéomorphisme si et seulement si elles ont méme limite. Nous avons donc
montré

4.3, LEMME. ~ Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, de classe C*®, de

croissance (au point x) w. Une fonction v croissante, absolument continue, telle que log v’

soit bornée, est la croissance d’une métrique Ly, «de révolution» si et seulement si les
intégrales

+ oo + o
f V(T gy et f w (1)~ gy

sont de méme nature. WM

5. Construction d’une métrique telle que le volume des sphéres soit grand

On montre que, sur toute variété compiete, il existe une métrique conforme de classe
C* dont la croissance est de type hyperbolique, . e.,

+ w0
.

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES
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Cette construction, combinée avec le lemme 4 3, compléte la preuve du théoréme 1.

parabolique peut trés bien avoir une croissance

Noter qu'une fonction v de croissance
ment d’augmenter le volume des boules, mais

exponentielle. Il s’agit donc, non seule
surtout celui de toutes les spheres.
ompléte. Soit © une fonction

5 1. LemMe. — Soit (M, g) une variété riemannienne ¢
sur M telle que, pour

croissante sur R Il existe une métrique conforme g de classe C%

tout R assez grand,

vol; 0B(x, R)z0 (R).

‘un rayon géodésique Y d’origine x.

On ne change la métrique que dans un voisinage U d
hange peu: si r(y)=d,(x, »), alors

Dans la nouvelle métrique g, la distance a Porigine x ¢

r<d;(x, )=rtl,

et donc la sphére 0B;(x, R) traverse le tube U dans la zone {R— 1<r<R}.

On s’arrange pour que toute hypersurface qui traverse U dans cette zone ait un volume

supérieur a o (R).

La premiére condition est réalisée en garnissant U d’un
a v, de plus en plus dense, ol la métrique ne change pas.
changement conforme f trés grand en dehors d’un voisinage trés mince des parois des

tubulures.
Nous illustrons la construction sur un exemple simple, renvo

téseau de tubulures paralieles
La seconde, en choisissant le

yant le lecteur a P’appendice

pour la construction générale.
Supposons que (M, g) est I'espace euclidien R”, et o ()=20"1"2 Notons G = R !
Pensemble des points dont I'une des coordonnées est entiére. Définissons le réseau de

tubulures T = R"~* xR par

r———{GX{z;O}}U{%GX{t;l}}U L UatGR{zk] UL

Soit f une fonction de classe C* sur R” telle que
- f=1surrt,
- 15/ (2, D=2,

_ j‘ ‘/(Z, t)ndtgz(n—l)(t+2)/2’
[0, 17" 7*

et posons g=/2 .

Tout point (z, ) est a une distance euclidienne
de 1 inférieure a 27" Pour rejoindre x 4 partir
stant. Arrivé au bout d’une génération de 1, il
faire, qui coltent chacun

de t inférieure & 477, donc a distance g
d’un point de T, il suffit de se laisser

faut sauter sur la génération

glisser & z con
27k 0<k<t On conclut

précédente. On a au plus 7 sauts &
que d;((z, 1), x)Z|z|+e+ 1

ToME 71 — 1992 — N° 1
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La sphére 0B, (x, R) traverse le tube [0, 11" ' xR, dans la zone R—2<;<R
. —2=t=<R, donc

vol; 0B (x, R)é[ f@GR=2y"1 gz
{0, 1]n—1
>20-LR2

6. Croissance et module
On prouve la proposition 1. 3.

6.1. (i) = (iii). ~ Si (M, g) est conformé

théoréme 1, une métri for ormement parabolique, il existe, d’apré

Comme remarquérgiglgzz Eonforme f? g de classe L, compléte et de vo(lju?gei‘lnlie

Notons § Ia distance 4 un PaIag{aphe 4, on peut supposer que f est localement bornée'

on a presque partout V3§ gomt ongine. Alors 8 est localement lipschitzienne propre e£

Punité et la densité de coo] =/. En particulier, V3€L" (vol,). En utilisant une I;ar‘titfo 4

une fonction ¢ de cl (10, 1) dans C° N W ({0, 17"), on construit o
asse C* sur M telle que » pour tout £>0,

lo—8ll.se et ||dp—dd]|,<e.

Autrement dit, ¢ est propre, et V oel”(vol). M
»)

6.2. (i Gy
(iii) = (ii). — Pour toute courbe non relativement compacte vy

flvwldszloscy«p)r

= -+ o0

relativement compactes est de module nul.

6-3. (11) = (1). — s N
8 sur M Quitt(e)'ai ren?pa;s(r:: le paragraphe 3, une fonction peL” détermine une distance
i p par p+e ol ecL” est i -
peut supposer est continue, stricteme iti
relative rﬁlént CO?;IC 1/p est lf)cale'ment bornée. Si Iintégrale de p sur lelsltczosgwe’ o
distance & un pO'Ptacte.s‘est infinie, I'espace de longueur (M, §) est compl turdes noln
mt origine 8 tend vers Pinfini a I'i . . s ¢, donc la
en général, SeLl e . 1 a Pinfini. Bien que § ne soi i
par Convolutii 1114105, Sgs dérivées partielles satisfont [VS[EL” Soit ¢ la fc())rlltcg o CO{? e
€ 0 avec un noyau positif d ' fon obtenue
e
VoeL"et ¢:M —R, est pr opre. p classe C*. Alors ¢ est de classe C*,

Soit e une fonction de classe C®

Posons sur M, partout strictement positive, et dans L"

f=|Veo|+e.
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Alors g=/?g est une métrique conforme de classe C*, de volume fini. Comme

[Vol;=1,

pour toute courbe non relativement compacte v, on a

longueur;(y) = J |Vo|; ds;

2| osc, (@) |
=+ 00,

& t
Ceci prouve que g est complete. On conclut que (M, g) est conformémen

parabolique. W

7. Construction de structures conformes de type donné

‘ r . r ar‘a-
7.1. LEMME. — Toute variété paracompacte admet une métrique conformément p

bolique. o o - e
On construit une métrique compléte de volume fini g. On part dune. metélqel;ct: lclln
classe C® compléte g. Fixons xe M. Notons C le lieu de coupure de x, z(‘:e“, o
fermé de mesure nulle et il existe un ouvert étoilé U c T, M tel que M=CU exp, (L)
Décomposons
exprg=dr’+g,,

et cherchons la métrique g sous la forme
g=(exp; )* (dr’+/%g.).
. . o .

Elle est automatiquement compléte. Soit F Coo U un leelrme tel qu
vol, (M\ exp, (F))< + co. Soit f une fonction de classe C* sur T, M telle que

g x

- f=1,

— f=1 sur un voisinage de T, M\ U,

— f=a(r) ne dépend que de r sur F.

On calcule

vol (M, )= j 7Y dr d vol,,
< J o a(r)"~ o' (r) dr+vol (M \exp, (F))
0

qui peut étre rendu fini par un choix judicieux de . W

211l ormé-
7.2, LemMme. — Toute variété paracompacte non compacte admet une metrique conf

ment hyperbolique.
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On utilise le théoréme 0 de M. Gromov. On construit une métrique qui satisfait
Pinégalité isopérimétrique (0) avec d= + oo, Noter que cette métrique n’a pas besoin
d’étre compléte. On peut supposer que M est orientée.

Soit g une métrique riemannienne sur M, soit @ sa forme volume. Comme
H"(M, R)=0, il existe une forme différentielle Y de degré n—1, de classe C*, telle que
dY=o. Cette forme ¥ est le produit intérieur de ® avec un champ de vecteurs X. Aux
points ou X ne s’annule pas, on peut décomposer

g=gX+g1,
¢t on pose
g=a(X)’gxta(X|)"21g,

ou a est une fonction lisse sur R, qui satisfait ta()<1 et a(r)=1sir< 1/2. La métrique
g est de classe C* et a méme élément de volume que g. Par construction,

Wl=X];=1.

Si D est un compact a bord lisse, on a

vol; (D)= f ®
D

[

éf [V ]5d voli™1
oD
<vol;(3D). W

8. Appendice

Dans cet appendice, on montre comment modifier la construction décrite au paragraphe
5 pour I'adapter a une variété riemannienne compléte non compacte quelconque.

La construction du paragraphe 5 peut €tre greffée a Pintérieur de toute variété qui
comporte un tube presque isométrique & [0, 1]~ ! XR,. En général, dans une variété
riemannienne compléte non compacte, on trouvera seulement un voisinage tubulaire effilé
d’un rayon géodésique, presque isométrique 4 un tube effilé euclidien U.

Deécrivons un réseau de tubulures dans un tel voisinage effilé.

A Pintérieur du voisinage U, on construit une tour T en empilant des briques élémentai-
res P;,, et Q; ;. Les briques sont formées de tubes accolés identiques de largeur 37/,
La brique Q1. est fermée en haut, i.e., a Pexception de la base inférieure, le bord de
Q;, ., est isométrique & celui d’un parallélépipede euclidien de hauteur r, de section carrée
de coté 37%. La brique P; ., est ouverte aux deux bouts, elle s’adapte sur une brique

P, 1.1, de fagon que chaque tube de largeur 37971 de P, , ,. .. se divise en 31
tubes dans P, , ,.

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES.
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1 [ee)
it j ier = 1. Fixons une fonction C® g;
CONSTRUCTION DE LA BRIQUE P; ;.. — Soit j un entier = ILF

sur [0, 11" 7" telle que:

() 124,23/2771
(ii) @;=1 le long du bord, .
- s & isi du bord de largeur 377
iii) a,=(3/2) ! hors d’un voisinage . - .
E) )prlolonge a; & R"~! par 7"~ ! périodicité. Fixons r>0. Il existe une fonction C b,
n pr ; _
sur [0, 17"~ x [0, 7] telle que: 1
(a) aj (y) é bj, ¥ (ya t) § (3/2)]a V (y7 l) € [09 1]n X [Oz V],
(b) b; ,=1le long du bord,
(¢) b;,(y,)=a;{y) pour ¢ petit,
(@ b;,.(r, )=a;,; By) pour? proche de r.
On prolonge b; , a R"” L par 7"~ périodicité.
En quelque sorte, b; , réalise une interpolation entre a;(y) et a; 1 (3y). t
. ’ s ¥ ) ) | .
Pour [ entier, /<j, on note f; , (v, D=b;, (3 (y+(1/2)37"v), 1), ou v est le vecteu
(1,..., H)eZ" ' et on note P; , , le parallélépipede
[~(1/2)37, (12377 %[0, 7

i de la métrique f;, ; (v, ©)* (|dy |[* +dr?), ou son translaté par un quelconque vecteur
muni i1 (s
(u, )e3 ' Z"x R, | . . |
Rémarquer que, pour tout r, ¥, j, I<j, I'<j, ye[— 1/2)374,(1/2)3 7}, ona:

firn @ D=a, T+ A2 37 )=S0y, w0 (0 0),

J

i ‘ ; ou bien «juxtaposer»
et, par conséquent, on peut «empiler» des P,y 4, ,, sur un P 1, a0 j
’ i etri ® éunion.
deux P; , , et obtenir une metrique C* sur la réun

i . Py . . . t

’ i ; 3, au lieu d’interpoler entre a;(y) e

ot 3 o in e tde P}il,)' eotui aOn demande alors, au lieu de (a),
;41 (3), la fonction b;,,(y, 1) interpole entre a;(y .

@) b, ,(y 1)z a;(y) sauf pour ¢ trés proche de r, =1 sinon,
Jo kN2 =7 .

et, au lieu de {d),
) 75,- ,(y, Hy=1 pour ¢ trés proche de r.
Les briques P; , , et Q; ; , partagent la propriété suivante:

LEMME Tout point (v, )€P; ,, se trouve & une distance de la bqsi inférieure, i.e.,
o o Lot r Iy —j=
d- ; =[—(1/2) 374 (1/2) 371"~ ' x {0}, inférieure ou égale a 1+2 .
s , ' i ; u G;
Démonstration. — En effet, 1a fonction f; , , vaut 1 sur la «grille» G;x [0,7], ou Gy

i é ' 377, avec meZ. Si
est I’ensemble des y dont au moins une coordonnée est de la forme m 3™/,

€G,, on a donc - -
e A (v, 0,07 Py, ) =dy (0 D, 87 Py )=

\ . r v Ay - ]'.
Si y¢ G, il existe un ze G, dont la distance euclidienne a y est inférieure & (1/2) 3
. j*
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Comme f; ; ,<(3/2) sur P, . il vient
(0,07 Py, )S(1/2)37 3/2) +d((z, 0,07 P, )=1+27071

Maintenant, soit (M, g) une variété riemannienne compléte non compacte. Soit Y un
rayon geodésique minimisant, d’origine x, et fixons un repere orthonormé paralléle le
long de y. Notons T Pexponentielle normale a Y correspondante. C’est une application
C*de R""' xR, dans M, qui est une immersion isométrique le long de Y.

Il existe donc une fonction continue positive ¢(7) sur R + telle que, sur

def. ne1 ~
U={(, neR ><R+Hy]<e(l)},
I" soit un difféomorphisme et on ait
(I/Z)geucl, gr*gézgeuciﬁ”

Nous allons construire un changement conforme sur I'*
fera comme si I™* g €tait la métrique euclidienne.
Pour ¢>0, on note

g dans U. Par commodité, on

k(=min {keN|37*<&(s)]
et

h(1)=3"E*D g (14 1)im=1)

Pour jeN, on note

rG)=sup {t|h()=(3/2)~2}.
La suite r(j) est strictement croissante et tend vers 1’1
tout j, r (j+ D)~ r () < 1).
On pose enfin k()=k(r (). On remplit I'ouvert U par une « tour » T; chaque «étage »
T; est formé d’une brique Py kG e n-r(y (Sur laquelle on posera ensuite PPétage
T;, 1), entourée de 3k U +2-kG+1in-1_7 briques Q; , ;42 PGHD ~r Gy

«Poser» et «juxtaposer » signifie qu’on définit une fonction f'sur U par

nfini (on peut supposer que, pour

() F(, t)zfj,r(j-l-l)—i it (s =1 (), st r(HZesr(G+ D

et
Yel=(1/)37, (1/2) 3791 (ieil=k G+2));

2 S, f)=};,r(j+1)—r(i),l(y"3‘lu> 1=r@), si rStsr(j+ 1),

y=37ue[=(1/2) 37, (1/2)37 2
et

uezn—l m[_(l/z) 3k(j+2)-k(j+1)’ (1/2) 3k(j+2)—k(j+1)]nv1;

3) f(v, =1 ailleurs.
Par construction des fonctions Fie s 71 r 1> 1a fonction f est C* sur U.
Il reste & vérifier que la métrique conforme f2g_,

=g a les propriétés voulues.
On note T Ia réunion des briques de type P.
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La distance & lorigine. — Si (p, neT, il est par exemple dans P2, rG+n-rop
a .- O,
donc d;((y, 1), 0” Pj)§t*r(])+2 i—1

Ce P, est posé sur un P;_, d’ou

j “itlg () —rG-1+277
d;((y,0,0” Pj_pst—r()+27 +r()—rG-1
etc. 11 vient
d;(y, 1), 0~ T =1+ (1/2),

d’ou

D’autre part, comme fzl,

d;((y, 1), x) 2t.
Le volume des sphéres. — Soit S(R)=0 B;(x, R); on a
S(R+1HNTc< {R§t§R+l}.

j - .0On a
Soient j, m les entiers tels que r()<REr(j+1) et r(m 1)§R+1<r(m)

rm+1)Er(+1)+2.

La projection

piSRADNT-[=(1/237+0,(1/2) 37T =Ky
{ p((r0)=y

est surjective, car TN {RZ1=R+1 = TN {r(j)<t<r(m)} est constitué des P;  i+2), s
ou j<ism—1. ,
Posons
We={yeKe|Ve,r(Hstsr(m), f(, HzGRY )

vol;(S(R+1)N )= (3/2)U D@~ vol (Wy)
=h(r(j+ 1))~ vol(Wg)
> o (r(j+1)+1) 30" DEMTDyol (Wy)
> o (R+1) (vol (We)/vol (Kg)),

par le choix de la suite 7 (). .
Vérifions enfin que (vol (Wg)/vol (Kp)) tend vers 1 quand R tend vers U'infini

L e
i TRet i ne coordonnée s’écrit sous
nt au moins u
Notons G, 'ensemble des points de R do

la forme m3 ™ avec meZ.

i 1 ; N<@/2)
Par construction, si (v, H)eP;, Ly et (v,
euclidienne de G; inférieure a 3~ 2i Comme G, N Ky comprend n

! alors y se trouve & une distance
‘ ' "
— 1 familles de 3¥™*D+?

TOME 71 — 1992 — N° 1

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES.

CROISSANCE DU VOLUME DANS UNE CLASSE CONFORME 19

hyperplans paralléles, on a:

VOI(Tub3—2i(Gi))§2(n_ 1)3_2i3k<m+1)+i3(n"2)k(m+1)‘

Si yeKg — Wy, il existe un ¢ tel que (y, 9 soit dans un P, ., avecizj, d’ou

Kp—Wy = U Tub;-2(G)).

izj

On conclut que

+
Vol (Kg=Wp)< Y 2(n—1)37130-Dkom+ 1)
i=j
S(}’l— 1)3(n—1)k(m+1)+1~]';
donc

1= (vol(Wg)/vol (Kg)) < (n—1)3*

tend vers zéro lorsque j, et donc R, tend vers I'infini.
Ceci achéve la preuve du théoréme 1.
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