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Résumé

Dès 1885, Pierre Curie a proposé un principe variationnel qui
détermine la forme d’équilibre de certains cristaux. Il généralise ce-
lui qui fait que les bulles de savon sont sphériques. Comment un tel
principe peut-il produire des (quasi)cristaux en forme de dodécaèdres ?
Quel principe peut expliquer que les enveloppes de certains virus ont
une forme icosaédrale ? Pour le mathématicien, ces questions se rat-
tachent à l’isopérimétrie. La version continue (bulles) est un beau cha-
pitre de la géométrie différentielle. La version discrète (cristaux) se
rapproche de l’informatique.

1 Introduction

La forme des bulles de savon et des gouttes liquides immobiles a attiré
l’attention des théoriciens depuis plusieurs siècles. Elle est gouvernée par une
équation différentielle, l’équation des surfaces à courbure moyenne constante,
qui a donné lieu à une activité continue. Au fil des ans, les mathématiciens
ont construit des exemples qui présentent un intérêt pour la modélisation
dans les sciences, ainsi que des bêtes curieuses et belles, dont l’utilisation
attend d’être trouvée.

C’est une variante du même principe qui gouverne la forme des cristaux
à l’équilibre. Il suffit de changer un paramètre pour passer des bulles arron-
dies à des formes polyédrales. Ce paramètre, c’est la tension superficielle,
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vue comme une fonction sur les directions. On rendra compte de tentatives
pour expliquer l’origine microscopique de la tension superficielle, fondées sur
l’hypothèse que les atomes ou molécules d’un cristal sont disposés de façon
périodique dans l’espace.

Cette hypothèse a été mise à mal au début des années 80 par la découverte
de cristaux ne pouvant être périodiques. Ils ont été baptisés quasicristaux.
On expliquera brièvement la motivation mathématique de l’un des modèles
proposés pour expliquer leur structure microscopique. Entre temps, on aura
fait le lien entre le problème isopérimétrique discret, auquel on peut s’atta-
quer à mains nues dans des exemples, et le fonctionnement des compilateurs
de nos ordinateurs.

En appendice, on a inclus deux démonstrations (incomplètes) qui sont
souvent malmenées dans la littérature.

1.1 Remerciements

Au GANG et au Mathematical Science Research Institute pour les tu-
bulures, à Ivan Sterling pour le tore de Wente, à Guy Cousineau pour les
kangourous, à Raphaël Cerf pour le modèle d’Ising, à Denis Gratias pour les
quasicristaux.

2 La forme des gouttes, d’après Gauss

En 1830, J. Carl Friedrich Gauss [G], voir aussi [DD], a proposé de
modéliser une goutte (immobile, et en l’absence de gravité) d’un liquide
incompressible par un corps lisse de l’espace euclidien, de volume fixé. A
l’équilibre, la goutte doit minimiser une énergie de surface proportionnelle à
l’aire du bord1, c’est pourquoi elle est ronde.

Gauss savait donc que la forme qui, à volume donné, minimise l’aire du
bord, est une sphère. Pourtant, la première preuve rigoureuse semble être
dûe à Hermann Schwarz, [?], qui a complété un argument de Jakob Steiner,
[St].

1Analyse qui sera confirmée en 1876 par J. Willard Gibbs, qui prend en compte les
phénomènes thermodynamiques, [Gi] à partir de la page 219.
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2.1 L’équation des surfaces minimales

Dès 1744, le mathématicien suisse Leonhard Euler avait pu écrire l’équation
des surfaces minimales, i.e. la condition infinitésimale que doit satisfaire une
surface lisse pour que de petites perturbation ne diminuent pas son aire.
Commençons par définir le rayon de courbure d’une courbe plane en l’un de
ses points. C’est le rayon du cercle tangent à la courbe considérée qui épouse
le mieux la courbe, voir figure.

R=1/k

Rayon de courbure dans le plan

Un choix de vecteur unitaire normal à la courbe détermine un signe : le rayon
de courbure est positif si la normale pointe du côté convexe, négatif sinon.
Etant donnée une surface dans l’espace euclidien, considérons les plans qui
lui sont perpendiculaires (i.e. contiennent la droite orthogonale à son plan
tangent). Ils coupent la surface suivant des courbes planes qui possèdent cha-
cune un rayon de courbure. On montre que la somme des inverses des rayons
de courbure des sections planes données par deux plans normaux perpendi-
culaires est indépendante du choix des plans, c’est la courbure moyenne.

R

R

1

2

Courbure moyenne=somme des inverses de deux rayons de courbure
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D’après Euler, une surface est minimale si et seulement si sa courbure moyenne
s’annule en tout point. Ces surfaces modélisent les films de savon.

2.2 Une drôle de bête

On modélise une goutte liquide (d’après Gauss) par une surface fermée
qui minimise l’aire à volume enfermé constant. Ce sont les surfaces dont
la courbure moyenne est constante. On modélise une bulle de savon par
une surface fermée qui enferme une masse d’air fixée et minimise l’aire. A
nouveau, on trouve les surfaces à courbure moyenne constante. La sphère en
est une. Pendant 2 siècles, on a cru que c’était la seule. Mais Henry Wente
a découvert en 1984 la surface fermée à courbure moyenne constante dont
voici deux vues.

Tore de H. Wente (1984)

Elle a la forme d’une chambre à air qui se recoupe elle-même plusieurs fois, ce
n’est pas une bulle de savon physiquement réalisable. Néanmoins, son exis-
tence indique que le problème isopérimétrique est plus subtil en 3 dimensions
qu’en 2 dimensions.

2.3 A quoi ça sert ?

On peut s’attendre à ce qu’une interface entre deux milieux obé̈ısse à la
même loi qu’une bulle de savon, sa courbure moyenne doit être constante.
Les biologistes, qui ont observé à l’échelle microscopique (quelques centaines
de cellules) dans les êtres vivants des membranes en forme de réseaux de
tubulures ont été interessés par la surface découverte par H. A. Schwarz, [?],
qui a cet allure.
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Surface minimale P de Schwarz

Cette surface appartient à une famille à un paramètre (le rapport des volumes
des deux milieux) de surfaces triplement périodiques à courbure moyenne
constante.

Les voisines à courbure moyenne constante de la surface P

Lorsque le rapport des volumes approche de ses valeurs limites, un des milieux
de scinde en une collection de gouttes sphériques disjointes. La famille consti-
tue un modèle pour la naissance ou la disparition d’un réseau de tubulures.
Une autre famille de surfaces périodiques modélise de façon satisfaisante des
interfaces observées par les chimistes entre les deux phases de copolymères
blocs, voir [DVP].

3 Le principe variationnel de Curie

En 1885, Pierre Curie reprend les travaux de Gauss. Dans un bref article,
[Cu], Curie généralise le principe variationnel de Gauss aux cristaux, et le
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met en pratique dans des exemples simples qui, à son avis, en confirment la
validité.

3.1 Le texte de Curie

Voici un extrait de son texte.

Etant donné un corps [déformable], en ne considérant pas les
forces extérieures autres que les forces capillaires, l’énergie in-
terne est la même pour tous les éléments de même volume suf-
fisamment éloignés de la surface ; au contraire, à la surface, il y
a une couche de transition extrêmement mince, les éléments de
volume de cette couche ont une énergie moyenne différant sen-
siblement de celle des éléments intérieurs, d’où, dans l’énergie
totale une partie est proportionnelle au volume, l’autre partie est
proportionnelle à la couche de transition, c’est-à-dire à la surface.

Lorsque le corps se déforme, l’énergie en volume est constante
est l’énergie totale varie proportionnellement à la variation de
surface.

La constante capillaire A caractéristique de la surface de sépara-
tion des deux milieux est l’énergie qu’il faut dépenser pour aug-
menter d’une unité cette surface de séparation.

Si le corps est soustrait à toutes les forces autres que les forces
capillaires, le système tendant à avoir une énergie minimum, la
surface de séparation tend à être la plus petite possible et le corps
prend la forme sphérique.

Si plusieurs surfaces de séparation S, S1, S2 de constante capil-
laire A, A1, A2 limitent le corps, la forme stable sera celle qui
donnera un minimum pour la quantité AS + A1S1 + A2S2.

Considérons maintenant un cristal dans son eau mère saturée
et supposons que certaines parties se dissolvent et viennent se
déposer sur d’autres parties, le cristal est ainsi déformable sans
que lui, ni son eau mère n’éprouvent de variations de nature ou
de volume. Si l’on néglige les travaux tout à fait minimes dus à
la pesanteur, l’énergie à la surface de séparation du cristal et de
son eau mère sera seule variable et la forme la plus stable sera
celle pour laquelle la somme des énergies à la surface est la plus
petite possible.
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De nos jours, le terme de tension de surface a remplacé celui de constante
capillaire. Ce détail mis à part, le texte de Curie n’a rien perdu de son
actualité.

3.2 Un exemple

Curie pose un problème purement géométrique. Supposant connues les
tensions de surface d’un matériau pour différentes directions de faces, déter-
miner la forme qui, à volume constant, minimise l’énergie de surface. Il le
résoud dans le cas suivant, entre autres. Il s’intéresse à la famille à un pa-
ramètre de polyèdres obtenus en coupant un cube fixé par les homothétiques
d’un octaèdre ayant mêmes symétries. Il suppose que toutes les faces du cube
(resp. de l’octaèdre) ont même tension superficielle. Alors il y a une unique
solution, qui est un cube, un octaèdre ou bien un cuboctaèdre suivant la
valeur du rapport des tensions superficielles.

Exercice 1 Soit A1 (resp. A2) la tension superficielle des faces du cube
(resp. de l’octaèdre). Montrer que

– si A1/A2 ≤ 1/
√

3, le polyèdre optimal est un cube ;
– si 1/

√
3 < A1/A2 <

√
3, le polyèdre optimal est un cuboctaèdre ;

– si A1/A2 ≥
√

3, le polyèdre optimal est un octaèdre.

Essayons de raisonner qualitativement. Dans un polyèdre convexe, la plu-
part du temps, quand on déplace une face parallèlement à elle-même, son aire
diminue. A l’équilibre, les faces de grande tension superficielle doivent donc
être loin. Fixons A2 et faisons augmenter A1. Les facettes parallèles à celles
du cube s’éloignent du centre. Lorsque A1 est petit, elles délimitent un petit
cube entièrement contenu à l’intérieur de l’octaèdre. Celui-ci ne joue aucun
rôle dans la détermination de la forme d’équilibre. Lorsque A1 augmente,
le cube grandit, coupe l’octaèdre. La forme d’équilibre est l’intersection du
cube et de l’octaèdre, c’est un cuboctaèdre. Lorsque A1 est grand, le cube a
englouti l’octaèdre, il ne joue plus de rôle dans la détermination de la forme
d’équilibre, qui est un octaèdre.
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Une solution complète est donnée au paragraphe 7.1.

3.3 Généralisation de la notion d’énergie de surface

L’hypothèse de Curie est que pour un même matériau dans un même
environnement, la tension de surface dépend de la direction de la normale
à la face. Supposons la tension de surface connue pour toutes les directions
(et non seulement un nombre fini d’entre elles). C’est donc une fonction sur
l’ensemble des vecteurs unitaires. Alors on peut définir l’énergie de surface
pour un corps général, pourvu que son bord possède en chaque point un plan
tangent. On parlera de corps différentiable.

Définition 2 Soit U l’ensemble des vecteurs unitaires de l’espace euclidien
(i.e., la sphère unité). Soit A : U → R+ une fonction, qu’on interprète
physiquement comme suit : un matériau déformable et un milieu ambiant
sont donnés, et pour chaque vecteur unitaire ~u ∈ U , A(~u) est la tension de
surface pour un plan orthogonal à ~u séparant le matériau du milieu ambiant
(vers lequel pointe ~u).

Soit D un corps différentiable dans l’espace euclidien. On définit l’énergie
de surface par

E(S) =

∫
∂D

A(~n) dσ,

où dσ est l’élément d’aire et ~n le champ de vecteurs unitaire normal à ∂D.

Le principe de Curie s’applique désormais aussi bien aux gouttes liquides
qu’aux cristaux.
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4 Le théorème de Wulff

En 1901, le physicien polonais Georg Wulff détermine (sans démonstration)
la forme que doit prendre une goutte d’un matériau déformable dont la ten-
sion de surface est donnée comme fonction de la direction de la normale.

Théorème 1 (G. Wulff, [Wu]). Soit A : U → R+ une fonction tension
superficielle. Les corps qui, à volume donné, minimisent l’énergie de surface
correspondante, sont obtenus par translation et homothétie à partir de la
forme de Wulff

WA = {x ∈ E3 | pour tout ~u ∈ U, x · ~u ≤ A(~u)}.

Remarque 3 La forme de Wulff s’obtient par la construction géométrique
suivante.

Pour tout vecteur unitaire ~u, on trace le plan P (~u) orthogonal à ~u et
passant par le point d’abscisse A(~u) sur le demi-droite de vecteur directeur ~u.
Soit D(~u) le demi-espace bordé par P (~u) qui contient l’origine. L’intersection
de tous ces demi-espaces est WA. Lorsque la fonction A est suffisamment
différentiable, le bord de WA est l’enveloppe de la famille de plans P (~u).

Légende de la figure. A gauche, comme dans l’exemple traité par Curie,
on suppose les directions des faces du cristal connues à l’avance. Les points
rouges indiquent les directions des normales aux faces. On a placé chaque
point à une distance de l’origine égale à la tension superficielle de la face.
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On trace les perpendiculaires. Elles délimitent un polygone, c’est la forme
d’équilibre.

A droite, l’énoncé plus général de Wulff. On ne suppose pas a priori que
la forme d’équilibre est un polygone. On se donne une tension superficielle
dans toutes les directions. Chaque direction coupe la courbe rouge au point
situé à distance de l’origine égale à la tension superficielle de la direction.
On trace les perpendiculaires. Elles délimitent un polygone curviligne, c’est
la forme d’équilibre.

Remarque 4 Un énoncé précis et général, ainsi qu’une preuve rigoureuse
du théorème de Wulff ont été donnés par la mathématicienne américaine
Jean Taylor, [T].

La preuve la plus élégante est due à Herbert Knothe, [K]. Elle repose
sur la formule de changement de variable dans les intégrales multiples et le
théorème de la divergence.

Une version moins générale résulte du théorème de Brunn-Minkowski,
voir au paragraphe 7.3.

G. Wulff lui-même n’a fourni qu’une justification sommaire, reproduite
au paragraphe 7.2.

5 La tension superficielle des matériaux cris-

tallins

Curie et Wulff montrent comment prévoir la forme d’équilibre d’un cris-
tal d’un matériau M lorsqu’on connâıt la tension superficielle de la phase
cristallisée de M dans son eau mère. Peut-on aussi prévoir la tension super-
ficielle ? Il faut pour cela un modèle microscopique de la matière cristallisée.
En 1784, l’abbé René-Just Hauÿ a affirmé que celle-ci est formée de petites
unités identiques juxtaposées. Son point de vue a été progressivement ac-
cepté, jusqu’à ce que les expériences de diffraction des rayons X de Max von
Laue en 1912 lui donnent une confirmation éclatante.

Peut-être un peu rapidement (voir en section 6), on a considéré que
les atomes dans un cristal (infini) sont disposés suivant un ensemble dis-
cret (les distances interatomiques sont bornées inférieurement) et triplement
périodique. Cela ouvre la voie à plusieurs modèles microscopiques.
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5.1 Carrelages

Avant de décrire des résultats (dont certains sont difficiles) en 3 dimen-
sions, faisons une brève incursion en 2 dimensions, où des raisonnements
simples mènent assez loin. Noter que le problème isopérimétrique en deux di-
mensions est mentionné, avec sa solution, dans l’Ené̈ıde du poète latin Virgile
(1er siècle avant J.-C.). Ses versions cristallines sont des jeux d’enfants.

Exercice 5 Partons d’un pavage périodique du plan euclidien, par des tri-
angles, des carrés ou des hexagones. Chaque pavé a des sommets (points de
rencontre de trois pavés ou plus) qui divisent sa frontière en arêtes. Appelons
forme une réunion quelconque de pavés. Son aire est le nombre de pavés qu’il
contient. Son énergie de surface est le nombre d’arêtes extérieures, i.e. qui
font partie de la frontière de la forme. A aire donnée, quelles sont les formes
qui minimisent l’énergie de surface ?

Solution 1 Voici trois solutions pour de petites valeurs de l’aire.

périmètre=14aire=12 périmètre=10aire=16 périmètre=24aire=12

Lorsque l’aire est grande, les configurations optimales, une fois ramenées à
une échelle telle qu’elles rentrent dans la page, ressemblent par exemple à
ceci :
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La forme converge vers celle d’un hexagone régulier. Cela a deux conséquences.
D’abord, pour les solutions optimales, aire et périmètre sont reliés par une
relation de la forme périmètre ∼

√
aire. Ensuite, on constate que la seule

périodicité a suffi à produire un cristal macroscopique polygonal. Ce thème
sera développé au paragraphe 5.2.

Exercice 6 Même question avec les pavages par kangourous ci-dessous.

Solution 2 Pour le pavage par les kangourous sages, le problème isopérimé-
trique conduit à nouveau à une relation de la forme périmètre ∼

√
aire. Pour

le pavage par des kangourous occupés à faire des petits, la relation entre aire
et longueur est de la forme périmètre ∼ aire.

5.1.1 Vers davantage d’abstraction

Le groupe des symétries du pavage par les kangourous sages est engendré
par une translation a et une réflexion-translation b qui satisfont à la relation
aba = b. On montre que toute relation entre ces éléments et leurs inverses,
comme ab−1a−1bababab−1aba = a2b2a, résulte d’applications répétées de la
règle aba = b.
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Le pavage du disque par des kangourous qui ont fait plein de petits est
aussi symétrique que les précédents, à condition d’avoir un oeil non euclidien :
tout kangourou, aussi petit soit il pour notre oeil euclidien, est l’image d’un
gros kangourou du centre par une isométrie non euclidienne. L’ensemble de
ces isométries forme un groupe engendré par trois rotations non euclidiennes
a, b et c, telles que a3, b3 et c4 donnent l’identité. toute relation entre ces
éléments et leurs inverses, comme c3a−5a2b4 = c−1b, résulte d’applications
répétées des trois règles a3 = 1, b3 = 1 et c4 = 1.

Plus généralement, un pavage (d’un espace abstrait) est associé à certains
systèmes de règles de réécriture, i.e. la donnée d’un alphabet (a, a−1, b, b−1,...)
et de règles aa−1 = 1, bb−1 = 1, aba = b,...). Le problème isopérimétrique
mesure la complexité de la question suivante : comment décider si un long
mot peut être réduit à 1 par applications des règles de réécritures prescrites ?
Ce problème est parfois indécidable. Mais pour des règles tirées au hasard,
un théorème profond de Misha Gromov, [Gr], affirme que le pavage abstrait
obtenu ressemble à celui du disque non euclidien, et que le nombre de règles
à invoquer pour réduire un mot crôıt linéairement avec la longueur du mot,
voir aussi [BMP].

Noter que l’opération qui consiste à décortiquer un long texte pour le
réduire à néant par application de règles de réécriture est exactement ce que
fait un ordinateur qui compile un programme avant son exécution. Autrement
dit, le problème isopérimétrique discret nous parle du fonctionnement intime
des ordinateurs procéduraux.

5.2 Modèle sans température

Le modèle le plus näıf est emprunté à R.-J. Hauÿ, et généralise les jeux
d’enfants du paragraphe 5.1. On fait l’hypothèse que la matière cristallisée est
faite de briques élémentaires tirées d’une collection finie et empilées de façon
périodique dans l’espace. Autrement dit, un pavage périodique. De nouveau,
le jeu consiste à trouver, parmi tous les sous-ensembles à N briques extraits
du pavage, lesquelles minimisent l’énergie de surface, égale au nombre de
facettes externes (i.e. qui sont sur le bord du sous-ensemble choisi).

Théorème 2 Lorsque N tend vers l’infini, les solutions du jeu, une fois
ramenées à la même taille, convergent vers un polyèdre rationnel (i.e., dont
les faces sont définies par des équations linéaires à coefficients entiers). Ce
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polyèdre est la forme de Wulff associée à une fonction tension superficielle
qu’on peut définir par un passage à la limite.

Pour un lecteur plus curieux, on va donner maintenant un énoncé précis,
mais forcément technique, du théorème. Le lecteur moins curieux peut sans
encombre passer au paragraphe suivant. Le modèle est un peu plus général
que celui des pavages. On considère dans l’espace euclidien E3 un sous-
ensemble discret M (l’ensemble des atomes ou molécules du cristal infini
idéal) invariant par un ensemble de translations G (le “groupe de Bravais”)
engendré par trois translations linéairement indépendantes. Pour chaque paire
m1, m2 de points de M , on se donne, de façon invariante par G, une énergie
d’intéraction e(m1, m2). Un cristal réel est un sous-ensemble fini B de M .
On lui associe une énergie de surface, c’est la somme des e(m1, m2) pour
toutes les paires m1, m2 telles que m1 ∈ B et m2 /∈ B. En d’autres termes,
c’est l’énergie qu’il faut employer à couper toutes les liaisons entre atomes
pour découper le morceau B. On suppose que l’intéraction est attractive
(e(m1, m2) ≥ 0) et à courte portée, i.e. que e(m1, m2) = 0 dès que la distance
|m1 −m2| dépasse une longueur caractéristique du matériau.

Tâchons de définir une tension de surface. Les liaisons sont les couples
(m1, m2) tels que e(m1, m2) > 0. En translatant une liaison par les éléments
de G, on obtient une infinité d’autres liaisons. Choisissons donc une collec-
tions finie L de liaisons de sorte que

– deux liaisons choisies dans L ne diffèrent pas par une translation de G ;
– toute liaison s’obtient en translatant une liaison de L par un élément

de G.
Etant donné un vecteur unitaire ~u, on peut voir que l’énergie moyenne des
liaisons coupées par un plan orthogonal à u vaut∑

(m1,m2)∈L

e(m1, m2)|~u ·m2 − ~u ·m1|.

Noter que cette quantité peut dépendre de la façon dont les atomes ou
molécules sont disposés dans la maille, ce qui n’est pas souhaitable. Pour
éviter cet artefact, on remplace les plans rectilignes par des plans courbes
mais périodiques. Précisément, on considère toutes les quantités∑

(m1,m2)∈L

e(m1, m2)|~u ·m2 + f(m2)− ~u ·m1 − f(m1)|,

où f : A → R est une fonction périodique, et on prend la borne inférieure. Le
résultat est strictement positif, son inverse est la tension superficielle A(~u).
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Théorème 3 (Voir [P]). Soit B ⊂ M un sous-ensemble de M qui mini-
mise l’énergie de surface parmi tous les sous-ensembles de M ayant le même
nombre N de points. Lorsque N tend vers l’infini, après translation et ho-
mothétie, B converge vers la forme de Wulff correspondant à la tension su-
perficielle A.

Dans ce modèle, les formes de Wulff sont des polyèdres. Leurs facettes
sont les plans de clivage, ceux qui coupent relativement peu de liaisons.

5.3 Modèles prenant en compte la température

Il s’agit maintenant de physique statistique. On se donne à nouveau un
sous-ensemble discret M invariant par un groupe G engendré par trois trans-
lations indépendantes. On considère qu’il ne peut y avoir d’atomes (ou de
molécules) qu’aux points de M . On modélise donc un morceau de matériau
par une fonction σ : M → {−1, 1}, de sorte que σ(m) = 1 s’il y a un atome
en m, et σ(m) = −1 sinon. On fixe une collection L de liaisons invariante
par G, et on définit l’énergie de surface d’une configuration σ par

H(σ) = −
∑

(m1,m2)∈L

σ(m1)σ(m2).

L’énergie est basse lorsque les sites occupés (resp. vides) sont groupés, ce qui
produit beaucoup de −1 dans la somme H(σ). Cela modélise une intéraction
attractive entre atomes.

Suivant Boltzmann, on définit une mesure de probabilité sur l’ensemble
des configurations en affectant une configuration σ de la probabilité

P (σ) =
1

Z
e−

H(σ)
T .

Pour que le dénominateur Z =
∑

σ e−H(σ)/T (appelé fonction de partition)
soit fini, on doit se cantonner à une région finie de l’espace (cube de côté
N), avec comme condition aux limites −1 (pas de matière au bord du cube).
Autrement dit, la mesure de probabilité dépend de N , et on s’intéresse à
son comportement quand N tend vers l’infini. Cette construction s’appelle
modèle d’Ising. Elle a été imaginée initialement pour modéliser les propriétés
magnétiques de la matière, mais on va la détourner pour un autre usage.

Lorsque T tend vers 0, la mesure de probabilité se concentre autour de la
configuration d’énergie minimum, celle où il n’y a aucune matière. Lorsque
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T tend vers +∞, elle converge vers la mesure uniforme. Sans la condition
aux limites, par symétrie, la valeur σ(0) de σ à l’origine (qu’on suppose
être un point de M) est 1 ou −1 de façon équiprobable, donc son espérance
EN(σ(0)) = 0 est nulle pour tout N . Avec la condition aux limites, EN(σ(0))
diminue, mais lorsque N tend vers l’infini, l’effet de la condition aux limites
s’estompe, la limite d∗(T ) = 1 + limN→∞ EN(σ(0)) existe, mais il n’est pas
sûr que d∗(T ) < 1. Le premier résultat de la théorie est qu’il existe une valeur
critique Tc de la température telle que

– si T < Tc, d∗(T ) < 1 ;
– si T > Tc, d∗(T ) = 1.

Tc est la température de fusion ou de sublimation. Au dessus de Tc, seule une
phase gazeuse est observée, en-dessous, une phase liquide ou solide peut co-
exister avec la phase gazeuse. Le nombre d∗(T ) s’interprète comme la densité
de vapeur saturante à la température T .

Théorème 4 Au dessous de la température de fusion, si on impose une pres-
sion supérieure à la pression de vapeur saturante, on voit se dessiner un ı̂lot
de matière dont la forme est donnée par la construction de Wulff, relative-
ment à une fonction tension superficielle qui dépend de la température.

De nouveau, pour le lecteur patient, on va préciser cet énoncé. Fixons un
nombre δ tel que d∗(T ) < δ < 1. La loi des grands nombres entrâıne que la
probabilité que la densité moyenne d’une configuration

d(σ) = 1 +
1

N3

∑
x∈M∩cube

σ(x)

diffère sensiblement de la densité de vapeur saturante tend vers 0. Plus
précisément, un principe de grandes déviations montre que la probabilité que
d(σ) ≥ δ tend vers 0 exponentiellement vite. Néanmoins, c’est conditionnel-
lement à cet évènement de très faible probabilité que le cristal prend forme.
En effet, il faut imposer une concentration supérieure à la densité de vapeur
saturante pour qu’une phase liquide ou solide apparaisse. On s’interroge alors
sur la forme que vont prendre les gouttes de cette phase.

Tâchons de définir une tension de surface. Etant donné un vecteur unitaire
~u, soit D(~u, N) l’intersection avec M du cube de côté N dont un côté est
parallèle à ~u. Sur D(~u, N), on compare deux fonctions de partition à la
Boltzmann, celle avec comme condition aux limites l’absence de matière au
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bord,

Z =
∑

σ:D(~u,N)→±1, σ=−1 sur ∂D(~u,N)

e−
H(σ)

T ,

et celle où la condition aux limites est absence de matière sur la face avant
∂−D (lorsqu’on regarde dans la direction ~u) et matière sur la face arrière
∂+D,

Z ′ =
∑

σ:D(~u,N)→±1, σ=±1 sur ∂±D

e−
H(σ)

T .

On définit la tension superficielle dans la direction ~u par

A(~u) = lim
N→∞

1

N2
log(

Z

Z ′ ).

La condition aux limites qui définit Z ′ tend à faire augmenter l’énergie des
configurations (puisqu’on impose à σ des valeurs opposées le long des faces
avant et arrière), donc Z ′ < Z, et ce d’autant plus que l’effet de la condition
aux limites est fort. Autrement dit, A(~u) mesure la sensibilité à une condition
aux limites imposant des signes opposés sur les faces avant et arrière d’un
cube orienté suivant ~u, c’est bien ce que l’on attend de la tension superficielle.

Théorème 5 (Th. Bodineau, D. Ioffe, Y. Velenik, [BIV]). On suppose que
M est le réseau carré Z3 ⊂ R3. Soit T < Tc. Soit δ tel que d∗(T ) < δ < 1.
Lorsque N tend vers l’infini, conditionnellement à l’évènement {d(σ) ≥ δ},
après translation et homothétie, l’ensemble des sites occupés par la matière
converge en loi vers la forme de Wulff associée à la tension superficielle A.

Autrement dit, si on impose une concentration supérieure à la densité
de vapeur saturante, le gaz précipite en un solide qui prend une forme bien
déterminée.

Ce résultat est l’aboutissement du travail d’un grand nombre de per-
sonnes, voir [C2]. Pour le problème analogue en dimension 2, dans le modèle
le plus simple, la tension de surface est connue exactement. Quand T tend
vers Tc, la forme de Wulff converge vers un disque. En dimension 3, on ne dis-
pose que d’un développement asymptotique à basse température. La forme
de Wulff est un cube à arêtes et coins arrondis, un peu comme un dé à
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jouer : les faces sont planes, mais se raccordent le long des arêtes et au voi-
sinage des sommets au moyen de surfaces courbes qui peuvent être décrites
explicitement, [CK]. Les physiciens du solide pensent que, contrairement à la
dimension 2, les facettes planes disparaissent avant la température critique
Tc.

Forme de Wulff à très basse température (R. Cerf)

Raphaël Cerf a montré que d’autres modèles microscopiques, comme la per-
colation de Bernoulli, donnent des résultats similaires, [C1].

Lorsque la température tend vers 0, la tension superficielle du modèle
d’Ising converge vers celle du modèle näıf du paragraphe 5.2. En l’occurence,
l’ensemble M est le réseau carré Z3 ⊂ R3 (points à coordonnées entières), les
liaisons relient des paires de points dont exactement une coordonnée diffère
d’une unité, l’énergie de liaison est la même pour toutes, le théorème 3 est
un jeu d’enfant dans cet exemple.

6 Pourquoi un cristal serait-il périodique ?

6.1 La restriction cristallographique

On continue avec le modèle d’un cristal périodique comme un ensemble
discret de points dans l’espace euclidien qui est laissé stable par le groupe
engendré par trois translations linéairement indépendantes. Le groupe com-
plet des symétries du cristal peut comporter en sus des isométries affines
dont la partie linéaire n’est pas l’identité. Il y a de sévères restrictions sur
cette partie linéaire, comme Haüy lui-même l’a remarqué, [H2]. Dans la base
de R3 donnée par les trois translations, les parties linéaires ont des matrices
à coefficients entiers. En particulier, leur trace est un nombre entier. Or si
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L est la matrice d’une rotation vectorielle d’angle θ ∈ [0, π], sa trace vaut
1+2 cos θ. Comme 2 cos θ est compris entre −2 et 2, s’il est entier, les valeurs
que cos θ peut prendre sont −1,−1

2
, 0, 1

2
, 1, ce qui donne pour θ les valeurs

0, π
3
, π

2
, 2π

3
, π.

Proposition 7 (Restriction cristallographique). Si une rotation vectorielle
est la partie linéaire d’une isométrie qui est une symétrie d’un cristal périodi-
que, alors elle est d’ordre 2, 3, 4 ou 6.

Pendant deux siècles, cette règle a fait partie du bréviaire des cristallo-
graphes.

La symétrie du cristal est reflétée par la figure de diffraction obtenue en
éclairant le cristal par rayons X.

Alors comment expliquer que la figure de diffraction ci-dessous présente
une symétrie d’ordre 5 ? Et le monocristal d’un alliage d’aluminium, de cuivre
et de fer, à la forme dodécaédrale ?

Figure de diffraction Alliage Al62Cu25.5Fe12.5, Cliché Annick Quivy

(CECM / CNRS de Vitry sur Seine, 1992)
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6.2 Quasi-périodicité

Le monocristal est un empilement discret, mais non périodique, d’atomes.
La figure de diffraction qu’il produit semble ponctuelle, i.e. comporte des
pics tellement étroits qu’on pourrait idéalement les croire ponctuels. La fi-
gure de diffraction représente le carré du module d’une amplitude qui est la
transformée de Fourier de la fonction (généralisée) qui décrit l’empilement
(un pic infini par atome). Les fonctions dont la transformée de Fourier est
ponctuelle ont été étudiées depuis près d’un siècle : celles qui sont conti-
nues sont les fonctions presque périodiques du danois Harald Bohr (1924),
voir [Bh]. Celles de carré intégrable en moyenne sont les fonctions presque
périodiques généralisées du mathématicien russe Abram Besicovitch (1926),
[Bs]. Bien avant ces auteurs, le mathématicien estonien Piers Bohl (en 1893,
[Bl]) et, indépendamment, l’astronome français Ernest Esclangon (en 1902,
[E1]) avaient introduit le concept de fonction quasi-périodique. Une fonction
f d’une variable réelle est quasi-périodique (voir [E2]) si elle s’écrit

f(t) = g(ω1t, . . . , ωpt),

où g est une fonction de p variables, périodique de période 2π par rapport
à chaque variable. Sa transformée de Fourier est alors une somme de pics
placés aux points du sous-groupe engendré par les fréquences fondamentales
ωi. Cet ensemble est dense (il est présent dans tout intervalle de R), mais les
intensités des pics décroissant rapidement, l’oeil n’en voit qu’un nombre fini
à la fois, d’où l’impression d’une figure de diffraction discrète. Les fonctions
presque périodiques sont plus générales. En quelque sorte, leurs pics de dif-
fraction sont portés par un groupe engendré par une infinité de fréquences
fondamentales. Les deux notions s’étendent immédiatement à l’espace R3.
Par exemple, une fonction de trois variables quasi-périodique est la restric-
tion à un sous-espace vectoriel de dimension 3 d’une fonction périodique sur
R3p. L’idée féconde d’Esclangon est que la quasi-périodicité est la trace sur
un sous-espace de dimension 3 d’un phénomène périodique qui se déroule en
dimension supérieure.

Cette théorie suggère un procédé pour construire des cristaux quasi-
périodiques : partir d’un cristal périodique M3p dans l’espace euclidien de
dimension 3p, et le couper par un plan E de dimension 3. L’intersection
E ∩M3p étant en général vide, il convient d’épaissir E en translatant le long
de E un polyèdre F (baptisé fenêtre), et en projetant orthogonalement sur
E l’intersection (E +F )∩M3p. Cette méthode, inaugurée par Nicolaas G. de
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Bruijn, [dB], a été développée par de nombreux auteurs, voir l’excellent livre
de Marjorie Senechal [Se]. L’exemple qui suit est dû aux physiciens Peter
Kramer et Roberto Neri, [KN].

Le groupe des symétries directes de l’icosaèdre régulier (ou du dodécaèdre,
c’est le même) permute les 6 droites vectorielles passant par ses sommets. Il
agit donc sur la somme directe de ces 6 droites. Cela définit une représentation
linéaire du groupe qui préserve le réseau des points à coordonnées entières
Z6 ⊂ R6. L’application linéaire qui à un 6-uplet de vecteurs (un dans chaque
droite) associe leur somme (comme vecteur de R3) est équivariante, son noyau
E est un sous-espace vectoriel invariant de dimension 3. Les équations qui
le définissent ne sont pas à coefficients entiers, car le nombre d’or s’en mêle,
et E ne contient aucun vecteur entier non nul. En choisissant une fenêtre
invariante, on obtient après intersection et projection sur E un cristal quasi-
périodique possèdant la symétrie de l’icosaèdre. On démontre que la figure
de diffraction obtenue est ponctuelle et possède une symétrie icosaédrale. Il
est probable (mais, à ma connaissance, cela n’a pas encore été démontré, que
ce soit dans l’un ou l’autre des modèles de la section 5) que les monocristaux
correspondants puissent, pour des valeurs bien choisies des paramètres, être
de forme dodécaédrale.

On illustre la méthode de projection en une dimension (au lieu de 3). Pour
obtenir un pavage non périodique de la droite, on prendr une droite oblique
D dans le plan pavé par des carrés. La fenêtre est un carré. En la translatant
le long de la droite, on obtient une tranche. On projette orthogonalement
sur D les sommets et arêtes contenus dans la tranche. Les arêtes verticales
donnent de petits segment bleux, les arêtes horizontales donnent de longs
segments rouges.

6.3 Et l’icosaèdre ?

A ma connaissance, on n’a pas encore observé de quasi-cristaux en forme
d’icosaèdre régulier. En revanche, de nombreux virus possèdent une capside
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de cette forme.

Bactériophage, d’après R. McKenna et al., Acta Cryst. B 48 499 (1992)

Cela a t’il quelque chose à voir avec les quasicristaux ? Sans doute non.
D’après Francis Crick et James Watson (1957), [CW], c’est probablement
l’économie d’information génétique qui favorise les formes symétriques. Un
virus se reproduit d’autant plus vite qu’il est petit, et donc que son ADN est
court. Le codage de 20 molécules identiques, destinées à s’assembler comme
les faces d’un icosaèdre, prend moins de place.

6.4 Conclusion

Il existe des matériaux amorphes, des matériaux cristallins mais non
périodiques. L’ordre périodique n’est donc pas une nécessité dans la nature.
Néanmoins, les molécules qui cristallisent sont très nombreuses, et presque
toutes les formes possibles de symétrie périodique sont observées. Il reste
donc un mécanisme à élucider. Le fait, prouvé en 1998 par Thomas Hales,
[Ha], que la densité maximale pour un empilement de sphères dures en di-
mension 3 est réalisée par des empilements périodiques, constitue peut-être
un élément de réponse.

7 Appendices

7.1 Solution de l’exercice 1, l’exemple de Curie

Notons h1 (resp. h2) la distance de l’origine aux faces du cubes (resp.
de l’octaèdre). Si h2 ≥

√
3h1, l’octaèdre contient entièrement le cube. Si

h2 ≤ h1/
√

3, l’octaèdre est entièrement contenu dans le cube. On suppose
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donc h1/
√

3 < h2 <
√

3h1. Soit S1 (resp. S2) l’aire totale de la partie visible
du cube (resp. de l’octaèdre). Alors le volume du cuboctaèdre vaut V =
1
3
(h1S1 + h2S2).

Premier cas :
1√
3

<
h2

h1

<
2√
3
. Dans ce cas, le cube perce chaque face de

l’octaèdre suivant un triangle équilatéral dont le côté vaut g =
√

6(
√

3h1−h2)

et l’aire
√

3
4

g2. Le cube a pour côté 2h1, donc son aire vaut 24h2
1. Chaque face

du cube est amputée de quatre triangles rectangles isocèles d’hypoténuse g
et d’aire g2

4
. Il vient S1 = 24h2

1 − 6g2, S2 = 2
√

3g2,

V =
1

3
(h1S1 + h2S2)

=
1

3
(24h3

1 − 6h1g
2 + 2

√
3g2h2)

= 8h3
1 −

√
2

3
g3,

dV = 24h2
1dh1 −

√
2g2dg.

D’autre part, l’énergie de surface vaut

E = A1S1 + A2S2

= 24A1h
2
1 + (−6A1 + 2

√
3A2)g

2,

puis

dE = 48A1h1dh1 + 2(−6A1 + 2
√

3A2)gdg.

La condition d’extremum relatif est que les formes linéaires dE et dV sont
proportionnelles. Il vient

48A1h1

24A1h2
1

=
12A1 − 4

√
3A2√

2g2
,

puis, après simplification,

h2

h1

=
A2

A1

.
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On peut présenter cette dernière étape de façon plus élégante (comparer au
paragraphe 7.2). En effet,

h1dS1 + h2dS2 = h1(48h1dh1 − 12gdg) + 4
√

3h2gdg

= 48h2
1dh1 − 4

√
3(
√

3h1 − h2)gdg

= 48h2
1dh1 −

√
2g2dg

= 2dV,

alors que dE = A1dS1 + A2dS2. Comme les formes linéaires dS1 et dS2 sont
linéairement indépendantes, la condition d’extremum lié saute aux yeux :
h2

h1
= A2

A1
.

On peut éviter d’avoir recours au théorème des extrema liés en considérant
que la condition V constant détermine h1 comme fonction croissante de g, et
donc de S2. Alors h2, S1 et E deviennent des fonctions de S2. De

0 = 2dV = h1dS1 + h2dS2,

on tire

dS1

dS2

= − h2

h1,

puis

dE

dS2

= A1
dS1

dS2

+ A2

= A1(
A2

A1

− h2

h1

).

Si 1√
3

< A2

A1
< 2√

3
, E, vue comme fonction de h2

h1
, décrôıt jusqu’à un minimum

atteint lorsque h2

h1
= A2

A1
, puis crôıt. Si A2

A1
≤ 1√

3
, E est fonction décroissante de

S2, mais fonction croissante de h2

h1
, elle atteint son minimum lorsque h2

h1
= 1√

3
,

i.e. lorsque l’octaèdre est inscrit dans le cube. Si A2

A1
≥ 2√

3
, E est fonction

croissante de S2, décroissante de h2

h1
, elle atteint son minimum lorsque h2

h1
=

2√
3
, i.e. lorsque des arêtes de l’octaèdre coupent des arêtes du cube.

Deuxième cas :
2√
3

<
h2

h1

<
3√
3
. Dans ce cas, l’octaèdre perce chaque

face du cube suivant un carré de demie diagonale
√

3h2 − h1, et donc de
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côté f =
√

2(
√

3h2−h1). Le côté de l’octaèdre vaut
√

6h2 donc son aire vaut
12
√

3h2
2. Chaque face de l’octaèdre est amputée de trois triangles équilatéraux

de côté f , donc d’aire
√

3
4

f 2. Il vient S1 = 6f 2, S2 = 12
√

3h2
2 − 6

√
3f 2,

V =
1

3
(h1S1 + h2S2)

=
1

3
(6h1f

2 + 12
√

3h3
2 − 6

√
3f 2h2)

= 4
√

3h3
2 −

√
2f 3,

dV = 12
√

3h2
2dh2 − 3

√
2f 2df.

D’autre part, l’énergie de surface vaut

E = A1S1 + A2S2

= 6(A1 −
√

3A2)f
2 + 12

√
3A2h

2
2,

dE = 12(A1 −
√

3A2)fdf + 24
√

3A2h2dh2.

La condition d’extremum relatif donne

(A1 −
√

3A2)f

−
√

2f 2
=

√
3A2h2

2
√

3h2
2

,

d’où, après simplification,

h2

h1

=
A2

A1

.

De nouveau, à V constant, on peut voir E comme fonction de S1 et trouver
que

dE

dS1

= A1 + A2
dS2

dS1

= A2(
A1

A2

− h1

h2

).

Si 2√
3

< A2

A1
< 3√

3
, E, vue comme fonction de h2

h1
, décrôıt jusqu’à un minimum

atteint lorsque h2

h1
= A2

A1
, puis crôıt. Si A2

A1
≤ 2√

3
, E est fonction croissante
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de S1 et de h2

h1
, elle atteint son minimum lorsque h2

h1
= 2√

3
, i.e. lorsque des

arêtes de l’octaèdre coupent des arêtes du cube. Si A2

A1
≥ 3√

3
, E est fonction

décroissante de S1 et de h2

h1
, elle atteint son minimum lorsque h2

h1
= 3√

3
, i.e.

lorsque le cube est inscrit dans l’octaèdre.
Il reste à combiner les deux études de cas. Si A1

A2
≤ 1√

3
, i.e. A2

A1
≥ 3√

3
, alors

à V constant, E est fonction décroissante de h2

h1
sur tout l’intervalle [ 1√

3
,
√

3],

son minimum est atteint lorsque h2

h1
= 3√

3
, i.e. lorsque le cube est inscrit dans

l’octaèdre, la forme d’équilibre est un cube.
Si A1

A2
≥
√

3, i.e. A2

A1
≤ 1√

3
, alors à V constant, E est fonction croissante de

h2

h1
sur tout l’intervalle [ 1√

3
,
√

3], son minimum est atteint lorsque h2

h1
= 1√

3
,

i.e. lorsque l’octaèdre est inscrit dans le cube, la forme d’équilibre est un
octaèdre.

Si 1√
3

< A1

A2
<
√

3, i.e. 1√
3

< A2

A1
< 3√

3
, E est monotone sur l’une des

moitiés de l’intervalle (décroissante si c’est la moitié gauche, croissante s’il
s’agit de la moitié droite), et atteint un unique minimum sur l’autre, lorsque
h2

h1
= A2

A1
. Donc elle atteint bien un unique minimum sur l’intervalle entier.

La forme d’équilibre est un cuboctaèdre.

7.2 Le raisonnement de Wulff

On se contente (comme l’a fait G. Wulff) de présenter un raisonne-
ment imparfait généralisant les exemples traités par Curie. On se donne un
polyèdre étoilé par rapport à l’origine, et on le déforme en déplaçant les faces
parallèlement à elles-mêmes. Chaque face Fi est caractérisée par la direction
de sa normale sortante ~ui et par sa distance algébrique hi à l’origine. On note
Ai = A(~ui) et Si l’aire de Fi (c’est une fonction des distances hj). Alors le
volume du polyèdre est donné par la formule

V =
∑

i

1

3
hiSi,

et l’énergie de surface par

E =
∑

i

AiSi.

On différencie par rapport aux inconnues hi. Il vient

dV =
1

3

∑
i

(hidSi + Sidhi), dE =
∑

i

AidSi.
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Or lorsqu’on fait varier une seule des inconnues hi à la fois, la variation du
volume est, au premier ordre, proportionnelle à l’aire de la face Fi, donc

dV =
∑

i

Sidhi.

En effet, augmentons hi d’une petite quantité positive ε. Notons P le polyèdre
initial, P ′ le polyèdre dans lequel hi est remplacé par hi + ε, Q le prisme de
base la face Fi, de hauteur ε, posé sur P . Alors P ′ est proche de la réunion
P ∪Q. Pour être précis, notons R le 2ε-voisinage tubulaire de la réunion des
arêtes de Fi (i.e. le lieu des points qui sont à distance au plus 2ε de l’une des
arêtes de Fi). Alors

P ′ ⊂ P ∪Q ∪R et P ∪Q ⊂ P ′ ∪R.

Lorsque ε tend vers 0, le volume de R est de l’ordre de 4πε2longueur(∂Fi),
donc il ne contribue pas à la dérivée du volume de P ′ par rapport à ε. Seul
contribue le volume de Q, qui vaut exactement ε aire(Fi) = εSi.

R

R

Q

P

P’

En comparant les deux expressions de dV , il vient

dV =
1

2

∑
i

hidSi.

Les polyèdres qui minimisent absolument l’énergie de surface satisfont la
condition d’extremum dE = 0. Ici, on cherche les minima sous contrainte de
volume. On applique le théorème des extrema liés. La condition d’extremum
lié consiste à écrire que les formes différentielles dE et dV sont proportion-
nelles, i.e. dE = λdV (le réel λ s’appelle un multiplicateur de Lagrange). Si
les différentielles dSi étaient linéairement indépendantes, on concluerait di-
rectement que pour tout i, hi = λAi, autrement dit, qu’à une homothétie de
rapport λ près, les faces du polyèdre sont portées par les plans P (~ui). Ce n’est
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pas vrai, puisqu’en translatant la forme de Wulff, on obtient un extremum lié
non homothétique à la forme de Wulff. Pour tout vecteur ~v, la combinaison
linéaire

∑
i ~v · ~uidSi est nulle (en effet, c’est la dérivée du volume lorsqu’on

translate le polyèdre dans la direction ~v.
Faisons l’hypothèse que ce sont les seules relations linéaires entre les dSi.

Dans ce cas (algèbre linéaire), il existe un vecteur ~v tel que pour tout i,

hi = λAi + ~v · ~ui.

Autrement dit, quitte à translater par ~v et dilater de λ, un polyèdre extrêmal
est donné par la construction de Wulff.

L’hypothèse faite me semble suspecte. En effet, le raisonnement devrait
s’appliquer aussi dans le cas où la tension de surface est constante, et prouver
qu’une surface fermée à courbure moyenne constante est une sphère, inter-
disant un exemple comme le tore de Wente. Il pourrait aussi s’appliquer
aux surfaces à courbure moyenne constante triplement périodiques, et nous
savons encore qu’il n’y a pas que les collections périodiques de sphères.

7.3 Du théorème de Brunn-Minkowski à celui de Wulff

Théorème 6 (Hermann Brunn, [Br]). Soient D et D′ deux corps dans l’es-
pace euclidien de dimension n. Pour t ∈ [0, 1], notons

D + D′ = {x + x′ |x ∈ D, x′ ∈ D′}.

Alors

volume(D + D′)1/n ≥ volume(D)1/n + volume(D′)1/n.

Pour une preuve du théorème de Brunn-Minkowski, on pourra consulter
[Be] dans le cas des corps convexes, [BZ] pour le cas général. Ce théorème a
eu une filiation considérable, voir [L].

Comment déduire le théorème de Wulff (cas particulier des polyèdres) du
théorème de Brunn-Minkowski.

(D’après Hermann Minkowski, [M] page 125). Soit D′ = WA la forme de
Wulff. Etant donné t > 0, soit tD′ son homothétique,

tD′ = {tx |x ∈ D′}.
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Considérons d’abord un demi-espace D, de vecteur unitaire normal sortant
~u. L’ensemble D + tD′ est à nouveau un demi-espace, bordé par un plan
situé à distance du bord de D au plus égale à tA(~u). Plus généralement, si D
est un polyèdre convexe, D + tD′ s’obtient, en première approximation, en
épaississant chaque face Fi de D d’une largeur tAi. La description est plus
délicate au voisinage des arêtes et des sommets de D, mais cela ne contribue
au volume de D + tD′ que par des termes d’ordres supérieurs à 1. On a donc

lim sup
t→0

volume(D + tD′)− volume(D)

t
≤

∑
i

AiSi = E(D).

Si on note f(t) = volume(D + tD′)1/n, on a en quelque sorte montré que
la dérivée en 0 de la puissance n-ème fn est ≤ E(D). Or le théorème de
Brunn-Minkowski donne

volume(D + tD′)1/n ≥ volume(D)1/n + t volume(D′)1/n,

d’où, en faisant tendre t vers 0,

f ′(0) ≥ volume(D′)1/n.

Il vient

E(D) ≥ (fn)′(0) = nf(0)n−1f ′(0) ≥ nvolume(D)
n−1

n volume(D′)1/n.

L’égalité à lieu pour les homothétiques de la forme de Wulff D′. Par conséquent,
si volume(D) = volume(λD′), alors

E(D) ≥ nλn−1volume(D′) = λn−1E(D′) = E(λD′).

Cette preuve n’est pas complète. Il faut montrer que l’énergie de surface est
bien définie pour un corps convexe quelconque (et en particulier, pour la
forme de Wulff).
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