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Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant ces
points 2 à 2, et on cherche à calculer le nombre de régions ainsi
délimitées sur le disque.
Dados n pontos em uma circunferência, traçamos os segmentos ligando
estes pontos 2 a 2, e buscamos calcular o número de regiões no círculo
delimitadas por estes segmentos.

n 1 2 3 ...
un 1 2 4 ...
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Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant ces
points 2 à 2, et on cherche à calculer le nombre de régions ainsi
délimitées sur le disque.
Dados n pontos em uma circunferência, traçamos os segmentos ligando
estes pontos 2 a 2, e buscamos calcular o número de regiões no círculo
delimitadas por estes segmentos.

n 1 2 3 4 ...
un 1 2 4 8 ...
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Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant ces
points 2 à 2, et on cherche à calculer le nombre de régions ainsi
délimitées sur le disque.
Dados n pontos em uma circunferência, traçamos os segmentos ligando
estes pontos 2 a 2, e buscamos calcular o número de regiões no círculo
delimitadas por estes segmentos.

n 1 2 3 4 5 ...
un 1 2 4 8 16 ...
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Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant ces
points 2 à 2, et on cherche à calculer le nombre de régions ainsi
délimitées sur le disque.
Dados n pontos em uma circunferência, traçamos os segmentos ligando
estes pontos 2 a 2, e buscamos calcular o número de regiões no círculo
delimitadas por estes segmentos.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... 100
un 1 2 4 8 16 31 57 99 163 256 ... 3 926 176
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Marque distinctive d’un polynôme du 4ème degré, qu’on peut deviner :

un = 1− 3
4
n +

23
24

n2 − 1
4
n3 +

1
24

n4.
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Congrès 2009 à Bordeaux

20e congrès

Bordeaux 1
du vendredi 27

au dimanche 29 mars 2009

inauguration

le 27 mars à 14 heures

Université
Bordeaux 1

inauguration

le 27 mars à 14 heures

Université

du vendredi 27

au dimanche 29 mars 2009

Des jeunes venus de toute la France et d’ailleurs

avec leurs professeurs et leurs chercheurs,

présenteront les résultats de

leur recherche de l’année.

Trois conférences de mathématiciens

illustreront les mathématiques vivantes

en les rendant accessibles à tous.
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Je découpe une tarte circulaire. Combien de parts puis-je couper avec
seulement 1, 2, 3, ..., n coups de couteau ?
Estou cortando uma torta circular. Quantos pedaços eu posso cortar com
apenas 1, 2, 3, ..., n cortes ?

n 0 1 2 ...
vn 1 2 4 ...
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Je découpe une tarte circulaire. Combien de parts puis-je couper avec
seulement 1, 2, 3, ..., n coups de couteau ?
Estou cortando uma torta circular. Quantos pedaços eu posso cortar com
apenas 1, 2, 3, ..., n cortes ?

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... 100
vn 1 2 4 7 11 16 22 29 37 46 56 ... 5 051
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Je découpe une tarte circulaire. Combien de parts puis-je couper avec
seulement 1, 2, 3, ..., n coups de couteau ?
Estou cortando uma torta circular. Quantos pedaços eu posso cortar com
apenas 1, 2, 3, ..., n cortes ?

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ... 100
vn 1 2 4 7 11 16 22 29 37 46 ... 5 051

vn+1 − vn 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... 101

vn = 1+
1
2
n +

1
2
n2.
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Les élèves. Et le chairman ?
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Pour d = 4, d = 2, on a trouvé des polynômes (en n) dont les premières
valeurs sont 20, 21, . . . , 2d .

Pour tout d ∈ N il existe un et un seul polynôme Rd de degré d qui
prend les valeurs 20, 21, . . . , 2d en 0, 1, . . . , d .

Question. Donner une formule simple pour Rd(n).
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1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

2n = (1+ 1)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n

)
.
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1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
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1 8 28 56 70 56 28 8 1
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1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 ← 7 ← 21 ← 35 ← 35 21 7 1
− ↗ − ↗ − ↗ −↗
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1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
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1 6 15 20 15 6 1
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0

)
+
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1
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2

)
+ · · ·+

(
n

d

)
Rd(n + 1)− Rd(n) = Rd−1(n)
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Géométrie. La relation

Rd(n + 1)− Rd(n) = Rd−1(n)

montre que Rd(n) est le nombre de régions découpées dans l’espace de
dimension d par n hyperplans affines.

Exemple : vn = R2(n).
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Apprentissage statistique. X est une archive de messages électroniques,
la famille H est un catalogue de recettes simples produisant une décision
(spam ou non) à partir du contenu du message : à chaque h ∈ H
correspond donc un sous-ensemble de l’archive.
Exemple. H = {h1, h2, h1 ∪ h2}, où h1 = {contient le mot m....},
h2 = {l’adresse de l’expéditeur contient .com}.

On cherche à prédire si un nouveau message est à jeter ou non. On
dispose d’un échantillon de n messages x1, . . . , xn, et pour chacun d’entre
eux, l’utilisateur a dit s’il était à jeter ou non. Un algorithme
d’apprentissage doit sélectionner une recette h. Celle-ci présente une
erreur d’entraînement e (fraction d’exemples mal classifiés par h).
D’après Vapnik, le risque de généralisation (probabilité de se tromper sur
un nouveau cas) est majoré par e + r où

r =
1
n
log(Rd(n)),
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où d , la dimension de Vapnik-Cervonenkis de H, est la plus grande taille
d’un échantillon pulvérisé par H, i.e. tout utilisateur, quel que soit ses
goûts, est entièrement satisfait par l’une des recettes de H sur cet
échantillon.

Comme Rd(n)� 2n, r est petit lorsque n� d .

Interprétation. La dimension de Vapnik-Cervonenkis permet de trouver
le bon compromis entre complexité de H (qui réduit e) et simplicité (qui
réduit r) : il faut choisir une famille H de dimension de
Vapnik-Cervonenkis d = εn, ε petite constante.
Voir la vidéo de la conférence de Yann Le Cun à la BnF en avril 2018.
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Retour à la région manquante. On constate que un = R4(n − 1). Lien
direct entre le problème de la région manquante et la dimension 4 ?
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