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1nisasno  Conférence par Ahmed Djebbar (Université Paris Sud, Orsay)
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Les régions du cercle
Collége Alain Fournier d'Orsay

Etablissement | College Alain Fournier - 91 ORSAY

Professeur Mme Claudie Missenard

Chercheur M. Dominique Hulin

Sujets : Les régions du cercle.

Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant
ces points 2 a 2, et on cherche a calculer le nombre de regions ainsi
délimitees sur le disque.
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Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant ces
points 2 & 2, et on cherche a calculer le nombre de régions ainsi
délimitées sur le disque.

Dados n pontos em uma circunferéncia, tracamos os segmentos ligando
estes pontos 2 a 2, e buscamos calcular o nimero de regides no circulo
delimitadas por estes segmentos.
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Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant ces
points 2 & 2, et on cherche a calculer le nombre de régions ainsi
délimitées sur le disque.

Dados n pontos em uma circunferéncia, tracamos os segmentos ligando
estes pontos 2 a 2, e buscamos calcular o nimero de regides no circulo
delimitadas por estes segmentos.
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Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant ces
points 2 & 2, et on cherche a calculer le nombre de régions ainsi
délimitées sur le disque.

Dados n pontos em uma circunferéncia, tracamos os segmentos ligando
estes pontos 2 a 2, e buscamos calcular o nimero de regides no circulo
delimitadas por estes segmentos.
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Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant ces
points 2 & 2, et on cherche & calculer le nombre de régions ainsi

délimitées sur le disque.
Dados n pontos em uma circunferéncia, tracamos os segmentos ligando
estes pontos 2 a 2, e buscamos calcular o niimero de regides no circulo
delimitadas por estes segmentos.
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Pierre Pansu, Université Paris-Sud

Mon pire souvenir de congrés MATh.en.JEANS Minha pior lembrang



Etant donnés n points sur un cercle, on trace les segments joignant ces
points 2 & 2, et on cherche a calculer le nombre de régions ainsi
délimitées sur le disque.

Dados n pontos em uma circunferéncia, tracamos os segmentos ligando
estes pontos 2 a 2, e buscamos calcular o namero de regiées no circulo
delimitadas por estes segmentos.

nil1{2{3|4|5|6/|7]38 9 10 | ... 100
u, || 1124 |8|16 |31 |57 |99 | 163 | 256 | ... | 3926176
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nbre de points | 2 3 4 5 6 7 8
nbre de régions | 2 - 8 16 31 57 99 163
augmentation | 2 [ 4 [ 8 [ 15 | 26 | 42 | 64 |
augmentaion | 2 [ 4 [ 7 [ 1 | 16 | 22 |
augmentation [ 2 [ 3 [ a4 [ 5 [ 6 I [

Mais nous nous arrétons 4, car nous ne sommes pas siirs de notre conjecture concernant la
dernicre ligne. Si la derniére ligne continue indéfiniment comme elle a commencé, nous
pouvons prévoir le nombre de régions, mais de proche en proche, ce qui nous oblige a avoir
tous les résultats précédents, si on veut par exemple, le nombre de régions pour 100 points.
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nbre de points | 2 3 4 5 6 7 8 9
nbre de régions | 2 - 8 16 31 57 99 163
augmentation | 2 [ 4 [ 8 [ 15 | 26 | 42 | 64 |
augmentaion | 2 [ 4 [ 7 [ 1 | 16 | 22 | ]
augmentation [ 2 [ 3 [ a4 [ 5 [ 6 I I J

Mais nous nous arrétons 4, car nous ne sommes pas siirs de notre conjecture concernant la
dernicre ligne. Si la derniére ligne continue indéfiniment comme elle a commencé, nous
pouvons prévoir le nombre de régions, mais de proche en proche, ce qui nous oblige a avoir
tous les résultats précédents, si on veut par exemple, le nombre de régions pour 100 points.

Marque distinctive d'un polynéme du 4éme degré, qu'on peut deviner :

up=1-——
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Notre but était de trouver le bre de régions formées |

points et on les relie de toutes les fagons possibles.

Voici résumé le systéme de calcul (dont chaque étape a été détaillée précédemment) qui
rmet d'obtenir un résultat en s'appuyant sur la relation dEuler.

ﬁe—> Découverte et observation raisonnée du triangle ASL

, sur un cercle, on place des

q

I—> Calcul de la somme d'une hgnedutnangled'ASL
S=2(-1)+ (0-3)+ (@-5)+ (0-7)%+ (0-9)2+ (-11) .+ 0% (ou 1)

I—> Calcul du nombre de points (s)
nxs,=4i+nx(n-1)x2
s=i+n

l—> Calcul du nombre de bouts de segments (a)
_4i+n(n-1)
a=——0=
2

|—> Calcul du nombre de régions (f) : relation d'Euler
f=atl-s

Remarque : cette méthode nous a permis de confirmer les résul b par la méthode des
tables de différence.

Avec cette méthode, nous avons trouvé 3 926 676 régions pour 100 points sur le cercle (on a
bien fait de ne pas les compter a la main .
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Congreés 2009 a Bordeaux
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09h30 - 10h40

Congreés 2009 a Bordeaux

et ani i en paral

Exposé amphi Edison

Exposé amphi Darwin

comment étre sar qu'un
nbre est premier ?
lycée Eiffel Bordeaux

le voleur intelligent
lycée L. Lapicque
Epinal '

les boussoles perdent
le nord

école des Pupilles de
I'Air Grenoble

dominer ? surplomber ? |
collége Delegorgue '
Courcelles

combien de regions ?
lycée des Loges Evry

optimisation dans un
parallélogramme
collége B. Vian Lille
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Je découpe une tarte circulaire. Combien de parts puis-je couper avec
seulement 1, 2, 3, ..., n coups de couteau?

Estou cortando uma torta circular. Quantos pedacos eu posso cortar com
apenas 1, 2, 3, ..., n cortes ?
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Je découpe une tarte circulaire. Combien de parts puis-je couper avec
seulement 1, 2, 3, ..., n coups de couteau?

Estou cortando uma torta circular. Quantos pedacos eu posso cortar com
apenas 1, 2, 3, ..., n cortes ?

vp [ 1 2] 4
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Je découpe une tarte circulaire. Combien de parts puis-je couper avec
seulement 1, 2, 3, ..., n coups de couteau?

Estou cortando uma torta circular. Quantos pedacos eu posso cortar com
apenas 1, 2, 3, ..., n cortes ?

n|0O}1(2|3|4 |5 |6 |7]|8 /|9 |]10]|..| 100
Vo | 12|47 |11 |16|22|29 |37 |46 |56 | .. |5051
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Je découpe une tarte circulaire. Combien de parts puis-je couper avec
seulement 1, 2, 3, ..., n coups de couteau?

Estou cortando uma torta circular. Quantos pedacos eu posso cortar com
apenas 1, 2, 3, ..., n cortes ?

n 0|1{2(3| 4|56 |7 |8 9]..| 100
Vn 112147 |11|16|22|29 |37 |46 | .. | 5051
Vb1 — Vo || 12|34 5|6 |7 |8]|9|10]|..| 101
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Je découpe une tarte circulaire. Combien de parts puis-je couper avec
seulement 1, 2, 3, ..., n coups de couteau?

Estou cortando uma torta circular. Quantos pedacos eu posso cortar com
apenas 1, 2, 3, ..., n cortes ?

n 0|1{2(3| 4|56 |7 |8 9]..| 100
Vn 112147 |11|16|22|29 |37 |46 | .. | 5051
Vb1 — Vo || 12|34 5|6 |7 |8]|9|10]|..| 101
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Pour d = 4, d = 2, on a trouvé des polynédmes (en n) dont les premiéeres
valeurs sont 20,21 ... 29,
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Pour d = 4, d = 2, on a trouvé des polynédmes (en n) dont les premiéeres
valeurs sont 20,21 ... 29,

Pour tout d € N il existe un et un seul polynéme Ry de degré d qui
prend les valeurs 20,21 ... 29 en 0,1,...,d.
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Pour d = 4, d = 2, on a trouvé des polynédmes (en n) dont les premiéeres
valeurs sont 20,21 ... 29,

Pour tout d € N il existe un et un seul polynéme Ry de degré d qui
prend les valeurs 20,21 ... 29 en 0,1,...,d.

Question. Donner une formule simple pour Ry(n).
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1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
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1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
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1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
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1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6
1 — 7 — 21 — 35 — 35 21 7

A
1 8 28 56 70 56 28
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1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Géomeétrie. La relation
Ra(n+1) — Ry(n) = Rg—_1(n)

montre que Ry(n) est le nombre de régions découpées dans I'espace de
dimension d par n hyperplans affines.

Exemple : v, = Rx(n).
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Géomeétrie. La relation

Ra(n+1) — Ry(n) = Rg—_1(n)

montre que Ry(n) est le nombre de régions découpées dans I'espace de
dimension d par n hyperplans affines.

Exemple : v, = Rx(n).

==log R16(n)

n +— log,(Ri6(n)) coincide avec n jusqu'a n = 16 puis s'infléchit.
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Apprentissage statistique. X est une archive de messages électroniques,
la famille H est un catalogue de recettes simples produisant une décision
(spam ou non) a partir du contenu du message : & chaque h € H
correspond donc un sous-ensemble de |'archive.

Exemple. H = {hy, hp, hy U ha}, ou hy = {contient le mot m....},

ho = {I'adresse de I'expéditeur contient .com}.
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Apprentissage statistique. X est une archive de messages électroniques,
la famille H est un catalogue de recettes simples produisant une décision
(spam ou non) a partir du contenu du message : & chaque h € H
correspond donc un sous-ensemble de |'archive.

Exemple. H = {hy, hp, hy U ha}, ou hy = {contient le mot m....},

ho = {I'adresse de I'expéditeur contient .com}.

On cherche a prédire si un nouveau message est a jeter ou non. On
dispose d'un échantillon de n messages xi, . .., x,, et pour chacun d'entre
eux, |'utilisateur a dit s'il était a jeter ou non. Un algorithme
d'apprentissage doit sélectionner une recette h. Celle-ci présente une
erreur d'entrainement e (fraction d’exemples mal classifiés par h).
D'aprés Vapnik, le risque de généralisation (probabilité de se tromper sur
un nouveau cas) est majoré par e + r ol

r= % log(R4(n)),
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ou d, la dimension de Vapnik-Cervonenkis de H, est la plus grande taille
d'un échantillon pulvérisé par H, i.e. tout utilisateur, quel que soit ses
golits, est entiérement satisfait par I'une des recettes de H sur cet
échantillon.
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ou d, la dimension de Vapnik-Cervonenkis de H, est la plus grande taille
d'un échantillon pulvérisé par H, i.e. tout utilisateur, quel que soit ses
golits, est entiérement satisfait par I'une des recettes de H sur cet
échantillon.

Comme Ry4(n) < 2", r est petit lorsque n > d.

Interprétation. La dimension de Vapnik-Cervonenkis permet de trouver
le bon compromis entre complexité de H (qui réduit e) et simplicité (qui
réduit r) : il faut choisir une famille H de dimension de
Vapnik-Cervonenkis d = en, € petite constante.
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ou d, la dimension de Vapnik-Cervonenkis de H, est la plus grande taille
d'un échantillon pulvérisé par H, i.e. tout utilisateur, quel que soit ses
golits, est entiérement satisfait par I'une des recettes de H sur cet
échantillon.

Comme Ry4(n) < 2", r est petit lorsque n > d.

Interprétation. La dimension de Vapnik-Cervonenkis permet de trouver
le bon compromis entre complexité de H (qui réduit e) et simplicité (qui
réduit r) : il faut choisir une famille H de dimension de
Vapnik-Cervonenkis d = en, € petite constante.

Voir la vidéo de la conférence de Yann Le Cun a la BnF en avril 2018.
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Retour a la région manquante. On constate que u, = R4(n — 1). Lien
direct entre le probléme de la région manquante et la dimension 47

Pierre Pansu, Université Paris-Sud Mon pire souvenir de congrés MATh.en.JEANS Minha pior lembrang



