Relations d’ordre et d’équivalence vendredi 6 mai 2011

1.

2.

Quelques exemples de relations. Pour chacune des relations R suivantes, préciser si R est ré-
flexive, symétrique, anti-symétrique, transitive. Quelles relations sont des relations d’équivalence?
des ordres ? dans ce dernier cas, dire si I’ordre est total ou partiel — on rappelle qu’un ordre > est
dit total si pour tous éléments x ety,onax >youy > X.

1. E =R (’ensemble des nombres réels), x R y si xy = 1.

2. E=R, x Rysix?>y2

3. E=R,x Rysix®—3x=y—3y.

4. E estun ensemble quelconque, f : E — F est une fonction, x R y si f(x) = f(y).
5

. E est un ensemble quelconque, (F, >f) est un ensemble muni d’une relation d’ordre, f : E —
F est une fonction, x R y dans E si f(x) >¢ f(y).
6. E = W est I'ensemble des suites finies d’entiers positifs — (3,2,3) ou (2,1,4,2,1,1) sont par
exemple des éléments de V. On notera une suite A = (ajp, ap,...,ar), ou plus simplement
A = ajay---ar — par exemple, les deux suites précédentes s’écrivent maintenant 323 et
214211.

A R B s’il existe un indice i plus petit que les longueurs de A et de B, et tel que a; = by,
ay = by, etc., aj_; = bj_1 et a; > b;.

7. E=W, AR Bsi A et B ont méme longueur, et s’il existe un entier i > 2 plus petit que la
longueur de A et de B tels que

aj = bj_1 ; aj_1 = b ; aj:bjsij;éifl,i.

8. E = 1IN (I'ensemble des entiers positifs ou nuls), x R y si x — y est divisible par 3.

Dénombrement de fonctions et de relations. On considére un ensemble fini E a n élements. On
rappelle qu’une relation R sur E peut étre vue comme la partie de E x E constituée des couples
(x,y) tels que x R y. Ceci permet d’associer a R un tableau; par exemple, si E = {1,2} et si la
relation R est définie par

1R1 ; 1R2 ; 2R1 ; 2R2

alors le tableau associé est

x\y | 1
1
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Décrire géométriqguement (sur le tableau) les propriétés de réflexivité, de symeétrie, d’antisymétrie.
A quelle condition sur son tableau une relation est-elle fonctionnelle ? En déduire le nombre de
relations, le nombre de relations réflexives, le nombre de relations symétriques ou antisymétriques,
et le nombre de fonctions sur un ensemble a n élements. Donner ces nombres quand n = 2, 3. Pour
n = 2,3, donner également le nombre d’ordres totaux et le nombre d’ordres partiels.

Cloture réflexive et transitive d’une relation. Soit E un ensemble fini, et R une relation sur cet
ensemble, qu’on représente par un graphe orienté, avec une fleche de a vers b si a R b. Par exemple,
pour la relation de I'exercice précédent, le graphe orienté associé est

pa
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La cl6ture réflexive et transitive de R est la relation R* définie comme suit : a R* b si a = b ou s'il
existe une suite aj, ay,...,ar d’éléments de E avec a R aj, a; R ap, ap R ags, etc. jusqu’a ar R b.
Décrire en fonction du graphe de R sa cl6ture réflexive et transitive — on pourra raisonner sur la
relation donnée par le graphe suivant :

Montrer que pour toute relation R, R* est effectivement une relation transitive et réflexive. A
quelles conditions sur le graphe de ‘R obtient-on aprés cléture un ordre ? un ordre total ?

Décrire la cléture de la relation 7. de I'exercice 1, et montrer que c’est une relation d’équivalence.
Plus généralement, montrer que la cléture d’une relation symétrique est une relation d’équiva-
lence.

Ensembles quotients. Soit E un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur E. La classe d’équi-
valence d’un élément x € E est la partie

X ={yeE[x~y}

Montrer que deux éléments x et y ont soit la méme classe d’équivalence, soit des classes d’équiva-
lence dont I'intersection est vide. L’ensemble quotient E/~ est I'’ensemble des classes d’équivalence
de la relation. Décrire cet ensemble pour les relations 3. et 8. de I’exercice 1.

Soit E un ensemble muni d’une relation réflexive et transitive > (ce qu’on appelle un préordre). On
définit une nouvelle relation ~ sur E :

X~y <= (x>=y)et(y>x).

Montrer que ~ est une relation d’équivalence. Sur I’ensemble quotient E/~, on définit une relation
> par:
X] = [y] <= x=zv.

Montrer que > est bien définie, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas du choix de représentants x et
y des classes [x] et [y]. Montrer que > est un ordre sur E/~ (on parle d’ordre quotient).



