Ensembles, relations, fonctions vendredi 29 avril 2011

1.

2.

Opérations sur les ensembles. Si A et B sont deux ensembles, on rappelle que leur réunion est
I’ensemble

AUB={x|x€ Aoux e B},

et que leur intersection est I’ensemble

ANB={x|xe Aetx e B}.

Dans cet exercice, on étudie les propriétés de ces opérations, et le lien qu’elles entretiennent avec
d’autres opérations ensemblistes.

1. Si A= {3,711} et B= {2,3,5}, décrire ANB et AUB.
2. Montrer que N est distributive par rapport a U, c’est-a-dire que pour tous ensembles A, B, C, D,

(AUB)N(CUD)=(ANC)U(BNC)U(AND)U(BND).

. De méme, montrer que U est distributive par rapport a N, c’est-a-dire que pour tous en-

sembles A, B,C, D,

(ANB)U(CND)=(AUC)N(BUC)N(AUD)N(BUD).

. On fixe un ensemble X, et si A C X, on dit que A est une partie de X, et on note

R={xeX|x£A}
le complémentaire de A dans X. Plus généralement, étant donnés deux ensembles A et B (non

nécessairement inclus I'un dans I'autre), on note A\ B = {a € A | a € B}. En particulier,
CX = X\ Asi A C X. Montrer que pour toutes parties A et B de X, ona:

X X1 | PX . X X ~ PX
Cane = CAUCE ; Cace = CanCs.
Dans le méme contexte, simplifier les deux expressions suivantes :
(ANB)UCANB)U(ANCE)UCANCE) i Cae

Montrer aussi que (A\ B)U (B\ A) = (AUB)\ (ANB).

. Le produit cartésien de deux ensembles A et B est I'ensemble A x B des couples (a,b) avec

a € A et b € B. Montrer que cette opération est distributive par rapporta U et N :
Ax (BUC)=(AxB)U(AxC) : Ax(BNC)=(AxB)N(AxC).

- ’ - X Y
SiAC XetBcCY,deécrireCA%E.

Images directes et réciproques de parties par une application. On rappelle qu’une fonction (ou
application) entre deux ensembles X et Y est une correspondance x € X — f(x) € Y; en termes
abstraits, c’est donc une partie Gy de X x Y telle que pour tout x € X, il existe un unique couple
(x,y) € Gf —on note alorsy = f(x). Si A C X et B C Y, on introduit les deux parties

f(A)={yeY|JacA y=1f(a)}CY;
f2B)={xeX|IeB, b="f(x)} CX



On dit que f(A) est I'image directe de la partie A par f, et que f—1(B) est I'image réciproque de la
partie B par f. Soient A et A’ deux parties de X, et B et B’ deux parties de Y. Montrer que :

f(ANA") c f(A)Nf(A) ; f(AUA") = f(A)Uf(A)
f1BnB)=fYB)NnfLB) ; f-1(BUB) =fYB)Uf1(B)
f-3(B\B)=f1B)\f1(B) ; f~1(CY) = C;SI(B).

Montrer que la premiére inclusion peut étre stricte.

3. Applications injectives, surjectives, bijectives. Si f : X — Y est une application, on dit que f est:
— injective si f(x) = f(x’) implique x = x’; autrement dit, tout élément de Y est atteint au plus
une fois.

— surjective si tout y € Y peut s’écrire y = f(x) pour au moins un x € X; autrement dit, tout
élément de Y est atteint au moins une fois.

— bijective si elle est a la fois injective et surjective ; autrement dit, tout élément de Y est atteint une
et une seule fois par f.

1. Sif: X —=>Yetg:Y — Z, on rappelle que la composée de f et de g est I'application go f :
X — Z définie par go f(x) = g(f(x)). Montrer que si f et g sont injectives (respectivement,
surjectives, bijectives), alors g o f) est injective (resp., surjective, bijective).

2. Réciproquement, montrer que si g o f est injective (resp., surjective), alors f est injective (resp.,
alors g est surjective).

3. Soient f : W — X, g: X = Yeth:Y — Z. On suppose que hog et go f sont bijectives.
Montrer que f, g et h sont bijectives.

4. Soient f, g, h trois applications de X dans X. On suppose que hogo f et go f oh sont injectives,
et que f o ho g est surjective. Montrer que f, g et h sont bijectives.

5. Pour tous ensembles X et Y, on note F(X,Y) I'ensemble des fonctions de X dans Y. Si
f : X =Y, pour tout ensemble A, on note

A (f): F(Y,A) = F(X,A) ; A (f): F(AX) = F(AY)
grrgof ; g— fog.

Montrer que f est injective si et seulement si, pour tout ensemble A, A.(f) (resp., A*(f))
est injective (resp., est surjective). Montrer que f est surjective si et seulement si, pour tout
ensemble A, A, (f) (resp., A*(f)) est surjective (resp., est injective).

4. Applications monotones. Soient (X, <) et (Y, <) deux ensembles ordonnés, c’est-a-dire munis de
relations réflexives, antisymétriques et transitives. Une application f : X — Y est dite croissante si

x <x' = f(x) < f(x),

et décroissante si x < x’ = f(x) »= f(x').

1. Que dire de la composée d’applications croissantes ? d’applications décroissantes ? d’une ap-
plication croissante et d’une application décroissante ?

2. Montrer que muni de la relation d’inclusion C, I’ensemble 3(X) des parties d’'un ensemble
X est un ensemble ordonné.

3. Soit f : P(X) — P(X) une application croissante (relativement a I'inclusion des parties). On
pose :

z={AeBX)|f(A)CA} ; B=[)A
Acz

Montrer que f(B) = B — indication : raisonner par double inclusion.



