
A la découverte des partitions spectrales
minimales

B. Helffer (Université Paris-Sud 11)
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Etant donné un ouvert borné Ω dans Rn (ou sur une variété
riemannienne) et une partition de Ω par k ouverts disjoints Dj ,
nous pouvons considérer la quantité maxj λ(Dj) où λ(Dj) est la
plus petite valeur propre du Laplacien −∆ avec condition de
Dirichlet dans Dj . Si nous notons Lk(Ω) l’infimum sur toutes les
k-partitions de l’énergie : maxj λ(Dj), une k-partition minimale est
une k-partition qui réalise l’infimum. Un résultat presque standard
dit que dans le cas k = 2, les partitions minimales sont constituées
par les domaines nodaux d’une fonction associée à la deuxième
valeur propre du Laplacien. L’analyse du cas k ≥ 3 devient non
triviale et de ce fait pose des questions nouvelles.
Je cite une fois pour toute la liste des principaux contributeurs
récents : V. Bonnaillie-Noël, B. Helffer, T. Hoffmann-Ostenhof,
S.Terracini, G. Vial, Caffarelli, Lin, Noris, ...



Exercices en dimension un

Je regarde − d2

dx2 sur ]a, b[ avec conditions au bord nulles en a et b.
Les valeurs propres sont données par

λj(]a, b[) = π2 j2

(b − a)2
, j ∈ N∗ ,

et des fonctions propres associées par

x 7→ φj(x) := sin

(
jπ

x − a

b − a

)
.

Je remarque que pour j fixé la valeur propre λj tend vers l’infini
quand (b − a) tend vers 0.



Faisons l’exercice suivant. Je découpe ]0, 1[ en k intervalles I` et je
souhaite minimiser l’énegie maxλ(I`).
On observe immédiatement (en se contentant comme ouverts
d’intervalles ouverts) que les k-partitions minimales de l’intervalle
]0, 1[ sont données par les intervalles ](`− 1)/k , `/k[ pour
` = 1, . . . , k et que ceci correspond aux k-domaines nodaux de la
fonction φk .
L’énergie correspondante est

Lk = k2π2 = λk .

Le problème à résoudre est ramené pour k = 2 à calculer

min
a1+a2=1 , a1>0,a2>0

max(a−2
1 , a−2

2 )

et à montrer que le minimum est atteint pour a1 = a2 = 1
2 . Le cas

général k > 2 n’introduit pas de difficulté supplémentaire.



Changeons un peu l’exercice. On se place maintenant sur le cercle
de longueur 1 : T1 = R/Z (donc de rayon 1

2π ) et on regarde la
même question. Si la réponse reste la même que précédemment
pour la partition minimale, il n’est plus vrai, quand k est impair,
que la k-partition minimale correspondante (qui n’est plus unique)
correspond aux ensembles nodaux de la k-ème fonction propre. Et
pour cause, les fonctions propres sur le cercle ont toujours un
nombre pair d’ensembles nodaux. La topologie du cercle a induit
un phénomène nouveau.

Par contre, elle correspond pour k impair à la projection sur le
cercle de longueur 1 des domaines nodaux de la (2k)-ème fonction
propre sur le revêtement naturel constitué par le cercle de longueur
2 (en tournant de 4π).



Section 2 : Petit basique de théorie spectrale

On regardera principalement des Laplaciens de Dirichlet sur des
domaines de R2 (ou sur des surfaces : tore, sphère,..). On veut
analyser les relations entre les domaines nodaux des fonctions
propres de ce Laplacien et les partitions par k ouverts Di minimaux
au sens défini plus haut.



Soit Ω un domaine régulier borné et H(Ω) le Laplacien −∆ sur
Ω ⊂ R2 avec des conditions au bord de Dirichlet (u∂Ω = 0). Dans
le cas d’une variété riemannienne compacte on considèrera
l’opérateur de Laplace Beltrami.
On désigne par (λj(Ω))j la suite croissante de ses valeurs propres
comptées avec multiplicité et par (uj)j une base orthonormée
asssociée de vecteurs propres.

L’état fondamental (ou première fonction propre) u1 peut être
choisi strictement positif dans Ω, mais les autres fonctions propres
uk (k ≥ 2) qui sont orthogonales à u1, doivent s’annuler.
Pour tout u ∈ C 0

0 (Ω), on introduit u par :

N(u) = {x ∈ Ω
∣∣ u(x) = 0} (1)

et les composantes connexes de Ω \ N(u) sont appelés les
domaines nodaux de u.
k = µ(u) domaines nodaux de u définissent une k-partition of Ω.
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comptées avec multiplicité et par (uj)j une base orthonormée
asssociée de vecteurs propres.
L’état fondamental (ou première fonction propre) u1 peut être
choisi strictement positif dans Ω, mais les autres fonctions propres
uk (k ≥ 2) qui sont orthogonales à u1, doivent s’annuler.
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k = µ(u) domaines nodaux de u définissent une k-partition of Ω.



Spectre du carré
Pour le carré de côté 1, les valeurs propres sont (m2 + n2)π2

((m, n) ∈ N2
∗). Une base de fonctions propres associées est donnée

par : (x , y) 7→ sin(mπx) sin(nπy) .
En les classant par ordre croissant on a donc :
2π2, 5π2, 5π2, 8π2, 10π2, 10π2, 13π2, 13π2, 17π2, 17π2, 18π2, ...

Figure 1

Figure: Un exemple de partition nodale. 17π2 est donc la 9 ème valeur
propre (multiplicité 2) et la fonction propre choisie a 4 domaines nodaux.
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Le théorème nodal de Courant dit :

Théorème de Courant (1923)

Soit k ≥ 1 et E (λk) l’espace propre de H(Ω) associé à λk .

Le
nombre d’ensembles nodaux de u est noté µ(u). Les

Alors, pour tout u ∈ E (λk) \ {0}, on a µ(u) ≤ k .

Sauf en dimension 1, l’inégalité est en général stricte :

Théorème de Pleijel (1956)

Il existe k0 tel que, si k ≥ k0, alors

µ(u) < k , ∀u ∈ E (λk) \ {0} .
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Les deux points importants dans la preuve de ce deuxième
théorème sont l’inégalité de Faber-Krahn (1923) :

λ(ω) ≥ πj2

|ω|
, (2)

avec j ∼ 2.4.

(le membre de droite correspond à la plus petite valeur propre pour
le problème de Dirichlet sur le disque d’aire égale à celle de ω)
et la loi de Weyl (1911) pour la fonction de comptage N(λ) des
valeurs propres du Laplacien inférieures à λ :

N(λ) ∼ c2λ , quand λ→ +∞ (3)

où c2 est la constante semi-classique :

c2 =
1

2
(2π)−1|Ω|.

Ceci implique :

lim sup
µ(uk)

k
≤ 4/j2 .



Partitions

Nous commençons par introduire la notion de k-partition.

Définition 1

Soit 1 ≤ k ∈ N. On appelle k-partition de Ω une famille
D = {Di}ki=1 de k ensembles ouverts Di disjoints de Ω.

On dira qu’elle est ouverte si les Di sont ouverts, connexe si les
Di le sont.

On notera Ok l’ensemble des k-partitions ouvertes connexes.
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Partitions minimales

Nous introduisons la notion de suite d’énergie minimale spectrale.

Définition 2

Pour tout k ≥ 1, et pour tout D = (Di ) dans Ok , on appelle
énergie spectrale de D la quantité :

Λ(D) = max
i
λ(Di ). (4)

et énergie minimale (spectrale) de rang k la quantité

Lk(Ω) = inf
D∈Ok

Λ(D). (5)

D ∈ Ok est dite minimale si Lk = Λ(D).
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Lk(Ω) = inf
D∈Ok

Λ(D). (5)

D ∈ Ok est dite minimale si Lk = Λ(D).



Remarque A

Si k = 2, L2 = λ2 et toute 2-partition minimale associée est
nodale.



Definition 3 : partition complète

Une partition D = {Di}ki=1 de Ω dans Ok est appelée complète si

Int (∪iDi ) \ ∂Ω = Ω . (6)

On associe à cette partition son ensemble frontière dans Ω :

Definition 4 : Ensemble frontière

N(D) = ∪i (∂Di ∩ Ω) . (7)

N(D) joue le rôle des lignes nodales (dans le cas d’une partition
nodale) .



Partitions régulières

Ce sont celles dont l’ensemble frontière satisfait :

Definition 5 : Ensemble frontière régulier

(i) En dehors d’un nombre fini de points xi ∈ Ω ∩ N au voisinage
desquels N est l’union de νi (xi ) courbes régulières (νi ≥ 2) avec
une extrêmité en xi , N est localement difféomorphe à une courbe.
(ii) ∂Ω∩N est un ensemble fini (éventuellement vide) de points zi .
De plus N est près de zi l’union de ρi demi-courbes régulières
arrivant en zi .
(iii) N a la propriété des croisements à angle égal.

On entend par là que les demi-arcs se croisent à angle égal à
chaque point critique et dans le cas du bord on rajoute l’arc
constituant le bord.



Voisins dans une partition et bicolorabilité.

Nous disons que Di ,Dj sont voisins ( en notant Di ∼ Dj) , si
Di ,j := Int (Di ∪ Dj) \ ∂Ω est connexe.

On dira que la partition est bicolorable si on peut la colorer par
deux couleurs avec la condition que deux voisins sont de couleur
différente.

Une partition nodale est toujours bicolorable. Voilà d’autres
exemples.
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Figure 2

Figure: Autres exemples de partitions complètes régulières pas toujours
bicolorables.

	
  	
  



Figure 3

Figure: Autres exemples de partitions complètes régulières pas toujours
bicolorables : calculs réalisés par Edouard Oudet pour un autre problème
d’optimalité .



Section 3 : Principaux résultats en dimension 2

Il a été démontré par Conti-Terracini-Verzini [CTV1, CTV2, CTV3]
et Helffer–Hoffmann-Ostenhof–Terracini [HHOT1] que

Theorème 1

∀k ∈ N \ {0}, ∃ une k-partition minimale regulière. De plus on
peut toujours modifier une k-partition minimale par un ensemble
de capacité 0 pour la rendre régulière.

D’autres preuves d’une version plus faible de ce résultat ont été
antérieurement obtenues par Bucur-Buttazzo-Henrot [BBH],
Caffarelli- F.H. Lin [CL].
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Quelques propriétés simples

Pour une partition minimale, tous les λ(Di ) sont égaux.

Si on considère deux voisins Di et Dj , alors l’ensemble frontière
dans Dij = Int (D̄i ∪ D̄j) correspond à la l’ensemble nodal d’une
deuxième fonction propre de H(Dij).



Une question naturelle est de déterminer si une partition minimale
est nodale, i.e. la famille des domaines nodaux d’une fonction
propre de H(Ω).

Un premier résultat dit ([HH1], [HHOT1]) :

Theorème 2

Toute partition minimale bicolorable est nodale.

Autrement dit on peut recoller les états fondamentaux de chaque
ouvert de la partition pour obtenir une fonction propre de H(Ω).
Une question naturelle est alors d’avoir des critères plus explicites
pour observer une telle situation.
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Même si ce résultat avait été pressenti par des probabilistes
(C. Burdzy), le critère est étonnamment simple. Une k-partition
nodale n’est minimale que si elle correspond aux k-domaines
nodaux d’une k-ème fonction propre. On dit alors qu’on est dans la
situation ”Courant-stricte” en référence au cas d’égalité dans le
théorème de Courant.



Section 3 : Exemples de k-partitions minimales pour
des domaines particuliers

En utilisant le théorème 3, il est maintenant plus facile d’analyser
la situation pour le disque et des rectangles (dans le cas où le
rapport largeur sur longueur est irrationnel). On a juste à analyser
s’il y a des fonctions propres Courant strictes.
Le cas du rectangle
Dans le cas du rectangle ”long” ]0, a[×]0, 1[ et si k = 3, la
troisième fonction propre sin(3πx/a) sinπy est Courant stricte
avec comme famille nodale :

	
  



Dans le cas du carré et si k = 3, on n’a pas de fonction propre
Courant stricte (deuxième valeur propre égale à la troisième). Par
contre, le cas k = 4 est Courant strict. Si on suppose que la
partition est symétrique par rapport à un axe, on peut se
restreindre à un problème Dirichlet-Neumann sur un demi-carré.

Des calculs numériques de V. Bonnaillie-Noël et G. Vial conduisent
à un candidat naturel pour une 3-partition minimale symétrique.
See http ://www.bretagne.ens-
cachan.fr/math/Simulations/MinimalPartitions/
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Figure 4

Figure: Un candidat de 3-partition minimale pour le carré en supposant
une symétrie par rapport à l’axe horizontal.



Le cas du disque : k = 3

Pas de preuve que la 3-partition minimale du disque est le logo
mercedes. Notre résultat partiel est que si on sait que la frontière
de la partition contient l’origine alors c’est le logo mercedes. (Idée
derrière : passer à un revêtement du disque).

Le logo Mercedes

1

2

3

1

2 3



Le cas du carré : k = 3

Nous n’avons pas de preuve (sans hypothèse additionnelle de
nature topologique ou de symétrie) que le candidat de la Figure 3
est une 3-partition minimale.

Les calculs numériques suggèrent beaucoup plus : le point critique
de la partition est au centre.
Indépendamment, on peut démontrer qu’il existe une famille
continue de 3-partitions du carré de même énergie.
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Le problème sur la sphère

Nous mentionnons une conjecture sur S2 et un théorème récent.

Nous paramétrons S2 avec les coordonnées sphériques
(θ, φ) ∈ [0, π]× [−π, π] avec θ = 0 correspondant au pôle nord,
θ = π

2 à l’équateur et θ = π au pôle sud.

On appelle Y -partition la partition de S2 correspondant à
découper S2 par trois demi hyper-plans φ = 0, 2π

3 ,−
2π
3 .



Une conjecture due à C. Bishop-Friedland-Hayman est :

Conjecture 3

La Y -partition donne une 3-partition minimale de S2 quand on
minimise 1

3

∑3
j=1 λ(Dj) sur toutes les 3-partitions de S2 .

En fait on avait la même conjecture pour maxj λ(Dj).
Cette conjecture est impliquée par la précédente mais pourrait être
plus facile car les partitions minimales ont plus de propriétés dans
ce cas.
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C’est en effet le cas (Helffer-T.Hoffmann-Ostenhof-Terracini).

Theorème 4

La Y -partition est une 3-partition minimale de S2 quand on
minimise maxj λ(Dj) sur toutes les 3-partitions de S2 .

Il y a des similitudes entre la preuve partielle dans le cas du disque
et la preuve complète pour la sphère. Un rôle spécifique est joué
par le théorème de Lyusternik-Shnirelman qui permet de montrer
que la frontière de la partition contient deux points antipodaux.



Contrairement au cas du carré ou du disque, la 4-partition ne peut
être nodale. Un candidat naturel est le tétraèdre sphérique dont on
peut calculer l’énergie (Costabel-Dauge).



Le problème pour k grand.

Conjecture hexa

|Ω| lim
k→+∞

Lk(Ω)

k
= λ1(Hexa1) .

Cette conjecture indique en particulier que la limite est
indépendante de Ω si Ω est un domaine régulier.



Bien sûr l’optimalité du réseau hexagonal apparâıt dans de
nombreux contextes en physique. La borne sup n’est pas difficile a
démontrer et Faber-Krahn donne une minoration avec λ(Hexa1)
remplacé par λ(Disque1). Différentes simulations numériques
confortent cette conjecture (Bonnaillie-Helffer-Vial [BHV],
Bourdin-Bucur-Oudet [BBO]), qui apparâıt aussi dans
Caffarelli-Lin [CL].



Figure: Calculs de Bourdin-Bucur-Oudet pour le carré périodique.
(Minimisation pour la somme)



Partitions minimales et champ magnétique

Nous avons vu qu’en général les partitions minimales ne sont pas
nodales. On peut montrer qu’en fait elles sont nodales pour un
autre opérateur : le Laplacien magnétique, où le champ
magnétique a des masses de Dirac en un nombre fini de points.
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