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Chapitre 7

Eléments finis mixtes, schéma d' Engquist-Osher
et algorithme de Newton pour la résolution numérique

de I' équation du potentiel transssonique .




La formulation mixte vitesse-fonction courant pour le probléme
transsonique présentée au Chapitre 4 ne nous a pas permis de traiter
de fagon entiérement satisfaisante la non-linéarité du probléme et les
conditions aux 1imites adaptées aux tuyéres. Dans ce chapitre, nous
adaptons la formulation mixte d'Amara 4 1'aide de deux modifications.
Tout d'abord, nous proposons (partie I) d'utiliser un décentrage de
1'impulsion basé sur le schéma d'ENGQUIST-OSHER [5,6] au lieu d'un
décentrage de Ta densité. Par ailleurs, notre &tude du Chapitre 6 per-
met de prendre en compte de facon naturelle les conditions aux limites
physigues du probléme, grdce & un couplage entre la fonction courant
et 1'impulsion 1e long de Ta frontiére. Des tests numérigues sur un
profil NACA 0012 non-portant (partie II) montrent Te haut niveau de
fiabilité fourni par la méthode. Le probléme intérieur est traitd
dans la troisiéme partie. Des écoulements trés variés ont &té calculés
numériquement. Toutefois, des difficultés de convergence dans certains
cas transsoniques nous ont conduit & proposer dans Ta partie IV une
prise en compte encore plus précise de la non-Tindarité du probléme.
Nous présentons ensuite une formulation primale entiérement nouvelle

de 1'équation du potentiel transsonique.




| - DESCRIPTION DE LA METHODE NUMERIQUE

1 - RAPPEL DE LA FORMULATION MIXTE

Nous commengons par rappeler briévement la formulation mixte
d'AMARA [1] décrite dans la premiére partie du Chapitre 4. Seules les
notations importantes sont rappelées dans 1'exposé qui suit. L'écoule-
ment, supposé potentiel, est décrit par le champ de vitesse U et la
fonction courant vy, discrétisés par des fonctions respectivement cons-
tante discontinue (ﬁ € Q?) et biaffine continue (¢ € 6? & Q?).
Les conditions aux limites imposent de faire une partition de la fron-

tiére T = 30 :
(1.1) I =TpUTy

Sur Tp» la valeur de la fonction courant est imposée, alors que sur

TN’ on se donne la composante tangentielle de la vitesse :
- = _ 2D
=y sur Iy o, YEQ
(1.2) > > - N
u.t =g sur FN ,», G €Q,

Le traitement de 1a non-linéarité fait appel & un décentrage

de 1a densité : on &crit 1'impulsion par unité de volume 3 sous la
forme :

(1.3) d = p(u,u) U

o p est la densité décentrée, constante dans chaque é&lément, déter-

minée par le choix d'un &lément amont KA pour chaque élément fini K




du maillage, et par 1'un des décentrages décrits aux relations (1.14)
et (1.24) & (1.26) du Chapitre 4. Le probléme non-linéaire discret
fait appel & une formulation mixte (U,y) des équations aux dérivees
partielles du modéle (conservation de 1a masse et irrotationnalité).
On peut 1'écrire :

deafxdd , y-yeq
(1.4) I (U, 0)U.V dx - J rot Y.V dx = 0 VVE Q?x QE

Y Q

—I U.rot ¢ dx = I g ¢ dy V@€ Q?
7§} 1Y)

L'algorithme de résolution est un algorithme de point fixe : partant
d'un champ de vitesse U° et d'une densité décentrée 5°, 1la fonc-
tion courant §' est calculée grice & la résolution d'un systéme 1i-
néaire symétrique défini positif, puis U' et p' sont issus d'un

calcul explicite, et ainsi de suite.

Au Chapitre 4, nous avons montré la performance de cette méthode

ul d'écoulements transsoniques, mais nous avons mis en évi-
dence plusieurs limitations :

® l'algorithme de point fixe 1imite dans la pratique le choix de 1a
fonction de décentrage p puisque seul 1'un des quatre proposés s'est

avéré stable (cf. partie II du Chapitre 4) ;

¢ les conditions aux Timites imposent une partition (1.1) de Ta frontiére
qui peut ne pas étre adaptée & la physique du probléme, comme nous 1'avons

remarqué lors de 1'étude du probléme intérieur (partie III du Chapitre 4).




2 - EQUATIONS DU PROBLEME DISCRETISE

Afin de pallier aux inconvénients que nous venons de rappeler,
nous avons transformé la discrétisation du probléme transsonique po-
tentiel, tout en conservant la formulation mixte par rapport au couple
(F,0) et le traitement de la non-lingarité a 1'aide d'un décentrage
par &lément amont. Tout d'abord, les conditions aux limites sont main-

tenant décrites par une partition de la frontiére qui généralise la

relation (1.1) :
(1.5) I =TpuTyUrTy

Les conditions aux limites sur FD et Ty sont données comme précé-
demment, alors que pour chaque aréte a de Fps onN impose la compa-
tibilité entre le flux de masse calculé par différence entre Tes va-

leurs vy et wi de 1a fonction courant et ce méme flux calculé

a2 a3
par un argument plus physique. On a :

(1.6) 9y -y -1, 8, =0

ol Ia est 1a longueur de 1'aréte a. Nous remarquons que la relation
(1.6) n'est autre que 1'intégration de

(1.7) g-roty =0

je long de 1'aréte a (Figure 1.1). Précisons le cadre fonctionnel
adapté & la relation (1.5) : la composante Ip contient NAFR arétes
et on {mpose & Ta de contenir exactement le méme nombre NAFR de

sommets du maillage ’?}r Ces sommets de Tp N %?h engendrent un es-

pace vectoriel discret a? (obtenu en bloquant & zéro les noeuds du




dz

Al
=y

Figure 1.1 Aréte a de Ta portion

TR de la frontiére.

maillage qui n'appartiennent pas a TR)u De méme (et comme au Cha-

pitre 4), PD contient NBL sommets ol la fonction courant est blo-

quée & la valeur imposée @, ol @ appartient & 5?. Enfin, les
sommets restants du maillage engendrent un espace vectoriel QT de

dimension NSI. La fonction courant est donc représentée sous la
forme (cf. Figure 1.2) :
" R . =D
(1.8) v=vi++veq) @TF @0
Par ailleurs, le champ de vitesse est un vecteur constant dans chague

élément, ie

(1.9) Teqlxql

Supposons pour le moment donnée la prise en compte de la non-linéarité,
d'une part grace & un choix de 1'impulision spécifique 3 :

(1.10) =) 5T r T = 3 € o =0}

en ce qui concerne le schéma intérieur, et d'autre part grdce & un flux

de masse ¢ :




Figure 1.2 Illustration de la décomposition (1.8)
des degrés de liberté Tiés aux sommets du maillage.
Les sommets engendrant QQ sont représentés par

un point, Tes arétes de TR sont en double trait
et les sommets qui définissent QF sont symbolisés
par un cercle ; les noeuds blogués de 51 sont

toile.

[+

notés avec une

(1.11) ¢, = o(U,CL)

pour le traitement des conditions aux limites CL sur Tp- Les
équations du probléme s'écrivent alors simplement. On intégre (1.7)
contre un vecteur ¥ arbitraire dans ng Q? :

(1.12) Jfﬂa(a’) WV dx -JQr‘é’t p.Vdx = 0 viealxah




et pour la nullité du tourbillon, la fonction test ¢ appartient &
QT seulement. I1 vient aprés intégration par parties :

(1.13) J U.rot o dx + J gydy =0 Vg€ QT
f r

Jointes & (1.6), les équations (1.12)(1.13) fournissent
2NE + NSI + NAFR relations

(o NE est Te nombre d'éléments de %}J, soit exactement Te nombre
de degrés de liberté nécessaire 3 la description du couple (U,v).
Pour réécrire (1.12}-(1.13) de fagon non variationnelle, nous intro-
duisons 1'opérateur non-linéaire 6(3) défini par

ahx0) 3 T m D) € o) x
(1.14)

vke 7L @) - | dDe

Tla matrice B & 2NE 1lignes et NSI colonnes :

(1.15) (Bp,V) =—[ rot ¢.v dx , tp(-Zer1 ,VEQ?xQz’
JS

et enfin le vecteur cotonne G d'ordre NSI :

(1.16) QTawHGmfgwdy
I

Le probléme transsonique est finalement écrit sous forme mixte
au moyen du systéme d'équations non-linéaires :
h_sh = ~
Tedlxq) . v-veleT
Q(u) + By = 0
(1.17) t
Bu-G=20

vy -y -1, e(U,CL) = 0 vYa €Ty
ds ai




La premiére équation de (1.17) comporte 2ZNE é&quations sca-
laires, la seconde NSI, et la troisiéme NAFR. Comparé au systéme
(1.9) du Chapitre 4, 1'irrotationnalité est moins bien décrite (1'es-
pace QT des fonctions tests est toujours inclus dans 1'espace cor-
respondant proposé au Chapitre 4) mais la conservation de la masse
est renforcée le long des arétes de Tps alors qu'elle n'est écrite

gu'en moyenne dans chaque &lément dans la méthode précédente.

3 - SCHEMA NUMERIQUE INTERIELR

Dans ce paragraphe, nous détaillons le calcul de 1'impulsion
3(3) (retation (1.10)). Comme au Chapitre 4, un élément amont KA
est associé 4 chaque é&lément K du maillage par un critére de flux
de masse entrant maximal, et en toute rigueur, il faudrait écrire :

e d

(1.18) g = q(u,v)

au lieu de (1.10), afin de rappeler que le choix de 1'&1ément amont
dépend directement de la fonction courant. Une fois KA déterminé,

1'impulsion ak dans 1'élément fini K n'est fonction que des vi-

-y

tesses Uk et Uy, et non du champ total {U} ; on note donc

simplement :

- -

(1.19) ay = q(ﬁKA,UK) ., K &lement de #,

Nous avons cherché une fonction § dérivabfe et prenant er compte
la non-linéarité de facon réaliste. Au Chapitre 4, paragraphe I.3,

nous avons adaptd 1'analyse d'OSHER-HAFEZ-WHITLOW {25] pour construire




le décentrage N° 2 (relation (1.24)). Nous retenons intégralement
cette démarche dans la version définitive de notre schéma ; nous
la rappelons rapidement.

A 1'interface entre KA et K, un probléme de Riemann

relatif & 1'equation scalaire

(1.20) —52 -3-@ [ (1+(Y I (1-pY-1))%} =0

modélise correctement 1'évolution locale du fluide si 1'E€coulement
est perpendiculaire & cette interface. Le schéma d'ENGQUIST-OSHER
[5,61 est alors bien adapté au calcul numérique du ffux de masse
noamal 8 1'interface : c'est la somme de la partie subsonique du
flux e({ﬁK!) dans 1'&lément courant K et de la composante super-
sonique g([ﬂkAI) dans 1'élément amont KA. Les expressions de e
et g font intervenir la vitesse du son ¢ évaluée gréace a 1'hypo-
thése d'enthalpie totale constante selon : ‘

L2y e = L (R - T)

=3

et la densité p, calculée & partir de c¢ grédce & la relation
1
(L22)  o(ldD = {4 cFaan

puisque le fluide reste partout isentropique dans le modéle utilisé.

On a alors
R o(1T1) 18] si [9)° < c2(]d))
e([31) = { s e
Qax si [ul” > c*(]ul)
1.23
(1:23) . si |4]? < c2([U])
s(liy ={ e o
o(JEN [T, si |37 > c2(JE])




Puisque 1'écoulement est normal & 1'interface, i1 est dirigé selon

le vecteur HK, et on choisit finalement 1'expression de 1'impul-

sion :
3
(1:28) Bl B = (908D + T !_,"!
u
K

Dans le Chapitre 5 de sa Thése [1], AMARA a proposé d'adapter & 1'é-
quation du potentiel transsonigue le schéma d'Engquist-Osher qu’il
utilisait déja pour 1'équation des petites perturbations transsoniques.
Une relation du type (1.24) lui permet aussi de calculer 1'impulsion,
mais la différence avec notre algorithme porte sur IﬁkA} : AMARA pro-
pose d'utiliser une interpolation amont |3A| du module de la vitesse
en suivant Ta ligne de courant passant par le centre de 1'élément K
(cf. Figure 3.3.7 de {1]), alors que nous nous contentons du module
]UKA[ dans 1'é&lément amont.

Notons aussi que lors d'une premiére tentative (juillet 1986)
pour construire la méthode numérique, nous avions choisi un spfitting

vectorniel du flux de masse, en remplagant (1.24) par la décomposition :
(1.25) Q(UKA9UK) = Q(UKA)"'E(UK)

ol Tes fonctions vectorielles E et @ sont calculées & partir des

fonctions scalaires g et e décrites plus haut :

u
-, - KA
gluga) = 9( IUKA}) >
IUKA|
(1.26) .
- ul(




4 - CONDITIONS AUX LIMITES

a) Généralités

La décomposition (1.5) de la frontiére et la formulation
(1.17) du probléme global font apparaftre les conditions aux Timi-
tes sous forme linéaire et sous forme non-linéaire. Les conditions
aux limites de type linéaire sont 1iées d'une part & la condition
de Dirichlet @ pour la fonction courant et d'autre part & la
composante tangentielle 4§ de la vitesse (cf. relations (1.2)).
Les conditions non-linéaires sont nouvelles ; elles portent sur le
flux de masse ¢, Te Tong des arétes de Ty (relations (1.6)}).
Dans Ta suite de ce paragraphe, nous nous proposons de détailler
le calcul de la fonction ¢(U,CL) dintroduite & la relation (1.11).

Nous nous fixons une aréte a appartenant & FR 3 hous
notons U le vecteur vitesse UK dans 1'élément fini K qui con-

tient cette aréte (Figure 1.3).

-7
. a
u
(c) extérieur
£
K
¢(d,cCL)

Figure 1.3 Notations




La fonction ¢(3,CL) représente le flux de masse passant & travers

a, issu de 1'interaction du champ U et de la condition & la limite
“CL". De fagon plus précise, les différentes conditions aux limites
physiquement réalistes n'interviennent dans le probléme couplé (1.6)
que par 1'intermédiaire du flux de masse ¢(.,.). Au Chapitre 6,

nous avons étudié un schéma "volumes finis" pour les équations d'Euler
monodimensionnelles. La condition limite est décrite par un flux (vec-
toriel) résultat de 1'interaction (grdce & un probléme de Riemann par-
tiel) du champ u dans 1'&lément du bord du domaine et des variables
imposées a4 la limite. Ces derniéres peuvent &tre de différents types :
état donné a 1'infini, entrée subsonique (enthalpie totale et entropie
imposées), paroi rigide, entrée subsonique (pression statique imposée)
et sortie supersenique. Ces quatre cas demeurent identiques pour le
modéle transsonique potentiel, mais 1'&tude du Chapitre 6 (&quations
d'Euler complétes) doit étre adaptée.

La donnée d'un &tat & 1'infini (ou d'une entrée supersonique)
est exactement équivalente & la donnée d'un vecteur vitesse ﬁ; 3 on
notera ¢m(3) le flux de masse correspondant. Une sortie subsonique
revient ici encore & se donner la valeur P de la pression statique,
d'ol 1a notation ¢p(U). Une frontiére de type sortie supersonique
n'‘est 1iée & aucune donnée numérique et nous notons ¢S(U) le flux
correspondant. Pour 1'entrée subsonigue, notre traitement reviendra
a imposer 1'angle entre la vitesse et la normale au domaine, d'ol le
choix ¢e(ﬁ). Quant & la paroi rigide, le calcul de ¢M(U) est im-

médiat.




Pour terminer ce paragraphe, nous introduisons des variables

non-conservatives adaptées d& une analyse le Tong de 1a normale. La

i o

donnée du vecteur vitesse permet le calcul de la vitesse du son

c(U) et de la densité p(U) gréce aux relations (1.21)-(1.22). Par
ailleurs, nous notons & la vitesse normale & 1'interface :

-
n

(1.27) £(U) = u.
Nous décrivons 1'interaction le long de 1'aréte a par 1'intermédiaire

du couple

(1.28) W& = Y@, E(@)

b) Etat imposé & 1'infini

\ ™ . . - . . . -
Considérons d'abord le cas oil une vitesse & 1'infini u_  est
oo

imposée. Nous formons

W, = Sed) , e(@))

et il suffit de pouvoir exprimer ¢_ en fonction de W et W_  pour
fermer le probiéme. Nous proposons de décrire cette interaction par
un probléme de Riemann relatif aux Zquations d'Euler Lsentropiques

(ou de Saint-Venant, voir VILA [31] par exemple) puisque le modéle
potentiel suppose 1'isentropie de tout 1'écoulement. Plus précisément,

nous considérons le probléme de Riemann (1.29)-(1.30) suivant :

(1.29) 2 + 2 =0 x€ER, t>0

3 X ’

(ad




(o(U),E(W)) x <0

(1.30) (ps8)(x,0) =
(p(d_).E(d)) x>0

Les &quations de Saint-Venant (1.29) admettent deux champs vraiment
non-linéaires de valeurs propres £3c et d'invariants de Riemann

associés &F é?%, avec une vitesse du son c¢ donnée par

(1.31) c?2 = YR -

La solution multivaluée du probléme (1.29)-(1.30) (Chapitre 6) permet
de calculer rapidement le flux numérigue vectoriel d'OSHER {24]; Te
flux de masse ¢_ cherché en est simplement la premiére composante.
Rappelons rapidement la construction de cette sotution multivaluge

t

(les variables conservatives U, U = (p,pf), et non conservatives

w,tw = (c,£), ne sont pas redéfinies lorsqu'il n'y a pas ambiguité).
Lta I~-courbe {de détente) issue de Ug = t(pg,pggg) = t(p(ﬁ),p(ﬁ)g(ﬁ))
coupe la 2-courbe issue de Uy = t(pd,pdgd) = t(p(ﬁ;),p(ﬂ;)g(ﬁ;)) en
U, = t(pz,ngg). L'état sonique sur Ta I-courbe (resp. la 3-courbe)
issue de U_ {resp. Ud) est noté U; (resp. U;) 3 i1 vérifie

9
£l-cl=0 (resp. £,+c,=0). Il vient facilement :

(1:32) €267 337 S9 33T g

) y-1,. 1. _y1
C2=5C* 7 3% " F %
(1.33)
_ 1 1. __1 1
8257 1% * 7% 1% *2 %
2 y-1

(1.34) C3=“£3= mcd‘mgd




Le flux de masse ¢_ est Ta somme algébrique des flux de masse
des états présents simultanément en x=0, comptés avec le signe
moins s'ils appartiennent & une détente rétrograde. Rappelons que
toutes ces notions ont été détaillées au Chapitre 6 (voir aussi

la Figure 1.4). On a donc :

| lad

Figure 1.4 Solution multivaluée du probléme
o] 1 +

+ €20, £, +€; p3 £y + €4 Pq &4




>

9 <
0 Eg cg
1 £,>¢, et g <cg
g, = (-1 E2<c, et £, >cg
* 0 sinon
1 ‘C2<£2<C2
(1.36) e,_={
0 sinon
1 Ed = ~Cy et £, <-¢p
e, = (-1 £g<-cy et &, > -c,
0 sinon
1 £, < -¢
ey = { d d
0 sinon

Dans les paragraphes suivants, nous adaptons la prise en
compte des conditions aux limites relatives aux &quations d'Euler

proposée dans la troisiéme partie du Chapitre & au cas des &quations

de Saint Venant.

c} Sortie subsonique

Le calcul de ¢P(ﬁ) fait appel & un probléme de Riemann par-

tiel. Plus précisément, on relie 1'état de gauche U_ (qui représente

g
la vitesse U dans 1'élément frontiére : tUg = (p(U),o(V)E(W)) ) &

la variété d'équation p=P, grédce & une l-onde de détente. L'état




intermédiaire U, est donc obtenu comme intersection de la l-courbe

contenant U_ et de la variété {p=P}. On a donc :

g
1 y-1
o oV (L P
M,
(1.37)
g :E +__.g__(c ..c)
2 g v-1'‘g "2

Les états U; et Ud n'existent plus dans ce probléme, et U; reste

calculé grdce & (1.32). On en déduit 1'expression de ¢p :

(1.38)  op(i) =eg 05 Eg * €1 0y E) * €, 0, &,

g

- -
avec ug = u et

1 =
€={ 97 %
g 0 sinon
1 g, =c¢c, et gg < g
(1.39) g, = { -1 g, <¢, et £ >c
0 sinon
\
j 1 £, <¢,
€2=‘L .
0 sinon

d) Sortie supersonique

Ce type de condition est traité exactement comme au Chapitre 6.

Si gg = £(U) > cq = c(u) alors ¢ est calcule & T'aide du flux de




Pg gg. Mais dans le cas contraire (gg < cg), pour forcer la sortie
i devenir supersonique, on imagine qu'un &tat de grande vitesse est
présent a 1'extérieur du domaine de calcul. I1 crée donc une 1-détente
dans la solution du probléme de Riemann correspondant, et 1'état soni-

que U; est le seul & contribuer au calcul de ¢S dans ce cas. On

a donc finalement :

(1.40)  og() = &5 o £+ €1 p) E)

g
1 -
€={ 97 %
g 0 sinon
(1.41)
1 <
€'={ Eg ‘g
! 0 sinon

e} Entrée subsonique

Pour les équations d'Euler générales, on se donne 1'enthalpie
totale et T'entropie physique. Or ces deux paramétres sont supposés
fixés dans le modéle potentiel scalaire. La conservation de 1'entropie
physique &tant imposée par le choix des équations de Saint Venant pour
résoudre le probléme de Riemann & 1'interface, nous avons retenu a
priori une condition du type enthalpie totale imposée. Or cette dernié-
re condition laisse indéterminée la direction de la vitesse, et n'en
calcule que le module. Nous avons choisi trés simplement de faire por-

ter toute la vitesse sur sa composante normale &£ dans la recherche




de 1'état intermédiaire U,, ce qui revient d se donner un angle
égal & I entre cette vitesse et la normale & 1'interface. La gé-
néralisation & un angle quelconque de }-T,I} est facile. Comme
dans le cas de la sortie subsonique, une l-courbe de détente permet

de reljer 1'état Ug & une variété, donnée ici par 1'équation
Lpzy 1 2,
(1.42) 5 £ + -1 € ~© H

et 1a condition
(1.43) £E<0

. b d - . e - . P
puisque Ta normale n est supposée extérieure. L'état intermédiaire

U, est solution du systéme d'équations

2 _ 2 -
£, + 1 C, = gg + 1 cg = Rg
(1.44)
1,2 1 = 1 1
....E"2+__1-c2=HE—-+._._._.__
e 2 (M
Lorsque
'\I-1 L]
'r e £
(1.45) 5 Rg < 2ZH

alors Te systéme (1.44) a une seule solution telle que £, <0 :

- Y1 .2/ o2
52 = §;T Rg Y+1 (Y+1)H Rg

2 (Rg 52)

(1.46)

Co

et le flux de masse ¢e(ﬁ) est donné par les équations {1.38)-(1.39).




f) Paroi rigide

Ce dernier cas est de Toin le plus simple. La condition limite
exprime que la matiére ne traverse pas la paroi correspondante, donc

nous avons .
(1.47) ¢M(6) =0

Comme cette derniére condition ne dépend pas du champ de vitesse u

présent dans la derniére maille, on a également

(1.48) d¢M(U) =0

5 - ALGORITHME DE NEWTON

a) Généralités

Nous étudions maintenant la résolution du systéme non-linéaire
discret (1.17). La non-linéarité est représentée par les fonctions
U 6(3) et Uwm ¢(U,CL). Or ces fonctions sont calculées grice aux
schémas d'Engquist-Osher et d'Osher respectivement. Elles sont donc

dénivables. REEcrivons symboliquement le systéme (1.17) sous la forme :

(1.49)

{ N = 2.NE + NSI + NAFR
N

RV 3 (3,0) = X» F(x) € R
(1.50) F(X) =0
L'application F est dérivable, et un algorithme de type Newton est

natureliement bien adapté & la résolution de (1.50}. Si X= X" est




donné, on calcule un incrément &X dans RN par la résolution du

systéme linéaire

(1.51) dF(X"y.6% + F(x") = 0

Nous précisons d'abord comment s'effectue le calcul des nouveaux

coefficients rendre en compte pour la matrice dF(X) (ils sont dis

p
U

O] ar

) et d¢(U,CL)) puis nous nous intéressons & la struc-

(

ture de cette matrice.

aux termes d

b) Calcul de dQ(u)

Dans chaque élément fini K, on a, grdce aux relations {(1.14) :

(1.52)  GQ(U) = vol(K) Q(Uyy.ty)

o vol(K)} est la mesure de K. IT suffit donc de dériver la relation

{1.24) pour évaluer la matrice dﬁ(?). Aprés guelques lignes de calcul,

on trouve :
- - 2
(1.53) og__ Pk X{¥l = ) <1__IUKAI \ (UK‘UKA Uk -Vkay
- - > L 2
"k [l 1n! a T ke Vi Vka
s - 2 2
o _ Pk xlex - Tl (1_ Uy | } (“K UK'VK} X
- P > A
(1.54) Uk [y | o T ugVko
- -+
. g(fual) +e(|U]) (VE “Ug Yy
IEK’S 'UK.VK ui }
i -> - -
ol U= (Ues¥eds Ugp = (UgasVin)s pg=plUy),

Cch(UK), pKA=p(ﬁKA)’ CKA=C(5KA) et x(s)




est la fonction de Heaviside (x=1 si s >0, 0 sinon). La matrice
da(a) est donc composée de blocs 2x2 ; elle couple 1'élément K a
son &lément amont KA par 1'intermédiaire des lignes qui correspon-

dent & 1'élément K.

¢) Calcul de do(u,CL)

On vérifie facilement (cf. Chapitre 6) que chaque fonction ¢
intervenant dans les conditions aux limites non-linaires (ie ¢_, ¢P’
bgs go ¢M) est obtenue en dérivant les seuls facteurs p et & dans
chague terme du type epE, puisque les contributions dues aux fonctions
(discontinues) e s'annulent deux & deux. Explicitons la méthode de
calcul d'un terme type. La condition limite fait intervenir les varia-
bles non-conservatives wg relatives 4 la vitesse Ué =U etiala
normale 7 (relation (1.28)) ainsi qu'un état intermédiaire U,
t'LT= (S,EE), calculé en utilisant les variables non-conservatives

W (tﬁzz(E;E}). Cet état intermédiaire contribue au calcul du flux

via Te terme
(1.55)  3=cpt

On a donc :

(1.56) dp = ¢ L— .2 duU

Dans cette derniére relation, seul le facteur ggL change avec Te
g9

choix de 1'état intermédiaire U. On a toujours

3pE 3T ~
(.57) 2R (E2f 9
oW Y-1 ¢




v-1 u y-1v
- 9 e 9
au 2 C 2 c
(1.58) —3- g g
au
g n. ny

avec n= t(nx,ny) et a='t(ug,vg). I1 suffit ensuite de dériver

les relations (1.32) & (1.34), (1.37) et (1.46) par rapport &
(cg,gg) pour achever le calcul de dz. Pour chague cas envisagé
au paragraphe 4, nous détaillons maintenant le calcul de la dérivée
oW
W

g

* Efat donné & L'infind. La relation (1.35) peut se réécrire, avec

des notations évidentes :
-3
u

(1.59)  o,(i

) = 0gt b1t dy k540,

D'aprés ce qui précéde, nous obtenons :

£ £
% = g pg(“x Yg ¢ Ug*Eg Pe\My " Vg T) 9Yg

9
i 1 u ] ' v
dé, = ¢, o.{n ———9-\ du_+ ¢ g.(n -9 dy
X Cg/ g POAVY Cg/ g
(1.60)
u E v
-1 22 __9) 1 ( A WA\
d¢2 2 €9 p2(1+c ) (nx Cg dug+ 5 €2 Po 1+C2} \ny Cg} dVg
d¢; = d¢d =0

« Sontie subsonique. Nous réécrivons (1.38) sous la forme

(1.61)  op(Uy) = o +6; + ¢}




Les termes ¢_ et ¢; sont identiques & ceux de la relation (1.59).

Par contre, ¢E est calculé gréce & la relation (1.37), et sa dérivée

vaut :

v
-9
)dug+ €, pz(ny z )dvg

(1.62)  dof = ¢, pz(n -
g

X

O =
< ha

* Entnle subsonique. La relation qui donne ¢e(ﬁ) est analogue & (1.61) :

(1.63)  og(dy) = ¢+ 6; +9;

Le dernier terme ¢S, calculé au moyen de 1'état intermédiaire u,

obtenu @ la relation (1.46), a une dérivée donnée par :

£ u £ v
6 _ A | (1.22\( \
(1.64}) .d¢2 =€, p2(14-E;- (nx-Ei)dug t e, p2\1-+E;7 \ny"Eijdvg

d) Structure de la matrice

Nous pouvons réécrire 1'équation (1.51) qui définit 1'algo-
rithme de Newton par rapport & 1'inconnue auxiliaire (Gﬁ,tp'=ur+5w)

sous la forme :

voT(K) (i} GUK+%i a'JKA) + By = -vo1(K)a’K- By
auK auKA
(1.65) '8.50 - G- B0
! ! 8¢ -+ - >
LT (M R I ARR):
a, 'a, 2ot g ‘a, la, 2 9




Dans la derniére équation, Ug désigne la vitesse dans 1'é&lément qui
contient 1'aréte a et @i (resp. &i } n'est présent dans le
second membre que si le som;ét ial (regé. iaz) est bloqué (ie appar-
tient & FD).

La matrice dF est creuse. Sa structure est représentée
Figure 1.5. Nous 1'avons rangée en mémoire en ne stockant que les &lé-
ments non-nuls (on se donne les tableaux LIGNE{m), COLONNE(m), VALEUR(m)
décrivant le numéro de Tigne, de colonne et Ta valeur numérique du mi%me
é1ément non nul). Nous avons utilisé une factorisation exacte de Gauss

(avec pivot) proposée par la bibliothéque NAG [22] (sous-programmes FO1BRF
et FO4AXF).
Nous notons que la matrice dF(x) est de grande dimension, puis-

que son ordre est d'environ deux fois le nombre d'éléments plus le nombre

de sommets, alors que la matrice du Chapitre 4 n'était que d'ordre égal

au nombre de sommets.
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11 - TESTS NUMERIQUES SUR L'A1Le NACA 0012

1 - POSITION DU PROBLEME

Comme au Chapitre 4, nous commengons par valider notre code
de calcul sur 1'aile NACA 0012. Nous précisons d'abord les conditions
aux limites envisagées, ainsi que le maillage utilisé. La partition
(1.5) de la frontiére T nous a permis de décomposer Te domaine de
calcul (identique & celui utilisé au Chapitre 4) en une composante
I'p de Dirichlet o0 la fonction courant est nulle, et une frontiére
artificielle (en pointillés sur la Figure 2.1) sur laquelle on s'est

donné les conditions aux limites soit grdce & un probléme de Riemann

r, (1.29)-(1.30), soit grdce & une donnée de vitesse tangentielle

R
(frontiére de Neumann FN)W

f profil NACA 0012 .
PR D
L_¥ P \

Figure 2.1 Conditions aux limites
pour 1'aile NACA 0012




Par ailleurs, nous avons conservé les maillages construits pour

le Chapitre 4 autour du demi-profil NACA. Mais 1'ordre des matri-
ces & factoriser est maintenant d'environ 280, 1100, 4300, 9600
pour les maillages comportant respectivement 11, 21, 41, 61 points
sur le demi-profil. Afin de concentrer notre effort sur le traite-
ment des non-lindarités du probléme, nous n'avons pas utilisé de
méthode itérative de type gradient conjugué pour les systémes non-
symétriques (pour lesquelles nous renvoyons & JOLY [16] et aux ré-
férences citées). Nous avons au contraire retenu une factornisation
exacte de Gauss avec pivot décrite au paragraphe précédent. Par
contre, le colt d'une telle procédure est trés élevé. Ainsi les
maillages N41 et N61 conduisent & des temps de calcul trop impor-
tants. Nous n'avons donc utilisé que les maillages N1l pour les

tests et N21 pour 1'exploitation du programme (Figure 2.2).

—T |

Figure 2.2 Maillage N21 autour du NACA 0012




Dans ce dernier cas, la factorisation L.U s'effectue typiquement

en 10 & 20 secondes CPU sur le Cray 2 du CCVR.

L'algorithme de Newton présenté dans la premiére partie (rela-
tion (1.51)) n'a pas été mis en oceuvre aussi simplement. En fait, nous
avons utilisé un algorithme de quasi-Newton ; 1'inconnue globale

X = (ﬁ,w) est calculée par 1'algorithme sous relaxé suivant :

(2.1) ULRI LIS L 37

avec 68X solution de

(2.2) dF(X™).6X = - F(X™)

Dans ces relations, o” et dF(Xm) sont choisis comme suit : le
coefficient o (wn €[0,1}) est adapté de sorte que 1'incrément
final de vitesse w".8U ne dépasse pas 0.01 en norme L~ :

(2.3) W'l . <001 , o0<u"<1
(@)

et pour étre complet, rappelons que e nombre de Mach de référence

M, a toujours &té choisi égal & 1 :

0
(2.4) c=1e=s |U]=1
Par ailleurs, la matrice dF(Xm) est factorisée toutes les 10 jtéra-

tions. L'entier m est donc choisi selon la relation :
(2.5) m=10. Partie entiére ({%)4-1

De cette fagon, une courbe de convergence typique a 1'allure indiquée

Figure 2.3 : le résidu de la densité "pn+1_ pnﬂ uo/Iipnll - Stationne
L

L
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Figure 2.3 Résidu de la densité. Aile NACA 12,
M_=0.90, itérations 250 & 350.

autour de 10"2 3 cause de notre contrainte (2.3), puis décroit

trés rapidement dés qu'on s'approche de 1a solution.

Pour les calculs & nombre de Mach & 1'infini inférieur a 1,
nous avons initialisé le calcul par 1'écoulement uniforme correspon-
dant. L'algorithme prend alors 200 & 400 itérations avant de conver-
ger jusqu'd la précision de la machine. Lorsque le nombre de Mach a
1'infini est plus grand que 1, nous avons initialisé le calcul par le

résultat de 1'expérience précédente (de Mach directement inférieur).




Dans ce dernier cas, nous avons choisi une condition de type Ty
pour la frontiére artificielle, alors que Te probléme de Riemann
nous a permis d'effectuer les premiers cas tests a M_=0.8, 0.85,

0.90, 0.95.

2 - CALCULS A MACH INFINI EGAL A 0.80 ET 0.85

Ces deux valeurs du Mach & 1'infini ont été déji considérées
au Chapitre 4. Les champs d'isomachs correspondants, représentés sur
les Figures 2.4 et 2.5 sont trés comparables aux résultats obtenus
Chapitre 4 (Figures 2.12 et 2.18). Pourtant, T1'étude des courbes de
coefficient de pression sur le profil (Figures 2.6 et 2.7) montre qu'
avec notre nouvelle méthode, l1a zone supersonique est plus étendue et
Te nombre de Mach maximal est plus élevé. Pour le cas M_=0.80, la
comparaison avec les auteurs du GAMM workshop [28] (voir aussi la Fi-
gure 2.17 du Chapitre 4) est trés satisfaisante, puisque 1'overshoot

présent dans nos résultats du Chapitre 4 a disparu, et que notre nou-

Lo}

1T~ o
il « 00

ua o4
T va }

ve se place
mieux dans la fourchette (-0.84,-0.93) proposée par RIZZI-VIVIAND
{28]. Pour 1'écoulement 3 M_=0.85, la position du choc reste correc-
te (xcasO.7,0.8) et celui-ci est plus fort (Mach maximal = 1.35).
Ces deux cas tests classiques nous ont permis de valider Te code de

calcul et le schéma intérieur en particulier,

Le splitting vectoriel proposé aux relations (1.25)(1.26) avait
donné des résultats corrects pour M_=0.80, mais un choc beaucoup trop
fort (!) placé en bord de fuite du profil pour M_=0.85 (Figures 2.8
et 2.9). Nous ne 1'avons donc pas utilisé pour d'autres tests. Toutefois
la convergence de ce dernier cas nous a confirmé le bien-fondé d'un al-

gorithme de type Newton pour la ré&solution du probléme.




Figure 2.4 Isovaleurs du nombre de Mach.
Aile NACA 0012, M_=0.80, a=0°.

Figure 2.5 Isovaleurs du nombre de Mach.
Aile NACA 0012, M_=0.85, a=0°,
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Figure 2.6 Courbes de Cp sur le profil NACA 0012,

M, =0.80, a=0°. Comparaison des résultats
obtenus avec les méthodes des Chapitres 4 et 7.

L Mach = 1

CAFFFICTENT OF PRESS I

Figure 2.7 Courbes de Cp sur le profil NACA 0012,
M =0.85, a=0°. Comparaison des mé&thodes
développées aux Chapitres 4 et 7.




Figure 2.8 Courbes d'isomach. Aile NACA 0012, M_=0.85,

NE“TDE DO OMOTH LIS FC pasplr

1.4

a=0°,

Splitting vectoriel (1.25)(1.26).
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Figure 2.9 Courbe de Cp sur le profil NACA 0012,

M_=0.85, a=0°, splitting vectoriel.




Figure 2.10 Isovaleurs du nombre de Mach. Demi-profil
NACA 0012, M_=0.90.

- MAZH

NACA 0012 aiffoil. M.=0% a=(F

Figure 2.11 Résultats de BRISTEAU et al [3] pour ce méme cas test.




3~ TJESTA M =0.90.

Ce cas test est beaucoup plus raide que les deux précédents.
IT a nécessité 350 itérations non-linéaires au total (soit 35 facto-
risations de Gauss). Les cent derniéres valeurs du résidu ont é&té
portées Figure 2.3. Le choc, placé cette fois sur le bord de fuite
du profil, est trés développé (la zone supersonique a une extension
au dessus de 1'aile qui dépasse deux cordes). De plus, ce choc est
clairement obfique (Figure 2,10), puisque tes relations de Rankine-
Hugoniot relatives & un choc droit, satisfaites dans les deux cas
tests précédents, sont maintenant en défaut : Te nombre de Mach en
amont du choc (1.41) est suivi d'un état aval de nombre de Mach é&gal
a8 0.77 alors gque Ta relation de Hugoniot relative & un choc droit
nous prédit 0.67. Les comparaisons avec d'autres auteurs sont plus
difficiles, et & notre connaissance, seuls BRISTEAU-PIRONNEAU-GLOWINSKI-
PERIAUX-PERRIER-POIRIER [3} ont publié des résultats pour ce cas test
(M, =0.90, a=0°, cf. Figure 2.11). Ces auteurs obtiennent comme nous
un choc oblique en bord de fuite. Le nombre de Mach maximal qu'ils ob-
tiennent (1.5) est un peu plus fort que le ndtre, mais leur maillage
est plus raffiné. Pour conclure, nous pouvons considérer que nos résul-
tats sont trés comparables & ceux de BRISTEAU et al. Ce cas test montre

a la fois la robustesse de notre formulation et la précision qu'offre

1a méthode numérique.




