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Chapitre 4

Résolution numérique de I' équation du potentiel
transsonique a 1I' aide d'une méthode d' éléments finis

mixtes et d' un algorithme de point fixe .




ITT - APPLICATION A UN PROBLEME D'AERODYNAMIQUE INTERNE

1 - POSITION DU PROBLEME

Nous nous proposons d'appliquer la méthode décrite dans 1a
partie 1 & un probléme intérieur, et plus précisément & un écoulement
transsonique dans une tuyére convergente-divergente. Tous les calculs
ont été effectués sur le canal du GAMM de RIZZI-VIVIAND [43] décrit

au chapitre 3, et proposé initialement par LAVAL [32].

a) Rappels monodimensionnels (cf. chapitre 1)

o ———— e B e e ot e -

Dans une approximation quasi monodimensionnelle, la conserva-

tion du débit total le long de 1'abscisse x s'écrit simplement :
(3.1) p(x}u(x) A(x) = D

ol A(x) désigne 1'ajre de la tuydre & 1'abscisse x. On en déduit

de fagon évidente 1a variation du flux de masse
(3.2) q(x) = p(x) u(x)

le Tong du canal. Si de plus 1'évolution est d'enthalpie totale cons-
tante et d'entropie imposée, la densité et e flux de masse sont reliés

par

| . [l 2w
(3.3) 4 V/(;-l P Y-1 P

obtenue en fixant dans (1.11} le nombre de Mach de référence M, & 1

de sorte que tous les champs sont des grandeurs adimensionnelles qui

satisfont




(3.4) p=us=l si gq=1 (état sonique)

comme 1'illustre la figure 3.1.

q = pu

P— — - - - —————— e E—

Figure 3.1 : Loi densité-flux de masse pour un
écoulement isentropique isenthalpique

On a alors trés simplement 1'alternative suivante (cf. théoréme
de Hugoniot) :
® ou le flux de masse au col est strictement inférieur & 1 et 1'écoule-

ment est partout subsonique {p > 1) ou partout supersonique (p < 1),

e ou le flux de masse au col vaut exactement 1 et Lo debit est §4xé

(figure 3.2)

(3.5) D = A,

ainsi que le flux de masse & ]1'entrée de la tuyére

A

(3.6) Q=g
€




col

P X

Figure 3.2 : Tuy&re convergente-divergente

donc 1'état physique d’entrée Pes Par résolution de 1'équation (3.3)
par rapport & p, avec comme donnée q==Qe. Parmi les quatre régimes
qui sont alors a priori possibles, deux sont physiquement intéressants,
et sont obtenus en supposant 1'&coulement subsonique a 1'entrée. Le

nombre de Mach est alors complétement défini, et vaut par exemple
(3.7) Me = 0.8499

pour le canal du GAMM (puisque Ay = 2.073 et Ac = 2.031). Si 1'&cou-
Tement est supersonique dans le divergent, on explore dans le plan de

phase (p,q) 1la courbe de 1a figure 3.1 selon 1a flache en trait simple,

et le nombre de Mach en sortie est encore fixé par la géométrie (MS = 1.1637
pour le canal du GAMM), alors que si le fluide demeure subsonique dans le
divergent (8volution représentée par la flache en double trait sur la

figure 3.1) la pression croit & nouveau aprés le col.




Pour le canal du GAMM, le rapport I de la pression (statique) &

la pression de vitesse nulle (pression génératrice) vaut dans ce

dernier cas
(3.8) I = 0.623512

selon cette analyse.

Nous retiendrons de ces rappels &lémentaires que lorsque le
débit est maximal (on dit que la tuydre est bloquée, ou amorcée),
1'8coulement sonique au col peut déboucher sur un écoulement subso-
nique ou un &coulement supersonique dans le divergent suivant la

valeur de la pression en sortie.

b) Coefficient de débit

Le probléme bidimensionnel est bien entendu beaucoup plus
complexe. La conservation de la masse (1.2) n'entraine plus la simple
relation algébrique (3.1), et dans 1a formule (3.3), q désigne seu-
lement le modufe du flux de masse. Toutefois on peut majorer de fagon

simple le débit total.

PROPOSITION 3.1

Les grandeurs physiques étant adimensionnalisées de sorte que
la relation (3.8) soit satisfaite, le débit total maximal Dmax paseant

dans la tuyldre est inférieur & la section du col :

(3.9) Doy < Ac




DEMONSTRATION

D'aprés (1.2), le d&bit n'est pas fonction de la surface le

Tong de laquelle on intégre le champ puU ; si on choisit la surface
plane I définie par e col, ona D = j bﬁ.ﬁcﬁ- et grdce & Cauchy-
z

Schwarz et & (3.3), i1 vient :

lod.7| < gq(p) < 1

DEFINITION 3.1 (voir qusart CARRIERE [71)

Le coefficient de débit Cp est le rapport du débit maximal
passant dans la tuyére & la seetion du col (avee 1'adimensionnalisation

chotseie).

(3.10) C, = —Max

Rappelons que ce coefficient est a priori inconnu et qu'en

particulier fLe débit maximum est inconnu. Des méthodes de calcyl appro-

ché de CD ont été développées, pour lesquelles nous renvoyons a HALL

[28], KLIEGEL-LEVINE [31], CUFFEL-BACK-MASSIER {111, DUTTON-ADDY {16].

¢) Conditions aux Timites

A - -

Les conditions aux limites gue 1'on peut se donner pour 1'stude
d'une tuyére sont connues de fagon semi-empirique. Suivant VIVIAND-

VEUILLOT [48] par exemple, on peut prendre (figure 3.3) :




Figure 3.3 : Conditions aux limites

sur Tg .- direction de 1'acoulement imposée

sur T,uT, : condition de glissement
(3.11)
sur T : pression imposée (sortie subsonique), ou

pas de condition (sortie supersonique).

Ces conditions physiquement réalistes doivent étre rapprochées

des conditions {1.27) de notre algorithme de calcul :

= Y sur T
(3.12)

=) €

1= g sur PN

Si 1'on choisit Tp = T,UT,, alors la condition (3.12) entraine
(3.11) sur cette portion de la frontiére, mais la réciproque est fausse :
une donnée de Diri;hlet pour la fonction courant exige 1a connaissance

du débit total D qui passe dans la tuyére :

¥

¢ =D sur T,

0 sur T,
(3.13)

Si on suppose 1'écoulement normal & la face d'entrée {ce qui est

raisonnable pour le canal du GAMM puisque la section est uniforme dans

un voisinage de 1‘entrée comme de la sortie), alors les conditions (3.11})

et (3.12) dégénérent sur T < Ty :




n
o

(3.14) 9 sur Tg

Par contre, la condition sur la surface de sortie est de nature
beaucoup plus complexe (non-lingaire) et s‘avére difficile & réaliser
exactement comme le signalent VIVIAND et VEUILLOT dans leur mémoire
[48] . Mais elle est physiquement essentielle, et on attend que l1a don-
née de la pression de sortie perturbe un écoulement bloqué sur toute
une partie du divergent, comme le propose la théorie monodimensionnelle.

Pour nos calculs, nous avons simpiement choisi

(3.15) g=0 sur T,

ce qui est physiquement correct dans ce cas comme nous 1'avons rappelé
plus haut. Les conditions (3.13) & (3.15) définissent toute une famille
de problémes, paramétrée par le débit total D (alors que le paramétre

naturel était le nombre de Mach M_ pour le probléme extérieur).

d) Maillages

Nous avons utilisé deux maillages pour nos calculs numériques,
d'une part celui proposé pour le GAMM workshop (72 x 21 points) qu'on
notera G41 car i1 comporte 41 points sur le profil (cf. figure 2 du
chapitre 3}, et d'autre part un maillage plus grossier (noté G21) de

35 x 11 points, présenté figure 3.4.

L
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Figure 3.4 : Maillage G21 du canal du GAMM




2 - EXPERIENCES NUMERIQUES A L'AIDE DU MAILLAGE GROSSIER

Nous avons effectué une série d'expériences & 1'aide du maiilage
G21, en faisant varier uniquement le débit total D (cf. gquation (3.13))
entre deux tests. Tous les calculs présentés dans ce paragraphe ont con-
vergé de fagon tout & fait satisfaisante ; en effet, 1'erreur relative
pour les densités (relation (1.28)) a décru jusqu'd des valeurs arbitrai-
rement petites (e=:10-" ou moins, typiquement). Au fur et & mesure que
Je débit D augmente, la région du canal of 1'écoulement est supersoni-
que se développe ; de taille modérée au début (D=2.) puis de plus en
plus importante (D=2.014a D=2.0293). A partir d'une valeur critique
(nous avons observé D=2.0294), e bulbe supersonique traverse tout
je canal et, en particulier, le choc est présent sur toute une section
de 1'&coulement. Au dela (D supérieur & 2.0295), le choc disparait de
1a solution convergée et laisse Ta place & un &coulement supersonique
dans toute la section du canal qui suit le divergent.

Nous présentons sur les figures 3.5 & 3.7 les résultats détaillés
(champ d'isovaleurs du nombre de Mach, courbes de Mach sur les parois
inférieure et supérieure, courbes de convergence du résidu (1.28)) pour
des valeurs du debit total ol différents régimes caractéristiques ont &té
observés (D=2.025;D=2.02945;D= é.0295). Le tableau 3.8 regroupe
1'ensemble des calculs effectués, et appelle plusieurs commentaires. Tout
d'abord, aucun débit maximal Dmax n'est mis en évidence, puisque pour
chacune des valeurs de D, le code a convergé. De plus, des valeurs de
D supérieures & la valeur critique Ac (cf. Proposition 3.1) ont méme

5té observées ! La raison est simple : le décentrage (1.25) introduit
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Figure 3.7

Canal du GAMM (GZ21)
Débit = 2.0295

e Isgvaleurs du nombre de Mach
(en haut)

¢ Nombre de Mach sur les parois
(au milieu)

e Courbe de convergence
(ci-contre)




Minimum Maximum
pression statique
Débit de T = Remarques
pression génératrice
ad la sortie du canal
2,00000 0,6531 0,6533 choc trés faible
2,01000 0,6445 0,6446
2,02000 0,6350 0,6351
1a Tigne sonique (M=1
2,02500 0,6299 0,6300
' ne traverse pas le
2,02700 0,6278 0,6279
canal
Z,02900 0,6256 0,6258
2,02930 0,6253 0,6254
2,02940 0,6252 0,6254 la 1igne sonique et le
2,02945 0,6251 0,6252 choc traversent le canal
2,02950 0,3718 0,3829
2,02960 0,3294 0,3469
2,02970 0,3235 0,3421
sortie supersonique
2,03000 0,3166 0,3347
2,03100 0,3083 0,3255
2,03200 0,3044 0,3255

Figure 3.8 : Tuyére du GAMM. Maillage comportant 21

points sur le profil. Résultats numériques.




Minimum “1_ Maximum

pression statique

Débit de Il = Remarques
pression génératrice
& la sortie du canal
2,0100 0,6444 0,6446 la Tigne sonique ne
2,0200 0,6350 0,6351 traverse pas le canal
2,0250
} oscillations réguliéres du résidu
2,0260 Calcul non
2,0270 convergé } oscillations chactiques ou de grande
2,0273 amplitude du résidu
2,0274 0,2972 0,3252
sortie supersonique
2,0277 0,2888 0,3253
2,0278
Calcul non convergé. Le résidu se stabilise autour de
2,0280 o3 -3 -
3.10 ", 6.10 7, 2.10 respectivement
2,0300

Figure 3.9 : Tuygre du GAMM. Maillage comportant 41

points sur le profil. Résultats numériques.




une erreur dans 1a loi (1.11) qui traduit le théordéme de Bernoulli
et 1'isentropie de 1'&coulement, donc la relation (3.3) n'est véri-
fige que de fagon approchée. Ainsi, le nombre de Mach de sortie

M = 1.16 prévu par 1'&tude monodimensionnelle pour les &coulements
a sortie supersonique est largement dépassé (pour D=2.031 par
exemple, on a observé une pression II de 1'ordre de 0.3, qui cor-
respond & un nombre de Mach de 1.43). Les résultats du tableau 3.8
sont donc quantitativement inexacts, puisque 1iés & 1'utilisation
du maillage grossier GZ1. Mais ces mémes résultats sont qualitati-
vement trés corrects puisqu'une transition précisée apparait entre
les écoulements & sortie subsonique et ceux & sortie supersonique ;
dans ce dernier cas, toute la zone supersonique est capturée par le

code (malgré une initialisation toujours choisie & M = 0.85),

init
ceci sans créer d'instabilité numérique particuliére.

3 - EXPERIENCES NUMERIQUES A L'AIDE DU MAILLAGE FIN

Comme au paragraphe 2, nous avons effectué plusieurs expériences
én faisant seulement varier le débit total D de la condition de
Dirichlet (3.13). Les résultats (tableau 3.9 pour un apergu global)
font apparaitre guatre régions ol le comportement du code numérique
différe notablement. Dans une premiére phase (jusqu'a D=2.02) le
canal devient transsonique et le bulbe supersonique est de taille mo-

dérée ; sur la figure 3.10, nous avons comparé les &coulements calculés
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Figure 3.10 : Canal du GAMM, Débit = 2.02.
Comparaison des courbes de Mach sur la paroi inférieure
de la tuyére pour les maillages G21 et G41.

grace aux maillages 621 et G41 pour un débit D = 2.02. Dans un
deuxiéme temps (D = 2.025 & D = 2.073), le code ne convérge pas
(sans toutefois diverger) : le résidu défini par (1.28) oscille,
d'abord avec une période bien définie (de 40 a 50 itérations pour

les débits D = 2.025 et D = 2.026), puis de fagon assez chaotique

(D = 2.027) et enfin avec une période extrémement Tongue (D = 2.0273).
La figure 3.11 illustre ce comportement. Rappelons que les 1000 ité-
rations effectues représentent un colt-calcul non négligeable puisqu’

a chaque itération, nous avons & résoudre un systeme lin&aire (symétri-




que, défini-positif) d'ordre 1512. Une &tude plus détaillée de cet
exemple montre que 1'&coulement calculé par le code "oscille" entre
deux régimes, 1'un avec une sortie supersonique (aprés 200 et 700
jtérations typiquement) et 1'autre avec un choc fort barrant tout

je canal et une sortie supersonique (aprés 500 et 1000 jtérations) ;
ces deux &coulements sont présentds figures 3.12 et 3.13. Un troi-
cisme ensemble de valeurs du d&bit apparait ensuite (D = 2.0274

& D = 2.0277) avec convergence vers une solution supersonique en

sortie (voir les figures 3.14 et 3.15).
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Figure 3.11 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0273.
Variation du résidu.
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Figure 3.12 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0273.
Allure des isovaleurs du nombre de Mach
aprés 200 itérations non-linéaires.
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Figure 3.13 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0273.
Allure des isovaleurs du nombre de Mach
aprés 1000 itérations non-lin&aires.




Figure 3.14 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0274.
Isovaleurs du nombre de Mach.
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Figure 3.15 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0274.
Courbe de convergence.




Enfin, pour des débits supérieurs 3 2.0278, le code ne converge plus,
bien que 1'écoulement observé soit comparable & celui de la figure
3.14, et le résidu osciTle autour d'une valeur de plus en plus

grande au fur et d mesure que D croit (figure 3.16).
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Figure 3.16 : Canal du GAMM, Débit = 2.0278.
Variation du résidu (1.28).




b) Discussion et comparaison des calculs effectués sur les maillages
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les résultats dus au maillage le plus fin, présentés au para-
graphe précédent, paraissent moins encourageants que ceux obtenus avec
le maillage plus grossier. En effet, le code n'a pas convergé (apreés
au plus 1000 itérations de 1'algorithme de point fixe) dans deux pla~-
ges de valeurs du débit D.

Pour D assez grand (D > 2.0278), nous pensons que le blo-
cage du canal est atteint, c'est-a-dire qu’'une valeur maximale numérique
du débit est atteinte (valeur au deld de laquelle le systeme discret
d'eéquations & résoudre n'a plus de solution). Cette valeur (2.0278) est
compatible avec la valeur maximale théorique (cf. Proposition 3.1), puis-
que 1'inéquation (3.9) est satisfaite. Avec le maillage G21, cette valeur
Timite a aussi été observée, mais pour une valeur D = 2.07 qui contre-
dit le critére {3.9). Le raffinement du maillage a donc permis une appro-
ximation physiquement plus réaliste du coefficient de débit.

Ltintervalle de débit [2.025, 2.0273} ol le code ne converge
pas pour 1e maillage G41 est plus délicat a interpréter. 11 est clair
que 1'algorithme de point fixe est de moins en moins efficace au fur et
3 mesure que le maillage est raffiné, comme on 1'a vu pour 1'aile NACA
0012 aux figures 2.13 et 2.20, et lors du calcul & M _=0.85 sur le
maillage le plus fin (ol 1'algorithme du I.5 n'a pas convergé). Pour les
régimes transsoniques complexes de la tuy&re du GAMM comme pour les chocs
forts autour d'un profil NACA, raffiner le maillage ne permet plus a

1'algorithme de point fixe d'étre contractant, bien qu'il ne diverge pas.




Figure 3.6 : Maillage G21, D&bit = 2.02945.
Isovaleurs du nombre de Mach.

T 085

Fiqure 3.17 — Iso-Mach lines for channe! flow. Potentisl sofution  (ref 43)

Figure 3.18 = fso-Machiines for channel flow. Euler molution. (ref 43)



Mais le calcul sur le maillage G41 pour un débit D = 2.0273 1laisse
aussi supposer que le systéme discret d'équations a plusieurs solu-

tions {figures 3.12 et 3.13) comme la théorie monodimensionnelle le

prévoit, et que ce sont les conditions aux Timites numériques qu'il

conviendrait de modifier afin de mieux prendre en compte les condi-

tions aux limites physiques (3.11).

Enfin, la comparaison des résultats des deux maillages montre
que les valeurs du débit ol apparait un é&coulement avec une ligne so-
nique qui traverse tout le canal sont différentes [2.0294 pour G21 ;
entre 2.025 et 2.073 pour G411 comme 1'imprécision sur le débit maxi-
mal le laissait prévoir. Mais les résultats obtenus sur le maillage
G21 pour un débit D = 2.02945 (figure 3.6) sont trés intéressants,
et peuvent étre comparés & ceux de VEUILLOT-VIVIAND présentés dans [43]
sur ce méme cas test avec une modélisation potentielle du fluide (figure
3.17) : dans les deux cas, 1'équation du potentiel transsonique fournit
un écoulement avec un choc qui barre tout le canal, alors qu'un code
Euler ne fait apparaitre qu'une zone supersonique modérée (figure 3.18,

due aux mémes auteurs).



IV - concLusIoN

La méthode de résolution du modéle transsonique potentiel
présentée dans ce chapitre est fondée sur une formulation mixte
vitesse-fonction courant des équations aux dérivées partielles du
probléme et sur un traitement de la non-linéarité a3 1'aide d'un
décentrage de la densité associé& d un algorithme de point fixe.

Les tests effectués sur le probléme extérieur (partie II)
nous ont permis de sélectionner avec précision un décentrage qui
stabilise 1'algorithme, et de valider notre code, puisque les ré-
sultats sont comparables & ceux d'AMARA [1] avec une méthode ana-
Togue.

Pour 1'étude du probléme intérieur, la difficulté provient
du choix des conditions aux limites, pour la fonction courant en
particulier. Nous avons fixé le débit dans chacune de nos expérien-
ces numériques, afin d’'étudier les performances de 1'algorithme
lorsqu'on fige les conditions aux limites numériques. Les résultats
(sur le canal du GAMM) font apparaitre une forte dépendance vis &
vis du maillage. Toutefois, les deux régimes qui caractérisent une
tuyére amorcée (choc fort avec sortie subsonique ou écoulement ré-
gulier avec sortie supersonique) ont &té observés.

Dans le cas de 1'aérodynamique externe comme celui de 1'aé-
rodynamique interne, la convergence du code a &té défaillante pour
certains cas tests sur les maillages les plus fins. L'algorithme de

point fixe semble avoir atteint ses Timites et une méthode de type




multigrille devrait s'avérer plus robuste. Pour 1'étude des tuyéres,
le décentrage de 1a densité induit une erreur sur la conservation de
1'enthalpie totale, et fournit des solutions supersoniques dans tout
le divergent oli 1e nombre de Mach parait trop &levé par rapport a
1'approximation monodimensionnelle.

Rappelons que la méthode proposée conduit & Ta résolution

d'un systéme linBaire symétrique défini positif & chague itération,

pour lequel les méthodes de gradient conjugué préconditionné sont
trés efficaces (Chapitre 3), mais le couplage induit entre les coef-
ficients de la matriece (&quation (1.10)) et le traitement de 1a non-
Tinéarité (équations (1.11) et (1.25)) est trés complexe et n'est
pas encore, a notre connaissance, analysé de fagon satisfaisante.
Aussi, nous proposons au Chapitre 7, d'utiliser un algorithme de
Newton pour résoudre le probléme transsonique en formulation mixte

vitesse-fonction courant.

- aolit 1987 -
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