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INTRODUCTION

Cette thése a pour théme le calcul numérique, par la méthode des
éléments finis, des &coulements de fluides parfaits dans des tuyéres au
moyen d'un potentiel vecteur. Ce probléme d'@noncé physique assez simple
est en fait mathématiquement quasi-inaccessible ; les équations sont for-
tement non-lingaires et autorisent des solutions discontinues, les ondes
de choc par exemple. De plus, Ta th&orie mathématique des systémes hyper-
boliques non-linéaires, qui correspond & ces problémes, ne permet de trai-
ter rigoureusement que quelques cas particuliers pour une géométrie mono-
dimensionnelle. Le développement de nouvelles méthodes numériques s'appuie
donc sur les méthodes existantes pour Tesquelles nous disposons de résul-
tats d'approximation précis dans le cas Tinéaire, sur 1'analyse mathémati-
que de problémes modéles qui traitent une physique de plus en plus comple-
xe, et sur Tes expériences numériques qui permettent une validation empi~-
rique sur des cas tests classiques.

Nous commengons donc, au Chapitre 1, par rappeler guelques points
de modélisation gqui nous semblent importants. Nous présentons les modéles
de fluides parfaits utilisés dans la suite du travail ainsi que leur do-
maine physique de validité. Nous dé&taillons &galement le modéle monodimen-
sionnel des tuyéres, non-linéaire, qui permet au prix de calculs trés sim-

ples de dégager la nature des phénoménes physiques dominants dans 1'écou-
lement.

Les chapitres suivants sont rangés par ordre croissant de comple-

xité non-Tinéaire, due essentiellement & une prise en compte croissante




des conditions aux limites. Nos cas de calcul traitent des géométries
de dimensions un, deux ou trois. Nous prenons pour point de départ Te
modéle linéaire du fluide irrotationnel et incompressible. Nous Te rap-
pelons briévement. La tuyére est représentée par un ouvert borné Q
assez régulier plongé dans R? et le fluide est décrit par Te seul
champ de vitesse U. Nous nous donnons aussi le flux normal sur la

.

frontiére 30 du domaine. Le probléme & résoudre s'écrit sous forme

du systéme d'équations :

(1) divid =0 0
(2) rot U = 0 0
(3) u.n=g 30

La Toi de conservation (1) nous permet d'introduire la fonction courant
 pour représenter le champ de vitesse :

(4) U= roty

et cette fonction courant est alors simplement solution de 1'équation de
Laplace

(5) -by =0 9]

Par ailleurs, en intégrant la relation (3) le long de la frontiére 30,
on construit facilement & partir du flux g une condition limite de
Dirichlet ¥ pour la fonction courant :

(6) Y= 30

La fonction courant est solution du probléme (5)(6), trés classique, pour

lequel les méthodes d'éléments finis conformes et mixtes ont montré leur

pertinence.




Au Chapitre 2, nous &tudions un probléme de type {1)-(3) dans
un domaine Q Zaidimensionnel. Dans ce cas, la fonction courant in-
troduite & 1a relation (4) est un potentiel vecteur. Nous le discréti-
sons & 1'aide de 1'é1ément fini tétraédrique vectoriel de degré 1 in-
troduit par NEDELEC {5]. Bien que linéaire, le probléme & résoudre com-
porte plusieurs difficultés. La condition de jauge & ajouter & la rela-
tion (4), afin d'assurer 1'unicité du potentiel vecteur, donne naissance
a une jauge discréte reliée au choix d'un arbre parmi les arétes du mail-
lage ; la condition limite (3) conduit & des difficultés de méme nature.
Afin de coupler correctement les représentations (3) et (4) sur Ta fron-
tiére, nous avons développé un &lé&ment fini courbe qui généralise le té-
traédre de NEDELEC. Nous proposons une formulation mixte vitesse-potentiel
vecteur du probléme et nous donnons une estimation d'erreur optimale pour

le champ de vitesse.

Au Chapitre 3, nous présentons la mise en oeuvre numérique de la
méthode précédente pour un probléme non-lingaire elliptique (programme de
calcul tridimensionnel PSI3D, que nous avons développé sur le Cray 15 du
CCVR}. Nous enrichissons le modéle fluide par 1'introduction de la densité

p. Le probléme & résoudre est un modéle transsonigue potentiel qui satis-

fait aux équations :

ol = rot v Q
(7) rot U =0 Q
o = f({U]) Q

(8) oU.A =g 30




Nous reformulons le systéme non-linéaire (7) sous forme variationnelle

mixte et nous mettons en oeuvre un algorithme de point fixe. Le mailla-
ge utilisé est semi-déductif et des prismes ont servi de support géomé-
trique & 1'é1ément fini vectoriel permettant de discrétiser le potentiel

vecteur,

Au Chapitre 4, nous abordons 1'étude d'Zécoulements thanssoniques
dans des tuyéres, en nous restreignant au cas de deux dimensions d'espa-
ce. Nous utilisons la méthode proposée par AMARA [1]: un décentrage de
la densité p couplé 8 un algorithme de point fixe. Nous avons ainsi
résolu numériquement Te systéme (7)(8) de fagon satisfaisante (d cette
occasion, nous avons développé le logiciel PFX03 sur les ordinateurs
Cray 1S et Cray 2 du CCVR). Mais cette étude montre aussi que les condi-

tions aux limites physiques du probléme sont en général mal représentées

par la condition limite (8).

Au Chapitre 5 nous étudions, en collaboration avec Ph. Le Floch,
le probléme abstrait des conditions aux Limites pour Les sysiimes hypen-
bofiques de lois de conservation. Deux formulations sont proposées. La
premigre, fondée sur 1a méthode de viscosité, conduit & une inégalité
d'entropie & la limite qui généralise un travail antérieur de BARDOS-
LEROUX NEDELEC [2]1. La seconde résulte d'une analyse en terme de probléme
de Riemann et conduit a des problémes a la limite mathématiquement bien
posés. Nous montrons aussi que pour les systémes hyperboliques linéaires

stricts et les lois de conservation scalaires non-convexes, ces deux for-

multations sont équivalentes.




Au Chapitre 6, nous &tudions le traitement numérique des
conditions aux Eimites physiquement inténessantes pour les équations
d'Euler de la mécanique des fluides parfaits. Cette &tude repose sur
une interprétation simple du schéma numérique d'OSHER [6] en terme
d'ondes de détente multivaluées. Notre démarche généralise Ta seconde
formulation du chapitre précédent et permet d'introduire (sans la for-
maliser outre mesure) la notion de probléme de Riemann partiel, déja
présente chez GODUNOV [4] dans plusieurs cas particuliers. Des expé-
riences numériques monodimensionnelles effectudes au CIRCE aprés dé-

veloppement du programme EULO8 illustrent et motivent notre travail.

Au dernier chapitre, nous reprenons 1'étude des tuydres trans-
soniques bidimensionnelles commencée au Chapitre 4. Nous avons résolu
numériquement Te modéle transsonique potentiel (7) gréce 3 deux nouveau-
£és par rapport au Chapitre 4 : un décentrage de 1'impulsion & 1'aide
du schéma d'ENGQUIST-OSHER [3], qui conduit & substituer 3 1'a1gorithme
de point fixe un algorithme de quasi-Newton, et d'autre part une prise
en compte des conditions aux limites inspirée de 1'analyse proposée au
Chapitre 6. Le schéma obtenu est relativement complexe et assez coiteux
a mettre en oeuvre, mais grdce & cette méthode nous avons mend & bien,
& 1'aide de nos codes EON28 et DDO5 sur 1'ordinateur Cray 2 du CCVR,

toute une série de calculs d'écoulements transsoniques classiques et

moins classiques pour des problémes d'aérodynamique externe et interne.
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