Flux limite de paroi mobile

Si un fluide est limité par une structure lentement variable et qui se déplace
peu dans l’espace, nous cherchons a prendre en compte ce mouvement sans mo-
dification des mailles du logiciel de simulation. Nous posons d’abord le probleme
dans le cadre élémentaire d’une seule dimension d’espace. Puis pour un maillage
bidimensionnel cartésien de frontiere mobile, nous montrons que les bilans en
espace-temps des variables conservées peuvent se décrire par un “flux limite de
paroi mobile” qui contient toute la dynamique. Dans le cas de petits mouvements
suffisemment lents, nous proposons une linéarisation de ce flux et décrivons en
détail une implémentation numérique possible.

1) Introduction.

° On cherche a modéliser numériquement 1’écoulement de fluide parfait
dans un domaine extérieur a un objet flexible limité par une paroi mobile T'.
Dans le cas d’une paroi rigide, le probleme fluide est posé sous la forme d’un
probleme aux limites pour les équations d’Euler de la dynamique des gaz :
équations d’Euler (stationnaires 7) dans le volume fluide {2, condition limite de
non pénétration du fluide dans la paroi sur cette portion I' de frontiere (wen =0,
ou u est le champ de vitesse du fluide et n la normale a I' extérieure au domaine
), condition d’écoulement uniforme a l'infini sur la partie I'y, qui complete le
bord 02 (02 =T UTy ; voir la figure 1).
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Figure 1 Ecoulement fluide en domaine extérieur.
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Figure 2 Probleme couplé d’interaction fluide-structure ;
la frontiere I' est mobile.

e Dans le cas ou la paroi est flexible, c’est en toute rigueur un probleme d’inter-
action fluide-structure qu’il faut poser sur la réunion de la zone fluide €} et de la
zone solide g (de frontiere commune I') (voir par exemple Morand et Ohayon
[MO92]). 1l convient toujours de poser un probleme fluide dans le domaine
Q) (avec condition limite fluide sur I'y,) mais également d’écrire les équations
de I'élastodynamique dans le domaine solide €25, avec comme condition limite
imposée sur I' la donnée des efforts locaux du fluide sur la structure (c en+pn =
0 sur I'" ou o est le tenseur des contraintes solides, n la normale extérieure et
p la pression du fluide sur la paroi I'). De plus, les domaines € et g sont
mobiles et l'interface I" est en fait une fonction du temps (figure 2) sur laquelle
on doit toujours écrire la non pénétration du fluide a la paroi (ugen = uen,
avec ug égale a la vitesse du solide, sans changer les notations précédentes).
Cette mobilité de 'interface constitue une difficulté majeure dans le traitement
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numérique de ce probleme : les logiciels de mécanique des fluides utilisent en
général des maillages de référence fixes, (comme par exemple le logiciel Flu3c de
Borrel et al [BMDGLS88] que nous considérons ici comme code de référence) et

il en est de méme pour les codes de mécanique des structures comme Nastran
[Mn86] ou Samcef [Sa92].

° Une approche possible pour résoudre ce probleme lorsque le mouvement
du solide est lent devant le temps de mise a 1’équilibre du fluide (voir par exemple
Destuynder [De94] pour une classification des problemes d’interaction fluide-
structure séparant clairement aéroélasticité et aéroacoustique), on découple les
mouvements du fluide et de la structure a I'aide d’un algorithme de type “point
fixe” (voir par exemple Piperno [Pi95]) : le mouvement de la paroi mobile T’
(champ ug sur I') permet le calcul du fluide sur le domaine mobile 2(¢). Comme
résultat de cette modélisation, on dispose du champ de pression paroi p(t) qui est
une condition limite pour le probleme d’élastodynamique posé dans le domaine
Qg (petites déformations), lequel permet la détermination du mouvement de la
paroi mobile ug. Et on recommence !

° Ce processus est a priori convergent lorsque la vitesse de la paroi ug est
faible devant la vitesse ¢ des ondes dans le fluide (| ug |[<< ¢ sur T') et lorsque
I'extension géométrique des perturbations est faible, c’est-a-dire lorsque (%) est
“proche” du domaine fixe 2. Pour fixer les idées, le mouvement d’un point
de la paroi doit étre tel que I'écart J a la position nominale reste petit devant
la taille d’'une maille discrete (| § |[<< Azx). La résolution du probleme fluide
demande 'emploi d’un maillage (partiellement mobile) avec une méthode de
type Euler-Lagrange Arbitraire (Ale ; voir par exemple la synthese proposée par
Anderson [An87]), ce qui est délicat mais fournit une solution satisfaisante (voir
par exemple Ruffino et Coron [RC96]). Le lien entre 'approche dynamique avec
suivi de la surface mobile et une formulation en domaine fixe avec une condition
de transpiration a été proposée dans un cadre continu par Fanion, Fernandez et
Le Tallec [FFL2k].

° Nous proposons ici une méthodologie qui permette, dans le cadre de
la méthode numérique de volumes finis utilisée pour le code Flu3c, d’éviter
d’effectuer un calcul sur un maillage mobile par '’emploi d’une condition limite
équivalente, dite de “paroi mobile”. Les travaux menés jusqu’ici et dont nous
avons connaissance (voir par exemple Coron [Co97]) montrent que la mise en
ceuvre de la condition classique de transpiration (voir par exemple Mortchéléwicz
[Mo089]) ne suffit pas & modéliser correctement 1’effet de la paroi mobile pour le
calcul de la pression. Nous rappelons au paragraphe 2 I’'étude du cas nonodi-
mensionnel qui permet de traiter divers problemes de calcul de pression avant
de passer aux paragraphes 3 a 5 a un modele bidimensionnel qui demande une
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description géométrique précise, un calcul non banal de flux transverses et des
développements algébriques importants.

2) Etude monodimensionnelle
e 2.1 ¢« Volumes finis

° Nous étudions les équations d’Euler de la dynamique des gaz dans un
domaine mobile Q(¢) :

(2.1) Q) =10, X()[, t>0, X(t)>0
tel que le mouvement du point frontiere X (¢) est donné et reste voisin d’un point
fixe d’abscisse L > 0 :
(2.2) X(t)~L t>0.
Dans le domaine d’espace-temps = défini par :
(2.3) == U Q(t) x {t}
>0
nous cherchons un état fluide W (x,t) fonction de ’espace x et du temps ¢t :
(24) 0<z<X(t), t=>0.

L’état W(x,t) est le vecteur des variables conservées (écrit ici comme la trans-
posée d'un vecteur ligne) :

t
(2.5) W= (p, pu, pE)
ol p est la densité du fluide, u sa vitesse et F son énergie totale spécifique liée

a I’énergie interne spécique e via la relation constitutive :

1
(2.6) E=e+ iu?

L’équation d’Euler s’écrit sous forme conservative
ow 0
o ol
et la fonction de flux f(e) suit la relation algébrique :

(2.8) fW) = (pu, pu*+p, puE +pu)t

qui introduit la pression comme une fonction de W via ’énergie interne e et le

rapport v (v = 7/5 pour I'air) des chaleurs spécifiques (voir par exemple le livre
de Courant et Friedrichs [CF48]) :

(2.7) W) =0
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(29) p=(y-1) pe

° Le systeme (2.7) doit étre “fermé” via deux conditions aux limites en
r =0 et z = X(¢) et une condition initiale & £ = 0 qu’on peut écrire :

(2.10) W(e,0) = Wp.

La condition limite en z = 0 consiste a se donner un état fluide W, (¢) via une
condition faible d’entropie a la limite :

(2.11) W(0,t) € E(Wul(t))

qui relie un ensemble d’états admissibles £(W(t)) a un état W (0,¢) au bord
du domaine d’étude (voir [DL{88] et [Du88]) ; dans le cas d’une étude linéarisé
ou W(0,t) est voisin de W, (t), la condition d’entropie a la paroi limite (2.11)
revient a écrire les “relations caractéristiques entrantes”, dont Kreiss [Kr70] a
démontré qu’elles conduisent a un probleme linéaire bien posé. La condition
sur la paroi mobile est de type non pénétration ; la “normale extérieure” au
domaine €(t) est ici simplement égale a 1 et il suffit d’écrire que la vitesse du

fluide u(X (t),t) sur la paroi mobile est égale a la vitesse (imposée) Ty de ladite
paroi :

dX
(2.12) u(X(t),t) = Ty

o La discrétisation numérique du probleme (2.7), (2.10), (2.11), (2.12)
s’effectue avec I'une des nombreuses variantes de ’approche Muscl de van Leer
[vL79] ; nous en donnons une version avec un schéma d’ordre 1 en temps et
renvoyons le lecteur par exemple a [Du93| pour une proposition d’'implémentation
du schéma explicite de Heun. On fixe un pas d’espace Ax de sorte que :

(2.13) I Az =L, I entier > 1

et

(2.14) | X(t) — L] << Ax

ce qui revient & exprimer que le mouvement X (¢) est d’extension spatiale telle-
ment faible qu’une discrétisation usuelle des équations d’Euler le néglige géomé-
triquement. Fixons les notations pour le maillage, qui ne sont pas les plus simples
pour ce probleme monodimensionnel, mais sont les plus naturelles a transposer
au cas multidimensionnel. On pose :

et
(216) @, ,B)=X(1) >0,

,t>0.
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I’hypothese (2.14) indique que la derniere maille reste quasiment de volume Az
lorsque t varie.

° La discrétisation en temps introduit classiquement un parametre de
discrétisation At > 0 (voir la figure 3) ; la vitesse moyenne de la paroi mo-
bile entre les deux pas de temps nAt et (n 4+ 1)At est notée s”+1/2

1
n+1/2 __ n+l  .n
(2.17) ¥ At <$I+1/2 $I+1/2) '

Par convention, la notation en exposant n qui fixe les variables au temps (nAt).
Cette vitesse s"T1/2 est faible devant la vitesse de mise & 1’équilibre dans le
fluide, donc en particulier la vitesse du son dans la derniere maille :

(2.18) | "2 | << s C?—H ; n entier > 0
et la vitesse du son c¢(W) satisfait a la relation :
(219) 2=22,
p
t
AX AX
- —
|
|
| /
|
X272 O
(n+1)At Dy o/
tm |
nAt s I
A B,
|
|
\
Tl —» X
SEY. L

Figure 3 Discrétisation spatio-temporelle d’une paroi
monodimensionnelle lentement variable.
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° La méthode des volumes finis consiste a intégrer la loi de conservation
(2.7) dans une boite ]xI_l/z, Tri1s [ x|nAt, (n + 1) At[, & introduire comme

inconnue de base la valeur moyenne W/ au temps nAt :

1 T
(2.20) Wi ~ A—/ 1z W(x,nAt)dz ; 1<i<]I
T Jx
i—1/2

et a chercher a exprimer le flux d’interface f;fll/; donné par ’expression :
+1/2 1 (n—i—l)At
(2.21) fif, = ~ /nm f(W(:ciH/z, t)) dt

a 'aide de 'ensemble de variables {Wl", 1 <1 <1T } de facon a faire avancer
d’un pas de temps At les variables conservées :

1 1
2.22 — |Wrtt - W 4 —
ez 5w, M|
Pour les valeurs de ¢ allant de 1 a I — 1, le maillage est fixe et la relation (2.22)
s’applique ; la condition limite de paroi mobile consiste a imposer a la relation

(2.22) d’étre encore vraie dans la derniere maille, alors que l'intégration de la loi
de conservation doit se faire dans un domaine contenant une paroi mobile.

n+1/2 n+1/2|
fi+1/2 - fi—1/2 = 0.

° La méthode Muscl propose de calculer d’abord une valeur interpolée
Wi, 2— a gauche de 'interface z;y1/2 et une valeur interpolée W, 24 a

droite de cette interface avant de calculer le flux numérique fﬁ:rll/; a l'aide

d’'un “solveur” approché W(e,e) du probléeme de Riemann entre les valeurs

extrapolées W de part et d’autre de 'interface :

i+1/2,+
(2.23) Z:rll//z2 = \I’( i7}i-1/27— 3 i7}i-1/2,+) :
Dans le cas de la premiere maille (¢ = 1), le flux entrant [}’ /_;1/ ? est évalué en
utilisant la donnée fluide W2 a l'instant nAt :
(224) S = (WL, Wiy L), n> 0.
° Pour étre complet, rappelons que le logiciel industriel utilise comme flux

numérique V(e , o) le flux-splitting de van Leer [vL82] (a ne pas confondre avec
le schéma Muscl de van Leer !) défini par les relations suivantes :

(2.25) Wy, Wa) = fH(Wy) + [~ (Wa).

Les flux partiels f * (o) réalisent une décomposition de la fonction de flux f(e)
donnée a la relation (2.8) :
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(226)  F(W) = [HW) + [S(W), YW eR?

et la fonction f7*(e) est paramétrée par le nombre de Mach M = % de Vétat
c

W.Ona:

0 si M < —1
221) FrW) = { (s, £, 1) s M <
f(W) siM>1
avec les relations suivantes :
M +1\2
(228)  fEOV) = pe()

(v—1)u+2c

(229)  fF(W) = £ (W)

(v =Du+2)

(230)  LEOV) = LaV) =5y

o Dans le cas particulier ou la paroi est fixe (c’est-a-dire X (t) = L, CL’?_H /2

= [Ax), la relation (2.22) est encore valable et le flux paroi est donné encore

a I'aide de la relation (2.22), mais I'état W', /2,4 €sten général choisi comme

I’état “miroir” u(W}’H/Q _) de W}’H/Q _ de fagon a imposer un flux a la paroi
de la forme “force de pression” :

n+1/2 n+1/2 t
(2.31) ]+1//2 = (07 P« / (0), O) , n=>0.

Afin d’alléger les notations, notons u} la vitesse extrapolée a la paroi :
(2.32) uf =u(Wriy ), n>0

et supposons le nombre de Mach de cet état extrapolé compris entre —1 et 1.
Rappelons, compte-tenu des relations (2.26) a (2.30) que pour |M | < 1,on a:

@33 faW) = —pe (T )
(vy—1)u—2c
Y

235) V) = g0 O

Dans ces conditions, le choix d'un foncteur “miroir” pu(e) est donné par :

t
(2.36)  u(W) = (p, —pu,pE)
qui assure que pour |M(W)| <1, on a:

(2.34) [ (W) = f (W)
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237 W)+ f ) = (0,2 FE0W)

Nous avons démontré la

Proposition 2.1 Pression paroi a vitesse nulle.
Lorsque la vitesse s"t1/2 de la paroi (définie & la relation (2.17)) est nulle, la
pression pr/ 2(O) définie en (2.31) est calculée par I'expression :
— Dul + 27 )
I R R L e e
n

ou ul, cl et M = u_;: sont respectivement la vitesse, la célérité du son et

C*
le nombre de Mach de l'état extrapolé W7 ; 2 - Lorsque u! = 0, la relation

(2.38) exprime de deux fagons différentes la pression p! de I’état extrapolé.

1-onde ir.?sue de 3-onde al?]outissant a
W U(W|+1/2, —)

Figure 4 Probleme de Riemann avec un état miroir.

Remarque 2.1

° Il faut faire attention au fait qu’en général, pfﬂ/ 2(O) n’est pas égale
a p? : la pression a la paroi pfﬂ/ 2(O) est a priori différente de la pression de

'état extrapolé Wi /o, car la vitesse u!' pres de la paroi, lorsqu’elle est non

nulle, introduit une sur-pression (ou une sous-pression). On renvoie a la figure 4
ou l'on a représenté les ondes du probleme de Riemann entre 1’état extrapolé et
SOn MIiroir.
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A
n+1
D wW
n+1)At — C
(n+1)0 =
fn+1/20 O V)
1-1/2 n+1/2
W
1+1/2
nAt Q B
A n
W,
X
n n+l _ n+1/2
0 Y Xi+1/2 X|+1/2‘>£r1/2 +sTAL

Figure 5 Volume de controle (ABCD) dans ’espace-temps.

e 2.2 ¢ Bilan spatio-temporel

o Dans le cas ou la paroi X (¢) est mobile, la loi de conservation (2.22) ne

s’applique plus a priori, et en particulier, le flux a la paroi f?:ll//;

étre calculé a l'aide de la relation (2.31). La condition limite de paroi mobile
est une réécriture de la loi de conservation (2.7) dans la boite d’espace-temps

ABCDA décrite a la figure 5, qui force la forme algébrique (2.22), quitte a définir

n+1/2
Fiii)s

ne saurait

un nouveau flux a la paroi, noté et appelé dans la suite “flux limite de

paroi mobile”. On a la

Proposition 2.2

Condition limite de paroi mobile monodimensionnelle.

: e . 1/2
Avec les notations utilisées plus haut, soit W;fl //2

la 1-onde (de choc ou de détente) issue de I'état extrapolé W',  (de vitesse
u , pression p7, densité pl, vitesse du son ). Sa pression :

n+1/2 __ n+1/2
Pry1es = (WI+1/2)

est calculée par résolution du systeme d’équations suivant :

n+1/2

2 p

(239) Sn+1/2_u;r:_|_7lcf [( I+1/2> . 1] = (0 si Sn+1/2_u>TkL 2 0
Y DY

Pétat de vitesse s"T1/2 sur
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V2 (P — ol
(2.40) T2 _yn 4 (P12 — 72) =0
\/pZZ (y+ )P+ (= D

si s"H/2 —qn < 0.

Si dans la méthode Muscl, on résout exactement le probleme de Riemann, c’est-
a-dire si la fonction W(e, o) de la relation (2.23) est calculée a 'aide du flux de

Godunov, alors le flux F}fll/; relatif a la condition limite de paroi mobile est
évalué grace a ’expression algébrique suivante :
t
n+1/2 Ax n+1/2 n+1/2 n41/2
Fris = Ar +2ntl  — o { (07 Pry1/25 Pry1ye s" +
2 41 I+1/2 I+1/2
( : ) n+1
x1+1/2 TIv1/2 n+1/2 n+1/2 ppn
+ s f1—1 P + s [

Remarque 2.2

o Lorsque s"t1/2

= 0, le préfacteur de 'accolade dans la relation (2.41)

est égal a 1, les coefficients de f?jll// 22 7_—:_-11 //22
exactement la pression de 1’état de vitesse nulle dans la résolution de probleme

de Riemann entre Wp /o, €t son miroir wWr /2 _). Cette derniere est

approchée par pr/ 2 (0), calculée a la relation (2.38) si on remplace la résolution

exacte du probleme de Riemann par le flux de van Leer.

et W7 sont nuls et la pression p est

Preuve de la proposition 2.2.

e On integre la loi de conservation (2.7) dans le volume d’espace-temps ABCDA
décrit a la figure 5. La normale extérieure a ce domaine a la forme tres générale
v = (Vz,1). On a donc :

(2.42) / W + fW)wddy = 0
8(ABCDA)

et il suffit de détailler le calcul des quatre termes de cette intégrale de contour.

e On a d’abord, pour le segment “horizontal” AB :

(2.43) Wydy = —(Az+x
AB

n n
I+1/2 I+1/2) I

- x1+1/2 o (x1+1/2 o Ax).

uisque " —x
puisq I+1/2 I-1/2
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e Le segment BC de la frontiere mobile a une direction normale v qui satisfait
aux relations :

1
(2.44) Uy =
V14 (s+172)°
n+1/2
(245)  u i

\/1 + (Sn+1/2)2

et la “longueur spatio-temporelle” est telle que :

(2.46) / v, dy = At.
BC

e On fait ’hypothese que ce flux est calculé en utilisant un probleme de Rie-
mann partiel ([Du87], [DL{89] et [Du01]) ayant comme état a gauche W7, ,
de facon a couvrir dans l’espace-temps le secteur angulaire des vitesses v qui

vérifient v < s"t1/2. Si u? < s"*t1/2 il se produit une détente & partir de ’état

n SN , n+1/2 . n41/2 Tz _ ont1/2
[4+1/2,— bour aboutir a un état W1+1/2 de vitesse s en £ = s et

la relation (2.39) s’applique. Dans le cas contraire ou u] > s"*t1/2 on passe de

[4+1/2,— a W}fll/; par une onde de choc et la relation (2.40) doit étre utilisée.

Pour plus de détail algébrique, on renvoie a [CF48]. Dans tous les cas, un état

n+1/2
WI+1/2
n+1/2 n n+1/2

(2.47) BC{W v+ f(W) vppdy = At <f(WI+1/2) — st WI—:_l//2>

comme l'explicite quasiment la figure 5 a partir des relations (2.44) a (2.46).

est présent avec la célérité s"t1/2 et l'on a :

e La forme particuliere de la fonction de flux (2.8) et le fait que la vitesse de

I’état Wf:ll/; est exactement égale & s"T1/2 montrent que :
t
+1/2 +1/2
(2.48) /BC{WVt + fW)vpdy = At(o,p?+1//2,p?+l//2 Sn+1/2>

7:11 //22 est la pression de I’état wntl/2

ou, comme annoncé, p I+1/2

(voir la figure 6).

e On a ensuite facilement :

— n+1/2 n
(2.49) . Wydy = (Az + iy x1+1/2) W;
(2.50) | HW)mdy = A [y

96



FLUX LIMITE DE PAROI MOBILE

et ce dernier flux est évalué a l'aide du schéma (2.23), valable a l'intérieur du
domaine d’étude.

e  On regroupe les expressions (2.43), (2.48), (2.49) et (2.50) pour écrire la
relation de conservation (2.42), et on divise par At. Il vient :

1 1
- n+1 n+1
NN [(A:L‘ + x1+1/2 $I+1/2) w;

(2:51) 4 —(Az + x?—i—l/Q B x1+1/2) Wlp]

1 n+1/2  n+1/2 p41/2 t n+1/2
\ "‘E [(07p1+1/27p1+1/2 st/ ) = Jro12| = 0.

Le rapprochement de (2.51) et de (2.22) permet d’introduire un flux de paroi
mobile F™"/2 de facon a ce qu’une réécriture de (2.51) sous la forme (2.22)

I+1/2
ne modifie en rien le résultat. Il vient, par soustraction de (2.51) et de (2.22)
n+1/2
— Lr41/2
multiplié par 1 + I¥1/2 A / c’est-a-dire par soustraction de I’équation
x
suivante :
n+l n+l
1 Az + xl+1/2 Tri1 —_—— Ax + $I+1/2 Tri1 wo | .
At Az g Az !
n+l1 n+l
1 Az + Trvi2 ~ Trtay2 /2 Az + Tivi2 ~ Trv/2\ pngige
Ax Ax I4+1/2 Axr I-1/2
= 0,
la relation :
n+1 .
— 1 (xn-l-l _an ) no A$+l’[+1/2 xI+1/2 F"+1/2
AtAx VU I+1/2 1+1/2/ "1 Ax2 I+1/2

1 n+1/2  n+1/2 ni1/2 t 1 n+1 n n+1/2
_A—x(o’p”l/? ' Pryaya 8 ) - Ax? (x1+1/2_x1+1/2)f1—1/2 =0,
qui, & une opération algébrique simple pres, s’identifie a la relation (2.41). La

proposition 2.2 est établie. ]

Remarque 2.3

° Il faut noter que la relation (2.41) est vraie en toute généralité, sans
hypothese sur s"t1/2 4 condition de résoudre I'une des deux équations non-
linéaires (2.39) ou (2.40). De méme, il suffit que la condition de “non pénétration
du maillage” :
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(2.52) x?ﬂ/z > Ty, = xl+1/2—Ax, n >0

soit réalisée pour que le calcul précédent soit 1égitime, sans utilisation de I’hypo-
these (2.14).

° Le défaut de la relation (2.41) est que lorsque la vitesse de la paroi
s"T1/2 est identiquement nulle, la pression paroi est calculée par le flux de
Godunov, alors que le savoir-faire numérique initial utilise le flux de van Leer
et en particulier la relation (2.38). Nous allons donc adapter I’étude au cas du
schéma numérique réellement utilisé au sein du logiciel industriel.

e 2.3 ¢ Développement limité de la pression paroi

e Dans le cas ou la vitesse s"t1/2 de la paroi est faible devant la vitesse des

ondes du probleme (hypothese (2.18)), on peut linéariser les équations (2.39) et

(2.40) qui autorisent le calcul de la pression p?j__ll //22 a la paroi. Nous avons la

Proposition 2.3 Calcul approché de la pression paroi.

Pour calculer le flux limite de paroi mobile F ?:11//22 a ’aide de la relation (2.41),
on peut utiliser pour évaluer la pression paroi au premier ordre (par rapport a

la vitesse s”11/2 de la paroi mobile) I’expression suivante :

259) B = A0 e g = I ()

au lieu des équations (2.39) et (2.40). Dans la relation (2.53), p? et ¢} désignent
respectivement la densité et la célérité du son de I'état W /2,— extrapolé a la

paroi et pfﬂ/ 2(0) la pression paroi a vitesse nulle, étudiée a la proposition 2.1

et calculée pour le flux de van Leer a ’aide de la relation (2.38).

Preuve de la proposition 2.3.

° On fait I’hypothese que le calcul de la pression paroi a vitesse nulle,
donné théoriquement par (2.39) ou (2.40) avec s"*/2 = 0, peut étre approché
par 'expression (2.38) issue de ’'emploi du flux de van Leer. On utilise la relation
(2.39) (ou bien (2.40) qui lui est équivalente pour ce qui suit car les courbes de
choc et de détente ont mémes éléments de contact jusqu’a 'ordre deux inclus,
voir par exemple [CF48]) pour calculer la dérivée dp/ds de la pression paroi
en fonction de la vitesse paroi ; il vient, en dérivant par rapport a la variable
s"+1/2 1a relation (2.39) :

2 vy—1 1 (dp
2.54 1 n — (=) =0
(2:54) RS R pe <d8)()
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. . n+1/2 . . . ;e e
S1 011 Suppose les pressions p;’} et p*+ / (O) assSez volsines, ce qul est legltlme

lorsque la vitesse ul de l'état extrapolé W est voisine de la vitesse

I+1/2,—
s"t1/2  de la paroi, elle-méme infiniment petite compte tenu de I'hypothese

(2.18). On tire alors de la relation (2.54) :

dp
2.55 — ](0) = —pct
2 (L) = -t
et la relation (2.53) résulte de (2.55) et de la formule de Taylor a l'ordre un. O
Remarque 2.4

° Lorque les vitesses u” et s"t1/2 sont des infiniment petits du méme
ordre, on peut également calculer pfﬂ/ 2(O) par développement limité de la

n—+1/2

relation (2.39) par rapport a s , compte tenu de I'expression :

() = pter

qui fournit grace a la formule de Taylor la pression a vitesse nulle :
(2:56)  pTR(0) = pt 4 Pl el
De facon équivalente la pression a paroi mobile se calcule par :

(257) pl—tl//Q = Dy T Px Cy (U* o S*+ / )7

relation qu’on peut obtenir directement a partir de (2.39) et de sa linéarisation
a lordre 1 par rapport & la variable u? — s"t1/2.

i n
1-onde issue d@V,,,, _
pn+1/2 (O

0 Sn+1/2 ll.lrl

Figure 6 Probleme de Riemann partiel a la frontiere.
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o La figure 6 illustre bien ces relations (2.53), (2.56) et (2.57) : si ul =
s"t1/2  alors 1'état extrapolé le long de la paroi a exactement la vitesse de la
paroi et sa pression p7 s’identifie a la pression sur la paroi mobile.

e 2.4 ¢« Expression approchée du flux paroi

e La condition limite de paroi mobile est concue pour étudier des écoulements
tels que d’une part le nceud de la paroi est mobile avec une faible vitesse devant
celle des ondes présentes dans I’écoulement (hypothese (2.18)) et d’autre part
I’extension spatiale de la perturbation reste petite devant la taille Az de la
derniere maille (hypothese (2.14)). On peut donc injecter cette double hypothese
de petite perturbation dans la relation (2.41) pour calculer le flux limite de paroi
mobile, en tenant compte du travail déja fait pour le calcul de la pression paroi
proprement dite.

Proposition 2.4
Condition limite de paroi mobile linéarisée a une dimension d’espace.
Supposons la paroi mobile d’indice I+1/2. Soit W* I’état de la derniere maille

a linstant nAt considéré, pl! et ¢ la densité et la célérité du son de 1’état

I'v1/2, extrapolé a la paroi avec la méthode Muscl, }lel//;

l’avant derniére maille (de numéro I — 1) et la derniére maille (de numéro 1),
n+1/2
P« (0)

le flux entre

la pression paroi calculée par le schéma numérique lorsque celle-ci

est immobile, s"t1/2 la vitesse discrete du point paroi et :c?ill/z sa position a

I'instant (n+1) At. Sous les hypotheses précédentes, écrites une nouvelle fois, &
Savoir :

(2.58) \x’;j_ll/z —L| << Az

xn—i—l _an
2 59 n41/2 — I+1/2 I+1/2 << n
(259) s N et

le flux limite de paroi mobile admet le développement limité suivant :
P (0,1, 542
+ g tL/2 {W}l + (0, —p c?, O)t] +

2.60) FMT2 — Lot { nt1/2 o nt1/2 t}
( ) I+1/2 < + AL (x1+11/2 L) f1—1/2 (07 e (0), ()) +
n+

T — L\ 2 n+1/2\ 2
I+1/2 S
O _ )
" (( Az ) +( cr >>
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Preuve de la proposition 2.4

e On injecte les hypotheses (2.58), (2.59) et le développement de la pression
+1/2
?+1 /2

permet de calculer le flux

évaluée a la relation (2.53) au sein de 'expression (2.41). Ceci

n+1/2
Fri /2
1 par rapport aux deux infiniment petits induits par (2.58) et (2.59), supposés

du méme ordre. Il vient :
$n+1/2 _

paroi p

en ne conservant que les termes d’ordres 0 ou

Ffrfll/f — <1_ I+1/2Ax901+1/2 ) (0, p2+1/2(0)_p2 & SnH/Q,pQH/Q(O) Sn+1/2)t
e R
+ I+1/2A$ I+1/2 f?jll//g o2 ey {ordre > 2}
c’est a dire :
f (07p;r<1+1/2(0>, O)t+
(2.61) F?ff/f _ ) +5T1/2 {WF + (0, —pr e, pi2(0) SHH/Q)? .
tag (@, = D) [0 = 0,520, 0]+
+ {ordre > 2}.

\

Cette expression (2.61) fait apparaitre le terme d’ordre zéro (cas ou la paroi

mobile est fixe, c’est a dire Tyiijg = L), le terme d’ordre un par rapport a

1
s"1t1/2 et enfin le terme d’ordre un par rapport a A—(:U?Ll/z — L). Elle est
x
identique a la relation (2.60), ce qui montre la propriété. ]
n |
W|+1/2,— '
n 1
Py I
n |
1/2C* !
n+
|
412 1 * (0) I n+1/2
" i S ———— S
1-1/2 |
X W| L X n+1
<|—l/2 - +1/2
AX

Figure 7 Variables utiles pour le calcul
de la condition limite de paroi mobile linéarisée, a une dimension d’espace.
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Remarque 2.5
° Les variables utiles pour le calcul de la relation (2.60) sont illustrées a
la figure 7. Si on compare la relation (2.60) au savoir-faire décrit dans [RC96]
[page 3], on constate que le troisieme terme

1 t
5 (O, = 1) (205 — (0,970, 0)7)
doit étre introduit aux travaux antérieurs pour aboutir a notre expression (2.60).
La méthodologie employée, fondée sur une intégration de la loi de conservation
en espace-temps suivie d'un développement limité par rapport a la vitesse du
nceud paroi et a son élongation par rapport a la position nominale, fait apparaitre
apres linéarisation un nouveau terme dans le flux limite de paroi mobile.

3) Etude bidimensionnelle
e 3.1 ¢ Géométrie discrete

° Le domaine d’étude €2(t), mobile avec le temps ¢, est maintenant inclus
dans le plan IR?. Nous le supposons composé d'une réunion de quadrangles
K, ; avec i < 1, j €7 ; chaque quadrangle K, ; est délimité par des sommets

My yo myrye US ImeZ)

i+1/2, j+1/2

M. .
i-1/2, j+1/2
i+1/2, |

V
i+1/2, |

i+1/2, -1/2
i-1/2, -1/2
Figure 8 Quadrangle structuré Kij avec les quatre sommets Ml—1/2 io1/2°
Ml+1/27j_1/2, Ml+1/2,j+1/2 et Ml—1/2,j+1/2 dont il est I'enveloppe convexe
et deux faces Ei+1/27j et Ei7j+1/2 parmi les quatre de la frontiere 8Ki’j.
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(
[Mz+1/2 j—1/2" 1+1/2 g+1/2} U
— [Mz+1/2 Jj+1/27 z 1/2, 3+1/2} U
(3.1) K, . = 5 " Iy
’ [ i—1/2,5-1/27 “i—1/2, j— 1/2}U
\ [M —-1/2,5-1/2" Mz+1/2 j— 1/2}

comme explicité a la figure 8. Nous supposons de plus que les sommets sur la
frontiere, de numéro avec un premier indice égal a I+1/2, sont mobiles au cours
du temps, et nous posons :

(3:2) MI+1/2,j+1/2 (t) = M1+1/2 jrij2 T 5g+1/2( ), JEZL
et avec des notations “évidentes”, illustrées figure 9 :
(
{Mm(e, £.1) = 0¢ MH/2 FNOE:
+(1-0)¢ +
(3.3) 0K, .(t) = < Sl/2 gt1/2
¥ + ( )( S) MI—l/Z,j—l/Z +
\ OO =) M,y s 0,60,
Nous avons :
(3.4) Q) = | { ( U Kj) U Klyj(t)}
jem U \i<T1-1
et le domaine €)(¢) a une frontiere 0€2(¢) composée de segments de droite :
LM 1 jrap 0 M sz, a2
1+1/2, j+1/2
M 12,5012 ©
(1-%) M1 i-1/2 (®)
A=) M,_ -1/2, 1/2 b\ *E Iv'|+1/2, j+1/2 ®
M ®
, j+1/2
7 , Miirz, a2 @
e @ @om 0
vz, 1 O

Figure 9 Paramétrage par le triplet (6, &, ()
des points du quadrangle mobile K, (t).
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(35) oN(t) = U [MI—l—l/Z,j—l/Q(t) ’ MI+1/2,j+1/2(t)}
JEL
qui par hypothese reste voisine de la frontiere de référence 0€)y, avec :
(3.6) iy = U [MI+1/2,j—1/2 ’ MI+1/2,j+1/2} ’
JEL
comme illustré figure 10.

1-1/2, j+3/

1+1/2, j+3/2

n

1+1/2, j+3/2
n
1-1/2, j+1/2 1+1/2, j+1/2
n
1+1/2, [-1/2
M .
1-1/2, -1/2 M
1+1/2, -1/2
n
1+1/2, [-3/2
1+1/2, -3/2

M .
1-1/2, -3/2

Figure 10 Paroi mobile d’indice I + 1/2, & deux dimensions d’espace ;
les points d’indice supérieur n sont mobiles au cours du temps.

° La discrétisation temporelle introduit un pas de temps At > 0, des
temps discrets t",

(3.7) t" = nAt, n>0

et on pose par convention : MI+1/2,j+1/2 = MI+1/2,j+1/2 (nAt)
n _ n N
(3.8) MI+1/2,j+1/2 - MI+1/2,j+1/2 + 5j+1/2 , n20, jeZ.
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La vitesse du point d’indice (I 4+ 1/2,5 + 1/2) entre deux instants nAt et

(n+1)At est un vecteur s”i‘ll//zz calculé comme quotient aux différences finies :
J
(39) Sn+1/2 = 1 1 n+1l Sn )

e = A M e Mg e At =S
et entre les instants t" et t"*! la cellule K I j(t) décrit un volume d’espace-

n+1 . n } .

temps VI”;TU 2 qu’on peut définir par :

(n+ DAt —t t—nAt .,
{( A KD A W)

nAt <t < (n—l—l)At}.

n+1/2 __
(3.10) V2 =

° La cellule VI";,Fl/ 2 appartient & un espace-temps tridimensionnel avec un

espace bidimensionnel donc est topologiquement de forme cubique (Figure 11).
Son bord 8V"+1/ 2 est composé de six faces d’espace-temps & deux dimensions

spatiales : la par01 mobile CBFG, les deux faces latérales BCDA et GFEH,
la paroi fixe ADHE de premier mdlce I —1/2 qui fait face a la paroi mobile,
la cellule K” = BAEF A linstant nAt et la cellule K"+1 = DCGH éL

I'instant (n —|— 1)At comme le suggere la figure 11.

Figure 11  Cellule V”“/ 2 dans ’espace-temps. Son bord 8\/”“/ 2 est

composé par les six faces CBFG BCDA, GFEH, ADHE, BAEF et DCGH
Elle est paramétrée par les varlables 0 (dlrectlon ¢ du maﬂlage) ¢ (direction
j) et ¢ (direction temporelle) toutes trois entre 0 et 1 grace a une interpo-
-lation polynomiale transfinie de degré partiel inférieur ou égal a 1.
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° Dans la suite de cette troisieme section, nous notons X

) Pinterface [Mi+1/2,j—1/2 : Mi+1/2’j+1/2}

ity (1€
spectivement Ei7j+1/2 entre Kid. et

Ki—i—l,j (respectivement l'interface [Mi—l/Q,j—i—l/Z , Mi+1/27j+1/2} entre Ki,j et
K . .):
2, 7+1

(3.11) { Ei+1/2,j o [Mi+1/27j—1/2 ’ Mi+1/2,j+1/2} - 8Ki,j A GKHL ;
' b))

J
= 0K, NOK,

i,j+1/2 - [Mi—1/2,j+1/2 ’ Mi+1/2,j+1/2:| 1

La normale orientée dans le sens des indices croissants ente Kz. J et Kz. Iy est
notée Viiija i} celle entre Ki,j et KMJrl est notée Vi1 Elle est définie

par intégration de la normale v le long de l'interface 2, 112, OU de I'interface

Ei,j—i—l/Q . On a algébriquement :

Vi+1/27j - / V((l - 5>Mz‘+1/2,j—1/2‘] + gMi+1/2,j+1/2 ) dW(S)
i+1/2, 5

(812) v, = (_

ou 'on a explicité les coordonnées planes du point courant :

Yiva/2, 54172 — Yig1/2,j-1)2
Liviso, 1172 — Tit1/2,j-1/2

(3.13) My e = ($i+1/2,j+1/2 ’ yz’+1/2,j+1/2) '
De facon analogue, les relations permettant de calculer Y, iv1/a s’explicitent
par : ’

Yijrij2 — V((l - 9>Mi—1/2,j+1/2‘] T 0Mi+1/2,j+1/2 ) d(0)

i,j+1/2

(3.14) v, . — B (yi+1/2,j+1/2 - yi—1/2,j+1/2) 7
hitl/2 Tiviy2, 1172 — Tic1/2, j41/2

en remarquant que le signe a changé car la normale v. pointe a droite de

i+1/2, 5
Ei+1/2’j alors que la normale Y, iv1/a pointe a gauche de 2i,j+1/2 :
) Le volume | K, i | de la cellule K, ; se calcule par intégration de la

représentation proposée en (3.3). Nous introduisons d’abord la notation a x 3
pour deux vecteurs de IR? notés @ = (o, ay) et 8 = (Bs, By) :

(3.15) axf = oy 0y — ayfs.
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C’est un nombre (o x § € IR) qui permet d’exprimer simplement la surface du
quadrangle (a, 3). Bien entendu, si a et 3 appartiennent & IR?, ax 3 désigne
toujours le produit vectoriel usuel.

i+1/2, j+1/2

M. .
i-1/2, j+1/2

i+1/2, -1/2
i-1/2, -1/2
Figure 12  Le volume de la maille K
est calculé & l'aide de la relation | K, . |= 1(0F x 07 )
1,7 1,7 W)
Proposition 3.1 Volume de la cellule K, . .

La cellule K, i étant définie a la relation (3.3), on pose

+
(316) 52,] - Mi+1/2,j—1/2 - Mi_1/27j+1/2
comme illustré a la figure 12. On a alors :
1
_ (5t -

si le quadrangle K, J n’est pas une maille croisée.

Preuve de la proposition 3.1.

e Compte-tenu de la représentation (3.3), le point courant M (6, §) de K, i
est paramétré par la relation :

(3.19) { M(0,8) = O8M, 5 jpyyg ¥ =0 EM, )y 5 +

+(1-0)(1-¢ M +0(1-&M

i—1/2,j—1/2 i+1/2,j—1/2

ce qui entraine :
oM _ M M M M
90 § i+12, j+12 § i—1/2, j+12 (1-¢) i—1/2,j—1/2+ (1-¢) i+1/2, j—1/2
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oM

o€ - 9Mi+1/2,j+1/2+ (1-96) Mi—l/Z,j—i—l/Z_ (1-9) Mi—1/2,j—1/2 9M7,+1/2 j—1/2
oM oM

donc 20 ne dépend pas de 0 et de méme 8—5 ne dépend pas de &. Nous

avons par ailleurs :

OM  OM
K |= dod
Ky /]o 1[x]0, 1[‘ “ o :

23
M M
= / <8 X 0 ) do d¢ si la maille n’est pas croisée
10, 1[><]0 1[ \ 00 85
8M VoM
= df —db vu la remarque précédente
0 o ¢
1/._ n 1/._ I
- —<5‘.+5‘ ) x (o7, = oF )
% ] ] 2\ %7 ] ]
= (8 xa =6 xet) = Satoxe
4\ %7 4 2y 4 2 47 4]
ce qui montre la propriété. ]
° Dans la suite, nous notons v la normale extérieure a la cellule d’espace-

temps V"“/2 Compte-tenu des relations (3.3) et (3.10), un point M(0, €, ()

de cette cellule est défini par le paramétrage suivant, qui sépare espace et temps

t =t"+ (At :

(3.20) M@0, ¢¢) = (=M™ (0, &) + (M0, &), t" + CAt)

avec M"™(0, &) calculé comme a la relation (3.19), mais pour l'instant ¢" :

(3.21) MH6,©) = 6EM +1/2 J+1/2 + _0)€M —1/2,5+1/2 +
' +(1—9)(1—£)M”1/2 12 +9(1—£)M”

i+1/2,5—1/2°
La normale extérieure a donc trois composantes :

~

v = (;x, gy7 D/if)
ou deux composantes, une spatiale 7, € IR? et une temporelle 7, :
(3.22) v = (D, n).

° Pour expliciter le membre de droite de (3.22), il est utile de préciser les
notations pour les normales spatiales situées sur les parois mobiles CBFG, BCDA
et GFEH. Il convient de faire attention au fait que la normale 7 est orientée
et pointe toujours vers l'extérieur du volume V"jl/ 2 alors que les directions

normales v. et v. | suivent en espace les lignes d’indices croissants.
i+1/2, 5 i,j+1/2 p &
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Nous explicitons donc dans la suite de ce paragraphe les expressions des six
normales extérieures.

Proposition 3.2 Normales extérieures au volume VI”;H/ 2,
On pose, compte-tenu de (3.9), (3.12) et (3.14) :

1
(323) Sﬁ+1/2 _ = (Sn+1/2 4+ Sn+1/2) : jE 7

J 2 j-1/2 j+1/2
1
n+1/2 _ = (. n n+1 .
(3.24) Vi ) (VI—|—1/2,j + VI—|—1/2,j) . JEX
1
n+1/2 _ = (. n n+1 .
(325) Yivie T 2 (VI,j+1/2 + VI7j+1/2) - Je4

L’intégrale sur leur facette respective des six normales extérieures au volume
d’espace-temps VI"",‘l/ 2 est calculée & 'aide des expressions suivantes :
,J

OM  OM
Ty = / I P01 ¢, ¢) ded
/C’BFG ! 101[xj0,1] 9§  OC (1, & ¢) ded¢

(3.26) / vdy = At <1/?+1/2, _ynt1/2 .S@+1/2)t
CBFG J J J

OM  OM
ﬁdfy:/ I T2 9,0, ¢) dBdC
/BCDA j0,1[x]o,1] 90 OC ( )

(3.27) / vdy = At <_Vn+1/2 1 nt1/2 .Sn+1/2)t
BCDA

j=1/27 2 j-1/2  j-1/2

OM oM
;dvz_/ o X == (0,1, ¢) dod¢
/GFEH 10,1[x]0,1[ 90 ¢ ( )
1 t
~ _ n+l/2 = n41/2  ontl1/2
(3.28) /GFEH vdy = At (”j+1/z’ 2 i+1/2 Sj+1/2>
oM oM
Ddfy:—/ 200, ¢, ¢) dede
/ADHE 10,1[x]0,1[ ¢ ¢ ( )
(3.29) / vdy = —At (VI 1/2 -’O>t
ADHE —1/2.

OM  OM
d :—/ O M (6, ¢, 0) dod
/BAEF ! j0,1[x]o,1] 90 55( ¢ 0) ¢

t
(3.30) / vy = (0, — K7 )
BAEF »J
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OM  OM
ﬁdvz/ M P 19, ¢ 1) dode
/DCGH j0,1[x]o,1] 90 9¢ ( )

t
(3.31) / vdy = (o,|Ky+1 \) .
DCGH »J

Preuve de la proposition 3.2.

o Les relations (3.20) et (3.21) permettent le calcul des dérivées partielles
utiles dans les définitions associées aux formules non numérotées. On a :

)
((1 =< [5M1+1/2,j+1/2 B é“]wl—l/27j+1/2
oM ~(1=¢) MI—1/2,j—1/2 +(1=9) MI+1/2,J'—1/2]
I+1/2,j+1/2 I-1/2,5+1/2
t
1 n+1 _ n+1
\ (1-¢) MI—1/2,j—1/2 +(1=9) MI+1/27j—1/2} ’ 0)
)
<(1 — C) |:9MI+]_/2,j+1/2 + (1 — 0) MI—1/27j+1/2
oM —(1-9) MI—l/z,j—l/z B 0MI+1/2,j—1/2]
I+1/2,j+1/2 I1-1/2,5+1/2
o o n+1 _ n+1
\ (1-96) MI—1/2,j—1/2 0M1+1/27J'—1/2} 7 O)
)
<_£ [0M1+1/2,j+1/2 +(1-0) MI—1/2,j+1/2]
- ~a-gla-aar ey ]
oM n+1 — ntl
(3.34) 3_C(0’ £¢) =3¢ *¢ [0M1+1/2,j+1/2 +(1-0) MI—1/2,J'+1/2]
o o n+1 n+1
+(1-9) {(1 9) MI—l/Q,j—1/2 + 9MI+1/27J'—1/2} ’
t
, At)
\
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° Les relations non numérotées résultent d’'un examen approfondi de la
figure 11 et de la remarque suivante, que nous développons pour la face CBFG.
On a d’une part :

oM oM
~ 0 0
7 Q) = %
oM oM
o 9¢
et d’autre part :
OM M
dy(§, ¢) = o X ac d¢ d¢

donc le module du produit vectoriel disparait de toutes les intégrales qu’il faut
effectivement calculer.

° Nous terminons la preuve de la relation (3.26) en détaillant les divers
calculs pour les six faces du bord du volume d’espace-temps VI"Jfl/ 2. La relation

(3.26) s’obtient en faisant § = 1 au sein des relations (3.33) et (3.34) :

—

OM OM i i
il dede = il T d
/]o,l[x]o,l[ 9 " ac (1€ ¢) dedg (/0 o C>X</o ¢ g)

_1 (Vn,y + yntly > <Sn+1/2,x Sn+1/2,x)
2\ I+1/2,5 14+1/2, 5 j+1/2 j—1/2

1
2
= At 1 (V”"’” 4 nthe ) <[ 1 (sTfH/Q’y + sT.LH/Q’y)
2 I+1/QaJO I+1/2,5 2 j+1/2 ] Jj—1/2

/2,y gnt1/2,x
J J
J J
0 1

1/2 1/2 1/2 172\ ¢
= At (V;‘Jr/"’”,yf”r/’y,—ﬂ”r/ .ST&/)

j j j
ce qui établit completement la relation (3.26).

o La relation (3.27) se montre de facon analogue ; on a :

OM  OM
Ddyz/ OM P 19,0, ¢) dodc
/BCDA 10,1[x]o,1f 90 O¢ ( )

_ (/01 %—?(9,0,C)d<)x</01%(O,O,C)de)
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1 n,y n+1,y 1 n+1/2,x
2 <V17j—1/2 * Vl,j—1/2> 2 %j-1/2
= At _1 (Vn,a: Vn—i—l,x > X 18n+1/2,y
2 I,57—-1/2 I,57—-1/2 2 j—1/2
0 1

1 t

_ _on+1/2,x n+1/2)y - n+1/2 . n+1/2

= At ( I/j_l/2 , I/j_l/2 ) 5 I/j_l/2 Sj—1/2)
et cette derniere expression algébrique est identique au membre de droite de la
relation (3.27). La relation (3.28) fait appel aux mémes techniques :

oM oM

Ddfy:—/ — X — (6,1, ¢) dfd(C
/GFEH j0.1[x]jo,1 90 OC ( )

_ _(/01 %(9, L C)d()x(/ol %(9, 1 g)d9>

1 (Vn,y 4+ ity ) 18n+1/2,x
2 \ I,j+1/2 I,j+1/2 2 j+1/2
= —At _1 (Vn,a: yntl @ ) X 18n+1/2,y
2 \ I,j+1/2 I,j+1/2 2 j+1/2
0 1
1 t
N (Vn+1/2,m /2y 2 n+1/2 .Sn+1/2) .
gH1/2 7 g2 7 2 /2 T +L)/2
° Le lecteur sérieux parvenu a ce stade de cette preuve ayant de toute
facon sorti son crayon ou son logiciel Maple, la fin est quasi-automatique :

OM oM
Ddy = —/ T 20, €, ¢) ded
/ADHE ! 10,1[x]0,1] 73 ¢ ( : C) cde

_ _</01 %‘Z(o,g, C)dg)x</01 %ig(o,ﬁ, C)d&)

Yy

v , 0
1_1/27j

= At | =" ‘ x | O
I1-1/2,j

0 1

t
_ x y
N At (VI_1/27j ’ VI_l/Qaj ’ O)
ce qui établit (3.29),
oM  OM
ﬁdvz—/ — x — (60, &, 0) dod€
/BAEF j0,1[x]o,1] 90 9¢ ( )
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- _</01 %(9,5, O)df)x(/ol %(9,5, o)de)

t
= At (O’ — K7 ‘)
compte-tenu du calcul effectué lors de la preuve de la proposition 3.1 ; donc la
relation (3.30) est démontrée. Enfin, et de maniere analogue :
OM M
ﬁdfy:/ — x — (0, &, 1) dOd¢
/DCGH j0,1[xJo,1[ 90 0§ ( )

t
= At (0, [ K2)
I,j

ce qui démontre la relation (3.31). La proposition 3.2 est établie. ]

e 3.2 ¢ Volumes finis pour les équations d’Euler

° Nous disposons, suite au paragraphe précédent, d’un domaine spatial
Q(t) € IR? qui dépend du temps ; celui-ci (relation (3.4)) est la réunion des
cellules quadrangulaires K ; avec 1 <1 et j €. Le mouvement du domaine

1o et plus précisément

des sommets M 41/, comme I'indique par exemple la ’ﬁgure 10. A partir de

cette discrétisation spatiale, une discrétisation temporelle (associée a un pas de
temps At > 0 fixe pour simplifier I'exposé) permet de construire (relation (3.10))
des volumes espace-temps Vinjl/ 2 par interpolation temporelle entre les mailles

Q(t) est réduit au mouvement de la famille des mailles K

K, j (dont celles celles de premier numéro i = I, rappelons le, dépendent du

)

temps) a l'aide du temps t" = nAt. Nous diposons donc, comme au chapitre
2 relatif a I’étude monodimensionnelle, d’'un domaine d’espace-temps = défini
par :

(3.35) == U U { ( U K, x[", tn+1}> U V2 } :
i<I—-1 !

n>0je’

° Les équations d’Euler de la dynamique des gaz consistent a écrire les
lois de conservation fondamentales (masse, impulsion, énergie) de la mécanique
des milieux continus ; les variables inconnues sont la densité [p], la vitesse
[u = (u,v)] et 'énergie totale spécifique [F] ; on pose

¢
(3.36) W = (p,pu,pv,pE)".
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L’énergie interne spécifique e est définie par soustraction de I’énergie cinétique
spécifique de 1’énergie totale :

(3.37) e = E— %(u2 + v?)

et le milieu continu est ici un gaz parfait polytropique ; le tenseur des contraintes
o est diagonal :

(3.38) o = —pl
et la pression p est calculée a ’aide d’une équation d’état bien classique :
339)  p = (y—1)pe

avec v = 7/5 pour lair considéré comme ensemble statistique activant trois
degrés de liberté en translation et deux en rotation (molécule bi-atomique).

° L’écriture d’un bilan demande 'introduction des flux numériques (f, g)
dans les deux directions de ’espace :

|

(3.40)  f(W) = (pu, pu® + p, pw, puE + pu)
{

(341)  g(W) = (pv, puwv, pv* + p, pvE + pv)

Le systeme des équations d’Euler prend alors la forme conservative suivante :

(3.42) %—Vf + a%[f(W)} + a%[g(W)} =0;

il est utile pour la suite d’introduire le couple constitué par les deux flux :
(3.43) W) = (f(W), gW)) € R* x R*

et pour une direction spatiale v = (v, v,) € IR? le produit scalaire contracté
(3.44) O(W)ev = f(W)vy + g(W)yy,

qui appartient & IR*.

° Les conditions au bord du domaine = sont de type condition limite
et condition initiale. En ce qui concerne les conditions aux limites au bord
spatial de =, il suffit d’écrire la non-pénétration du fluide sur les parois mobiles
E?‘H/ 2(j € Z,n > 0) définies par les relations suivantes :

(3.45) ¥ = [MIH/M_W , MI+1/2,j+1/2] i eZ. n>0
(n+1)At —t t — nAt 1
UL S B
( At it A % )
nAt <t < (n+1)At

(3.46) 2;‘“/ 2 =
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le long desquelles la vitesse moyenne vaut s"T1/2 et est calculée & la relation

j
(3.23). La condition de non-pénétration a la paroi (analogue bidimensionnel de
la relation (2.12)) s’écrit donc en moyenne sur la surface mobile E;‘H/ 2 tres

simplement :

(3.47) Ue" T2y = "2 02 e, n>0

‘ n+1/2 ‘ /En+1/2 j j J ’
J J
en utilisant la normale moyenne V;H_l/ 2 le long de E;‘“/ 2 (voir la relation

(3.24)).

° Notons que I’emploi d’indices non bornés pour la géométrie spatiale
(1 <1, j € 7Z) évite de poser ici le probleme classique de la condition fluide. La
condition initiale ne pose pas de probléeme particulier et la relation (2.10) reste
valable.

° La méthode des volumes finis introduit comme inconnue de base le champ
W des valeurs moyennes des variables conservées (3.36) dans la maille spatiale

K”:
i,

(348) W' = ‘K”“ B /K" 1 Wy t7) da

Le schéma numérique consiste a mtegrer la loi de conservation (3.42) dans la
cellule d’espace-temps Vi”;rl/ 2 définie de maniere générale par les relations :

K . x[t", "], i<I-1, jeZ

o v = {0
1,5 ’ '
On a donc :

(3.50) /a s (Wﬁt + F(W) Ty + g(W) ay)(x, t)dy(z, t) = 0.

Le bord de V";rl/ 2 est constitué de facettes E"“ // 2 et Er'&i/f/z en plus des
: j i
volumes spatiaux K . Elles sont définies par :

n n+1 . . .
(3.51) yn+1/2 0 Ez‘+1/2,j X [t , 1 } , 1 <I—-1, j€e€
i+1/2,j E?+1/2 (c.f(3.45)), i=1I1, jeZ
n n+1 . .
{Ez}jﬂ/zx[t’t |, i<I-1, jeZ

27:11//22 . i=1, jeZ

n+1/2  _
(3.52) w2
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avec pour les facettes transversales :

(853) X, = {MI—1/2,J'+1/2 ’ MI+1/2,.7'+1/2}  JE4, n=20

(3.54)  wnU2 {(gzn L (1-¢)xrt? ,t”4—<At)J)ggfg1}.

Jj+1/2 Jj+1/2 J+1/2
Avec des notation naturelles pour les directions normales, a savoir :
v, o (ef.(312), i<I-1, jeXL
(355) vz o= o R . .
i+1/2, v (c.f(324)), i=1, jeZL
v, (c.f.(3.14)), i<I-1, jeZL
(3.56)  wntl2 = LI . .
i, j+1/2 Sy (c.f.(325)), i=1, jeZ

les flux normaux (®ev) dans les deux directions du maillage ont une définition
tres simple :

nt1/2 1 n+1/2
(3.57) ((I).V)i—l—l/Q,j = A /n+1/2 (W (z, t)).yi+1/2,j dy(z)dt
i+1/2,]
nt1/2 1 n+1/2
(3.58) ((I)ol/)i7j+1/2 = X /n+1/2 (W (z, t)).ui7j+1/2 dy(z)dt.
i, j+1/2
° Nous développons maintenant I'intégrale de bord de la relation (3.50).
Il vient :
vien (
/Kn-i-l dz — /n dz +
4] W]
_ dy — d
(3.59) / do(z,t) = { T /n+1/2 v /n+1/2 v
8‘@?1/2 >ii1/2, 5 > 12
+ /E”+1/2 dy - snt1/2 dy

et appliquant I'opérateur (3.59) a la quantité sous le signe “somme” du membre
de gauche de (3.50), a savoir (W vy + f(W) vy + g(W) 7)) (2, t), il vient, compte-
tenu des définitions (3.48), (3.57) et (3.58), dans le cas ou les mailles sont fixes
(1 <I—1)
i ntl _ " 71 bev ntl/2 — (Pev ntl/2
(3.60) At <WH Ww) i K; | [( )i+1/2,j ( )i—l/z,j i
)n+1/2

)7’L+1/2
i,j+1/2

+ (q) ol
i,j—1/2

— (Pov ]:(L i<I—-1, je.
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Dans le cas d’une maille mobile (i = I), I’écriture de la loi de conservation

. n+1/2 n+1/2
(3.50) est un peu plus compliquée car les facettes 2]—1—1/2,3’ et 2173'—1—1/2 ont

une normale extérieure v qui a une composante temporelle 7; (relation (3.22))
non-triviale. Nous détaillons dans la proposition suivante I’algebre relative a ces
différents termes.

Proposition 3.3 Flux au bord du volume mobile VI”;TUQ .

Etant donnée une famille {Wl”m, [ <I,me Z} fixée d’états fluides, on sup-

pose que le schéma numérique de volumes finis permet 1’évaluation d’états in-

terpolés Wnt1/2 ot WnH/2 gur les facettes £7T1/2 et 7T1/2  comme
i+1/2, 5 i,5+1/2 i+1/2, i,5+1/2
fonction de ces seules variables, prenant en compte également les données aux

limites (i = I). On a alors les quatre relations suivantes :

(Wo, + V)T + gW)5) (2, £) dy =

n+1/2
(361) EI—l—l/Q,j
= At {(@.V)nﬂ/z B <8n+1/2.yn+1/2> /2 }
I+1/2,j J J I1+1/2,§
.62 v, v, ~ A dv = —Af (D ep)" T2
(3.62) S (W + fW) T + g(W) ) (, 1) dy (@ar) 12
- ) J
( 75 -~ ~
En+1/2 (W Vt + f(W) Vg + g(W) Vy)(x', t) dfy =

(3.63) X 1,j4+1/2

_ n+1/2 1(71—}-1/2 n+1/2) n+1/2 }
= At |:((I)o V)I,j-|-1/2 5 Sj+1/2 .Vj+1/2 WI,j+1/2

(3.64) g I,j—1/2

_ _ n+1/2 Lnvie  nt12) prntiy2
- At[ ((I).V)I,j—l/Q + 2 (Sj—1/2 .Vj—1/2) WIJ—I/J '

\

Preuve de la proposition 3.3.

e Nous montrons d’abord la relation (3.61) en détail. Nous avons :

172 (W, + fOV) 0y + gW) ) (2, t) dy =

I+1/2,j

— _AFHL/2 <8n+1/2.V@+1/2> At

n+1/2 n+1/2,
I+1/2,5 \ J J f<W )V' +

I+1/2,5 ) J
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+g<W}1:11/22 ) 1/;1"'1/2’ y] compte tenu de (3.26)
7.7

— At {((I).V)er/? - (Sn—i—l/Z.Vn—i—l/Z) pn+1/2 }
I+1/2,j J J I+1/2,5

compte tenu de (3.43) et (3.44), ce qui montre la premiere identité.

e Les autres relations résultent du calcul des intégrales des normales extérieures
(relations (3.27) a (3. 29)) mené a la proposition 3.2 et de 'orientation relative de
la normale extérieure v au volume mobile V”‘H/ 2 d’une part et des normales

Y124 et v Y, 1o qui courent le long des hgnes de maillage d’autre part. []

Remarque 3.1
° Dans le cas de la maille mobile K, i c’est-a-dire du volume dans

I’espace-temps VI”;H/ 2 T"équation de bilan (3.50) prend la forme suivante,

compte-tenu de la définition (3.48), du calcul (3.59) et des relations (3.61) a
(3.64) que nous venons d’établir :

(x (l e = g, ) +

At I,j
[( )n+1/2 — <57.1+1/2 .1/7_“'1/2) Wwntl/2 ]
I+1/2,§ j j 1+1/2,j
n+1/2
Do
(3.65) 4 — (@) T
n+1/2 1( n+1/2 n+1/2> n+1/2 ]
+ [((I).V)I,j+1/2 2 Sj+1/2 .Vj+1/2 WI,j+1/2
o |:(¢.V)n+1/2 . 1 <Sn+1/2.yn+1/2> Wn+1/2 } = 0.
\ I,j—1/2 2\ j-1/2  j-1/2 I,j—1/2
° Lorsque le volume K, j(t) est une perturbation d’un volume K, 1 de
référence, c’est-a-dire lorsque les points mobiles M 14172, 11 /2( ) restent voisins
s e n+1/2 ..
de sommets fixes ]\4I+1/2 120 la, définition (F. )I+1/27j du flux limite de
paroi mobile consiste a rendre identiques les relations (3.65) et (3.60) avec
i = I. Ceci est possible car 'expression [gb.u — (sev) W} ;z+11//22 ne fait
+1/2,7
intervenir qu’une pression paroi p”"‘l// 2 facilement calculable, comme le montre
,J

la proposition suivante.
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Proposition 3.4 Flux sur la paroi mobile et pression paroi.

On se place dans les mémes hypothéses que pour la proposition précédente :
le schéma numérique de volumes finis est associé a un calcul préalable d’états
aux interfaces de la forme Wnt1/2 ot Wnt1/2  SjPétat W}flﬂ sur la paroi

i+1/2, 5 i,5+1/2 1/2,]

mobile E?Ill//; _ satisfait la condition limite (3.47) de non pénétration a la paroi
' J

: , 1/2 .
et admet une pression notée p"t1/2  alors le flux (<I> . y) ntl/ sur la paroi

I+1/2,j I4+1/2,5

mobile est calculé par I'expression suivante :
((I).V)TL+1/2 _ <8ﬁ+1/2.yﬁ+1/2> Wn+1/2 4+
I1+1/2,j j j I+1/2,j

(3.66)

t
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
- (0’p1+1/2,jyj ’p1+1/2,j<8j Y )) '

Preuve de la proposition 3.4.

e Le flux normal a la paroi, compte-tenu de (3.40), (3.41) et (3.44) s’écrit :
pﬂ ol

(puev)u + pv®

bev = (puev)v + pv¥
(puev)E + p(uev)
Pu 0
= (uev) IZU + pv
VB p(uev)
0
n+1/2 n+1/2
(snH1/2 gy t/2) pyntl/2 -y Privya ;Y
J J I+1/2,5 L2 (g2 g /2)
I+1/2,5 % J J
compte-tenu de la relation (3.47), ce qui établit completement la relation (3.66)
et la proposition. ]
Proposition et définition 3.5 Flux limite de paroi mobile.

Sous les mémes hypotheses que pour les propositions précédentes, on définit par
(F . V) n+1/2

I1+1/2,j
loi de bilan (3.65) sur maillage mobile par une expression algébrique de type
(3.60) relative & un maillage fixe :

I’expression algébrique qui permet de remplacer 1’éécriture de la
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(1 WTL—i—l Wn
At I,j I,j
1 nt1/2 n+1/2
(3.67) X + ‘ KI’j | [(F.V)I—H/Q,j ((I).V)I—l/Q,j +
nt1/2 n+1/2 B
+ ((I).V)I,j—i—l/Z ((I).V)I,j—l/Z = 0,
. v=1, je’i.
Le flux limite de paroi mobile (F oV) ?:11//22 ~ est donc défini par I'expression
suivante : !
( ‘ 0
Fe n+1/2 [ . ] pn+1/2 .V7,H_1/2 n
( V) I+1/2,j ‘ K”+1 ‘ n+1/21+zéiﬁ1/é o tL/2 )
- 14711/2 J J
n ‘Kl,j ‘ 1 — |K ‘ Wwntl/2 4
At ‘K}“gl ‘ I+1/2, ]
n+1 ’

(3.68) (K B 1) (Do)

‘ I | I-1/2,j

1 n+1/2 KTLH nt1/2

<(q>.y) - 5(s.y)vv) | (o)
1,j4+1/2 | 1,j ‘ J
1 n+1/2 ‘ Kn+1 ‘ n1/2
<(q>.y) - 5(s.y)vv) e
\ I,j—1/2 I,

Remarque 3.2

° On veillera a ne pas confondre d’une part 'expression (3.66) qui repré-
sente le flux sur la paroi mobile et d’autre part I'expression (3.68), nommée ici
flux limite de paroi mobile. Cette confusion possible consiste & ne pas écrire
la loi de conservation (3.65) qui représente le bilan physique dans le domaine
mobile V”+1/ 2 mais le schéma usuel (3.60), non valable en toute rigueur dans

I,j
cette région d’espace-temps si on ne modifie convenablement le flux sur la paroi
mobile. Une difficulté vient du fait que ces deux objets portent a priori le méme

nt/2 Rappelons que le flux limite de paroi mobile (F . V) nt1/2
I1+1/2, I+1/2,
tel que défini ici est simplement un artifice algébrique pour donner a la loi de

conservation en domaine mobile les apparences d’un bilan en maillage fixe [Du98].

nom (<I> . V)
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Preuve de la proposition 3.5.

e On explicite le flux limite de paroi mobile (F . 1/) ntl/2 en le tirant de la

1+1/2,5
relation (3.67) ; il vient :

n+1/2 ‘KI J | n+l n+1/2
(3.69) (F.V)I—i—l/Q,j N At <WI,J‘ WI,J‘ + ((I).V)I—l/z,j
— (@)™ (@) T
I,j+1/2 1,j—1/2

puis on remplace 1’état VV”Jrl par sa valeur tirée de 'expression (3.65), c’est-a-
dire, compte-tenu de la relatlon (3.66) :

0

n+l _ | 7.7 ‘ wn o At B prt1/2 yntl/2
I,j ‘K”"‘l ‘ I,j ‘K”‘H ‘ n+1/21+1/27’zj+1;2 n+1/2
17.7 p . (S . ol
(3.70) < n (<I> V)n+1/2 B [(CID V)I+_1/21,zs jV)W}TH-{/Q
I-1/2,j 2 I,j+1/2
+ {(q)oy) — 1(Sol/)I/V} e }
\ 2 I,j+1/2
On reporte I'expression (3.70) au sein de la relation (3.69). Il vient :
( (FoV)TH_l/Q _ |KIaj ‘ 1 — | 1,5 ‘ Wn +
I1+1/2,j At ‘K”ng ‘
0
K : mn n
T A
K05 Nz (smasz ey
K,
) 1 | Kp Do) T2
P (i) e
K.  Ir 1n+1/2
+ | I’J1| (Pov) — 1(Sol/)VV — (CID.I/)nH/z
| K7L 2 I I,j+1/2
1,5 I,j+1/2
‘KI, ) | r 1 1n+1/2 nt1/2
_ ‘Kn-i-jl‘ (Pov) — §(SOI/)W | + ((I).V)I,j—l/Z :
\ 1,5 - - I1,j—1/2

Cette relation est, a la présentation algébrique pres, identique a la relation (3.68),
ce qui montre la proposition 3.5. ]
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4) Développements algébriques
e 4.1 ¢« Introduction

° La relation (3.68) définit le flux limite de paroi mobile et permet un calcul
a priori exact du bilan de masse, d’impulsion et d’énergie dans une maille K, i

)

(j € ) variable dans le temps par I'intermédiaire de ses sommets M 141/2. j41/2

(j € Z), tout en n’utilisant pres de la paroi mobile que le schéma (3.67) valable a
priort au point courant seulement. Nous détaillons dans ce qui suit ’expression
algébrique de diverses grandeurs en vue du développement limité de I’expression

(3.68), sous les hypotheses de points M [41/2, 412 lentement variables au cours
du temps c’est a dire dont la vitesse s”i‘ll//; est petite devant la vitesse locale
j

du son.

n+1/2 .
(4.1) ‘5j+1/2 ‘ << ¢ e Gy JEX
et tels que I’élongation 6" définie par

j+1/2

n - n .
(4.2) M1+1/27j+1/2 B MI+1/2,j+1/2 + 5j+1/2’ Jex
reste petite devant les distances typiques au sein de la maille K, j (j€Z) :

n + - + - ;
(4.3) ‘5j+1/2 ‘ << ‘51’], , 5173' , 51,]_“ , 5Lj+1 , JEZXL.
° Nous devons donc évaluer en fonction de ces deux (!) infiniment petits le
volume ‘ K, j ‘ de la maille & la paroi au temps n At , la normale spatiale v 11/2

n+1/2

le long de la paroi mobile et la normale spatiale v le long de la facette

I,j+1/2
transversale d’indice (I, j 4 1/2) ; ces données sont utiles pour développer en-

suite les champs physiques tels que la pression paroi p”t1/2 | le flux numérique

I+1/2,]
((I)oV) nh/Z g long des faces transversales X"11/2 et le flux dynamique
I,j+1/2 I,j+1/2
[(CID . V) _ 2 ;V Wln+1l/ /22 le long de ces mémes faces. Nous détaillons dans la
»J+

suite le calcul de chacun de ces termes au premier ordre de précision par rap-

port a s"j_rll//; et 5;‘:11/2 2 avant de les regrouper pour expliciter une expression
j

approchée du flux limite de paroi mobile (Fev) 7;-1—1//2 (relation (3.68)).
+1/2,
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e 4.2 ¢ Volume mobile

Proposition 4.1
Développement limité du volume de la maille mobile.
Le volume ‘ K, ; ‘ de la maille mobile K, ; a instant n At est développé au

premier ordre par 1’expression suivante :

n + n N n
(44) K=K+ s <5I L /2> + (ordre > 2)
ol d7 et 6 . ont été définis aux relations (3.16) et (3.17), o a la relation

Ij Ij T jt+1/2
(4.2) et le produit vectoriel de deux vecteurs de IR? énoncé en (3.15).

° Remarque 4.1

1
e Compte tenu du calcul (4.4), on établit que le terme X <1—‘ |/‘ K”‘"1 D

en facteur devant WI” . dans la relation (3.68) est donné par le developpement

)

qui suit :

1 1
091 s (1 ) = g oL o] o2
J

Preuve de la proposition 4.1 et de la remarque 4.1.

° On part de l'expression (3.18) (proposition 3.1) qui permet le calcul du
volume ‘K Iy | et on remplace les bras 5;Fj et 51_3' par leur valeur a l'instant

courant. Il vient :
1

‘K j | - §(MI+1/2,3‘—1/2 N MI—1/2,j+1/2> 8 (MI+1/2,j+1/2 B MI—1/2,J'—1/2>

- (5? 1/2 T 5;,.7') (5;11/2 + 51_,3-)
1

= | &, ‘ Ty ( 1,j 5j+1/2) N (51’_,3‘ X(sg 1/2) + 553 1/2 ><53'+1/2
ce qui montre la relatlon (4.4) compte tenu de 'hypothese (4.3).

e La relation (4.5) s’établit de facon analogue ; on a :

1 + n S5 n
‘Kn ‘ 1+ 5 K, (5173. X 5j+1/2 51’3. X 53 Lo ) + ordre > 2
Kn—i-l - 1 + nt+l _ §— n+1
KT 14 g K, (6F <ol — 6, % 0n+L ) 4 ordre > 2
1
— + n _ sn+1 I n _ sn+1 >
1+—2‘ » ﬂam X (5j+1/2 5j+1/2) 0, ;% (5j_1/2 5j_1/2)] + ordre > 2

123



LEMMES FINIS POUR LA DYNAMIQUE DES GAZ (1988-1998)

At
_1_ [ + n+1/2 _ s— n+1/2 > 9
2|KI j ‘ ) ; X sj+1/2 51,3' X sj_1/2 + ordre >
et cette relation démontre le développement (4.5). O
Proposition 4.2 Vecteur normal le long de la face transversale.
La normale 1/7_1_"_"11 //22 le long de la face transversale E”:ll//zz a par définition un
j

2n+1/2

module égal a la longueur ‘ ‘ de cette face. Son expression algébrique est

donnée par les relations su1vantes

1
n+1/2 _ T (en n+1
(4.6) 5j+1/2 2(5j+1/2 * 5j+1/2)
n+1/2 __ n+1/2
(4'7) Vj—|—1/2 - Vl',jJrl/2 + (kX5g+1/2)

ol k est le vecteur de IR® qui pointe normalement au plan du domaine §)
(k = (0, 0, l)t) et x désigne le produit vectoriel habituel.

Preuve de la proposition 4.2.

e On part de la relation (3.14) qui prend ici la forme :

n

t
n _ . _ n _
YLivie < <y1+1/2,j+1/2 yI—1/2,J+1/2>’ (xf+1/2,j+1/2 x1—1/27j+1/2>>

t
= Vrgee T (_5j+1/2 y’ 5j+1/2,x>

= Yy T (kX5j+1/2)

et la fin résulte de la relation (3.24) qui permet de faire la demi-somme entre les
instants t" et t"*1 ]

Proposition 4.3 Vecteur normal le long de la paroi mobile.

La normale 1/;?"‘1/ 2 le long de la face de paroi mobile E;’"‘l/ 2 a par définition

En—i—l/Q
J

un module égal a la longueur ‘ ‘ de cette face. Son développement est

calculé grace aux relations suivantes :

n+1/2 _ sn+l1/2  ¢n+41/2 .
(4.8) € = 5j+1/2 53'—1/2 , JEU, n>0

(49) v =y (@ xk), jem, n>0

avec les mémes notations que pour la proposition précédente. Si on introduit la
normale unitaire fixe ou mobile avec le symbole “tilda”, c’est a dire
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(4.10) b= 2 u=v ou v = pt1/2
v’ I+1/2,j j ’
on a alors a l'ordre 1 de précision :

v . ent1/2
(411) 2 = (1o RS ni1/2) (L xk
J v . J I+1/2,j v .
| Yr+1/2,5 | | V141725 |

comme illustré Figure 13.

n+1/2 n+1/2
M _ ® M ) — = £
1+1/2, j+1/2 1+1/2, j+1/2 )
Vit1/2, |
\Av n+1/2
V.
j
n+1/2
. M .
1+1/2, j-1/2 1+1/2, -1/2

Figure 13 L’écart sur les normales unitaires dans le mouvement des points
de la paroi contient un terme colinéaire a la normale unitaire et un second
terme orthogonal a la différence E?—H/ % des perturbations entre
les deux points de la facette El,j+1/2 (relation (4.11)).
Preuve de la proposition 4.3.

e Deméme qu’a la proposition précédente, la relation (3.12) prend ici la forme :

t
/2 <yn+1/2 _yn+1/2 _pnt1/2 4 pntl/2 )
I+1/2,5 I+1/2,5+1/2 I+1/2,5-1/27  TI+1/2,j+1/2 I1+1/2,5—1/2
t
_ 4 ( ntl/2 _gntl/2  gntl/2 g+1/2 )
I+1/2,5 i+1/2,y  i-1/2,y j+1/2,2  j-1/2,x

+1/2 +1/2 t

— n _.n

= Vigaeg T (ej,y P e >
n+1/2

Vig1ja,j T (Ej x k),

ce qui établit la relation (4.9).

e Le calcul de la normale unitaire demande d’évaluer au préalable le module
de I'expression (4.9). On a :

+1/2 |2 +1/2
‘ V;‘ ‘ + 2 (VI—H/Q,j X e;‘ ) + (ordre > 2)

2
| “r+1/2,5 |
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donc

1 (1 IS VEY 6n+1/2> + (ordre > 2)
n41/2 U o 2 © % =

R N v | Vit1/2,5 |

et la relation (4.11) résulte du produit de cette derniére relation par I’expression

(4.9). 0

e 4.3 ¢ Décomposition de flux

° L’évaluation de la pression paroi p?j_rll//; ~ demande d’entrer dans le
,J

détail de la méthode numérique “Muscl” [vL79]. Rappelons qu’a partir des
états {W" kEk<I,le’Z } , la méthode Muscl propose de calculer des états

k,l’
extrapolés au bord des différentes faces ; nous notons W' et W
7/7.7+1/27_ Z7J+1/27+
les deux états de part et d’autre de la face . . alors que W" . et
7’7]+1/2 7'+1/27‘77_

n
i+1/2,7,+

renvoyons a la figure 14 pour une illustration de ce point. Les flux (<I> . 1/)

désignent les deux états de part et d’autre de la face X ; nous

i+1/2,
n+1/2
i, j+1/2

n+1/2 , oy. , . , N
/ sont calculés en utilisant une résolution approchée du probleme

et ((I) . V) i41/2, ]

de Riemann entre les états W™ et W le long de la normale
7’7‘7—1—1/27_ 17‘7+1/27+

v t1/2 0 Qune part, entre les états W" . et Wn . le long de la
7/>J+1/2 7’+1/2>.77_ 7’+1/2>.77+

normale V,"J:Fll/2 2 d’autre part. Comme pour la relation (2.24), nous avons
i+1/2,
donc :

. n+1/2 n n+1/2 n
(4.12) ((I) V)i,j+1/2 - \I’<Wi’j+1/2,— ’ Vi,j+1/2 ’ Wi,j+1/2a+>

. n+1/2 o n n+1/2 n
(4.13) (@ V)i+1/2,j = \I’<Wi+1/2,j,— Yit1y2,5 W7:+1/2,j,+>

et le choix du flux splitting de van Leer pour évaluer la fonction W (Wg ,
est explicité dans le sous-paragraphe suivant.

V,Wd)
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Vi 12

i+1/2, j+1/2
2.
M. _ I, j+1/2
i-1/2, j+1/2 N Z
I j+1/2, - i+1/2,
n n
W, . W
n n i+1/2, j,- i+1/2,§, +
W W, .
i-1/2, j,- i=1/2,j, +
n V. .
OWi,j—l/z, + ‘ +1/2,]

M
n . .
Iv'i—1/2, 172 O W i-1/2, - +1/2, j-1/2
Figure 14 Ensemble des états extrapolés pour le calcul des flux

(Do V)i,j:tl/Z et (Pev) autour du volume K, ..

i+1/2,
) Le calcul du flux de van Leer a deux dimensions d’espace (relations (4.12)
et (4.13)) prend la forme simple

(4.14) U(W,,v,W,) = &7 (W,)ev + & (W )ev

g 9
et compte tenu de la définition (3.44), on a, pour

t
1
(4.15) W = (p,pu,pv,pEEp(e+§(u2+v2))>

UVy + VI 9 Yp

) p:(/y_]-)pea c = —

4.16 M
(4.16) v ;

v p—
la relation suivante

4.17) Y (W)ev = { 0 st M, <=1

O(W)ev sio M, >1.
Lorsque | M, | < 1, I'extension bidimensionnelle des relations (2.28) a (2.30)
s’écrit :

t
(418) S W)ew = |v| (fLWv), FEW,0), [ W, 0), 5 (W, 0))

avec

119) %) = pe

M, +1\
2
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(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
(4.25)

De méme, le flux “négatif” &~ (WW)er est une généralisation naturelle des rela-

tions (2.33) a (2.35). 1l vient :

(4.26)

LEMMES FINIS POUR LA DYNAMIQUE DES GAZ (1988-1998)

(y—1uev + 2¢

fr(Wyov) = fE(W,v) >
FEW,v) = £, ) (@e7)

B (Y=1)Tev + 2¢)°
FROW.) = v S
UelU = %(uux—l—vl/y) = wucosf +wvsinf
UeT = 17J|( uyy—i—vux) = —usinf +vcosf
frW,v) = fr(W,v)cosf — f5(W, v)sind
f;(W v) = fT(W,v)sing + fF(W, v)cosd.

( (I)(W) ol Si MV S —1
O (W)er — 4 | v | (f W, v), fp (W), f (W, :1) (W, y)>
\ O Si MV Z ]_

avec, compte tenu de (4.23), les relations

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)
(4.32)

£ W,

) _pC<MV2_1)2

. , (vy—1uev — 2¢
v) = f,(W,v) >

v) = f (W, v) (ﬂo?)

. ((7—1)6.5—20)2
) = o)

v) = f (W, v)cost — f— (W, v)sinf
v) = f (W, v)sind + f~ (W, v)cos0.

qui permettent de généraliser la relation (2.26) sous la forme
D(W)ev = OT(W)ev + &~ (W)ev, VW, Vu.

(4.33)
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e 4.4 ¢« Pression paroi.

° La pression a la paroi s’obtient par une approche analogue au cas
monodimensionnel ; on évalue d’abord la pression a vitesse nulle p”"‘l/ 2(0),

avec une notation quasnnent analogue a celle du cas monodlmensmnnel puls on
la corrige avec d’une part 'effet di a la vitesse de la paroi et d’autre part 'effet
dii a la variation du vecteur normal. La pression paroi a vitesse nulle se calcule

en utilisant dans le probleme de Riemann relatif a la face X I41/2, la donnée a

gauche égale a W" et pour donnée a droite son état miroir :

i+1/2,4, —

(4.34) Wi+1/2 i+ ’LL<W¢+1/2 3, — )

n
qui a méme thermodynamique que 1’état Wz—l—l /2.5,

u, e 7 mais une vitesse normale i v opposée. Nous avons :
) )

, méme vitesse tangentielle

( Wn n - Wn
p<,u( i+1/2,j,—)) - p*,j = p(yi+1/2,j7—)
a(p(wr o)) em = R
i+1/2, 4, — *, 7 v )
(4.35) [Pz |
(e o)) eF = e (kx STEL ) g F
+1/2,5, = J | V141725 | "/
\ (L) (M(Wi—l—l/Zj —)> = (PE) (W“rl/? I = )
de sorte que le flux décomposé entre Wl" 12,5 - et son miroir M(W:H /2,7, — )

est toujours de la forme

n+1/2 n+1/2 .
(4.36) (@.V)Hl/zj = (o,p*fj/ (0) VI+1/2,j70) . jeZ, n>0
avec
(v=1) (@™ o) + 2
7’L+1/2 _ + *73 *7]
s 0 = 205 (W i) ;
lorsque le nombre de Mach normal M: y défini par les relations
v
~ I1+1/2,j
(4.38) v, =
+1/2,
N LYl
(4.39)  M" = R CRTE,
) v, %, ] CTL ]
*7‘7

est inférieur ou égal a 1 en module.
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Proposition 4.4 Pression paroi a vitesse nulle.

Lorsque I’élément de surface discrete X I41/2. est immobile dans sa position ini-

tiale (ie. s"fl/2 = snt2 =0, 67 =5 = 0),le flux (Pev)"
+1/2 j—1/2 j+1/2 j—1/2 I+1/2,

définit, grace a la relation (4.36), une pression paroi p"tl/ 2(0) qui se calcule

a partir du nombre de Mach normal M ”* de la célérité du son c" et de

*J

la vitesse normale u" ev de I'état extrapole W” pres de la paroi, a

*, ] 1/2 .77_

I’aide de la relation (4.37) lorsque | M" . | < 1.

Preuve de la proposition 4.4.

e Elle a essentiellement été faite ci-dessus ; comme la vitesse normale ﬁi’ o U
' J

change de signe, on a

f+( i+1/2, j, — )+f( ( l+1/2j—)> =0

donc les flux de masse et d’énergie totaux sont nuls compte tenu de la relation
(4.14). Le flux d’impulsion tangentiel global est nul également, compte tenu de
(4.21), (4.29), (4.35) et de la relation précédente. Le flux d’impulsion normal
de I’état miroir, compte tenu de (4.28) et (4.35) est exactement égal au flux
d’impulsion normal de I'état extrapolé W” , ce qu’exprime finalement la

i+1/2, 7, —
relation (4.37), compte tenu de (4.20) et de la rotation d’angle 6 (4.24)(4.25)
qui permet de le calculer. La proposition est établie. ]
Proposition 4.5 Calcul approché de la pression paroi.
La pression p"t1/2  présente dans la relation (3.68) qui définit le flux limite

I+1/2,5

de paroi mobile (F . V) ;L—i-::// 22 admet au premier ordre de précision par rapport
+ J
a la vitesse s”“/ 2 de l'interface mobile et par rapport aux écarts 5jn+11//22 et
5”:‘11// 2 le developpement limité suivant :
j
( n+1/2 _ n+1/2 n+1/2 ~n+41/2
Privje s = (0) — o5 ;€ (] /’”j ) +
3 -1 3 n+1/2 0
(440) { [ (7 )( )+ (7—1_ ) } [p*vj ( )} (a .5§n+1/2)
n n n 4 n *,J J
(@ v )+c S =@ ) +2er ]
\ + (ordre > 2)
ou
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( +1/2 YIv1/2, +1/2
~n _ ) n T e U
DL < v 2 > (@ 5 *Pry2,5)
| V141/2,5 |
(4.41) < (12
-+ <ﬂf X 37) + ordre > 2,
\ Y V2,5

p"tl/ 2(0) est la pression paroi a vitesse nulle calculée a 1’aide du schéma numé-

rique (4.37), p la densité de 'état extrapolé W” , " la célérité du
i+1/2, 4, — *, ]

son de ce méme etat, u”  sa vitesse et e?“/ 2 Dinfiniment petit calculé & la
relation (4.8).

*, 7

Preuve de la proposition 4.5.

e Comme pour le cas monodimensionnel, il faut évaluer la pression non a
vitesse nulle, mais sur le point de la 1-onde issue de W” et de vitesse

i+1/2, 4, —
normale égale & s"t1/24p7+1/2 Le premier terme complémentaire est donc
j

dii a cet effet et 'analyse monodimensionnelle effectuée a la proposition 2.3 est
encore valable. Nous renvoyons le lecteur aux relations (2.54) et (2.55).

e Le terme suivant, dii a la géométrie, tient a la distorsion de la paroi liée
a ’ensemble du mouvement des points mobiles qui change la direction de la
normale. La pression a vitesse nulle est a prendre pour une normale déformée
VJT_LH/ 2 et on doit développer au premier ordre par rapport a 51/”+1/ 2 (calculé

a l'expression (4.11)) une pression pi”;,l/ 2(67) donnée par :

(y=1) (@ o0 T/2) 4 27

n+1/2 ot ~nt1/2 3 J *, j
(4.42) p"T/2(67) = 2 £ ( KPR ) - .

Compte tenu des relations (4.19) et (4.23), on a :

2ft  (y—=1)(uev) +2c v—1 -~
n+1/2 __ m
*74212 — [2 (WeD) +c ~ +2fF ]5(u.y)

op
n+1/2 2 7_1
= P, +/ (O) [(a.§)+c T (7—1)(&.5)4—20

avec une notation quelque peu simplifiée pour ne pas allonger les expresions
algébri-ques. La relation (4.40) est donc établie.

n+1/2
] (Uo5VJ )

e Il reste a préciser (4.41) ; compte tenu du développement (4.11), il vient :

TedD = —(‘ VV‘Q Xe) (@e?) + (a |—§| ><k>+ ordre > 2
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— _(‘ V|2 xe) (wev) + <TZ>< |—6‘)—|— ordre > 2
v v

et, aux notations pres, la relation (4.41) est établie. O

e 4.5 ¢ Flux transversal.

° La relation (3.68) qui permet de définir le flux limite de paroi mobile
n+1/2

I1,j+1/2
qu’une expression dynamique issue de ce flux, a savoir

1 1
Z(ser)"T2) = (@er) TV L 2 (ser)ntl/2 /2
(4.43) @(2(8 V)j+1/2> = (¢ V)I,j+1/2 3 e iage Wi

I1 faut préciser que dans 'expression (4.43), 1’état T/VI"‘H/1 2
,

+1/2

sur la direction d’espace-temps de vitesse normale égale a 3 (se)

fait apparaitre un flux transversal (<I> . 1/) qu’il convient de calculer ainsi

est un état vivant

n+1/2
j+1/2
) 7’L+1/2
I,j4+1/2
est a prendre le long de cette méme direction d’espace-temps de vitesse normale

dans

la résolution du probléme de Riemann (voir la figure 15) et le flux (<I> oV

1
~ (sev)"H1/2,
2 j+1/2
n+1/2
th Wl,j+1/2

1 n+1/2 ~n+1/2

=S . V.

2 |, j+l/2  j+1/2.

7

I, j+1/2, +

> X

Figure 15 Dans le probleme de Riemann

entre les états fluides W' ., , et WI,j+1/2, e il faut évaluer le flux (4.43)
n+1/2

au point de vitesse normale % (sev)
j
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° La décomposition de flux de van Leer a les inconvénients de ses avan-
tages ; l'expression (4.14) qui permet le calcul approché de la solution du pro-
bleme de Riemann est simple mais il est impossible, dans 1’état actuel de nos
connaissances et malgré une tentative infructueuse menée lors de cette étude
(mai 1997), de proposer une décomposition “naturelle” de I'expression W(sev)
de la relation (4.14) qui permettre de retrouver les relations (4.17) a (4.33)
lorsque serv = 0. Nous optons donc pour la modélisation numérique qui
suit, approche qui étend ce qui a été proposé plus haut pour le champ de pression.

° Nous nous placons d’abord a une dimension d’espace et supposons le
probleme de Riemann entre W, et W, résolu exactement grace au schéma de
Godunov. Alors 'expression (4.43) a un développement qui s’exprime simple-
ment en fonction du flux numérique (a vitesse nulle), de la vitesse de mobilité
infiniment petite s et de ’état W (0) présent a l'interface lors de la résolution
exacte de ce probleme autosemblable. La proposition qui suit précise ce point.

Proposition 4.6 Flux numérique a vitesse variable.
Soient W, et W, deux états monodimensionnels (relation (2.5)), V(Wg €,

w d) la solution entropique autosemblable du probleme de Riemann entre W,
et W,. Alors on a les deux résultats suivants : (i) le flux du schéma de Godunov
\I/(Wg , W d) est calculé simplement par la relation

(4.44) v(w,,w,) = f(V(W,,0, W)

ou f(e) est définie a la relation (2.8), (ii) pour ¢ € IR infiniment petit,
I’expression \If(Wg &, W d) définie comme en (4.43) par la relation

(445) @(Wgafa Wd) = f(V(Wgafa Wd)) - gV(Wg7§7 Wd)

admet le développement suivant :

(4.46)  W(W,, &, W) = W(W,,W,) - £V(W,,0, W,) 4 ordre (£2) .

Preuve de la proposition 4.6.

e Nous supposons le lecteur familier de la résolution du probléeme de Riemann
pour la dynamique des gaz et renvoyons dans le cas contraire a l'ouvrage de
Courant et Friedrichs [CF48]. La figure 16 illustre une configuration typique
pour le probleme de Riemann : 'espace-temps (z, t) € IR x [0, +o0] est di-
visé en secteurs angulaires ou la variable { = n permet de paramétrer I'état

V(Wg JE, W d) solution entropique du probleme de tube a choc. Dans ce cas

de figure, quatre valeurs de & sont critiques : la valeur £ = Al(Wg) qui per-

met de “commencer” la 1-onde de détente, la valeur § = A, (Wl*) du premier
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état intermédiaire qui termine cette 1-onde et débute la plage du premier état
intermédiaire, la valeur & = u* ou u* est la valeur commune des vitesses de
Wl* et Wz* et enfin la valeur { = o, de la célérité d’un 3-choc entre le second

état intermédiaire W2* et 'état de droite W, de ce probleme. Nous avons donc
(dans ce cas de figure au moins) :

fw,) —EwW, E< A (W)
(V(Wga aWd)) _€VEW9>,§’Wd)7 ( )
A (W) <& < A\ (WF
(@A W We & W) =0 pwy —ewr . A <6<
fW;) — EWr, ut < § < o,
\f(Wd)_Sde €>03

0

Figure 16 Solution typique du probleme de Riemann.

e Dans la l-onde de détente (A (W,) < £ < Al(Wl*)), la fonction & ——

(W, , &, W,) est dérivable et on a :
0
(448) a_fql(w 57 Wd> — _V(Wg ) ga Wd> :

En effet, le long de cette onde de détente, I'état V(W , §, W) vérifie :

(149)  [af(vV(W,, & W) - g} g( W,. 6, W,) =0

et la propriété (4.48) résulte d’'une dérivation par rapport a & de la relation
(4.45) et de la relation (4.49). Sila 1-onde de détente contient le point d’origine
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¢ = 0, la relation (4.46) résulte alors du développement de Taylor a 'ordre 1 de
(W, , &, W,) et de la relation (4.48).

e Pour un état constant V', 'expression (4.45) est une simple fonction affine
de & (c.f. (4.47)) et si c’est le cas autour de £ = 0, alors le développement
(4.46) est en fait exact.

e Pour la 3-onde de choc (avec { = o, ) ou la 2-discontinuité de contact
(& = u*), on a deux états constants W_ et W, de part et d’autre de la
discontinuité et la relation de Rankine-Hugoniot s’exprime sous la forme

(4.50) JWL) = FGW_) = o(W, —W_)

qui entraine clairement la continuité de la fonction \IJ(Wg )
de & = o:
(4.51) \IJ(Wg,fza—O,Wd) = \If(Wg,§:0+O,Wd).

Compte tenu de 'expression affine de \I/(Wg o, W,

\I’(WQ,U,Wd)—(f—O’)W ) §<O—

(4.52) ‘I’(ngfvwd):{\II(WQ,O,Wd)—(f—U)WJra §>0,

nous concluons que le développement (4.46) est valable si o = 0, a cette réserve
pres que la dérivée de W(W, , o, W ) ayant unsaut, I'état V(W,, 0, W) dépend
du signe avec lequel & tend vers zéro. La propriété en résulte. ]

) au voisinage

. W,

) au voisinage de £ = o:

° La proposition 4.6 permet de calculer le flux de paroi transversal (4.43)

lorsqu’on utilise le schéma de Godunov. Le premier terme de la relation (4.46),
noté dans a suite (®"T1/2 opntl/2

I,j+1/2 j+1/2
vitesse est nulle (ce qui n’exclut pas une modification de la direction normale !)

et le second permet d’utiliser un état VI”JT}F{ 32 présent a l'interface (de vitesse
)]

nulle) dans le probleme de Riemann, au lieu de 1’état W;""i/l 2/2
) .]

direction d’espace-temps de célérité non nulle. Nous avons donc :

(4.53) {\1,(1(5.V)n+1/2> = (@2 W) (a2

) correspond au flux classique lorsque la

présent sur une

2 Jj+1/2 I,j+1/2  j+1/2 2 J+1/2 I,5+1/2
+ (ordre > 2).

° Le développement limité se poursuit clairement : il faut d’une part
développer le premier terme, flux de van Leer qui approche le schéma de Godunov

lorsque la normale v"t1/2 est issue de la normale fixe v, par la relation
J+1/2 I,j+1/2

(4.7). Ce calcul est possible car le flux de van Leer est une fonction dérivable ;
nous le présentons au paragraphe suivant. Il faut d’autre part évaluer le second
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terme de la relation (4.53) : comme s;”rl/ 2 est un infiniment petit du probleme,
on néglige au premier ordre la variation de la normale V;H_l/ 2. De plus, I’état de

vitesse nulle antz 32 dans le schéma de Godunov peut étre obtenu en prenant
,J

pour direction normale de ce probleme de Riemann la direction fixe Yy 120

négligeant une nouvelle fois la variation (4.7) de cette normale. Nous effec-
tuons aussi 'approximation (modélisation numérique !) qui consiste a utiliser la

résolution approchée de Roe [Roe81] notée ici et plus loin VIR7'11/2 a la place
' J

de la résolution exacte de Godunov entre les états W™ et Wn
Iaj+1/2a_ Ia]+1/27+

de part et d’autre de l'interface X Le flux transversal U(sev), défini a

I,j+1/2°
la relation (4.43) admet donc le développement suivant :

1 nt1/2\  _ (@ntl/2 o onil/2 1 n+1/2 1,R.n
(4'54) { qj(§ (S.V)j+1/2> a ((I)I7j+1/2.yj+1/2) N §(S.V)j+1/2 V—’>j+1/2

+ (ordre > 2).

° Le paragraphe 4.6 est consacré au développement du premier terme

du membre de droite de la relation (4.54) (®"+1/2 1" +1/2) pour prendre en
I,541/2  j41/2

compte la variation (4.7) de la direction normale ; le paragraphe 4.7 explicite le

calcul de la moyenne de Roe VIR7'j-1 /2 dans le cas bidimensionnel.
)]

e 4.6 ¢ Sensibilité du flux de van Leer a une variation
de la direction normale.

° Le flux numérique transversal (<I>"+,1/ 2 gpyntl/ 2) est calculé selon
I,j+1/2 j+1/2

Bram van Leer ([vL79], [vL82]) avec le schéma (4.14), joint avec une extrap-
olation, c’est a dire :

(I)TL+1/2 . Vn+1/2 — (I)—i— (Wn ) . Vn+1/2
(4.55) 1,j4+1/2 " 7 j+1/2 ALY S
. — n n—+
+ e (Wl,j+1/2,+) *Yivy2

Dans la suite de ce paragraphe, nous explicitons la variation §®* (respective-
ment 6@~ ) du flux numérique ®+(W)erv (respectivement ®~(W)er) dans

une variation ov = k X 57:"11//22 de la direction normale (relation (4.7)), afin de
j
développer le flux (4.55) lorsque la position du sommet frontiere M 14172, j41/2

varie de 6”72 au cours du temps.
Jj+1/2
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° Nous commencons par évaluer la variation 6v de la normale unitaire
lorsque la normale non unitaire v de mesure ¢gale a celle de la facette X, 412
varie de dv.
Proposition 4.7 Variation de la normale unitaire.
Lorsque la normale v varie de dv, la normale unitaire v définie par
_ v
(4.56) vV = —
| v ]
varie de 0v, avec
~ 1 1
(4.57) 0w = —ov — —= (v, ov)v.
| v ] (v P
Dans le cas de la relation (4.7) ou dv s’écrit ovntl/2 — | §nH1/2) on a
j+1/2 j+1/2
simplement
(V . o n+1/2)
~n+1/2 _ I,j+1/2 " "j41/2
(4.58) 5Vj+1/2 I (k VI,j—i—l/Z) :

Preuve de la proposition 4.7.

e La relation (4.57) est une simple dérivation de (4.56), compte tenu de la
définition de la norme | v | en fonction du produit scalaire (v, ). Lorsque

dv = k x 6"1/2 on a alors
j+1/2

~ 1 2 2 —(Sy Vg
oV = I2E [(Vx"‘yy)( 5. ) - (—%%-i-%%)(yy)]
_ 1 <—V§5y —I/xl/yéx)

[ v 3\ VZ0s + vavydy
o s t1/2
_ (v 5j+1/2) —1y

v [° Va
ce qui montre la relation (4.58). ]
Proposition 4.8 Sensibilité de la contribution positive du flux.
Soit W un état (relation (4.15)) pour la résolution des équations d’Euler de
la dynamique des gaz, v une direction normale de l'espace et v = v/ | v |

la direction unitaire associée. On suppose que le nombre de Mach normal M,
défini a la relation (4.16) est plus petit que 1 en module :
V= Uel

v

(4.59) <1,

C
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Alors le flux ®* (W) ev, défini aux relations (4.18) & (4.25) admet le dévelop-
pement suivant :

(460)  S(DT(W)erv) = (39, 50F, 50+, 50 )"

(a61) 09 = 2 f+(W V)C”‘Xf' (77 6)
( 1
50+ = |(v—=(@e?) T ) fH (W, v) +
(4.62) [ ) (u.7)> (705)
| +1+M PV — v | 2
'5@; - [ u.T)yy) £ (W, v) +
(4.63) 4 2 (TeF) (700)
| +fj(W,V)+1+MV D growon | £
- 2 . (7ed)
(4.64) o), = [mer(Wa v) + mf;(wa V)] (UeT) 1

lorsque, toutes choses égales par ailleurs, la normale v subit une variation dv
donnée par

(4.65)  6v = kx5,

Preuve de la proposition 4.8.

e Compte tenu de la relation (4.58) et de la forme algébrique particuliere des
flux f (W, v), fH(W,v), f;(VV, v) et fF(W, v) a dériver (relations (4.19) a
(4.25)), on commence par dériver le nombre de Mach normal. On a :

1 1

M, = —6(ueD) = —Uebv
c c
1
— W (ved) (ﬂo (k x 1/)) compte tenu de (4.58)
clv
VXU UXU
BRI R
(466)  OM, = — (FxT)(Fed) = — (eF) (Fe0)
. V_C|V| u ° —C|V|u.7' . .

e Il suffit ensuite de dériver ’expression (4.19) par rapport au nombre de Mach
normal :
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(1+M,) B L oM,
1 oM, = 2fm(W, V)1+MV

ce qui montre la relation (4.61).

5@; = 2pc

e  On dérive ensuite le flux d’impulsion normal f (W, v) calculé a la relation
(4.20) ; il vient

vy—1)(uev)+2c v—1

SfEW,v) = b0t LR, )

5(ii e D)

— [ 2 f+(W, V) (v

+ v—1
TE 0 + (W, v) c]éM

v

1+ M,

(468)  6FF(W,v) = m[wv—l)(u-u) e £V v) o,

e Il est également utile de maitriser la dérivée de la vitesse tangentielle we 7T =

(46T)  BFE(W, ) = [ Frov )+ Tt W,u]
I

ST xa) = (67) x 1 = |”V‘f3(k><y)><ﬂ - —|”V°|‘; (Tov)

Ved

| v ]

(4.69)  6(aer) = 6(Txa) = —

(iie7).
La dérivée du flux d’impulsion tangentiel (relation (4.21)) est donc simple :
SfEW,v) = 6®F (WeT) + fH(W,v)6(teT)

B 2(@e7) Tei
= fﬂ—t(W’ V) [W (SMV — | y ‘ (V.Cs)i|
2 Uel

(470)  SfF(Wv) =

W, v)éM, — fH(W,v)

Ty (7+6).

| v

e On combine ensuite les relations (4.67) et (4.70) pour dériver, a l'aide de
(4.25) et (4.26), les deux composantes cartésiennes du flux d’impulsion. Il vient :

Compte tenu de (4.58), on a
TR SV ALALE SN VR ALY

’ v ? N T
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et le calcul se déroule, suite a (4.61), (4.67), (4.70), (4.71), (4.23), (4.24) et
(4.25) :

2 v—1
+ _ + +
§OT = {1+M,, [V, 0) + = e W, 1/)} SM, cos 0

+ LW, v) (—T;(‘Ssine) — V)(TLTCOS@)
[HM £E (W, v)6M,, — f1(W, v) T‘;T(a.(s)]sme
- 1+2M,, £EW, v) oM, — £ (W, v) TV(‘S
+ W, v) TV(‘S (7;1(6.%) cos + (Ue?) Sin0)
= A ) B v+ v (-2 7)) |

ce qui établit la relation (4.62). On procede de méme pour la seconde com-
posante :

SOF = S(fFW )T, + (W, 0)T,)
= (06fF(W, )7, + fF(W,v) (67,) + (6fF (W, v)) o, + fF (W, v) (67,) .

_ [1+M o, )+VT_1¢f;L(W, )] 6M, sin6

1w (

Vel Ved

| v
f:—(VV? V)(FMV o f;(Wa V)

cos@) — fF(wW,v) <| V] sin@)

Uog

+ [1+M D (5.5)]0080
B " UWeT Vel n Vel
— o L) b IEW)

+ (W, v) T;(‘S <7;1(ﬂ.?) sinf) — (ueD) cos@)

ﬂ.? UeT
— B ‘[fJF(W V) + T L f;(VV, V) . —f;(W, V) <u+ N sm@)]

et la relation (4.63) en découle.

v | v |

V05

e La dérivation du flux d’énergie positive est menée par dérivation de la rela-
tion (4.22). il vient :
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(v=1)wev+ 20)2

§O = SfH(W, v)

¢ 2(v*-1)
2(v—1 —Duer+2
A )é(&z_)f; v+ %) 5(e )
_ 2 f+(W V) 60?505 4 Y f+(W V)(a.?) /1705
1+ M, ¢’ c |v] yH+1m | v |

et I’établissement de la relation (4.64) acheve la preuve de la proposition 4.8. [

Proposition 4.9 Sensibilité de la contribution négative du flux.
Sous les mémes hypotheses qu’a la proposition 4.8, le flux &~ (W)ev défini
aux relations (4.27) a (4.32) admet, lorsque la direction normale v subit une
variation v de la forme (4.65), c’est a dire dv = k x §, le développement au
premier ordre suivant :

(AT2) 5@ (W)er) = (60,50, 50, 60 )"

(4.73) 6B = M2_1 £ (W, y)f‘xj (776)
( 1
50 = |(v—=(@eR)7,) f= (W, 1)+
(4.74) [( ) (a.%)> (705)
\ +M—1 c fx(VV?V)_fy_(W7V)] |I/|
60, = —(u+;(a.%)ay) F= (W, )+
(4.75) (e 7) (706)
\ +fx_(W’V)+MV—1 (W) ]
(176) 60 = [# SOV0) 4 e [ V)] (@e7) (‘”;“S)

Preuve de la proposition 4.9.
e On commence par dériver la relation (4.27) relative au flux de masse :
M, —1\2
0d— :5[—p0< z )]
m 2
1
- (—,OC) Z 2 (MI/ - 1) 5MV
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2 _
= [ (W, v) oM,

v

ce qui établit la relation (4.73).

e On dérive ensuite le flux d’impulsion normale (relation (4.28)) et le flux
d’impulsion tangentielle (relation (4.29)) ; on obtient :

(7—1)&05—20

Sfo(W,v) = 60 + 7;1 fo (W, v)6(iew)

Y
_ MVQ_ - [ (W, v)6M, + vl cfo (W, v)6M,
@ s = | MVQ_lf;(W, ) + L= p v o,
et
SfZ(W, 1) = 6@ (We7) + f (W, v)6(V x 1)
4T8) B Wow) = g £ W) 6M, = (W) (3e7) 723

v

e Jointes a (4.31), (4.32) et (4.71), on déduit des relations (4.77) et (4.78) la
dérivée des deux composantes cartésiennes du flux d’impulsion. Pour I'axe des
x?

S~ = 8f (W, v)cosl — f- (W, v) T;Tsinﬁ
—8f=(W, v)sinb — f=(W, v) T;(‘Scose
= (G £ o)+ e (W) M, cosd — g (W) T2
N [MVQ—l £2(W, v)6M, — f- (W, v) (D) T;ﬂsme
— MV2_ - S (W) oM, — f (W, v) TV(‘S
I (W, v) TT‘T (1- %) (e 7) cosd + (ite?)sind|

et la relation (4.74) s’en déduit. Pour I’axe des v,
Ved

cos 6
2

6@ = of, (W, v)sinf + f (W, v)
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+Of (W, v)cos — f=(W, v) T;‘Tsme
_ [M,,Q— - (Wow) + -1 cf- (W, u)} SM,, sin6 + f=(W, v) %
+ [MVQ_ - f (W, v)6M, — f,. (W, v) (We?) T;T]cose
:5%{HJWWM@+EMW$%
+L;@KLO%5%{Of—%)@B%)ﬂn9-—(ﬂoﬁywse}

et la relation (4.75) est établie.

e La dérivation du flux d’énergie négative se mene sans difficulté ; on a :

(y=1) (o) — 2¢)°

00 = 09
‘ " 2(v* -1 i
_ 2(y-1) .
W, v) ———= —1 o) —2c)coM,
+fm( 7V)2(72_1>((7 )(u V) C)C v
2 ye

= - M - M

My—lfe (W, v) oM, =+ 7+1f"( V) oM,
et la relation (4.76) résulte alors simplement de (4.66), ce qui termine d’établir
la proposition 9. ]

e 4.7 ¢« Moyenne de Roe bidimensionnelle.

° Le paragraphe 4.5 relatif a ’étude du flux transversal (4.3) nous a montré
qu’on peut le développer au second ordre sous la forme (4.53). Au paragraphe
4.6 qui vient de s’achever, nous avons explicité ’outillage technique qui permet
de développer le premier terme du membre de droite de la relation (4.53), c’est

a dire (@""fl/2 o 1/7,”‘1/2) lorsque la normale p" /2 ast une perturbation du
I,j+1/2  j+1/2 I,j+1/2

premier ordre de la normale “fixe” v, 4172 donnée a 'aide de la relation (4.7).
Il convient maintenant de s’intéresser au second terme du membre de droite de
la relation (4.53), lequel se présente déja sous la forme d’une perturbation du
premier ordre et peut donc étre approchée par la relation (4.54). Le probléme

qui reste a résoudre est de calculer la moyenne de Roe, notée VIR’ZI /2 sur
i
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I'interface > | transverse a la paroi mobile, entre les états W"

et W}l +1/2.4 de part et d’autre de cette interface (voir la figure 13 pour une
7.7 )

explicitation de la géométrie).

° Pour éviter des notations trop lourdes dans le corps de ce paragraphe,
nous cherchons donc a évaluer la moyenne de Roe entre deux états W, (=
n o . _ n ’ ’
WI,j+1/27— ici) et W (W, = Wl,j+1/2,+ dans notre cas de figure) séparés

v,
par une interface de normale unitaire v (v = _Lir/z pour le calcul de
RImyy
yR.n ). Nous posons donc :
I,j+1/2
R,n _ n ~ n
(4'79) Vf’j—i-l/? = I (Wf,j-i-l/?, —’ Vfaj-i-l/? ’ W[,j+1/2,+>

et nous explicitons a la proposition suivante le calcul de la moyenne de Roe
bidimensionnelle R (Wg , v, W d) entre deux états W, et W séparés par une
normale unitaire v.

Proposition 4.10 Moyenne de Roe bidimensionnelle.
° Soient W, et Wd deux états fluides a quatre composantes scalaires

(explicitées génériquement a la relation (4.15)) et ¥ une normale unitaire fixée.
On définit I’état d’interface W* (Wg ) Wd) a l’aide de sa densité p*, de sa vitesse
u = (u*, v*) et de son enthalpie totale H*, calculés par les (célebres) relations
de moyenne [Roe81] :
1 2 1.9 2
(4.80) H, = 7_1(cb) —|—§(ub—|—vb), b=goud
(4.81) pr = /Py Py
JPs U, + /P, U
(4.82) wr = Yo Pt
R
/P, UV, + /P, V
(4.83) o = Yo P4 %
N
Voo H, + /p, H
(4.84) = Yl Pa"a
VR
° La matrice de Roe A(W* (Wg ) Wd), ﬁ) est calculée en posant W =
W= (Wg , W d) dans ’expression de la matrice jacobienne A(W, ﬁ) des équa-

tions (3.42) de la dynamique des gaz. La matrice A(W, v) est définie par la
relation suivante
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(4.85) AW, D) = df(W)D, + dg(W)7p,

a partir des flux f(e) et g(e) et qui a une expression explicitée ci-dessous :

(AW, D) =
(0 7, 0
(y— 1)H 7, uv,  —(y-1)vw, (y=1)7,
(4.86) 4 —u (u.u Zu.u +uv,
(v—-1)Hvp —021/ (2—y)vy (v—-1)7
—’U(UO/V\y) lz)uﬂy —|—(ﬂo§) Y Y
(vy—=2)H (uev) HI/ N Huy, v (uev)
L\ @en) oD @en) — G- u(ie) /
° La famille de matrices A(W*(Wg , W d), ﬁ) vérifie les relations consti-

tutives de Roe :
(4.87) df(Wd) — df(Wg) = df(W*(Wg, Wd))o(Wd—Wg)
(4.88) dg(Wd) — dg(Wg) = dg(W*(Wg : Wd)) . (Wd — Wg)

et par linéarité toute relation de la forme

(489) (W) e¥ — O(W,) e = A(W (W, W,),7)e(W,~W,).

° L’état R (Wg , U, Wd) est par définition la solution stationnaire du

proble-me de Riemann linéarisé de matrice A(W*(Wg , W d) : 5). Son expres-
sion est paramétrée par les valeurs propres de cette matrice, a savoir les “trois”
ondes de célérité A, (W*,v) (=1 a 4!) qui s’explicitent ainsi :

(4.90) AN(W* D) = uev—c*
(4.91) AN (WHv) = M(WH, V) = uev

(4.92) ANW*, D) = uev+c*

ol ¢* est calculée en cohérence avec les relations (4.80) a (4.84) :

@) = - g [ ).

(4.93)

On a:
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(R(W,, 7, W,) =

(W, si wer—c*>0
1 * ko~ * koY ) *
W9+W{(pd—P c “d'”) - (pg—p ¢ ug'”)} r (W, v)
(4.94) < ) Si Bev—c" <0< Uev
1 _ -
Wa= 5y {(derp*c*“d‘”) (py +p" " 'V)} ry (W5, )

si uer <0 < uev+c
L \Wd Si ﬂoﬁ—l‘c* SO

ou les vecteurs propres r; (W*, v) vérifient bien str
(4.95) A<W*,§).rj(W*, D) = A (W* D) (W*, D)

et ont une expression qui se calcule sans difficulté :

(4.96) r,(W*,v) = (1,u*—c*ﬁx,v*—c*ﬁy,H*—(ﬁ.ﬁ)c*)t

~ JUNDURE U 1,
(4.97) ro(W*, 7)) = (1, (Wev) 0, , (WeD) 7, 5(u.v)2— i(uoT)Q)t
(4.98) (W) = (0, — v, (@e7) )"
(4.99)  r, (WD) = (1w +c 0, v* +¢ 0, H + (e0) c*)" .

Preuve de la proposition 4.10.

e Le calcul de la matrice jacobienne demande simplement de dériver les flux
f(e) et g(e) des relations (3.40) et (3.41) relativement a 1’état W explicité en
(3.36) et a ’aide des équations d’état (3.37) et (3.39). On a par exemple

p = G=D[0B) - 50 + ()]

donc
(4.100) ;—V]i/ = (W-1DH-,—-(v—Du, —(y—1v, (y—1)) .

De facon analogue,

oW ow " Paw \ oW

0 0 pu 0

giv (PuE +pu) = 5 (0B 5) + 5 (ow
:(—Eu,E,O,u)—i—uaa—g/—l—%( u,1,0,0)
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%) _ p p op | p
W(puE—i—pu) = (—(H—;)U,H—;,O,u)+UW+;(—U,1,0,0)

(4.101) % (puH) = ((7—2)Hu—uc2, H—(y-1)u?, —(v—1)uwv, 7u>

compte tenu de (4.100) et de 'expression de la dérivée de pwu. Il vient alors, par
dérivation tres élémentaire de la relation (3.40) :

0 1 0 0
(4.102) df(W) = (7‘1”:;)“2—02 (3—Uv)u (1—17)@ (781)

(y=2)Hu—uc®> H-(y=1)u?> (1-y)uv ~u
et un calcul trés anaogue, avec l'aide de (4.100) et (4.101), permet d’expliciter
la, dérivée de la relation (3.41) :

0 0 1 0
—uv v u 0
(4.103) dg(W) = (y—=DH 12— (1-y)u B=—mv  (v=1)

(y=2)Hv—vc® (1-y)uv H—(y=1)v* v
La relation (4.86) résulte alors de (4.85) et de 'explicitation (4.102)-(4.103) des
deux contributions.

o La vérification des relations (4.87) et (4.88) qui sont constitutives de la
matrice de Roe demandent un peu de travail algébrique que nous explicitons
ci-dessus pour la seconde ligne de (4.87).

A= (=D H =@ = () (0= py) + B=) 0 oy, — ) +
+ (=) vy = pgvy) + (V=1 (py By = py Ey)
= 2w+ L 0 o= pg) + Bty py ) +
+ (1 =7)v*(p, v, — pyvg) +

+ (y—1) {pd ed+%d ((ug)*+(vy)%) = pg g_%g ((u9>2+(vg>2)}

¥—3 y—1
= 5 (W) (py=py) = (V=3 (pyuy=pyug) + = (g uy=pyug) +
v—1
+ I [0 0, = 0y) = 20" (0,0, = Py vy) + (0,02 = pyu?) | +
+ P, —Pg-

Nous calculons alors séparément les termes en v et en u dans cette derniere
expression. On a en effet
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Pavs = pyve = 20" (p, v, — pyvg) + (W) (o, — py)

= Py Uy~ Py Uy = 20" (0, v, =Py 0g) + (\/Pg—/Pg) V" (\/Pg Vg /Py v,)
= 030 = 2y 0 (0 /5 00) vy — (4 /Py P0) V)

= Paby ~ pgvg + 0" (Vpg + /Pg) (V/Pg Vg = /Pavs)
2 2
= PgUy T Pyl T (\/pgvg —i—vpdvd) ( Pg Vg — pdvd) =0
compte tenu de (4.83). Nous retenons
(4.104)  p 02 — pyul — 20" (v, —pgvg) + (V) (o, — pg) = 0
et de maniere analogue pour la premiere composante de la vitesse :
(4105) pd U?l - pg U’E _ 2U* (pd U’d _pg ug) + (u*)Q (pd - pg) = 0.

Quand on injecte les relations (4.104) et (4.105) dans le calcul qui explicite la
seconde ligne de la relation matricielle (4.87), il vient alors facilement :

_ 2 2
A = (pyu; +p,) — (pguy + pgy)
c’est a dire le résultat recherché.

N

e On étudie maintenant la troisieme ligne de la relation (4.87). On a

B = —U*U*(pd—pg) + v* (pdud_pgug) + u*(pdvd_pgvg)
= v {pdud—pgug—(vpd—vpg)( Py Ug T pdud)} +u” (pdvd—pgvg)
= 0Ty Py (mug Fuy) A Ut (pg vy = pg )
1
- / S Pg Vs T /P v)
\/%_'_\/m{ pgpd ( ’09 g d d
—|—(pd’0d—pgvg)< pgug—i—\/pdud)}
1

= ———(p,u,v, —p,u,V,) («/P, + /P
\/@_}_m(ddd ggg)( g d)
= PgUg Uy T Pglg Uy
ce qui établit également la seconde ligne de la relation (4.88). Il reste a traiter
I’équation de ’énergie :
C = (V=2 H =(P)u" (g =pg) + (H'=(y=1) (")) (gt =g ) +
— (v=Duw v (pyv, —pyvy) + YU (o, By — 0y Ey)

- (S ) - H) W (o= p,) +
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+ (H*_(’Y_l) (u*)Q) (’Od Ud_pg ug) - (V_I)U*IU* (pd Ud_pg Ug) +
+ (y-Du” (pd By —py Eg) + (ded —Py — Py H, +p9)

= TR [ (0, ) — 20 (o, =y uy) + £y (0,20, ()] +

2L (002 (=) = 20" (0 0=y 0) + 04 (0,21, (0,

— H (g = py) + H (pguy = pgug) + w(pyHy—pg H,).
Les deux premieres lignes de cette expression de C' sont nulles compte tenu des
relations (4.104) et (4.105). La troisieme se simplifie ; nous avons en effet

D = —H"u(p; = pg) + H"(pyug = pguy) + v (pg Hy = pg Hy)
= —u (o  Hy+ \/pg Hy) (\/Pg = \/Pg) + H* (pyu, = pguy) +
+u* (p, Hy—py Hy)
= u'\/pgpy (Hy—Hy) + H” (P41 = pguy)
1

= o (VP (Vs ) (= H)
+ (/g Hy + /Py H,) (pd“d_pg“g)}
1

N m(pdude_pgugHg)(\/E—i_m)

= pyugH,—pyug Hy

_|_

ce qui établit la quatrieme ligne de la relation (4.87). La quatrieme ligne de la re-
lation (4.88) s’obtient par un calcul analogue. Nous retenons la forme algébrique
simple pour ’expression de D

(4.106) { —H"u* (py —pg) + H’ (pd Ug = Pg ug) + u” (pd Hy = py Hg) =
= pyuqgHy —pgug Hy

et une expression analogue obtenue en changeant partout la lettre w en la lettre
v dans (4.106).

e Le calcul de I'état R (Wg v, W d) demande de résoudre un probleme de
Riemann linéaire entre W, et W avec comme opérateur la matrice A(W*, ﬁ).
Il suffit pour cela d’expliciter les vecteurs propres r; (W*, ﬁ) de cette matrice,
les composantes “caractéristiques” ©; de la différence W, — W, dans cette

base :
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et de remarquer que dans le cas d’un systeme linéaire, la solution autosemblable
x
W(§) (§ = -, —o0 < § < co0) du probleme de Riemann entre W, et W,

s’explicite par :
( x ~
W, + Z P (W , u)
gy A (W*, v) <&
W(&) = 1 ’
W, - Z
AN BY:
sauf pour les valeurs exceptionnelles de ¢ égales aux valeurs propres )\j (W=, )

de la matrice A(W*, 7) ou la matrice autosemblable est discontinue. L’état
R (W,, v, Wd) est égal a W(£ = 0) et la relation (4.94) résulte alors sim-

4.108
e 7, (7, )

J

g Y
plement d’une part de I'explicitation des variables caractéristiques ¢, et ¢,

de la relation (4.107) et d’autre part de (4.108) appliquée avec & = 0 (voir la
figure 17).

tA
* 7\ — * 7\ — 1%\
J /
NP rW o= r (WAY)
)\1(W*,v) = usv - c* /
N ! A (W*R)) =0V + ¢
N / 4 -
N . / _-
N / P
W s N / -~ - W
g N < / _ - d X
= .
0

Figure 17 Solution W () du probleme de Riemann
pour la matrice de Roe A(W*, D). On a

WE =W, + > o, (Who) =W, — > ¢r (WD)

Ji <€ 5 Ai>§

e On calcule dans un premier temps I’expression des vecteurs propres r; (W*, D)

de la matrice A(W*, 5) de la relation (4.86), en se contentant en fait de vérifier

150



FLUX LIMITE DE PAROI MOBILE

les relations (4.95) pour j = 1 a 4 lorsque r; (W*, ﬁ) prend successivement
les expressions (4.96) a (4.99) et A (W=, 7) celles proposées en (4.90) a (4.92).
Livrons nous a cet exercice de style [~ est dans la suite une normale unitaire] :
o 1'%¢ composante de Aer (W*, v) = v, (u—cv,) + v, (v—cv,)

= (Uev)—c = A (liére composante de r (W*, V))

1 1

o 2me composante de Aer, (W*, v) = {((7—1)H—u2—02) Vy —uvvy] +
+ {(2—7)1“/% + (u .1/)} (u—cr,) + [—(v—l)vuw —|—uuy](v—cyy) +
+(y—-1u, [H—ucvz73 —vcyy]

= | =3)ue—(y=Due| (,)? + [~ev + (y=Dev = (y=1)ev] v, v, +

— (uc) (Vy)2 + [2(7—1)H—u2—c2—|—(3—7)u2—(7—1)v2} v, + (uv)y,
= 2uc(y,)’ —cvy,y, —uc(y,)’ + W+, + uvy,
= —uc — cy, (@ev) + (WP +P)v, + uvy,

= —uc — cvy (Wev) + u(ev) + v, = ((Wev)—c) (u—cv,)

(W*, 1/))

= A (Qiéme composante de 7,

o 3me composante de Aer, (W*, v) = [—uvyx—l— (v=1) H —v* — ¢?) yy}
+ (v, — (y=Duy,) (u—cv,) + (uv, + B=7)vy,) (v—cy,) +
+(v-1Vv, (H —ucy, —vecy,)

= —wec(y,)? —ucy, v, — 2vc(vy)2 + uvy, + (v2—|—cz)yy

= —vc —cy, (uev) + v(uev) + C2I/y = ((@ev) —c¢) (v—cv,)

= A (Biéme composante de r (W*, 1/))

1 1

o 4*me composante de Aer (W*,v) = {(7 —2)H — CQ] (wev) +
+ [Hl/x — (v - l)u(ﬂoy)] (u—rcuv,) +

+ {Hvy - (7—1)1)(&.”)} (w—cv,) + y(@ev) (H — (Wev)c)
= H(@ev)(y—=1+7) — He — (y = 1) (@ev) (u® +v°) + (Wer)’c(y —1—7)
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Huev)(2y—1-2(y—1)) — Hc + ¢ (uev) — c(Uev)’
(@ev)—c) (H — (uev)c)

Al (4iéme composante de 7, (W*, V)) ,

donc Aer, (W*, v)) = A r, (W*, v)).

On continue avec la valeur propre (double) A, = A\, = @ ev. On a

17 composante de Aery (W*, v) = v, (Wev)v, + v, (Gev)v, = Uev

y
Ay (1iére composante de 7, (W*, 1/)) :

2ieme - composante de Aer, (W*, v) = {((fy—l)H—uz—cQ) v, — uvuy] +
+ [(2_7)“% —|—(ﬂ.u)] (wev)v, + [_(7_1)7}% —i—uyy] (wev)v, +
+ 2 ; lyx [(fio v)? — (&'07‘)2}

’YT_l {(ﬂ.y)2+(ﬂ.7)2} v, —u’u, —uvy, + (Uev) {u—k (2—7) (wev) Vx]
+ 2 o) — @er)?]

(Wev)’y, = A, (2" composante de r, (W, v)) .

3ieme composante de Aer, (W*, v) = {—uvl/x—i—((v—l) H—v"—c?) Vy} +
+ (v, — (v =N uwy,) (@ev)v, + [(2—7)0% + (ﬂou)] (wev)v, +
+ 25 (@ - @]

—(@ev)v + 77_1 {(ﬂov)Q—l—(ﬂﬂ')Q] v, + 7;1% {(a.u)Q—(am)Q] +
+ (Wev) (v+(2—7) (Wer)v,)

(wov)? v, = A, (Siéme composante de r, (W*, v)).

4ieme (W*, v) = {(7 —2)H — 02} (uwev) +

composante de Aer,

+ [Hux—('y—l)u(ﬂou)] (wev)v, + {Hyy—(fy—l)v(ﬂou)] (wev)v, +
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+ 5 (@ev) (o) = (o))

(iov) (=2 H =+ H—(y=1) (@ev)? + 3 (@ev)? = L (@e7)?]
1 1

(werv) {5 (wev)? — 5 (6.7)2} = A, (4™ composante de r, (W*, v))

Aery (W*, 1)) = X, ry (W*, v)).
piere s(W* v) = v, (—cv,) + v, (cv,) = 0
A (1iére composante de 7, (W*, 1/))

composante de Aer

2ime composante de Aer, (W*, v) = {(2 —Y)uv, + (a°V)] (—cvy) +
F - -Don tun) ) + (- D e(-uy, + o)

cy, {(’}/—2)"&%3 — (wev) + uv, —(fy—l)uux] + 0(v,)?

—c(uev)v, = A, (2iéme composante de ., (W*, v))

3iéme

composante de Aer, (W*, v) = {U v, — (v — l)uyy} (—cv,) +
+ [(Q—W)Uuy—l—(ﬂou)] (cv,) + (v =Dy, c(~uy, +vy,)

(cv,) [—’l)l/y —i—(2—7)vuy + (uev) + (v—l)vl/y} + O(Vy)2

cv, (Wev) = A (3iéme composante de 7, (W*, v))

3 3

4ieme composante de Aer, (W*, v) = {H v, —(v—1u(ue y)] (—cv,) +
+ [Hl/y —(v—l)v(ﬂoy)} (cv,) + y(Uev)c(~uv, +vv,)
c(Tov) {(7—1) (wi, —vv,) + 7(6.7')} — c(Tev) (TeT)

A (4iéme composante de 7, (W*, V)) et Aer, (W*, V)) = A7y (W*, V)) :

1iére

composante de Aer,(W*,v) = v, (u+crv,) + v, (v+cy,)

(ev) +c = A, (liére composante de 7, (W*, V))

2ieme composante de Aer, (W*, v) = {(’y ~-1)Hv, — v, - u(ﬁ‘y)} +
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+ [(Z—V)UV:C—I—@.V)} (u+cv,) + [—(fy—l)fuvw—i—uyy} (vt+evy,) +
+ (y=1 v, (H+ (uer)c)

2uc(v,)? + cvy, v, + UC(Vy)2 + (W + )y, + uv v,

uc+ cv, (Wev) + vy + u(tev) = ((Wev)+c) (u+cuvy,)

Ay (Qiéme composante de 7, (W*, 1/))

3ieme composante de Aer, (W*, v) = [—uvux—l—(('y—l)H—vQ—CQ) Vy] +
+ (v, —(v—Duwv,) (utcr,) + (uv, +(B—7)vy,) (v+cy,) +
+ (v-1y, (H+ucy, +vcy,)
ve(v,)? +ucy, 2 —|—2vc(1/y)2 +uvy, + (v + %) 2
(uwev) + c2uy + v(uer) = ((Wev)+¢) (v+cv,)
(W, v))

ve + CV,

Ay (3iéme composante de 1,

4ime composante de Ao, (W*, v) = {(W—Q)H —CZ] (wev) +
+ [Hl/m — (v — 1)u(ﬂov)] (u+cv,) +
+ [Hl/y — (v — l)fv(ﬂov)] (v+cry,) +

oy (@ev) [H + (@ev) e
Huev)(2y—1) — ¢ (Wev) + He — (y—1) (Tev) (v +0°) + (Tev)’c
Huev) + He+ c*(ev) + c(Uev)’ = ((Wev)+c) (H+ (Tev)c)
Ay (4iéme composante de 7, (W*, 1/))
Aer, (W*,v)) = X, r,(W*, v)), ce qui établit finalement la relation (4.95).

Pour terminer la preuve, il sufit d’expliciter les variables caractéristiques
qui sont les composantes de la différence W, — W, sur les vecteurs propres

r; (W*, ﬁ) de I'état intermédiaire de Roe :

4
(4109) W, -W, = > ¢ r (WD)
7j=1
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e Compte tenu des expressions (4.96) a (4.99) des vecteurs propres, les vari-
ables caractéristiques p,; sont donc solution du systeme linéaire suivant :

(4.110) @, + 9, + 9, = p;— Py
(4.111) { (u* —c Dx) v, + (U™ ev) 1, Yo — c* gy Py + (u* + ¢ gw) Yy =
= Palq T Pglyg
(4.112) { (V=) o, + @ er) Ty 0y + Vs + (V) 0, =
= PaVa T PgY
e~ Lo ~ SN e~
(H* — (W ev)c) @, + 3 [(u* .V)Q — (u* .7‘)2} @, + (U eT) " o+
+ (H 4+ (@ ev)c) g, = p B, —py E
On multiplie I'équation (4.111) par v,, (4.112) par v, et on additionne ; il vient
(@ e0)=c) o, + (@ o0) iy + (@ e0)+e") 0, = p, (g o) = p, (dy 7)
on recommence avec (—u*) en facteur de (4.111) et (—v*) en facteur de (4.112).
Apres addition avec (4.113) , on obtient ’équation suivante :

GO Yy 2 1 2 2
(A2 (@2 + 092) )y = 5 (@ +02) oy +
(C*)Q 1 *\ 2 *\ 2
P (S @) e, -
= Py by —pgEg—py (udu*—i—vdv*) + Py (ug v +v,0%).

Compte tenu de (4.81), (4.82), (4.83) et (4.110), la premiere relation peut s’écrire
(4114) (o, ) = | (@,09) = (i, +7)]

et a l'aide de (4.104), (4.105) et (4.110), la seconde prend la forme plus simple

(4.115) (") (¢, +¢,) = p;— Dy -
On en tire immédiatement une expression des variables caractéristiques sur les
deux ondes non-linéaires :

(4.113)

(4.116) ¢, = 2(01*)2 _(pd —,O*C*(ﬂd‘gn B (pg _p*c*(afg))_
(4.117) ¢, = Wl*)z_(pdﬂw*c*(%'ﬁ)) - (pg+P*C*(ag°D)>_

e L’expression de ¢, et ¢, n’est pas stricto-sensu indispensable a la preuve
de la proposition 4.10. Nous achevons tout de méme ce calcul. On tire ¢, de
(4.110) et (4.115) :
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1 2
(4.118) o, = _W [(pd — Py — (c") (Pd —Pg)]
et on reconnait au membre de droite de (4.118) le saut d’entropie linéarisée entre
les deux états W, et W . On exprime enfin la variable ¢, & partir de (4.111)
multipliée par —(v,) et (4.112) multipliée par (v, ), compte tenu de (4.115) une
nouvelle fois. Il vient

(4.119) o, = Ci*{pd(ad.?)—pg(ag.%)} = pCéC:)fg (@* o 7) .

La proposition 4.10 est démontrée. ]

Comme I'exprimait Laurent Schwartz dans son Cours d’Analyse de I’Ecole Poly-
technique [Sc67] : ouf ! Et il ajoutait : ouf ! ouf!

5) Linéarisation du flux limite de paroi mobile.
e 5.1 ¢ Introduction.

° Rappelons que 'on étudie la résolution numérique des équations d’Euler
de la dynamique des gaz dans un domaine {2 variable au cours du temps. Seuls

les noeuds ]\4I+1/27j+1/2 (pour j entier positif ou négatif) de la paroi (située a

I'indice I+ 1/2) sont mobiles et ’on suppose d’'une part que 1’élongation 511/2
j

des nceuds au temps n At est petite devant la dimension caractéristique de la
maille et d’autre part que la vitesse
1
n+1/2 __ _(n+1 s ) .
(5.1) Sy A7 5j+1/2 5j+1/2 , J€XZ, nelN
du noeud M 14172, 511/2 est petite devant la célérité du son du fluide proche de
la paroi.

n+1/2
I+1/2,5
sur la facette mobile a la paroi afin qu'une écriture classique (c.f. (3.67)) du
bilan de masse, impulsion, énergie prenne en compte la variation (imposée) de
la géométrie. L’expression (3.68) qui est exacte peut étre approchée au premier
ordre par rapport aux deux infiniment petits rappelés ci-dessus.

° Le flux limite de paroi mobile (F . V) permet de calculer un flux
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e 5.2 ¢ Flux linéarisé de paroi mobile.

° Avec des notations que nous allons expliciter dans la suite de ce para-
graphe, le flux limite de paroi mobile calculé en (3.68) selon I'expression algébrique

( n+1/2 o
(F V)I+1/2,j -

K,
‘ I,J| n+1/2  n+1/2
I+1/2,5 j TV I41/2,5 Vg J

‘ Kn+1 ‘

t
pn+1/2 (Sn+1/2.yn+1/2))
I,j

s | e |2V )t
ey, | - a,
[z, )i
—5 (e W | ez

admet au second ordre de précision le développement limité suivant :

+|KIaJ‘(1 J‘)Wn +(1_|KIJ‘>(I)TH—1/2 ol
s Ui i) s i

. Vn+1/2

Jj+1/2

.Vn+1/2

j—1/2

( n+1/2 n+1/2 t
(F.V)I—i—l/Q,j = (O’p*j (O)VI—H/Q,j’O)
n n n t
T (O’ 5]7*:;1/2 I1+1/2,5 +p +1/2( >5Vj+1/2’ O)
t
n+1/2 n-+1/2
(5.3)(début) ¢ 5;{ (0,0, 2 H120) (742 0w,y )
1,j n+1/2 U pntl/z
|K1 | [(O’p*’j ©) /2,5 0) @1—1/24 Yiji/2,5T

,

\ +(I)I>j+1/2 VI,j+1/2 I,j—1/2 Vf,j—1/2]
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e sl
Lj+1/2 ° j1/2 j—1/2 " j-1/2
1
25t nt+1/2 _ s— n+1/2 | yirn
(5.3)(fin) < 9 [51,3‘ X2 5173' XS 1 Wl,j
1 1
T {ont1/2 . R,n S (nt1/2 . R,n
2(Sj+1/2 ”1,j+1/2) I,j+1/2 + 2(83‘—1/2 VI7J'—1/2) 1,j-1/2
|+ [ordre >2 par rapport & §tL/2 et s"."‘l/z} .
° Il y a dans ’expression précédente des variables géométriques sta-
tiques comme d’une part le volume | K, ‘ de la maille de numéro (I, j) :
1
_ L5t —
(5.4) K| = 5 (51’], X (51’],

ou 5Ii, sont les vecteurs représentés figure 12 et calculés explicitement aux

7.]
relations (3.16)-(3.17) ou d’autre part les normales (de module égal a la mesure

de l'aréte afférente) Vi1 et Vi 1o orientées par les lignes de maillage

(voir la figure 13) et évaluées algébriquement aux relations (3.12) et (3.14).

° Il importe également de remarquer les variables fluides statiques comme
la pression paroi de vitesse nulle pf?l/ 2(0) évaluée par la relation (4.37) dans

le cas le plus courant pour le schéma de van Leer, les flux ®7+1/2

[ ) .
I-1/2,5 I1-1/2,5"
ontl/2 gy et ®TL/2 41 sur les trois autres faces du volume
I,j+1/2  1,j+1/2 Ij-1/2  1,j—1/2

K, ; pour lesquels les relations (4.12) et (4.13) donnent le point de départ en

)

vue de leur calcul numérique et 1’état WI" _ dans la maille qui touche la facette

»J

frontiere.

° Les variables géométriques dynamiques sont induites par la variation

7.:_ 12 des points de la paroi. Rappelons d’abord quelles sont les notations
j

utilisées. Elles partent toutes de la donnée des vecteurs 5T,L+ pour n > 0 et
j

1/2
J € 7 et uniquement de ces variables. Nous avons ensuite :

1
n+1/2 _ = (sn n+1 .
(5.5) o = 5 (chH/2 + 5j+1/2) , n>0, jeZ

(5.6) Y2 — gntl2 _gntl/2 >0, jeX

j J+1/2 j=1/2"’
n+1/2 __ n+1/2 __ n+1/2
(5.7) I/j+1/2 = Y i41/0 + 51/j+1/2 =V, iy + ( X 5j+1/2>
n+1/2 _ n+1/2 __ n+1/2
(5.8) v = Ve, T 5Vj = Vg, T (ej X k)
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Ces dernieres relations, explicitées en (4.7) et (4.9) utilisent le produit vectoriel
avec une direction k perpendiculaire a la direction du plan d’étude. Les vitesses

s”_tll//; des points de paroi sont naturellement définies a la relation (5.1), mais

on utilise aussi le long de la facette la vitesse

5.9) S = (e ) w0, e

j—1/2 j+1/2
La variation relative du volume ‘ K, i | a une expression simple :
5+ X 0" — 07 xo"
: = - —
‘K17j| 5173' X(Sl,j

ainsi qu'annoncé a la relation (4.4). On a également vu en (4.5) l’expression
dévelop-pée du préfacteur de W"j pour la relation (5.2) :

(5.11) ‘KI j | Kn ‘ _ 1<5+ w "TL/2 _ 5= Sn+1/2)
' At ‘K”H‘ 2 \'Lj " Tj+1/2 Ij "~ Tj-1/2)"
’.]
° On trouve enfin les variables fluides dynamiques comme la varia-

tion 5p”+1/2 de pression & la paroi, la sensibilité 5[@"“/2 .VT‘“/Q} du flux
I,j4+1/2  j+1/2

numérique de van Leer dans la variation (5.7) de la direction normale et les états

de Roe VIR7'11/2 définis sur les facettes transverses a la paroi mobile (ces facettes
) J

sont mobiles elles aussi !). Dans le cas ou I'on emploie le flux de van Leer et

dans ’hypothese ou le nombre de Mach normal de ’état extrapolé an 1/,
s =

est plus petit que 1 en module, c’est a dire
Y~

u- . el .
(5.12) Mr = md IRURG o
V*,) CTL ]
*,J

la linéarisation de la représentation (4.37), développée aux relations (4.40) et
(4.41), prend ici la forme intermédiaire :

( v ,
5~n—|—1/2 _ _( 1+1/2, X€n+1/2> (;Jn -~ >_|_
] I+1/2 j
(5.13) 4 e rvzal
€"
ﬂfj ><J> + (ordre > 2)
x Yy, |

ot 60"T1/2 est la variation de la normale unitaire & la paroi. On en déduit
j

I’expression de la variation 5p1”;,1/ 2 de la pression paroi (voir aussi la relation
(4.40)) :
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( spntl/2 — _n n (n+1/2.~ >
o, Prai G3 \%s Vrityzg) T
B(y—1)M?, +(7+3))
(5:14) § 4 prt1/2(g) o (BOr-nay  +G+3) L5y
" (1+M:*j)(2+<v—l>+M:H) -
. + (ordre > 2).

La sensibilité du flux § {Cbnfl/ 2 gpyntl/ 2} dans la variation de la direction
I,j+1/2 j+1/2

normale est donnée par
5[q)n+1/2 .Vn+1/2] _
I,j+1/2 j+1/2

(5.15)
+ n n+1/2 n n+1/2
5[(I) (WI ,i+1/2, —) *Vit1/2 ] + 6[(I) (WI ,i+1/2, +) *Vit1/2 ] ’
ou les sensibilités 5[@“‘ ou} et 5[@_ } sont calculées aux relations (4.60) a

(4.64) et (4.72) a (4.76) respectivement.

. Les états de Roe VIR{L/2 (j € Z) sur les facettes transverses a la paroi
, J
s’écrivent simplement
R,n - n ~ n .
(5.16) V Jj+1/2 R<WI j+1/2, =" Y i+1720 WI ,j+1/2, +>  JEX

et cette fonctlon (assez classique) est calculée aux relations (4.80) a (4.99) de la
proposition 4.10 : on évalue d’abord (a I’aide de racines carrées) une densité,
une vitesse et une enthalpie totale intermédiaires entre les deux états de part et
d’autre de la facette numéro (I, j 4+ 1/2) avant de calculer les vecteurs propres
de la matrice jacobienne associée (c’est la matrice de Roe), lesquels donnent une
base naturelle pour résoudre le probleme de Riemann linéarisé (relation (4.94)).

¢ 5.3 ¢ Preuve du développement limité.

o La relation (5.2) met en évidence cinq termes, a savoir
1 ‘ 1, g | +1/2 +1/2 +1/2 +1/2 +1/2 '
. ) n n n n n
(5.17) fr = (O pI+1/2,j v iy (sj v ))

Kn+1
I,j

' At ‘K;”;l‘ 7j
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(5 19) f3 — (1 ‘KI J ‘) @TL-i-l/Z ol
) ‘KTL-H‘ I-1/2,5 I1-1/2,j

( K
4 _ ‘ I,j| ( nt1j2 L n—|—1/2>. n+1/2
(5.20) a ‘K?Jr ‘!(I) WI’j“/?’ 2 %j+172) V12
5.20) < J
1
= n+1/2. n+1/2 n+1/2 _ Fnt+l/2
\ 92 <8j+1/2 Vj+1/2>WI,j+1/2] (I)I ,j+1/2 Vl,j+1/2
( K
5 _ ‘ IJ| < nt12 1 n+1/2>. n+1/2
f ‘Kn—i—l ‘ [(I) WI,j+1/2’ 92 Sj—|—1/2 Vj—|—1/2
(5.21) <
1
- n+1/2. n+1/2 n+1/2 n+1/2 .
L 2 <Sj+1/2 Vj+1/2>WI,j+1/2] T (I)I,j—l/2 VI7j—1/2
et 'on a
(522)  (Fev)"? Z r

I+1/2, ]

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous concentrons successivement sur ces
divers termes.

° Nous remarquons qu’au sein de la composante “énergie” (la troisieme en
partant de la gauche) du vecteur f!, le facteur (5;‘“‘1/ 2 1/;"“"1/ 2) est un infini-

ment petit d’ordre supérieur ou égal & 1 & cause du terme s"t1/2 : ceci permet

j
de ne considérer les autres facteurs qu’a l'ordre zéro de précision (puisqu’on
cherche un résultat a l'ordre au plus 2). On en déduit :

‘ IJ| n+1/2 (Sn—i—l/Q.

n+1/2
(5.23) ‘Kn—i-l ‘ p v )

I+1/2,5 N j J

_ nt1)2 n+1/2
— P (0) (Sj .VI+1/2,j)

+ (ordre > 2)
et nous venons de mettre en évidence le troisieme terme de la relation (5.3).
Nous avons par ailleurs :

‘ K

IJ‘ n+1/2 nt+1/2 _
‘K”“‘ I+1/2,5 J

0K,
_ I,j n+1/2 n+1/2 ntb1/2
— ( %, ‘) (p*’j (0) + 5p*’j ) (VI—H/Z,j te X k) + (ordre > 2)
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_ n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
=D, (0) 1412, 5 + 5p*’j Vi1, - P (0) 5yj
% "+1/2(0)1/ + (ordre > 2)
|K |p I4+1/2,j =
ce qui entraine
t t
( ‘Kf,j | O pn+1/2 TL+1/2 O — O pn+1/2(0)y 0
‘K}Lﬂ‘ 1+1/2,5 " ’ 1+1/2,5°
| t
5.24 n+1/2 n+1/2 n+1/2
(5:24) + (0, il (U T i (VR ,o)

5K”
L, <O ’ pn+1/2 (O)

‘KIJ| *,J 1+1/2,5°

Les trois premiers termes du membre de droite de la relation (5.24) sont iden-
tiques aux deux premiers termes de la relation (5.3). Le quatrieme terme (en
0K/ | K |) se retrouve comme le premier des quatre sous-termes du quatrieme
terme du second membre de la relation (5.3).

O) + (ordre > 2).

\

° Le second terme f? s’explicite trés simplement compte tenu de la re-
lation (5.11). On le retrouve comme sixieme terme de (5.3). Pour I’étude du
troisieme terme (relation (5.19)), on remarque une nouvelle fois que la présence
en facteur d’un infiniment petit simplifie le calcul. On trouve :
3 5K? J +1/2
= — =7 P ° >
(5.25) f W (I)I—l/Z,j Vi 1 T (ordre > 2)
,
et cette expression constitue le second sous-terme du quatrieme terme du second
membre de la relation (5.3).

° L’étude du terme transversal a été commencée a la relation (4.54) et
nous la réexplicitons :

P <Wn+1/2 18n+1/2) 2 (Wn+1/2 ) .Vn+1/2)

(5.26) RACLNE: j+1/12 JHi/2 1,+1/27 * Cj41/2
_ Z (entl/2 . R,n
2 (Sj+1/2 Vfaj-i-l/?) VI,j—|—1/2 + (ordre > 2)

et 'insertion de cette derniere relation au sein de l’expression (5.20) conduit au
calcul suivant :

OK™
o= <1_ 1,j )cI)(anl/z ).V@+1/2 n 5[@7&1/2 .V@+1/2]

1K, | 1g+1/27 " Vi 1i+1/2 " )2
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1
__ n+1/2. R,n _ antl/2 .

2 <Sj+1/2 VI,j+1/2) VI,j+1/2 <I>I,j+1/2 Vi jv1e T (ordre > 2)

4 5K?j +1/2 112 1172

- = = " ) n o /"
(5.27) me Y% |(I)I’j+1/2 Yigeie T (I)I,j+1/2 Yit1)2
| 1
T (ont1/2 . R, n

9 (Sj+1/2 VI,j—i—l/Z) VI,j+1/2 + (ordre > 2) .

Le premier terme du membre de droite de (5.27) se retrouve comme troisieme
sous-terme du quatrieme terme du membre de droite de la relation (5.3). Le
second terme de (5.27) est égal au premier terme de la cinquieme ligne de (5.3)

et le troisieme de (5.27) (avec I’état de Roe VIR’,L /2 ) constitue le premier de la
3

septieme ligne du développement (5.3).

° Le développement de f° est analogue & f*, au changement de signe et &
la modificationn de (j+1/2) en (j —1/2) pres. Il permet de clore le quatrieme
terme de (5.3) ainsi que la fin des cinquiémes et septiemes lignes. La relation
(5.3) est bien identique a (5.2), au second ordre de précision pres, ce qui acheve
la démonstration de la propriété. ]

e 5.4 ¢« Une autre linéarisation de la pression paroi.

° On pourra trouver que l'expression (5.14) qui permet d’évaluer Iincré-
ment de pression a la paroi est trop compliquée algébriquement et de toute
fagon limitée a I'emploi du flux de van Leer pour résoudre le schéma fluide.
Nous proposons ici une autre expression approchée qui n’est pas obtenue par
linéarisation rigoureuse du flux numérique mais par une analyse du probleme de
Riemann, ainsi que menée aux relations (2.39) et (2.40) de la proposition 2.2.

° Rappelons que, si ’on utilise le schéma de Godunov, la pression p;}ill// 22 ,
)

de la relation (5.2) est 1’état situé sur la 1-onde issue de 1’état W?_H/z ~etde

yJy —
vitesse normale égale a
(5 28) O_n+1/2 _ Sn+1/2 .§n+1/2
) J J J '
On pose donc
(5.29) W' = " epntl/2
*, *J J

et séparant le cas d’une détente (J;L“/Q—wf ; > O) de celui d’un choc (J;L+1/2—

w” ;= 0), les relations (2.39) et (2.40) dans notre contexte bidimensionnel

expriment que la pression p;‘ill//; . est solution de I'une des deux équations

) J
suivantes
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prt1/2 ==
o2 g 2 [(—”””) — 1] = 0

(5.30) ¢ J x5 y—1 % Pl
si o"tY2 >0
\ J *,J =
)
2 n+1/2 _ .n
O_n+1/2 —w" + \/_ (pI-i-l/Q,j p*)
J *,J n n+1/2 n
(5:31) Ve (D + (= D)
si o"t/2 " <0,
\ J *J T
o Nous résolvons le systeme (5.30)-(5.31) de fagon approchée grace au
raisonnement suivant : lorsque s?“/ 2 =0 et T2 = IR la solution

j
est celle du schéma numérique associé a une vitesse nulle pour la paroi, c’est
a dire pi”;,l/ 2(0). Cette pression paroi est, par hypothese de travail, supposée

correctement calculée grace au flux de van Leer (relation (4.37)). Lorsque la

paroi est mobile, le mouvement reste modéré et 1’écart de pression 5p1‘+.1/ 2 est
0 J

obtenu en linéarisant 'une des deux relations (5.30) ou (5.31). Comme ces deux
courbes de choc et de détente ont mémes éléments de contact au second ordre
inclus [CF48], il vient

1
(5.32) 5(0’7“/2 —w" )+ —gp"t2 = 0

J *, ] pf CZ *, ]

compte tenu des relations classiques entre densité, pression et vitesse du son de

I'état extrapolé a la paroi. On déduit de (5.28), (5.29) et (5.32) :

+1/2 _ +1/2  ~ ~ ~n+1/2
(5.33) dpf’j = —prc (s;‘ . VI+1/2,j> + pl (ufj 05V§L ) :
Cette relation permet un autre calcul de I’écart de pression a la paroi et ne differe

de la relation (5.14) que par le coefficient de u” e 5;;&1/2 :

e 5.5 ¢ De une a deux dimensions.

o La comparaison des relations (5.3) (cas bidimensionnel) et (2.60) (cas
monodimensionnel) montre I’extension de la structure quand on change de di-
mension. Le premier terme correspond toujours au flux limite de paroi fixe,
c’est a dire au flux initial et il convient d’y rajouter le flux d’énergie correspon-
dant induit par le travail de cette pression lors du mouvement de la paroi. Le
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terme —s"t1/2 (O, pyct, O)t de la relation (2.60) donne naissance au second

terme de la relation (5.3) qui est une simple linéarisation du flux d’impulsion

) (p""fl/ 2 yntl/ 2) ; notons que cette variation comporte deux termes dont un
%, J j

(5V;‘+1/ 2) est bien entendu invisible a une dimension d’espace alors que le
second (relations (5.14), (5.15) et (5.33)) doit prendre en compte la variation
de la normale pour une évaluation correcte dans le cas bidimensionnel.

° Le terme s"t1/2 WI" donne naissance aux trois dernieres lignes du

développement (5.3), avec un couplage géométrie-cinématique non trivial pour
le terme en W}l et la nécessité d’évaluer correctement un état intermédiaire sur

les facettes EI,j—i—l/Z (j € Z) transversales a la paroi.

o Enfin, le dernier terme de (2.60) et le quatrieme de (5.3) représentent
tous deux la variation

wx P W}lj
(5.31)  OW; = 0K) —hi_

ol WI* - est ’état qu’on obtiendrait dans la maille K j en utilisant une paroi

)

fixe. En effet, ces deux termes forment un bilan de flux qu’il est facile ensuite
d’interpréter ensuite comme une dérivée temporelle.

e 5.6 ¢ Lien avec la condition de transpiration classique.

° L’approche discrete que nous avons suivie est différente de celle, continue,
suivie par d’autres auteurs de la communauté (voir par exemple Mortchélévicz
[Mo89] ou Piperno [Pi95]). La proposition qui suit fait le lien entre ce travail
et I’expression du flux utilisé comme condition de transpiration dans les travaux
antérieurs a 1’Aerospatiale [RC96].

Proposition 5.1 Simplification extréme.
Si, dans la relation (5.3) qui permet le calcul du flux limite de paroi mobile au
premier ordre de précision, on fait les hypotheses suivantes :

(5.35) 5pj*;,1/2 =0
(5.36) 0K} =0

)

n o __ R,n _ R,n — *
(5.37) WI’j = VI,j+1/2 = X/Lj_l/2 =W
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n+l1/2 _ ntl/2
(5.38) S /2 S s =8
(5.39) pjfjlﬂ = p(W*) = p*
5.40 u = u(W*) = u*
*,

n+1/2
14+1/2,

alors I'expression (5.3) du flux limite de paroi mobile (F . V) se calcule

par les relations algébriques suivantes :

n+1/2 n+1l/2( __ * n+1/2
(5.41)  S[rtlZ Lyl o (W) eov

(5.42) 5[@n+1/2 .Vn+1/2] (W) et

I,j—1/2 j—1/2 j—1/2
n+1/2 __ K n+1/2
(5.43) q = SeV 1, T U o5vj
n+1/2 412 1k * n+1/2\"
(5:44) (F.V)I+1/2,j = W T (0, v 0 qf7) A ordre > 2.

L’expression (5.44) est, au second ordre pres, analogue a l’expression algébrique
utilisée dans [RC96], a savoir

(5.45) q(t) = se an+1/2 *.5V;‘+1/2

n . t
)2 — gy W+ p 0,V y)n ;0 a®)

4 Do
(5.46) ( Y I1+1/2,j

Preuve de la proposition 5.1.

e On évalue d’abord avec soin le coefficient A qui figure explicitement devant
I'état W* par regroupement des trois derniers termes de la relation (5.3). On
a:

1 1
A = }——s.u + —SeV

+ . _
{5' S =0, X8| T 5SeVy s T gSeV iy

1
2
1 _ 1 1
=3 (5 —5Lj)xsy -3 (5 —5 )y s, + §SQ(VLJ,_1/2 _Vl,j+1/2>
1
2°

z (yl+1/2 gtz " Yr—1y2i-172 7 Y12, i-1)2 - y]-1/2,j+1/2>
1
9 Sy <$I+1/2,j—1/2 T 12,5412~ Y12, 5412 + 91—1/2,j+1/2)
1
Ty (Vf,j—l/z - ”I,j+1/2)

compte tenu des expressions (3.16) et (3.17) de 5;‘3. et 51_3'

1
= —Se

9 (”1+1/2,j

TV Lj-1/2 ”I,j+1/2>

I1-1/2,5 T v
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compte tenu de la relation (3.12)

(5.47) A= SOV 1

car l'intégrale sur le contour de K, i de la normale extérieure est nulle et
s’exprime par

(5.48) Yivij2.; ~ Yic1/a. + Yy se1je " Vrjoip T 0.
° Quand on prend une variation finie de ces normales associée aux hy-
potheses géométri-ques de flux limite de paroi mobile (les nceuds M, | /2,412

(j € Z) ne bougent pas), il vient

n+1/2 n+1/2 n+1/2 —
(5.49) 5Vj + 5yj+1/2 5yj_1/2 0.

Compte tenu de ’hypothese (5.41)(5.42), nous en déduisons

slonti/z , n+1/2| _ sl@n+l/z , ntl/2| — (I)(W*)o <5Vn+1/2_51/n+1/2>
I,j+1/2 j+1/2 I,j—1/2 j—1/2 j+1/2 j—1/2

= —o(W*) o(SV;,H_l/Q au vu de (5.49)

t
= —<u*o5y;’+1/2) W + p* (0, —out2, —(u*.ay;?+1/2))

On reporte cette derniere expression, jointe a la relation (5.47), au sein de (5.3).
I1 vient, compte tenu des hypotheses (5.35) a (5.40) :

(Fov)nﬂ/2 = (O,p* (VI .+5V7+1/2),p* (sev ))t
1+1/2,j +1/2,7 j 1+1/2,
— (@ e )W — pt (o, ovIHY2, a*.(sy;?+1/2)t
tsev W* + (ordre > 2)
= q?+1/2 w* + p* (0, IR q;.H'l/2)t + (ordre > 2).

ce qui montre la relation (5.44). La seule différence entre les expressions (5.43)
(5.44) et (5.45)(5.46) tient a I'unique point suivant :

(5.50) q(t) — q;7+1/2 = 5.51/;"“"1/2

lequel est un infiniment petit du second ordre compte tenu des hypotheses faites
pour établir la relation (5.3). La proposition en résulte. ]
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6) Conclusion.

° Nous avons montré que si un fluide considéré comme non visqueux est
limité par une structure lentement variable et qui se déplace d’une faible ampli-
tude dans ’espace, il est possible au premier ordre de remplacer une modélisation
géométrique de ce mouvement par un flux limite de paroi mobile sur les facettes
qui relient le fluide et la structure. L’évaluation numérique du flux limite de
paroi mobile demande, dans le cas ou 'on utlise la méthode Muscl de van Leer
avec le choix fait aux Mureaux d’un maillage structuré, une évaluation précise
de la normale au cours du temps, une mise en mémoire de 1’état extrapolé a la
paroi, une évaluation de la dérivée de la pression paroi, la maitrise de la dérivée
du flux de van Leer par rapport aux états fluides et une résolution approchée de
la discontinuité sur les facettes transversales avec un schéma de Roe. Il s’agit de
calculs de mise en ceuvre délicate mais qui ne doivent entrainer qu’un surcoit
modique a ’exploitation.

° La suite naturelle de ce travail pourrait étre la suivante : (i) mise en
ccuvre du flux linéarisé de paroi mobile dans une maquette logicielle jointe a
une extension tridimensionnelle des développements algébriques formels con-
tenus dans ce mémoire, (ii) validation par rapport a l'expérience industrielle,
(iii) insertion du module ainsi développé au sein d’un logiciel tridimensionnel
opérationnel. De fagon plus générale, ce travail s’insere dans une réflexion globale
sur le couplage aéroélastique et le besoin opérationnel de disposer pour les études
systemes d’'un logiciel de simulation couplant aérodynamique et élastodynamique.



