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RESUME

Pour faire évoluer au cours du temps 1’état sur la frontiere, un schéma décentré
permet de prédire une valeur intérieure a 'instant ultérieur. Celle-ci est ensuite
utilisée pour évaluer la valeur stationnaire d’un probléeme de Riemann dont

P’autre donnée est la valeur limite a 1’instant antérieur. Cette valeur stationnaire
constitue le nouvel état au bord du domaine de calcul.
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I. INTRODUCTION
Nous étudions une loi de conservation a une dimension d’espace :

oW 0
(1) R f(W)=0
ol t est la variable de temps (t > 0), x la variable d’espace (0 <x <L), W
le vecteur des inconnues (W(t, x) € IR™) dans leur forme conservative et

R™ > W — f(W) € IR™ la fonction de flux, choisie de sorte que le systeme (1)
soit hyperbolique : la jacolienne A(W) = df(W) est une matrice diagonalisable

dans le champ réel. On note A(W) une valeur propre de A (M(W) € RR) et r(A, W)

le vecteur propre associé (r(A,W) € R™):
(2) A(W) « (A, W) = A(W) r(A,W) .

La loi de conservation (1) est discrétisée a I’aide d’un pas d’espace Ax paramétré
par un entier J :

— |

(3) Ax =

3

a I’aide d’un pas de temps At qui vérifie une condition de stabilité de type
Courant-Friedrichs-Lewy [CFL] et d’un schéma aux différences que nous
supposons explicite et a trois points pour fixer les idées :

n+1

1 n 1 n n n n
@ (W —Wj)+g;[¢(wj,Wj+1)—¢(Wj—1,Wj)]=0

ot R™®x IR™ 3 (U, V) = ¢ (U, V)€ R™ est la fonction de flux numérique du

schéma (voir par exemple Harten-Lax-Van-Leer [HLVL]) et W? une valeur

approchée de W(nAt, jAx). La relation (4) définit une valeur du champ W au
nouvel instant (n+1)At lorsque entier j est supérieur ou égal a 1 ou inférieur
ou égal a J-1. Par contre, pour les deux valeurs j=0 et j=J, la relation (4) ne peut
pas étre utilisée et il est nécessaire de construire une condition limite numérique
en complément du schéma intérieur (4).

Dans le cas ou f(e) est une application linéaire, c’est a dire ou la matrice A(W) ne
dépend pas de 1’état W et qu’on peut €crire :

(5) fW)=A-W,



diverses conditions limites numériques peuvent €tre employées selon les situations
envisagées. Nous rappelons au second paragraphe le choix classique de suivi des
caractéristiques (voir Bramley-Sloan [BS] ou par exemple Veuillot-Viviand
[VVD).

L’analyse de stabilité du schéma intérieur (4) associé aux conditions limites
numériques en j=0 et j=J est délicate. Elle a ét€¢ développée par Gustafsson-
Kreiss-Sundstrom [GKS] et Goldberg-Tadmov [GT] ont ensuite proposé des
critéres simples pour vérifier que ’ensemble du schéma numérique est stable au
sens de Kreiss [K70].

Dans le cas ot la loi de conservation (1) est non linéaire et en particulier pour les
équations d’Euler de la dynamique des gaz (voir Landau-Lifchitz [LL] par
exemple) le choix des conditions aux limites qui respectent les données physiques
du probleme a été proposé par Godunov (voir le livre de Godunov et ses
collaborateurs [GZIKP]) et étendu dans le champ fortement non linéaire par nous
mémes (voir Dubois-Le Floch [DLF] ainsi que des exposés pédagogiques dans
[D88] ou Chargy-Dubois-Vila [CDV]).

Le point traité dans cette note consiste a proposer une condition limite non
réfléchissante en j=J (pour fixer les idées ; le cas j=0 est tout a fait analogue) qui
d’une part dégénere naturellement dans le cas linéaire du traitement par
caractéristiques rappelé au paragraphe II et d’autre part permette la prise en
compte d’ondes monodimensionnelles fortement non linéaires telles que chocs et
détentes. Cette généralisation (heuristique) est proposée au paragraphe III.



II. TRAITEMENT PAR CARACTERISTIQUES

e Nous devons trouver une condition limite au point de grille j=J qui permette
d’écrire que “toutes les ondes sortent librement du domaine de calcul” et
“qu’aucune onde ne pénetre de l’extérieur”. Rappelons que si la loi de
conservation (1) est une advection de vitesse constante A, c’est a dire :

© Srrgi=o,

le probléme a condition initiale et a la limite formé de 1’équation aux dérivées
partielles (6), de la condition initiale :

(7) w(0, x) = wi(x) x<L,
et de la condition limite (éventuelle)

(8)  w(t, L) =g t=0

est bien posé sous les conditions suivantes, qui distinguent le cas ou la frontiere
x=L est une entrée (A<0 dans ce cas de figure) ou une sortie (A>0). De
fagon précise, et moyennant des hypotheses ad hoc sur les données (voir Kreiss
[K70]), le probleme (6) (7) (8) est bien posé si A<0 et le probleme (6) (7) est bien
posé pour A > 0.

e Lorsque la frontiére se comporte comme une entrée, c’est a dire si les droites

7 - . P . X . - .
caractéristiques d’équation ?i_t = A entrent dans le domaine {x<L} si on les suit
avec un temps croissant, il faut se donner une condition limite (8) en x=L.
Lorsque la fronti¢re est une sortie, c’est a dire si les caractéristiques sortent du
domaine {x<L} dans les conditions analogues, il n’y pas de condition limite a
donner en {x=L} pour poser correctement I’équation d’advection.

Nous suivons cette idée pour construire une condition limite numérique non
réfléchissante en x=L pour ’équation d’advection (6) dans une premiére étape.
Nous traitons d’abord le cas A>0 (sortie) puis le cas A<0 (entrée).
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Deux types de comportement de la
frontiére x=L du domaine {x<L}
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Interpolation caractéristique en sortie (A>0)

e Si A>0, la frontiere x=L (j=J pour le schéma numérique) est une sortie et
aucune donnée extérieure a 1’équation (6) et aux conditions “initiales” a

t=nAt, c’est a dire aux états wrjl_l et wy n’est a prendre en compte. Le traitement

par caractéristiques consiste a chercher le pied en t=nAt de la caractéristique

dx _ A passant par le point de grille (t, x) = ((n+1)At, JAx), & €crire qu’une

dt



solution de D’advection (6) est constante le long d’une telle caractéristique et
qu’au temps t=nAt on interpole linéairement les données dans l’intervalle
[(J-1)Ax, JAX]. 1l vient alors simplement :

) Wyt =2 w‘}_1+( —%—}jw}‘ (A>0).

La relation (9) peut aussi s’interpréter comme un schéma décentré d’ordre un en
y s . “ n
espace et en temps pour 1’évolution de la valeur frontiere wy .

L’approche proposée i la relation (9) est stable si et seulement si les coefficients

n .. , < - . .. .
de an_l et wy sont positifs, ¢’est a dire si A est positif et si :
(10) K — < 1

ce qui constitue une version trés classique de la condition de stabilit¢ CFL.

e Si A<0, la frontiere x=L est une entrée pour le domaine x<L. Il importe donc
de donner explicitement une valeur a I’instant t=(n+1)At et au point x=JAx. La

. VIR . . . n_,
frontiere x=L est non réfléchissante si et seulement si la donnée wy n’est pas
perturbée par une autre donnée numérique. On écrit donc :

n+1

(1) wp =wy. (A<0)

e Le traitement pour I’équation d’advection (6) est bien entendu analogue en
j=0. Seul le signe de A change pour séparer les cas d’entrée et de sortie du
domaine x 20 :

12 wit=wp (A>0)
(13) w(‘)‘“:( £ A A*) wo - A 2bw] (A<0) .

e Le cas d’un systéme hyperbolique linéaire de lois de conservation se déduit tres
simplement du cas de I’équation d’advection et de la décomposition d’un vecteur

arbitraire W de IR ™ sur la base r(A) des vecteurs propres, A appartenant au
spectre 6(A) de la matrice A (voir la relation (2)) :

14) W= 2, oW) ().
rec (A)



Les coefficients caractéristiques @(A,W) sont des formes linéaires continues du

champ W : R™3 W — ¢(A,W) € IR, pour A € 6(A) et I’écriture de la loi de
conservation (1) (5) a l’aide de ces coefficients est particulieérement simple.
Compte-tenu de la relation (2), on a en effet :

(15) a—‘ﬂa—ﬁl) +xi‘ﬁia7;—wl=o, A€ o(A)

et pour chaque valeur propre A, le champ scalaire @(A,s) suit une équation
d’advection.

La condition limite non réfléchissante en j=J est alors une simple réécriture des
relations (9) et (11) compte-tenu de la représentation (14) :

n+1

_ AL n A n
16) o, Wi™) =228 (2, Wi +[1 A ij o(h, W), A>0

a1 o(r W) =o(r. W}), a<o

qui peut se synthétiser sous la forme :

1
18) Wi =W] - %{- D Ao W —o(h, WD ] 1) .
reo(A), A>0

Dans le cas de la frontiere j=0, seules les relations algébriques changent et I’on
a:

(19) oA, W5 = ok, Wp) , A>0
20) ok, Wi =(1 + 22L) o(a, W) - AL (A, W), A<O
> 110 AX > 0 AX > 17

1 At
01 Wiowh - Ax, (%;x 2;[<p(x,w‘}) oWyl .
[<Xe) , AL

e Il peut étre utile en vue des applications a ’aérodynamique de préciser la
forme particuliére des relations (18) et (21) dans le cas ol ’on résout les

équations d’Euler de la dynamique des gaz linéarisées autour d’un état W. On part
d’une forme non conservative de la loi de bilan (1)



u p 0

0 P 0 P
Zlu 2 o —
(22) X : + cO/p u P 3x u 0.
0 u

L’état W = ¢ (p, u, s) introduit la masse volumique p, la vitesse u, 1’entropie

spécifique s et la matrice B(W) de la relation (22) utilise également la vitesse du
son ¢ et la dé.rivée p, de la pression par rapport a I’entropie spécifique a
masse volumique supposée constante :

(23) dp=c2dp +p, ds.

La linéarisation de la loi de la dynamique (22) consiste a figer la matrice B(W)

autour d’une valeur B(W), a considérer I’incrément W= W-W = t (p’, u, s’)
puis 2 enlever tous les “prime”, ce qui conduit & transformer la relation (23) en :

~2 ~
(24) p=CT p+pgs.
Les valeurs propres A de la matrice B(W) ont une expression classique :
(25) A=0-C,U,0+C

et les vecteurs propres r(A) se calculent sans difficulté, en suivant 1’ordre
croissant proposé en (25) :

1 P 10 . [P
(26) r(A)= > |-€ |0 3 0 |, 5 | ¢
256" |, 2l 2| 286,

La représentation (14) de 1’incrément W s’écrit alors :
(27) W= (p-pcu) r(T-¢) + srl) + (p+p Cu) r(U+C)
ce qui explicite complétement les “ainsi appelées” variables caractéristiques :
(01 (W)=p-pcu
P2(W) =5

P3(W)=p+pCu.

A

(28)

\



e Dans le cas d’un écoulement monodimensionnel de fluide parfait non visqueux

allant de gauche a droite (i > 0) et subsonique (¥ < T), “I’entrée” x=0
comporte deux valeurs propres associées a des caractéristiques entrantes

(@ >0, T +¢> 0) et une caractéristique sortante (1 —C< 0) alors que la “sortie”
x=L comporte une valeur propre entrante (I —C < 0) et deux valeurs propres

sortantes (T > 0, § + & > 0) comme I’illustre la figure 3. La relation (21) prend
alors la forme :

+1 At~ ~ ~ ~ .
29) Wy =Wy - o u—c)[(p‘ll -pc uln)—(p(‘)‘— pe u(;‘)} r(i-¢) .

avec des notations évidentes, alors que la relation (18) se réécrit en :
n+l_oon At ~rn _ on ~
Wy = Wj Ay D [SJ SJ—l] r(d)
(30) At o ~ n_ sy 0 n 5 &0 &=
= A (T+S) [(pJ +p ¢ uJ) - (pJ_1+ p ¢ uJ_])} r(34C) .

¢ Dans un écoulement monodimensionnel linéarisé allant de gauche a droite mais
supersonique, il y a trois caractéristiques entrantes a “I’entrée” x=0 puisque

i—C > 0 et trois caractéristiques sortantes en x=L. La condition limite non
réfléchissante linéarisée s’écrit alors :

B Wp=Wp
(32) WiT=Wi - £LB(W). (W) - Wiy

et cette intuition est confortée par I’examen de la figure 4.

10
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Figure 3
Entrée subsonique en x=0 (deux caractéristiques entrantes
et une sortante) et sortie subsonique en x=L (une caractéristique
entrante et deux sortantes)
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Figure 4
Entrée supersonique en x=0 (trois directions caractéristiques
entrantes) et sortie supersonique en x=L
(trois caractéristiques sortantes)
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III. CONDITION NON REFLECHISSANTE NON LINEAIRE

e Nous nous proposons maintenant d’étendre les relations (18) et (21) qui
caractérisent une condition limite non réfléchissante dans le cas linéaire au cas
non linéaire. Bien entendu, lorsque le cas non linéaire dégénere en un systéme
hyperbolique linéaire, nous devons retrouver le traitement par caractéristiques
comme un cas particulier.

e Nous adoptons dans un premier temps une démarche trés naive qui consiste a
utiliser I’information disponible. Il s’agit d’une part de 1’état au bord WB au
temps nAt et au point JAx, d’autre part 1’état WA au point (J-1)Ax intérieur au
maillage le plus immédiat du bord a I’instant nAt et enfin de la loi de
conservation (1). Nous cherchons un état W* au point JAx et a I’instant (n+1)At.
Nous notons K le triangle constitué par les trois points précédents de 1’espace-
temps :

K = ((J-1)Ax, nAt) , (JAX, nAt) , (JAx, (n+1)At)),
nous supposons le champ W affine sur le bord dK du triangle ainsi que le flux

f(W) sur ce bord, ce qui constitue une approximation d’autant plus légitime que
les états Wy , Wg et W* sont voisins.

Nous intégrons la loi de conservation (1) dans le triangle K et utilisons la relation
d’intégration par parties. Nous obtenons :

(33) JBK {(Wn +f(W)ng} dy = 0.

L’explicitation des termes de cette intégrale de contour demande un peu de soin
pour le calcul de la normale le long du c6té @ (voir les notations indtroduites

figure 5). Comme on a JaK ndy = 0, il vient simplement :

-
J®nx dy = —J®nx dy = - At

\L@nt dy = —LDnt dy = + Ax

avec des notations explicitées sur la figure 5. De plus, I’intégrale d’une fonction
affine sur un segment s’évalue directement a 1’aide d’une quadrature de type
formule des trapézes. L’explicitation de la relation (33) conduit donc a :

(34) 9

12
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Figure $§

Cellule de contrdle pour intégrer la loi de conservation (1)
au bord du domaine x=L
—%(WA+WB) AX+% (f(Wg) + F(W*)) At
1 1
+ 5(W*+WA) Ax - 3 (F(W™) + (W) At = 0,

soit aprés simplification, a la relation :

W* - Wy . f(Wg) — f(Wy) _

At Ax 0.

(35)

L’intégration de la loi de conservation (1) dans le triangle K de la figure 5 définit

un premier candidat W* comme valeur au bord du domaine de calcul 2 ’instant
(n+1)At. On remarque qu’il s’agit tout simplement du schéma décentré a gauche
pour la frontiere x=JAX.

Dans le cas de ’autre bord x=0, on dispose de 1’état de bord W, en x=0 et
t=nAt, de 1’état Wp dans la premiére maille intérieure x=Ax et t=nAt, et on

cherche W™ au bord mais a lUinstant discret directement immédiat (n+1)At.
Une intégration de la loi de conservation dans le triangle d’espace-temps
représenté figure 6 conduit au schéma suivant pour le calcul de W* :

wW* - WA+f(WB) ~ f(Wy) )

At Ax 0.

(36)

13
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Wa Wg

x =0 X =AX

Figure 6
Cellule d’intégration de la loi de conservation (1)
au bord x=0 du domaine [0, L].

e Critiquons maintenant le résultat obtenu, en comparant dans le cas linéaire les
expressions (18) et (35) d’une part, (21) et (36) d’autre part (et en tenant compte
du changement de notation). On peut réécrire la relation (18) sous la forme :

n+l

A
WiTls Wy - A (F(Wg) = £(Wy)) +

37 At
* ermz), A [ #AWg) = (L, W | (M)

et compte tenu de la relation (35), nous avons aussi :

1 At
(38) Wy =W+ 2 A [0 Wp) = 9%, Wp)] 1A).
Ae o(A), A<0

Nous pouvons expliciter le terme complémentaire du membre de droite de la
relation (38) A ’aide des états W™ et Wg uniquement, puisque ’on a :

. A
39)  @AW*) = oA, Wg) — A—;x [00.Wg) — @A, Wp)],  VAeo(A).

11 vient donc :

@) W= wre 2 {(e0.We) — gL W)} 1(h).
reo(A), A<0

14



De méme en j=0, on peut introduire petit a petit 1’état W™ au sein de la relation
(21). Nous avons dans un premier temps :

Wo = Wy — AL [£0Wg) - £(Wp)]

“h) At
T AX e G(ZA;, bg‘ [ 0. Wg) = @A, Wp) ] r(R)

et une réécriture via les variables caractéristiques @(A,+) de la relation (36) :
42) A W™) = oA, Wy) = A % [(p(?»,WB) - @(x,wA)] ., YA€ o(A)

qui conduisent a :

@3) wit=w - (%k 0[<p(x,w*) - oA, Wy | r) .

. s n+l _,
e Les relations entre le couple (W™, Wg) et I’état Wy = d’une part, entre le

, n+l _, n )
couple (Wy W) et I’état W~ d’autre part sont de méme type puisque dans le
. +1 c . . X . .
premier cas WI} est 1’état stationnaire (*t‘ = O) du probléme de Riemann

1 . N
R(W*,WB) et dans le second cas, W%+ est 1’état stationnaire du probléme de
Riemann R(W, ,W™).

Rappelons que le probléme de Riemann R(Wg, Wy) est le probleme de Cauchy
pour la loi de conservation (1) associé a la donnée initiale discontinue

Wg x <0
(44) W(0,x) = Wy

x > 0.

La résolution fait apparaitre un champ auto semblable U (% ; Wg, Wd) dont le

calcul est bien classique (voir Courant-Friedrichs [CF], Landau-Lifchitz [LL],
Godunov et al [GZIKP] ou nos notes de cours [CDV]). On peut donc réécrire les
relations (40) et (43) sous la forme :

At
wr=wy -~ = [fWD) - f(Wy_p |
(45) |
Wi = U(0; W¥, W)

15



W*= Wp — % [£(W?) - f(WD)]

(46) .
n+ n *
Wy =U(0; Wy, W)
et cette écriture oublie complétement le caractere initialement linéaire du
probléme posé, au bénéfice d’une part d’un calcul non linéaire (mais trés simple)
d’un état W* candidat 2 la valeur au bord et d’autre part de la résolution U( ;e,e)
du probléme de Riemann (1) (44) pour la loi non linéaire f(e), exercice délicat
mais classique.

e A la frontiére, il faut résoudre un probléme de Riemann. Cette remarque,
clairement présente aux relations (45) et (46), n’est pas nouvelle. Elle a été
proposée pour un schéma numérique par Godunov et al [GZIKP], nous I’avons
reprise dans le cas continu avec P. Le Floch [DLF] et étendue pour des conditions
limites incompletes des équations d’Euler pour les schémas de volumes finis
([D88], [CDV] par exemple).

e Nous rappelons la procédure heuristique pour le calcul de la condition non
réfléchissante non linéaire. On prédit d’abord une valeur intérieure W* 2 Iinstant
ultérieur (n+1)At a I’aide du schéma décentré imposé par la géométrie de la
configuration puis on résout un probleme de Riemann a la fronticre dont la
valeur intérieure est W™ et la valeur extérieure 1’état frontiere au pas de temps
antérieur nAt.

16



IV. APPLICATION A L’EQUATION DE BURGERS

e Nous étudions maintenant ce que deviennent les relations (46) dans le cas tres
simple de 1’équation de Burgers :

aW _'8 2
47) 8t+28 (w2) =0

modeéle non linéaire ou tous les calculs s’explicitent facilement. Nous adoptons les
notations de la figure 6, imposons une condition de type CFL :

: At At
@8) lwyl - <1, lwgl T <1

et rappelons que la solution U(0; wg, wg) du probleme de Riemann R(wg, wg)

pour I’équation de Burgers est donnée par les relations suivantes, illustrées
figure 7 :

Wg > wg >0, W+ wg>0
49) U0 ; wy, wy) =W wa < 0, wg+ wg <0
0 we < 0, wg> 0.

L’état de gauche est wy et 1’état de droite w*, que I’on tire de la relation (46) :

(50) W =Wpa — K (WB WA)

Pour wy satisfaisant a la condition (48), I’évaluation de la relation (46) a I’aide de
(49) et (50) conduit au calcul suivant de la condition limite non réfléchissante :

n ny2
w¥=wy - 2AX ((W1) (wo) ) S1
n+1 ~ 2 2 A
51 =9 wy < Wy = AXY _ (wM)? -9 AX
D wo A \/4(&) (w) 2 At
wy  si wi> Wa

\

La valeur intermédiaire W, est solution de 1’équation w*(®s) + Wy =0 et
sépare le champ ou la frontiere x=0 se comporte comme une sortie

supersonique (u = w¥* si WO W A) de celui ou elle se comporte comme une

n+l1
entrée supersonique (wy = =wgy si wy2W ). On retrouve 1a un comportement

que nous avons déja analysé par ailleurs (voir [DLF]).
17
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Figure 7

Valeur stationnaire U(0 ; wg, wq) du probleme
de Riemann pour 1’équation de Burgers (47)
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Condition limite non réfléchissante non linéaire
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pour I’équation de Burgers en x=0.



V. APPLICATION A LA DYNAMIQUE DES GAZ

e Dans le cas de la dynamique des gaz, les relations (45) et (46) sont explicites et
le cas non linéaire n’est qu’une variation sur le probléeme de Riemann que nous
n’explicitons pas davantage. Par contre, il peut étre utile dans les applications de
se contenter d’une approche faiblement non linéaire, ce qui évite d’acquérir un
savoir faire parfois lourd pour le probleme de Riemann. En effet, on peut se
contenter de donner du probléme de Riemann une solution approchée grice a une
linéarisation astucieuse.

En effet, la relation (30) par exemple utilise un état W pour linéariser 1’équation
qui est traditionnellement W}l_l (voir Msallam [MS97] par exemple). Ce choix
n’est visiblement pas le meilleur et il semble raisonnable d’utiliser au contraire

I’état de Roe [R81], moyenne non linéaire de W?—l et W }1 (ou Wy et Wy dans les
autres notations).

(52) W =Roe (Wy_;, Wy) .

Dans le cas du gaz parfait polytropique paramétré par y>1, I’état de Roe W est

défini par sa vitesse U et I’enthalpie totale H :
(53) H=

avece !

’\/p Uy +4/Pr
(54) T= A TA B "B

(55) H=

et ces seuls paramétres permettent de recalculer une matrice A(W), en prenant
garde a travailler en variables conservatives... Nous renvoyons le lecteur a la
these de Mechlman [M91] pour les détails de mise en oeuvre de la méthode de
Roe.

Le détail des calculs algébriques peut étre conduit comme suit. Les variables
conservatives W des équations d’Euler s’écrivent :
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t 2
(56) W= (p, pu, pE=pe+p %_)
et la pression s’exprime simplement par la relation :

(57) p=0-Dpe = ¢-D[pE - 5 (pw)?].
1l en résulte que la jacolienne df(W) a pour expression algébrique :
0 1 0

3 _
5% A=z T (3-v) @ (y-1)

1 - -
Tat-wd B-g-DT ya

et que lorsqu’on choisit pour état W la moyenne de Roe définie aux relations (54)
(55), on a I'tdentité remarquable :

(59) f(Wp — fWg) = AW) e (Wy-W) .

~ e e e o

et C défini par la relation (53). Les vecteurs propres associés sont, dans I’ordre
précédent :
1
L |a+ ¢

1 1

u - u +

~ )

H-1uc¢ 211) H+ 4 ¢

(60) r(A,W) =

Le calcul des variables caractéristiques Q(A ; Wy, Wy) définies par :

61) Wy—W,= 2~ QA ; W, Wy) r(A, W)
Aec(A(W))

est facilité si, dans la troisieme relation de (61) (pour I’équation de 1’énergie) on
utilise la seconde relation de (59) :

62) %3&2 (Pa—Pg) + (37 & (paug — pgug)

+(y=1) (pg Ea— pg Eg) = (Pduﬁ + Pd)‘ (pg“zzz * pg)‘

Il vient alors apres quelque ligne de calcul :
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(@1 + 0+ 93 =pg—pg

63) € (03-01)=pgpd (ud—ug

2
& (93 — ‘P1) =DPd — Pg

et quitte a poser :

64) p=+PgPq

on déduit de (63) les relations suivantes :

)
OE-T ; Wg, W) = # [ (pa—F Tua) - (pg - p Tug)]
u

A

~ 1 ~2 2
W Wa) = - [ (pg — (s —
©65) <905 WeWd) 262[(Pd &pa) -~ (pg =T py)]

PEHE 5 W, W) = 2—}2- [(pa+p&ua) + (pg - p Cug)]
C
.

qui sont tres analogues aux relations (28).

¢ Lorsque la matrice de Roe a des valeurs propres telles que :
(66) U-C < 0 < U<U+C

.. . . . . . 1
le point j=J constitue une sortie subsonique pour le domaine ]0, L[ et I’état W;H
calculé grice a la relation (45) prend la forme approchée :
1 ~
67) Wi =W*+o @<, W W) r@-¢, W)
ol la moyenne de Roe W est a prendre entre les états W™ et WIJI, W* étant
calculé a la premicre ligne de la relation (45).

Dans des conditions analogues a (66) mais pour le point j=0 qui est une entrée
subsonique du domaine ]0, L[, on calcule d’abord un état W* & 1’aide de la

premiere relation de (46), puis on évalue la moyenne de Roe entre Wg = Wg et

. . +1
Wa=W*eton corrige W* de la facon suivante pour calculer Wg :

n+1

Wo = W* - o(T; Wy W*) r(@Ww)
(68) . .
- ¢ (T+ ; Wy, WT) r(T+,W).
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