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VXW<Y[Z]\_^`V2abadc §

egfih.jlk<f
mon Z9p<qsrut�vwZ]x]y�xJruZ9^]yzt){|Z(}~vw\ n ^�x]\���t)p[y)^lvw\�y)q_q�yzxJr n p�x]p[y���p�}��"vw\ n ^9^(}X\�p[yb��^ n Z]�
�]p n � n2�
� n ^9��xdy�Z|���ly)p���\ n ^9��x>r�Z]^]y���t�vw� n xdy�^|Z9��t)p�\�{|Z]y�x]\_pBy��"v�y�� n ^]x]t�y���Z9p�q�ru\_xdt�y�x]y
qsr�}X�9�]p n �]\���}~vw\ n ^��(}Xp�t)q�t)��y)^lvw�g�(^9\�����\��Nv�y)���( �ruy)�[v$Z9^dy/��t�vw� n xdy¡xdy+� n q�q n ��}~vw\ n ^
nb¢ qsrut){|Z(}~vw\ n ^¤£*p[t)� n Z9x9pBy�y)�[v¡t���p�\¥v�y&� n pBv�y)��y)^lv/}XZN�#� n \_^lv��+x]y�q_}*¦bp�\�q_q�y�xdy�x9\�� �
��p[t�vw\��w}2vw\ n ^J��§ n Z]�z})� n ^9�+��}Xq�\_xdt�^ n vwp[y�}��]�9p n ���]y�£��9}�pBv�\_p/xdy�� n q_ZNvw\ n ^]�+y��9}X�"v�y)�
y�v$xJr¨y��]�©t)p�\�y)^9��y)�ª^|Z9��t)p�\_{|Zdy)�ª\_����Zdy��Lxdy+q_}�q�\�v�v�t�p�}2vwZ]p[yb� mon Z9pLZ9^ �)}X��^|Z]��t�p[\_{|Zdy �
��y)^lv�xdt�q�\���}~v)�(^ n Z]��� n ^lvwp n ^9��{|Z]yzq«}�� n q_q n �)}2vw\ n ^5��\��Nv�y+y)�[v�y�¬��)}X��y¡y�v�� n ^9x]Z9\¥v
£­x]y)��p[t)��Z9q¥vi}~vw����\�¦l^]\��(�)}2vw\¥�����

∗ ®l¯.¯"°²±�³µ´·¶¸±�¹·ºw»½¼�³¾±�¿�ºi¶¸± ÀbÁ�Âi¿Ã»½Ä·ÂÆÅX´Ç°È³¾Â�°.É¾ºi¶¥¿¾ºi»Ã± Ê«ËbÌ�Í2Î(ÏÃÅ�ÐdÎ9¼Jº o9029 ËÒÑµÓ·¶¸±¨ÔP¿¾º�¶)Õ.ÖB×ØË�ÙdÚ²Í|Ú"Û[×�Ü¾ËÒÝ�Ï�Þ[Û¾ß�Ö.àá½â »�´·ãØË©Ì�º�±�¹·º0älÂ â ¹«¯iåµ¿¾º�ºÒ¿�Ú�æ@¿¾°sç2ÄÇÂiÑµ¹·±è»·éN´Ø»�³¾±�Ú Ê â Ú
† ÅX¹Çºw»�¿ âÃê ´·¶¥¹·± â ¿�Ð�´Ç¶�±�¹ÇºÒ´Ç°2ÄB¿Ã»ë® â ¶�»ì¿�¶½æ@å¾¶¸±�¿ â »«Ë�ä|Á�Â�± ¯w¿ÆÄ.¿ â ¿µ³µíw¿ â ³«íi¿Æ´·»«»�¹�³¾±�åµ¿Jº o3196 ËbÛBÕØË â Âi¿�æ@´ â ´Ç¶�ËÝ�ÏÃÜsî.ï[Û.ÖÆ¼�´·±¨ºi¶¸ÏÃÅ~ã â Ï�ð©ñ ä|³µ¹Ç°È¿ÃË�Ì�ºi±�¹ÇºòälÂ â ¹«¯iå«¿�ºiº"¿sÚ
‡ Ìóºi± ê ¿ â »Ã±¨¶¥åòÄ.¿Ææ@´ â ºÒ¿�Ï�ð�´·Ï·ô�´Ç°¨°Èåµ¿ÃË½ð�´.Ñµ¹ â ´·¶¥¹·± â ¿Æ¼ÒãØ»µ¶¥õ�ÔJ¿¾»ÆÄ.¿4ÅX¹·Ô>ÔìÂ�º�±�³«´Ç¶�±�¹ÇºwË9ÑµÓÇ¶�±¨ÔP¿¾º�¶ìÅX¹µ¯w¿ â ºi±�³¾Ë|Ý�Ï

Ü.Ü«ß�Õ�ß@æ@´ â ºÒ¿�Ï�ð)´ÇÏ·ô�´·°¨°Èåµ¿>³µ¿«ÄB¿_ö�ï.ËëÌ�º�±�¹·º%älÂ â ¹«¯iå«¿�ºiº"¿sÚ�æ@¿�°sç�»ÃÔJ¿�º[÷.Âi¿.élÂ�º�± ê Ï¥Ô>° ê Ú Ê â Ú
§ ø x]\�v�\ n ^ x9Z�a½ùz^ n �by���ú9p[y/V2abalùN�

û
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) * : I 7]=,+<E.- I ?B=4:

• / n \¥v β Z9^�^ n ��ú9p[y�p[t�y)q9�[v�p�\_�"v�y)��y)^lv0� n ���]p�\��òy�^lv�p[y�a<y�v�c��l§ n Z]�4���]y)p��Ò� n ^]�@£}X�9�9p n �Ò�]y)p4q�y10B�9p n ú9q32)��y<£¡��}�q�y)Z9p@\_^]\�v�\«}Xq�y54$� n Z9pgZ]^]y<t){|Z(}~vw\ n ^�x9\¥��t)p[y)^lvw\�y)q�q�y�^ n ^
q�\_^dtó}X\�p[y¡x>r n p�x]p[y¡��p�}X�"vw\ n ^9^9}�\�p[y

β
�76R^ �©y)Zdv$t)�)p[\_p[y¡��y+�9p n ú]q#2)��y¡� n Z9�$q«}�� n p���y98

: c'; {

Dβ (u− u0) = Φ (u (t) , t) , t > 0
u− u0 = 0 , t ≤ 0 .

< }�^]��q_}­p[y)q«}~vw\ n ^ : c';��(q_}�� n ^]��v�\ n ^
R × [0, ∞[ 3 (u , t) 7−→ Φ (u , t) ∈ R

y��[v
Z9^dy<}X�9�9q�\���}~vw\ n ^&p[t�¦lZ]q_\32)p[y$y�v

Dβ y)�[v4q�r n �ët)p�}~v�y)Z9p3xdy�x]t)p�\¥��}~vw\ n ^­x>r n p�x9pBy β �lxdt��©^9\�(}Xp=8

: V>;
(Dβu) (t) =

1

Γ (1 − β)

∫ t

0

du

dθ

dθ

(t− θ)1−β
.

• § n Z]�g�]� n ^9� {|Zdy�q�{|Z]y)� ^ n vw}2vw\ n ^9��� / n \�v h > 0
Z]^��(}X�ªx]y<x]\_����p[t�vw\��w}~vw\ n ^­v�y)� �

� n pBy�q�q�y�y�v
tj = j h, (j = 0, 1, ... i .e. j ∈ N)

q�r¨y)^9��y)�&ú]q�y�xdy)�
� n \_^lvw�Rx]y�¦lp[\_q�q�yb�
}X�9�©y)q�t)�@}�Z]����\	0B� n ����y�vw��4gx9Z���}X\_q�q«}2¦�y Th

x]y$qsr�\�^lv�y)pB��}Xq_q�y
[0,+∞[

�(}Xp�}���t�vwp[t��9}�p
q�ygp[t�y)q

h
��?òruy)^]��y���ú9q�y3x]y)��0Bt)q�t)��y)^lvw��4òx]y ��yg��}X\�q_q_}X¦�y0y)�[v�� n ^9�[v�\�vwZdt xdy��Æ\�^lv�y)pB��}Xq_q�y)�

Kh
j+ 1

2

xdy/q_}z� n p[��y
:A@ ;

Kh
j+ 1

2

= ] jh , (j + 1)h [ , j ∈ N .

• § n Z9��\�^lvwp n x]Z9\�� n ^]��vwp n \_��y)���9}���y)��x]y.0Ç� n ^]��v�\ n ^9��x]\_����pB2�v�y)��4¡^ n v�t)�
P h

1 , Q
h
0 ,y�v

Qh
1 .

< }�^]��Z]^ �]p[y)��\�y)p­v�y)���]��^ n Z]��xdt��(^9\���� n ^]�
P h

1

� n ����y`qsr¨y����9}���y�x]y)�
� n ^9�"vw\ n ^]��}~¬�^]y)��x(}X^9�����(}X{|Z]y+\�^lv�y)pB��}Xq�q�y

Kh
j+ 1

2

�(� n ^lvw\�^|Z]y)����Z9p
[0,∞[

8
: C ;

P h
1 =

{

v ∈ C0 ([0,+∞[) , v |[jh,(j+1)h] ∈ P1, ∀ j ∈ N
}

nb¢
P1
x]t)��\�¦b^]y¡q�r¨y)���(}X��y¡xdy���� n qEDd^GFb��y)�$p[t�y)q���xdy/x]y�¦bp[t/\�^d�¾t)p�\�y)Z9p n Z t�¦l}�qJ£­Z9^H8

: ù>;
P1 = {v : R → R, ∃ a, b ∈ R , v (x) = a+ bx} .I ^]yz� n ^]�"vw\ n ^
v ∈ P h

1

��y&xdt��by)q n �9�©y���Z9p�q_}�ú9}���y (
ϕh

k

)

k ∈N

xdy)�<� n ^9�"vw\ n ^]�10[���(} �
�©y�}�Z|�J4"8

:AK ;
ϕh

0 (θ) =

{

1 − θ
h , 0 ≤ θ ≤ h

0 , θ ≥ h

:�L ;
ϕh

k (θ) =







1 − 1
h

(

θ − tk
)

, tk ≤ θ ≤ tk+1

1 + 1
h

(

θ − tk
)

, tk−1 ≤ θ ≤ tk , k ≥ 1
0 , | θ − tk | ≥ h
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£­qsr�}X\_xdy¡xdy/��y)�L�X}�q�y)Z9p��
vk ≡ v

(

tk
) }�Z|�5� n \�^lvw��x]y/q_}&¦lp[\_q�q�y98

:�� ;
v =

∞
∑

k=0

vk ϕ
h
k .

• ?ìy���}�\�q�q«}2¦byLpBt)¦bZ9q�\�y�p3xdy
[0,∞[

pBy��[vw}�^lv@�]�dt��(}Xp4q�y��9}��
h
�l^ n Z]�g\�^lvwp n x]Z9\�� n ^]�

x(}X^9�gZ9^���y)� n ^9x�v�y)���]�gqsruy)���9}���y
Qh

0

x]y)�@� n ^9�"vw\ n ^]� � n ^]�[vi}X^lv�y)� : n Z�� n q3Dd^ n ��\_}�q�y)�
x]y�x]y�¦lpBt ��t)p n �"!$#&%�#0}X�9�9}�p.v�y)^(}X^lv�£�qsruy)���(}X��y

P0
;/x(}X^9���Ò�(}X{|Z]y�\_^lv�y�p.��}�q�q�y�xdy*q«}

� n p���y
Kh

j+ 1

2

(j ∈ N)
8

: W�;
Qh

0 = { v, ∀ k ∈ N, ∃ vk+ 1

2

∈ R, ∀x ∈ ]kh, (k + 1)h[, v (x) = vk+ 1

2

} .
?ìy)�o� n ^9�"vw\ n ^]�ox]y ú9}���ygx]ygq�r¨y)���(}X��y

Qh
0

� n ^lvò^ n v�t�y)�
χh

k+ 1

2

(k ∈ N)
y�v�� n ^lv�x]t��(^9\�y��

�(}Xp

: c)a ;
χh

k+ 1

2

(θ) =

{

1 , tk < θ < tk+1

0 ,
∣

∣θ −
(

k + 1
2

)

h
∣

∣ ≥ h
2 .' \�^9��\s�

v ∈ Qh
0

��y+xdt��by)q n �9�©y¡��Z9p�q«}­ú9}���y¡x]y)�
χh

k+ 1

2

��y)q n ^*q_}&p[y)q_}2v�\ n ^

: c�c�;
v =

∞
∑

k=0

vk+ 1

2

χh
k+ 1

2

, v ∈ Qh
0 .

• ø ^d�(^J� n ^+\�^lvwp n x]Z9\¥vÆq�r¨y)���(}X��y Qh
1

x]y)�>� n ^]�"vw\ n ^9�o}~¬�^]y)�Px9}�^]�Æ���(}X{|Z]y3\�^lv�y)pB��}Xq_q�y
Kh

j+ 1

2

(j ∈ N)
t��by)^lvwZ]y)q�q�y)��y)^lv$x9\���� n ^lvw\�^|Z]y)��}XZN�`� n \�^lvw��xdyz¦bp�\�q_q�y

tj
}XZN�`ú n p�x9�

x]y)�$\_^lv�y)pB�X}�q�q�y)�ª�]p[t)��t)xdy�^lv����
: cóV	;

Qh
1 = { v, ∀k ∈ N, v|]kh, (k+1)h[ ∈ P1 } .

I ^]y � n ^9�"vw\ n ^
v ∈ Qh

1

y)�[v�x]t�v�y)p���\_^dt�y xJruZ9^dy-�(}XpBv��9}�p��w} ��}�q�y)Z9p5� n Dly)^]^]y
vk+ 1

2

x9}�^]�zqsru\_^lv�y)pB�X}�q�q�y
]kh, (k + 1) h[

y�v�xJr�}XZdvwp[y��(}XpBvz�9}�p/q_}*�X}�q�y)Z9p¡� n Dby)^9^dy
gk+ 1

2

xdyz�w}�xdt�p[\��bt�y/x(}X^9����y��)()��y¡\_^lv�y�p.��}�q�q�yl�+*Øqoy)�[v�x n ^]�z^9}2v�Z9p[y)qÆxJru\_^lvwp n x9Z9\�p[y
q�y��ª� n ^9�"vw\ n ^]�$xdy/ú(}X��y

ηh
l+ 1

2

}X��� n ��\�t�y)��£­��y+x]y)p�^]\�y)pLx]y�¦bp[t/xdy/q_\�ú©y)pBv�tb� 6R^ � n ��y
: c @ ;

ηh
k+ 1

2

(θ) =

{

θ −
(

k + 1
2

)

h, tk < θ < tk+1

0 ,
∣

∣θ −
(

k + 1
2

)

h
∣

∣ ≥ h
2
.

?J}�p[y)�9p[t)��y)^lvi}~vw\ n ^ ¦lp�}X�9�]\_{|Zdy�x]y
ηh

k+ 1

2

: �9¦lZ]p[y�c';�� n ^lvwpBy/{|ZJr n ^5Zdv�\_q�\_��y+Z9^]y 0�§ �
, })�by54
x]y¡q�r�}�� n Z9�[vw\�{|Z]y¡^ n ^ q_\�^]t�}X\_p[y : � n \�p��(}Xp�y"�dy)���9q�y.- �9\¥vw�9}�� /0- � L'C21 ;��
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(k-1/2)h (k+1/2)h

h/2

(k-1/2)h (k+1/2)h

h/2

(k-1/2)h (k+1/2)h

h/2

(k-1/2)h (k+1/2)h

h/2

(k-1/2)h (k+1/2)h

h/2

� \�¦bZ9pBy�cb� �dn ^]�"vw\ n ^
ηh

k+ 1

2

(k ∈ N) .

� K - Q�M�� 8 + H ->=����.=,-J8 I ?B=4: � ?	� INH

• ?òr�\�x]t�yRy��[v�xJru\�^lv�t�¦lp[y)pLqsrut){|Z(}~vw\ n ^ : c�;ª£­q�r�}X\_xdy+x]y+q�ru\_^lv�t)¦bp�}~v�y)Z9p ��p�}X�"vw\ n ^9^9}�\�p[y
Iβ x>r n p�x9pBy β �� gy)q_Z]\ � �)\�y)�[v�xdt��©^9\P�9}�p
: c C ;

Iβ (v (•) , t) =
1

Γ (β)

∫ t

0

(t− θ)β−1 v (θ) dθ

y�v�\�qì�bt)p�\��9y+qsrut){|Z9}2vw\ n ^�� n ^]��v�\ n ^9^dy�q�q�y
: cóù	;

Iβ Dβ ≡ Id .
?J}­p[y)q«}~vw\ n ^ : c�; ��y/p[t�t)��p�\�v$x n ^]�
: c K ;

u (t) − u0 = Iβ (Φ (u (•) , t)) , t ≥ 0 .

• ?J}+�9p[y)��\#2)p[y���t�v�� n x]y�x]y�� n q_q n �)}2v�\ n ^���\¥�Nv�yb��^ n ����t�y
P1Q0

x(}X^9�gq«}¡��Z]\�v�yl�
� n ^]��\_�[v�y�£+}X�9�]p n �Ò�dy)p@q_}<� n ^9�"vw\ n ^�\_^]� n ^9^|Zdy

u (•)
�(}Xp

uh (•)
}2¬�^dy��9}�p3� n p[��y�}XZN�

y�v�� n ^lvw\�^|Z]y
: c L ;

uh ∈ P h
1 .6R^ }��]�9p n ���]y�t�¦l}�q�y)��y)^lv�q�y�
©Z|�

Φ (u (•) , t)
�(}Xp�Z]^]y�� n ^9�"vw\ n ^ x9ZDv�y)���9�

fh{|ZJr n ^5��� n \_��\¥v$x9\���� n ^lvw\�^|Z]yRy�v�� n ^9�[vi}X^lv�y/x9}�^]�����(}X{|Z]y+��}X\_q�q�y
Kh

j+ 1

2

8
: c � ;

fh ∈ Qh
0 . �ruy)�[v4xJruZ9^dy��(}XpBv4Z9^dy���t�vw� n xdy�xdy�� n q�q n ��}~vw\ n ^H8 n ^­t)��p�\¥v@{|Z]y�q_}¡p[y)q_}2v�\ n ^ : c K ;%y)�[v

�w}~vw\_�[�s}X\¥v�y�}�Z|��� n \_^lvw�Rx]y�¦lp[\_q�q�y
tj
��\ n ^�y����]q n \�y�q_}�� n ^9�"vw\ n ^�x]y�
©ZN��}X�9�9p n �Ò�]t�y

fh 8
: c)W ;

uh
(

tj
)

− u0 = Iβ
(

fh (•) , tj
)

, j ∈ N .
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< r�}XZdvwpBy��(}XpBv)�ò��r¨y)�[vzZ9^]y�}��]�9p n ���]y*\�^9���]\_pBt)y�x]y)��t)q�t)��y)^lvw�¡�©^]\_�z��\¥�Nv�y)��� 6R^-^]y
�©y)Zdv@�(}X�0t)�)p[\_p[y�{|Zdy�� n Z9p%v n Zdv�yL��}Xq�y)Z]p0x9Z�v�y)���9�

t,
n ^�}

fh(t) = Φ(uh(t), t).' Z9����\�q_}���t�vw� n xdy3x]y@� n q�q n ��}~vw\ n ^<��\��Nv�y
P1Q0

x]y)��}�^]x]y0��y)Z]q�y)��y)^lvJ{|Z>ruy)^¡� n Dby)^ �
^]yL��Z]pòqsr�\�^lv�y)pB��}Xq_q�y

Kh
j+ 1

2

,
q�y 
©Z|�&}��]�9p n ���]t

fh (•)
y�v0q�y 
©ZN�zy"�9}X�"vòxdyLq«}�� n q_ZNvw\ n ^

}X�9�9p n �Ò�]t�yb�(£­�w})� n \_p
Φ
(

uh (•) , •
) �9� n�� ^]��\_xdy�^lv���6R^ }­x n ^9�

: V2a ; ∫ (j+1)h

jh

Φ
(

uh (θ) , θ
)

dθ =

∫ (j+1)h

jh

fh (θ) dθ , j ∈ N .

• ?J}*��y)� n ^]x]y���t�vw� n xdy���\��Nv�y
P1Q1

��Z]�9� n ��y�{|Zdy�q�y 
©Z|� }��]�9p n ���]t
fh (•)y)�[v�Z]^]y¡� n ^9�"vw\ n ^ }2¬�^dy+x9\���� n ^lv�\_^|Zdy+��Z9p�q�y+��}�\�q�q«}2¦by98

: V|c�;
fh ∈ Qh

1 .?J}¡p[y)q_}2vw\ n ^ : c)W ;%p[y)�[v�yL��}Xq«}Xú9q�yb�b}X\�^9��\9{|Zdy�q_}
pBy�q_}~vw\ n ^ : V2a�;��b��}X\_� n ^�}~Y n Zdv�y�t�¦½}Xq�y �
��y)^lvL{|Z]y

fh y)�[v�q«}z�9p n YBy��"vw\ n ^ L2
: y)^*� n Dly)^]^]y<{|Z(}Xx9p�}2vw\�{|Z]y�;gx]y

Φ
(

uh (•) , •
)

��Z9p�qsruy)���(}X��y
Qh

1 .
6R^5}­x n ^]�¡y)^*�9q�Z9��xdy)��p[y)q_}2vw\ n ^9� : c�W�;�� : V2a�;ªy�v : VNc';��(q_}&� n ^]x9\ �

vw\ n ^H8

: V�V	; ∫ (j+1)h

jh

Φ
(

uh (θ) , θ
)

ηh
j+ 1

2

(θ) dθ =

∫ (j+1)h

jh

fh (θ) ηh
j+ 1

2

(θ) dθ, j ∈ N .

?J}+p[y)q«}~vw\ n ^ : c�W�;ò��y$vwp�}Xx9Z]\�v �(}Xp3Z9^]y�� n ^lvwp�}X\�^lv�y�y)^lvwp[y�q�r¨t�vi}~v
uh y�v4q�y 
©Z|� fh.

6<^
� n ��y
: V @ ;

uh =

∞
∑

j=0

uh
j ϕ

h
j ,

: V C ;
fh =

∞
∑

j=0

(

fh
j+ 1

2

χh
j+ 1

2

+ gh
j+ 1

2

ηh
l+ 1

2

)

y�v
gh

j+ 1

2

y)�[v@\_xdy�^lv�\_{|Zdy���y)^lv3^|Z]q(��\ n ^­y����]q n \�y�q�y��]p[y)��\�y)pò�����]t)��}Rxdy�� n q�q n ��}~vw\ n ^
��\¥�Nv�y

.�����	�
����
���
�������� ������������
�������� ���!�#"%$'&)(*�
��&+�-,.�/��0�1+�324�
P1Q0

�
' �ly)�+q�y+��� n \¥� : c L ; : c � ;gy�v�q�y)�$^ n vi}~vw\ n ^]� : V @ ; : V C ;��(q«}�p[y)q«}~vw\ n ^ : c)W�;L��r¨t���p�\¥v

: V�ù	;
uh

j+1 −
hβ

Γ (β + 1)
fh

j+ 1

2

= u0 +
hβ

Γ (β + 1)

j−1
∑

k=0

αj−k fh
k+ 1

2

, j ∈ N ,

})�by)�
: V K ;

αk ≡ (k + 1)β − kβ , k ∈ N .
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6R^¤t��X}�q�Z]y�q�y���y)� n ^]x ��y)�&ú9pBy­x]y�q_} p[y)q«}~vw\ n ^ : c)W ;R� n Z9p/qsr�\�^9�[vw}�^lv+x9\����)pBy�v

tj+1 �6R^5} 8

Iβ
(

fh (•) , tj+1
)

=
1

Γ (β)

∫ tj+1

0

(

tj+1 − θ
)β−1

fh (θ) dθ

=
1

Γ (β)

j
∑

k=0

∫ (k+1)h

kh

(tj+1 − θ)β−1 fh (θ) dθ

=
1

Γ (β)

j
∑

k=0

fh
k+ 1

2

∫ 1

0

[(j + 1)h − (kh+ hξ)]β−1h dξ

=
1

Γ (β)

j
∑

k=0

fh
k+ 1

2

hβ

(−1

β

)

[

(j + 1 − k − ξ)β
]ξ=1

ξ=0

=
1

β Γ (β)

j
∑

k=0

f j

k+ 1

2

hβ
[

(j + 1 − k)β − (j − k)β
]

=
hβ

Γ (β + 1)

j
∑

k=0

fh
k+ 1

2

αj−k
� n ���dv�y
v�y)^|Z x]y : V K ;

y�v�q_}&p[y)q_}2v�\ n ^ : V�ù	; p[t)��Z9q¥v�y�}Xq n p���x9\�p[y)�"v�y)��y)^lv�xdy : c)W ;��
�

� �32 24� ���

/ n \¥v α ≥ 0
y�v

0 < β < 1.
6R^ }

: V L ;














∫ 1

0

(α + 1 − θ)β−1

(

θ − 1

2

)

dθ

=
α + 1

2

β (β + 1)

[

(α+ 1)β − αβ
]

− 1

2 (β + 1)

[

(α + 1)β + αβ
]

.

����� &������ & ,��32 24�4���
6R^ � n ��y

u = (α + 1 − θ)β−1 x9}�^]��qsr�\�^lv�t�¦bp�}�q�y
x]y+q_}­p[y)q_}2vw\ n ^ : V L ;��
6R^5} 1

β−1
1
u
u

1

β
−1du = −dθ ,

xJr nb¢
∫ 1

0

(α+ 1 − θ)β−1

(

θ − 1

2

)

dθ

=

∫ (α+1)
β−1

αβ−1

u

(

α +
1

2
− u

1

β−1

)

u
1

β−1

(β − 1)u
du

=

(

α+
1

2

)
∫ (α+1)

β−1

αβ−1

u
1

β−1
du

β − 1
−
∫ (α+1)

β−1

αβ−1

u
2

β−1
du

β − 1
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�� 

��
 � ���E� ��� � �#
 ��������� � �

=

(

α+
1

2

)

1

1 + 1
β−1

1

β − 1

[

u
β

β−1

](α+1)β−1

αβ−1

− 1

1 + 2
β−1

1

β − 1

[

u
β+1

β−1

](α+1)β−1

αβ−1

=
1

β

(

α +
1

2

)

[

(α + 1)β − αβ
]

− 1

β + 1

[

(α+ 1)β+1 + αβ+1
]

=

[

1

β

(

α +
1

2

)

− α + 1

β + 1

]

(α + 1)β −
[(

α +
1

2

)

+
β

2

]

αβ

=
1

β (β + 1)

{[

α +
1

2
− β

2

]

(α+ 1)β −
[(

α +
1

2

)

+
β

2

]

αβ

}

��y+{|Z]\Jt�vw}�ú]q_\¥v$q«}­p[y)q_}2v�\ n ^ : V L ;
�

�����	�
����
���
������ � ������������
�������� ���!�#"%$'&)(*�
��&+�-,.�/��0�1+�324�
P1Q1

�
' �ly)�+q�y+��� n \¥� : c L ; : V|c�;gy�v�q�y)�$^ n vi}~vw\ n ^]� : V @ ; : V C ;��(q«}�p[y)q«}~vw\ n ^ : c)W�;L��r¨t���p�\¥v

: V � ;


















uh
j+1 −

hβ

Γ (β + 1)
fh

j+ 1

2

− hβ

Γ (β + 2)

1 − β

2
gh

j+ 1

2

= u0 +
hβ

Γ (β + 1)

j−1
∑

k=0

αj−k f
h
k+ 1

2

+
hβ+1

Γ (β + 2)

j−1
∑

k=0

γj−k g
h
k+ 1

2

})�by)�
αk
x n ^9^]t/£­q«}&pBy�q_}~vw\ n ^ : V K ; y�v

γk
�(}Xp$q_}­p[y)q«}~vw\ n ^*��Z]\��X}�^lv�y98

: V2W ;
γk =

(

k +
1

2

)

[

(k + 1)β − kβ
]

− β

2

[

(k + 1)β + kβ
]

, k ∈ N .

����� &������ �/,.�4�+���	�
����
���
.����� �
mon Z9p

fh (•)
p[y)�9p[t)��y)^lv�tR�(}Xp q_}zp[y)q_}2v�\ n ^ : V C ;��]q_}/� n ^lvwp[\_ú]Zdvw\ n ^�x]y)�4v�y)p���y)�ª}X�9�(}Xp �

v�y)^(}X^lv�£
Qh

0

: v�y)p���y)�
xdy�q_}�� n p[��y
fh

k+ 1

2

χh
k+ 1

2

;�}�t�v�t­xdt���p�\¥v�y�£�q_}��]p n � n ��\�v�\ n ^
�9pBt���t)x]y)^lv�yb� 6R^�q�y)��p[y�vwp n Zd�by&\�^9���(}X^]¦�t)�<£�q_}�p[y)q_}2v�\ n ^ : V � ;�� ? n p���{|Z]y

fh
k+ 1

2

≡ 0q�y��ªv�y)p���y)�L� n ���9q�t)��y)^lvi}X\�p[y)� : y)^
gh

k+ 1

2

ηh
k+ 1

2

; � n ^]x9Z9\���y)^lv�}�Z5�)}�q���Z9q>{|Z]\P��Z9\¥v�8

Iβ
(

fh (•) , tj+1
)

=
1

Γ (β)

∫ tj+1

0

(

tj+1 − θ
)β−1

fh (θ) dθ

=
1

Γ (β)

j
∑

k=0

∫ (k+1)h

kh

(

tj+1 − θ
)β−1

gh
k+ 1

2

ηh
k+ 1

2

dθ

=
1

Γ (β)

j
∑

k=0

∫ (k+1)h

kh

gh
k+ 1

2

(

tj+1 − θ
)β−1

(

θ −
(

k +
1

2

)

h

)

dθ

=
1

Γ (β)

j
∑

k=0

gh
k+ 1

2

∫ 1

0

[(j + 1)h− (kh+ ξη)]β−1

(

ξ − 1

2

)

hh dξ
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=
hβ+1

Γ (β)

j
∑

k=0

gh
k+ 1

2

∫ 1

0

(j − k + 1 − ξ)β−1

(

ξ − 1

2

)

dξ

=
hβ+1

Γ (β)

j
∑

k=0

gh
k+ 1

2

1

β (β + 1)







(

j − k + 1
2

)

[

(j − k + 1)β − (j − k)β
]

−β
2

[

(j − k + 1)β − (j − k)β
]







� n ���dv�y<v�y)^|Z x]y/q_}&p[y)q_}2vw\ n ^ : V L ;

=
hβ+1

Γ (β + 2)

j
∑

k=0

γj−k gh
k+ 1

2

}XZ*�dZ xdy : V2W ;��
 gy/�)}�q���Z9qìt�vi}Xú9q�\¥v�q_}­p[y)q_}2vw\ n ^ : V � ;��(�]Z9\���{|Z]y

γ0 = 1
2 −

β
2 �

• § n Z9�Jt�vwZ]x9\ n ^]�o��}X\�^lv�y)^(}X^lvJqsrut�vi}X�©y@x]y@�9p n YBy)��v�\ n ^
��Z]pPq�y)�ì� n ^9�"vw\ n ^9�P� n ^]�[vi}X^lv�y)�
x(}X^9�Pq�y@�)}��Px]Z¡�9pBy���\�y)p>���Ò�dt)��}

P1Q0

:
fh ∈ Qh

0

;�� < }X^9�Pqsru\_^lv�y)pB�X}�q�q�y
[jh, (j + 1)h]

�
n ^�}
:A@ a ;

uh (t) = uh
j (1 − θ) + uh

j+1θ
})�ly)�

t = jh (1 − θ) + (j + 1) h θ .
?J}­p[y)q«}~vw\ n ^ : VXa�;ª��r¨t)��p�\�v$x n ^]�

:A@ c�;
fh

j+ 1

2

=

∫ 1

0

Φ
(

uh
j (1 − θ) + θuh

j+1, jh+ θh
)

dθ , j ∈ N

y�v/q�y��9p[y)��\�y�pR���Ò�dt)��}�xdy�� n q�q n �)}~vw\ n ^���\¥�Nv�y
P1Q0

y)�[v/� n ^9�[vw\¥vwZ]t�x]Z � n Z]�9q_}X¦�y
x]y)� pBy�q_}~vw\ n ^9� : Vbù>;3y�v : @ c';�� ' q�r¨t�vi}X�ëy

j
x9Z������]t)��}]�bq�y)� {|Z9}�^lvw\¥v�t)�

uh
0 , ..., u

h
j

� n ^lv
� n ^]^|Z]y)���½}X\_^]��\({|Z]y�q�y)� 
©Z|��� n Dly)^]�

fh
1

2

, ..., fh
j− 1

2

� ?J}+p[y)q«}~vw\ n ^ : Vbù>;���Y n \_^lv�y�£ :A@ c�;��
�©y)Zdv�}�q n p[����r¨t���p�\�p[y

:A@ V	;



















uh
j+1 −

hβ

Γ (β + 1)

∫ 1

0

Φ
(

uh
j (1 − θ) + uh

j+1θ, jh+ θh
)

dθ =

= u0 +
hβ

Γ (β + 1)

j−1
∑

k=0

αj−k f
h
k+ 1

2

.

 �ruy)�[v$Z9^dy+t){|Z(}~vw\ n ^ xJru\_^]� n ^]^|Z]y
uh

j+1

�

• ø ^ �9p�}~vw\�{|Z]yb�ª��\Rq�y��)}Xq_��Z9q : � n p���y)q ;�xdy�q�ru\_^lv�t)¦bp�}Xq�y�}�Z ��y)�&ú9pBy�x]y�x]p n \�v�y
x]y�q_}¤p[y)q_}2v�\ n ^ :A@ c�;zy)�[v�� n ����\_ú]q�yb�0q«}¤p[y)q«}~vw\ n ^ :A@ V	;�y)�[v�Z9^dy`t){|Z(}~vw\ n ^ � n Z]p�q_} �
{|Z]y)q�q�y$qsr�\�^9� n ^9^|Z]y

uh
j+1

y)�[v@y"�]�9q�\_��\¥v�yb� < }�^]�4q�y��)}X�4� n ^lvwp�}X\_p[yb� n ^�}+p[y)� n Z]p��g£+Z]^]y
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{|Z(}Xx9p�}2vwZ]p[y�^|Z9��t)p�\_{|Zdyb�o§ n Z]�z})� n ^9�¡Zdvw\�q_\���t�Z9^dy­� n p[�&Z9q�y�xdy��¡v�p�}�� 2���y)�/£*x]y)ZN�
� n \�^lvw� 8

:A@>@ ;










∫ 1

0

Φ
(

uh
j (1 − θ) + uh

j+1θ, jh+ θh
)

dθ

' 1

2

[

Φ
(

uh
j , jh

)

+ Φ
(

uh
j+1, (j + 1)h

)]

, j ∈ N .
< }�^]����y+�)}X���9q�r¨t){|Z(}~vw\ n ^ :A@ V>;ª��r¨t)�)p[\�v�� n Z9�$q«}�� n p���y+}Xq�¦bt)ú9p[\_{|Zdy+��Z9\¥��}X^lv�y98

:A@ C ;



















uh
j+1 −

1

2

hβ

Γ (β + 1)
Φ
(

uh
j+1, t

j+1
)

= u0 +
1

Γ (β + 1)
hβ

j−1
∑

k=0

αj−k f
h
k+ 1

2

+
hβ

2Γ (β + 1)
Φ
(

uh
j , t

j
)

{|Z9\s�2Y n \_^lv�y/£­q_}­p[y)q«}~vw\ n ^ : V K ; y�v�£­q«}&pBy�q_}~vw\ n ^
:A@ ù	;

fh
k+ 1

2

=
1

2

[

Φ
(

uh
k, t

k
)

+ Φ
(

uh
k+1, t

k+1
)]

y"�]�9q�\_��\¥v�y¤� n ���9q32�v�y)��y�^lv�q�r¨t){|Z(}~vw\ n ^ x>r�\�^9� n ^9^|Z]y
uh

j+1

£ pBt�� n Z9x]p[y ^|Z]��t�p[\_{|Zdy �
��y)^lv)�
• / \ n ^ ZNvw\_q�\���y q�y ��y)� n ^]x �����]t)��}�x]y5� n q�q n �)}~vw\ n ^ ��\¥�Nv�yb�ò\�qL�s}XZdv­t)¦l}Xq�y)��y)^lv�9pBt���\���y)p�qsruy"�]�9pBy�����\ n ^`}Xq�¦�t)ú9p�\�{|Z]y�x]Z�¦bp�}Xx9\�y�^lv�x9\����)pBy�v

gh
k+ 1

2

y)^5� n ^9�"vw\ n ^5x9Z 
(ZN�
Φ
(

uh (•) , •
)

.
�����	�
����
���
������)� � ��� � 
�� ��� �+
.��0 ��� � � ��&+� ��0�1 �324�

P1Q1
�

< }�^]��q�y���}X� nl¢
fh (•)

y��[v�pBy��]p[t)��y)^lv�t�y��9}�p�q_}#p[y)q_}2v�\ n ^ : V C ;��gq_}#p[y)q_}2vw\ n ^ : V�V	;
� n ^]x9Z]\�v�£­q�r¨y"�]�9p[y)����\ n ^���Z9\¥��}�^lv�y+x9Z*¦bp�}Xx9\�y�^lv�x9\�����p[y�v

gh
k+ 1

2

:

:A@>K ;
gh

k+ 1

2

=
12

h

∫ 1

0

Φ
(

uh
k (1 − θ) + uh

k+1 θ, kh+ k θ h
)

(

θ − 1

2

)

dθ .

����� &������ �/,.�4�+���	�
����
���
.�����)�
6R^�\�^lvwp n x]Z9\¥v
q«}�p[y)q«}~vw\ n ^ : c @ ;�}XZ���y�\�^`xdy&q_}�pBy�q_}~vw\ n ^ : V C ;��P  n ���Nv�y�v�y)^|Z�x]y�q«}
�9p n �]p�\�t�v�t ∫ (k+1)h

kh

ηh
k+1/2 dθ = 0 ,

n ^5}

gh
k+ 1

2

=
1

∫ (k+1)h

kh

ηh
k+ 1

2

(θ) dθ

∫ (k+1)h

kh

Φ
(

uh (θ) , θ
)

ηh
k+ 1

2

dθ .

6Rp
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∫ (k+1)h

kh

ηh
k+ 1

2

(θ) dθ =

∫ (k+1)h

kh

(

θ −
(

k +
1

2

)

h

)2

dθ

=

∫ 1

0

(

ξ − 1

2

)2

h3 dξ =
2

3

h3

8
=

h3

12
.m }Xp�}X\�q_q�y)Z9p���� n ^5}

∫ (k+1)h

kh

Φ
(

uh (θ) , θ
)

ηh
k+ 1

2

dθ =

=

∫ 1

0

Φ
(

uh
k (1 − θ) + uh

k+1θ, kh+ ξh
)

h2 (ξ − 1

2
) dξ

y�v3Y n \�^lv�y/}XZN�*p[y)q«}~vw\ n ^*�]p[t)��t)xdy�^lv�y����dq«}�� n p���Z9q�y :A@>K ;ª��r¨y)^*x]t)x9Z]\�v��s}���\�q�y)��y)^lv)�
�

• ?ìy���y)� n ^9x-���Ò�dt)��} x]y�� n q�q n �)}~vw\ n ^#��\��Nv�y :
uh (•) ∈ P h

1 , f
h (•) ∈ Qh

1

;
y)�[v
x n ^9�¤� n ���]q#2�v�y)��y)^lv�xdt��(^9\+�9}�p*q�y)� p[y)q«}~vw\ n ^]� : V � ;�� : @ c';�y�v : @	K ;�� ? n p���{|Z]y#q«}
� n ^9�"vw\ n ^]^]y)q_q�y

Φ (• , •)
^Jr¨y)�[v��(}X��t)q�t���y)^lvi}X\_pByR£&\_^lv�t)¦bp[y)p��d\_q�y��[v$^9}2vwZ]p[y)qJxJruZdv�\_q�\_��y)p

Z9^dy�� n p���Z9q�y�x]y�{|Z(}Xx9p�}2vwZ]p[y�}��]�9p n ���]t�y�{|Z9\4Zdvw\�q_\���y­y"�]�9q�\��)\¥v�y)��y)^lv+qsr�}X^9^|Z]q«}~vw\ n ^
x9Z�� n qEDd^GFb��y (

θ − 1
2

) x(}X^9�Lq�ru\�^lv�y)pB��}Xq_q�y
[0, 1]

�(§ n Z9��})� n ^]� Zdv�\_q�\_��t<q_}+� n p���Z9q�y�x]y
/ \����9� n ^ 8
:A@�L ; ∫ 1

0

ψ (θ) dψ ' 1

6
ψ (0) +

2

3
ψ

(

1

2

)

+
1

6
ψ (1)

{|Z9\$\_^lv 2)¦bp[y5y"�9}��"v�y)��y)^lv�q�y���� n q3Dd^ Fl��y)�­x]y`x]y�¦bp[t`\�^d�¾t)p�\�y)Z9p n Z t�¦½}Xq$£-V|� I vw\ �
q�\_��t�y � n Z]p�q�y)��p[y)q_}2vw\ n ^9� :A@ c';&y�v : @	K ;��4q_}�p[y)q«}~vw\ n ^ :A@ L ;&� n ^]x9Z9\¥v�}XZN� p[y)q_}2vw\ n ^9�
}X�9�9p n �Ò�]t�y)� 8
:A@2� ;

fh
k+ 1

2

=
1

6
Φ
(

uh
k, t

k
)

+
2

3
Φ

(

1

2

(

uh
k+uh

k+1

)

,
(

k+
1

2

)

h

)

+
1

6
Φ
(

uh
k+1, t

k+1
)

:A@ W ;
gh

k+ 1

2

=
1

h

(

Φ
(

uh
k+1, t

k+1
)

− Φ
(

uh
k, t

k
))

.
6R^D\�^2YBy)�"v�y5y�^]��Z9\¥v�y���y)��p[y)q«}~vw\ n ^]��}XZD��y)\_^Dxdy : V � ;&� n Z]p�y"�]�9q�\��)\¥v�y)p�qsrut){|Z(}~vw\ n ^
xJru\�^9� n ^]^|Z]y

uh
j+1

£­p[t)� n Z]x9p[y+£­q«}
jeme t�vi}X�ëy+x9Z ���Ò�dt���} 8

: C a ;



















































uh
j+1 −

hβ

Γ (β + 1)

[

1

6
Φ
(

uh
j+1, t

j+1
)

+

+
2

3
Φ

(

1

2
(uh

j + uh
j+1), (j +

1

2
)h

)]

− hβ

Γ (β + 2)

1 − β

2h
Φ
(

uh
j+1, t

j+1
)

=

= u0 +
hβ

Γ (β + 1)

j−1
∑

k=0

αj−k f
h
k +

hβ+1

Γ (β + 2)

j−1
∑

k=0

Φ
(

uh
j , t

j
)

,
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�� 

��
 � ���E� ��� � �#
 ��������� � û"û

� n \�v

: C c�;



























































uh
j+1 −

hβ

Γ (β + 1)

[

2 − β

3 (β + 1)
Φ
(

uh
j+1, t

j+1
)

+
2

3
Φ

(

1

2
(uh

j + uh
j+1), (j +

1

2
)h

)]

=

= u0 +
hβ

Γ (β + 1)

j−1
∑

k=0

αj−k f
h
k +

+
hβ+1

Γ (β + 2)

j−1
∑

k=0

γj−k g
h
k+ 1

2

+
2 − β

3

hβ

Γ (β + 2)
Φ
(

uh
j , t

j
)

.

� � 7 M A H : I 8 I ?.=g: + H�� E H � � E H A INH A I A :$E � M 7]? � E H A
�)� � � � �#��� � ,��324� ������
 ��� �

• § n Z]�¡p[y)�]p[y)^ n ^9�¡\���\òq�y���v�y)�[vw�<t)q�t)��y)^lvi}�\�p[y)� n údv�y)^|Z9�
x(}X^9�)/ <�� V�� 1 })�ly)�zq�y)�
{|Z(}~vwp[y����Ò�dt���}X�+��Z9\¥��}X^lvw� 8Æ���Ò�]t)��}X�+x]y
	Rp��9^ , }�q�x � ?>y�vw^]\
� n � £`xdy�Z|� y�v�£5v�p n \��� n \�^lvw���>�����]t)��}�xdy � �w}�q�q«}X� y�vR�����]t)��}��9}�p<t)q�t)��y)^lvw�$�(^9\��
^ n ����t)��y)^�}�ú]p[t�¦bt
	 ?oV|��	 ? @ � � �w}Xq_q_}X� y�v ø � P1

p[y)���©y)��v�\��by)��y)^lv$x(}X^9��q«}­��Z]\�v�yb��§ n Z9��� n ���(}Xp n ^]�
q�y��¡p[t)��Z9q¥vi}2v��+x]y�q_}5��t�vw� n x]y���\��Nv�y�})�by)�­��y��¡���Ò�]t)��}X���o  y)�
v�y��[v��/� n ^lv
v n Z]�+y�� �
�¾y)�"vwZ]t)�­}��ly)�*Z9^dy ��y)��\ � x]\���t)p[y)^lvw\_}2v�\ n ^J�Æ�br¨y)�[v�£�x9\�p[y

β = 0.5.
6R^ �Ò� n \���\�v­Z9^]y

x Dd^9}���\�{|Z]y
(u, t) 7−→ Φ (u , t)

�9}�p�}X��t�vwp[t�y<�(}Xpªq�y)�g� n ^9�"vw\ n ^]�
u 7−→ f (u(t))

y�v
t 7−→ g (t)

y�v�q�y)�L^ n �&ú9pBy���p[t�y)q_�
θf
y�v
θg

8
: C V	;

Φ (u , t) ≡ θf f (u) + θg g (t) .?ìy)�P�(}Xp�}�� 2�vwp[y)�
θf
y�v
θg
� n ^lvo��� n \_��\��Jx]y@��}X^9\32�pBy3£���y@{|Z]y@q�y)�J� n q�Zdv�\ n ^9�P� n ^9x9Z]\_��y)^lv

£ 8
: C�@ ;

uj(t) ≡
(√

t
)j

, j = 1, · · · , 5 .< }�^]�­Z9^dy �9p[y)��\#2)p[y�}��]�9p n ���]yb�ò^ n Z9�&�9p[y)^ n ^9�
θf = 0

y�v
θg = 1 �

q�y*�)}Xq_��Z9qª£
y���y��"vwZdy)pgy)�[vªZ9^dy¡��\����9q�y���y)��\ � {|Z(}Xx9p�}~vwZ9pByl� ?òr¨t){|Z(}~vw\ n ^ : c�;@� n p�p[y)��� n ^]x*}Xq n p��ª}XZ
�Ò� n \���x]y)��� n ^9�"vw\ n ^]�$�9}�p.vw\_��Z]q_\32)p[y)�

t 7−→ g (t)
��Z]\��X}�^lv�y)� 8

: C>C ;



























g1 (t) = 1
2

√
π

g2 (t) = 2√
π

√
t

g3 (t) = 3
4

√
π t

g4 (t) = 8
3
√

π
t
√
t

g5 (t) = 15
16

√
π t2 .
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< }�^]�
Z]^]y���y)� n ^]x]y&}��]�9p n ���]yb�ì^ n Z]�¡�]p[y)^ n ^9�
θf ≡ 1

y�v
θg ≡ 0.

6R^�x9\���� n ��y
}Xq n p���x]y)��x Dd^(}X��\�{|Z]y)�$}���� n ��\�t�y��L}XZN��� n ^]�"vw\ n ^9�=8

: C ù	;



























f1 (u) = 1
2

√
π

f2 (u) = 2√
π

√
u

f3 (u) = 3
4

√
π u

2

3

f4 (u) = 8
3
√

π
u

3

4

f5 (u) = 15
16

√
π u

4

5 .

• ?ìy)�<��\_��Z9q_}2vw\ n ^9��� n ^lvRy���y)�"vwZ]t�y)�<})�by)�z^ n v�p[y&q n ¦l\���\�y)q70 / y���\�x9\¥��4w� ?ìy)���(¦bZ9p[y)���Z9\¥��}X^lv�y)� : �9¦lZ]p[y)�@V�£/cbc';o�]p[t)��y)^lv�y)^lv0q�y���p[t)��Z9q¥vi}~vw�%xdy��%{|Z(}~vwp[yL���Ò�dt)��}X�Æ�9p n � n ��t)�
x(}X^9��/ < � aba 1 y�v3q�y)�0p[t)��Z9q¥vi}~vw�0x]y$q«}<��t�vw� n xdyL��\��Nv�yb�2� n Z]p0q�y)�0x9\���t){|Z(}~vw\ n ^9�3}��ly)�
q�y��3��� n \¥�

gi (t) , i = 1, ..., 5
y�v
fi (u) , i = 1, ..., 5. / }XZd�>\_^]x9\��)}2vw\ n ^­� n ^lvwp�}�\�p[yb�q_}¤� n ^9x9\¥vw\ n ^ \_^]\�vw\_}Xq�y*y)�[v�v n Z2Y n Z9p��

u0 = 0
� mon Z9p�Z9^dy5�d\���\�ú9\�q_\¥v�t n �dvw\���}�q�y x]y)�

� n Z]p�ú©y)���½^ n Z9�ª�9pBt���y)^lv n ^9�4^ n � ��\��&Z9q_}~vw\ n ^9�@^|Z9��t)p�\�{|Z]y)�3y�^�Zdv�\_q�\_�w}X^lvg�|Z9\¥vª� n \�^lvw�
x]y`�)}�q���Z9qs�@� n \�v�Z]^D�(}X��x]y`��}�\�q_q_}2¦by

h = 1
2n

})�ly)�
n = 3

�ª§ n Z9��� n ���(}Xp n ^9�
q�y���pBt���Z]q�vw}2vw�<�)}Xq_��Z9q�t)���9}�p<q�y�����\������Ò�dt)��}X��y"�]\��[vi}�^lv���\_���9q_}X^lv�t)��x(}X^9�<q�y�q n ¦l\���\�y)q
0 / y)��\�x9\¥��4w�

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 1  = π1/2 /2

Solutions exacte et approchées avec 8 points

Solution exacte  u 1 (t) = t 1/2

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[yzV|� � t)� n q_ZNvw\ n ^�^|Z]��t�p[\_{|Zdy+x]y
D1/2u = g1 (t) � u(t) =

√
t.
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 2  = 2 (t/ π) 1/2

Solutions exacte et

approchées avec 8 points

Solution exacte  u 2 (t)= t
Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[y @ � � t)� n q_ZNvw\ n ^*^|Z]��t)p�\�{|Z]y¡x]y
D1/2u = g2 (t) � u(t) = t.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 3  = 3 π1/2 t / 4

Solutions exacte et

approchées avec 8 points

Solution exacte  u 3 (t)= t 3/2

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦bZ9p[y C � � t�� n q�Zdvw\ n ^�^|Z9��t)p�\_{|Zdy+xdy
D1/2u = g3 (t) � u(t) = t

√
t.
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 4  = 8 t 3/2  / 3 π1/2

Solutions exacte et 

approchées avec 8 points

Solution exacte  u 4 (t)= t 2

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦bZ9p[y�ùN� � t)� n q�Zdvw\ n ^�^|Z9��t)p�\�{|Z]y+xdy
D1/2u = g4 (t) � u(t) = t2.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 5  = 15 π1/2 t 2  / 16

Solutions exacte et 
approchées avec 8 points

Solution exacte  u 5 (t)= t 5/2

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦bZ9pBy K � � t)� n q�Zdv�\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y
x]y
D1/2u = g5 (t) � u(t) = t2

√
t.
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 1  = π1/2 /2

Solutions exacte et approchées avec 8 points

Solution exacte  u 1 (t) = t 1/2

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦bZ9p[y L � � t)� n q�Zdvw\ n ^�^|Z9��t)p�\�{|Z]y+xdy
D1/2u = f1 (u) � u(t) =

√
t.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 2  = 2 (u 2 / π) 1/2

Solutions exacte et

approchées avec 8 points

Solution exacte  u 2 (t)= t
Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦bZ9p[y � � � t)� n q�Zdv�\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y+xdy
D1/2u = f2 (u) � u(t) = t.



û � � � ���	��

���=��� �'

��� �
�7�	� � �	!������3� $ � �'&�� �

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 3  = 3 π1/2 u 3
2/3  / 4

Solutions exacte et
approchées avec 8 points

Solution exacte  u 3 (t)= t 3/2

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦bZ9pBy/Wd� � t)� n q�Zdv�\ n ^�^|Z9��t)p�\�{|Z]y¡x]y
D1/2u = f3 (u) � u(t) = t

√
t.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 4  = 8 u 4
3/4 /3 π1/2

Solutions exacte et 
approchées avec 8 points

Solution exacte  u 4 (t)= t 2

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[y�c)a]� � t)� n q�Zdvw\ n ^*^|Z9��t)p�\_{|Zdy¡xdy
D1/2u = f4 (u) � u(t) = t2.
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0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u 5  = 15 π1/2 u 5
4/5  / 16

Solutions exacte et 
approchées avec 8 points

Solution exacte  u 5 (t)= t 5/2

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[y�c�cb� � t)� n q�Zdv�\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y
x]y
D1/2u = f5 (u) � u(t) = t2

√
t.

• ?ìy)��� n ^9��q_Z]��\ n ^9��� n ^lv­��\���\_q_}X\_p[y)�/£���y)q�q�y)�/y"�]� n ��t�y)��x(}X^9� / <�� aba 1 � � y)��}�p �
{|Z n ^9�/v n Zdv�y�� n \_��{|Zdy�� n Z]p�q�y)���)}��+v�y)�[v&})�by��

g3,4,5
q�y)�����Ò�dt���}X�/q�y)���9q�Z9���]p[t)�)\��

� n ^lvz��y)Z|�#x]y 	Rp��]^ , }�q�x � ?ìy�v�^9\ � n � £�vwp n \_��� n \_^lvw�/y�v��9}�p+t)q�t���y)^lvw�<�©^9\��¡vi}X^9x]\_�{|Z]y�� n Z9p�q�y)���BDd�[v 2���y)�
f3,4,5

q�y������]t)��} �(}Xp�t)q�t)��y)^lvw�­�(^9\���y�v�q�y������]t)��} x]y
� n q�q n ��}~vw\ n ^���\��Nv�y

P1Q1
� n ^lv�q�y)�L�9q�Z9���]p[t)��\_���

• § n Z9�
})� n ^]�
}XZ9����\Æy��ìy)�"vwZdt�xdyz�s}�� n ^`�BDd�[v�t)��}~vw\�{|Z]yzq�y��)}Xq_��Z]q�xdy�� n p�x9pBy��Rx]y
� n ^l�by)p[¦�y�^]��y�})�by)��x]y)�g�9}��gx]y<��}�\�q�q«}2¦by

h
x]y<q_}
� n p[��y 1

2n

� mon Z9pg��y)q_}]�b^ n Z9�ª})� n ^9�
��y)��Z9p[t
q�y)�Ly)p�p[y)Z9p��

en
2

y�^ ^ n p���y
L2 y�v en

∞
y)^ ^ n p���y

L∞ 8

: C�K ;
en
∞ ≡ max{|u(jh) − uj|, j = 0, · · · , 2n}

: CJL ;
en
2 ≡

√
h

√

√

√

√

1

2
|u (0) − u0|2 +

2n−1
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

u

(

j

2n

)

− uj

∣

∣

∣

∣

2

+
1

2
|u (1) − u2n|2 .

§ n Z9�$y)^ })� n ^9��x]t)x9Z]\�v$q�y�� n p�x9p[y)��x]y¡� n ^l�by�pB¦by)^9��y
{|Z9\J� n ^lv$p�}X����y���ú9q�t)�ªx(}X^9��q�y)�
vi}Xú9q�y�}�Z|� ��Z9\¥��}X^lvw� 8
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Schéma mixteP1Q0 Schéma mixteP1Q1

L∞ L2

g1 (t) ∞ ∞
g2 (t)

cb��aba�a�a c�� @ W � V
g3 (t)

cb� C � ù2a c�� C K�L	L
g4 (t)

cb� C L V�V c�� C K V L
g5 (t)

cb� C K c @ c�� C ù K�C

L∞ L2

g1 (t) ∞ ∞
g2 (t)

c���a K c L c�� C V|c L
g3 (t)

c�� C Wlù C c�� C>C�K	@
g4 (t)

c�� C ù C V c�� C ù�V K
g5 (t)

c�� C c)a C c�� C c�c K
§ n Z9� n úNv�y)^ n ^9�0v n Z~Y n Z]p��gZ]^ n p[x9p[y�x]y�� n ^l�ly)p[¦�y)^9��y�x]y�Z9^�� n Z]p4q�y)�3��}X�0v�y)�[vw�

f2
£

f5
�]§ n Z9�L})� n ^9� � n ^9�[vi}~v�t<{|Z]y<q_}/��t�v�� n x]y�x]y<� n q�q n ��}~vw\ n ^���\��Nv�y�^>r�}X�9� n pBv�yRx n ^9�

�(}X��x>r�}X��t)q_\ n p�}2vw\ n ^�^ n vi}Xú9q�y+� n Z]p�q�y)� n p�x9p[y)�$x]y/� n ^l�ly)p[¦�y)^9��yb�d� n Z9p�q�y)����\�^9{���}X�
v�y)�[vw�$x]y+ú9}���yb�
�)� � ����2 �'�	����
������ � ��� 0 �+� � ��� ��& ,����	��� �'&��',�
�� �

• § n Z]�4}�� n ^9�ò\����9q_}�^lv�tL}�Z���y)\_^zx9Z­q n ¦l\���\�y)q�0 / y)��\_x]\�� 44q�y)�ò�]p n ú]q#2)��y)����Z]\��X}�^lvw�=8

: C � ; {

D1/2u = −u + 8
3
√

π
t

3

2 , t > 0

u = 0 , t ≤ 0

: C W ; {

D1/2u = u , t > 0
u = 1 , t ≤ 0

: ù2a ; {

D1/2u = −u , t > 0
u = 1 , t ≤ 0

: ù|c�; {

D1/2u = 1√
π

sin
√
t , t > 0

u = 0 , t ≤ 0 ,{|Z9\ n ^lv�� n Z9p$� n q�Zdv�\ n ^9��p[y)���©y��"vw\¥�by���y)^lv�8
: ù�V	;

u (t) = t2

: ù @ ;
u (t) = et

(

erf
√
t + 1

)

: ù C ;
u (t) = et

(

1 − erf
√
t
)

: ù�ù	;
u (t) =

√
t J1

(√
t
)

.
§ n Z9�5})� n ^]�5� n ���(}Xp[t�^ n � p[t)��Z9q¥vi}2v��5^|Z]��t�p[\_{|Zdy���})�ly)����y)ZN� x]y���� < \�y�vw�]y)q��
/ < \_W L 1 � < \�y�vw�]y)q�� y�v �dn p�x / < � a½V 1 � < \�y�v��]y)q_� y�v ?>Z9��� � n / < ?oV�� 1 ���gq_}�^ � /�� q_W K 1
y�v.?>Z]ú9\��Ò� / ?JZ �	K 1 �
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D1/2 u = −u + 8t 3/2 /3 π1/2

Solution exacte  u(t) = t 2

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[y�cóV|�   n ���(}Xp�}X\_� n ^*x]y+{|Z]y)q_{|Zdy)�$�����]t)��}��L� n Z]p$qsr¨t�{|Z9}2v�\ n ^ : C � ;��
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rr
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u
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e

n
 T

=
1

nombre de points de calcul

Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 0 Q0
Schéma mixte P 0 Q1
[DI97]

� \�¦lZ]p[y�c @ �   n ���(}Xp�}X\_� n ^�x]y+{|Z]y)q_{|Zdy)�$�����]t)��}��L^|Z9��t)p�\�{|Z]y)�L� n Z]p�qsrut){|Z(}~vw\ n ^
: C � ;ª})�ly)�

N =
ù|�Pc�ad�ëV2a&y�v C a­� n \�^lvw��xdy+¦bp�\_q�q�yl�



� � � � ���	��

���=��� �'

��� �
�7�	� � �	!������3� $ � �'&�� �

• ?P}/� n ���9}�p�}�\�� n ^�})�by)��q�y��@vwp�})��}XZN��x]y ��� < \�y�vw�dy�q�� / < \«W L 1 � n pBv�yR��Z9pgq�r¨t){|Z(} �
vw\ n ^ : C � ;ªx n ^lv�q_}�� n q�Zdvw\ n ^ y)�[v�x n ^9^]t�y/�9}�p$q«}�p[y)q_}2v�\ n ^ : ùbV>;�� ?òr�}XZdv�y�Z]p�}��)}�q���Z9q�t
qsruy)p�p[y)Z]p�£

t = 1
� n Z]p<x9\¥�ìt)p[y)^lvw��^ n ��ú9p[y)��xdy&� n \_^lvw�Rx]y��)}�q���Z9q>8

N = 5, 10, 20y�v
40
�ë§ n Z9��})� n ^9��� n ����y)^9��t<�9}�p$v�p�}���y)p : � \�¦lZ]p[y�c~V>;Lq_}­� n q_ZNvw\ n ^*y"�9}��"v�y+y�v�q�y)�

� n q_ZNvw\ n ^9��^|Z9��t)p�\�{|Z]y)��}X�9�9p n �Ò�]t�y)��})�ly)�5�|Z9\¥v�� n \�^lvw��xdy��)}�q���Z9qs�@� n Z9p�v n Z9��q�y)�
���Ò�dt)��}X���

• ?ìy)�Pp[t)��Z9q¥vi}~vw�Px]y)�P��\��&Z]q«}~vw\ n ^]���s}X\�v�y)�P}��ly)�0q�y��>x]y)ZN�
�����]t)��}��ì��\��Nv�y)�J� n ^lvwp[y)^lv
{|Z]yRq�y)�gy)p�p[y)Z9p��L� n ^lvLx9Z�� ()��y n p�x]p[yRx]y<¦lp�}�^]x]y)Z9p��d��y<{|Z]yRq�r n ^��©y)ZdvL��\�y�Z|��� n \�p
��Z9p�q�y*¦bp�}X�9�dy x]y q_}��9¦lZ]p[y¤c @ �9?ìy)�­���Ò�dt)��}X�zq�y)�&�]q_Z]�­�9pBt���\��&� n ^lv�x]y ��}X^9\32)p[y
t){|Z9\¥��}Xq�y)^lv�yR��y)q_Z]\ìxdy < \�y�vw�dy�q�� / < \_W L 1 y�v�q�y
���Ò�]t)��}��(}XpLt)q�t)��y)^lvw�@�©^9\�� / <�� V�� 1 �
ø ^���y+{|Z]\P� n ^]��y)p�^dy¡q_}­��t�vw� n xdy+��\¥�Nv�yl�Nq�y/���Ò�dt���} P1Q0

}X�9�]p n �Ò�dy/q«}�� n q�Zdvw\ n ^
�(}Xp0��}�q�y)Z9p��3\�^d�¾t)p�\�y)Z9p[y)�0y�vgq�y$��y�� n ^9x������]t)��}

P1Q1
}X�9�9p n �Ò�]y�q«}
� n q�Zdvw\ n ^­y��9}X�"v�y

�(}Xpª��}�q�y)Z9p�����Z9�©t)p�\�y)Z9p[y)���

• ? n p���{|ZJr n ^�� n ���(}Xp[y<q�y)� ��\¥�������]t)��}��4y��]\��[vi}X^lvw� : � \�¦bZ9p[y�cóV	;@y�vL��y)q_Z]\ëx]y < \�y �
vw�dy�q�� / < \_W L 1 y)^�v�y�p[��yzxdy&�]p[t)�)\���\ n ^���Z9p<q�yzxdy�p[^9\�y�p�� n \_^lv :

T = 1
;���\_q�}��]�(}Xp�} � v

{|Z]y�q�y������]t)��}
xdy 	Rp��9^ , }�q�x � ?>y�vw^]\
� n ��£�xdy)ZN��� n \_^lv��gy)�[v ��t)x9\ n ��p[yb��y�v {|Zdy�v n Z9�q�y��ò}�ZNvwp[y)�3���Ò�]t)��}X�%� n ^lv3��y�\�q�q�y)Z9p[�Æy�v3x]Z­�)(���y n p�x]p[y$x]yL¦lp�}�^]x]y)Z9p�� < }�^]�0q�r n p[x9p[y
n ^ n údv�\�y)^lv%x n ^9� q�y �����]t)��}$�(}Xpot�q�t)��y�^lv��>�©^9\����~q�y ���Ò�dt)��}�x]y 	Rp��9^ , }�q�x ?ìy�vw^]\
� n �
£�vwp n \_�ò� n \_^lv�����q�yL���Ò�dt���}�xdy � �w}�q�q_}��5�óq�y)�òx]y)ZN�������]t)��}�����\¥�Nv�y)�Æy�vòq�yL�����]t)��}�x]y
	Rp��]^ , }Xq_x � ?ìy�vw^9\ � n ��£+x]y)ZN��� n \�^lvw��� � }X\_���½� n Z9pgq_}/p[t)� n q�Zdv�\ n ^�x]y���y�v�v�y�t){|Z9}2vw\ n ^q_£]�Jq_}*��t�vw� n x]y���\��Nv�y­^>r�}X�9� n pBv�y��(}X�+xJr�}X��t)q�\ n p�}~vw\ n ^����©y)�"vi}���Z]q«}X\_pByl�ì� n ^lvwp�}X\�p[y �
��y)^lv�£�xJr�}�ZNvwp[y)��v Dd�©y)��xJr¨t){|Z(}~vw\ n ^]�$��y)��\ � x9\¥��t�pBy�^lv�\�y)q�q�y)���

• ?ìy)� n p�x9pBy���xdyz� n ^l�by�pB¦by)^9��yb�9xdt��(^9\���y)^ : C�K ;ªy�v : C L ;��©� n Z]p�vwp[y)\ �)y���}X\_q�q_}X¦�y)�
p�}~¬�^]t)����Z]�)��y)����\¥�ly)��y)^lv�xJruZ9^5�s}X�"v�y)Z9p$x]y)ZN�5x>r�Z]^`��}X\_q�q«}2¦�y+£�q�r�}XZdvwp[y�� n ^lvwp[y/Z]^
n p�x9p[y x]y#� n ^l�by)p[¦by)^]��y�y)^F^ n p���y

L∞ y�v
L2 x]y c���ù-x(}X^9�*v n Z]��q�y)� ��}X��� m q�Z9��9pBt���\���t)��y)^lv)� n ^ n údv�\�y)^lv�q�yRvi}�ú]q�y�}XZ*��\ � x]y)��� n Z]���

L∞ L2

/ �Ò�dt)��}z��\¥�Nv�y u ∈ P h
1 , f ∈ Qh

0

c���ù2a L>L cb� C W �>@
/ �Ò�dt)��}z��\¥�Nv�y u ∈ P h

1 , f ∈ Qh
1

c�� C�@ V � cb� C V K>K
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1

1.5

2

2.5
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3.5
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4.5

5

5.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D1/2 u = u
u(0)=1
D1/2 u = u
u(0)=1
D1/2 u = u
u(0)=1
D1/2 u = u
u(0)=1

Solution exacte u(t)= e t (erf(t 1/2 +1)
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[y�c C � � t)� n q_ZNvw\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y¡x]y+qsr¨t�{|Z9}2v�\ n ^ : C W ;��
• < }X^9�$Z9^]y�� n ^lvwp�\�ú9ZNvw\ n ^5�9q�Z9��p[t)��y)^lv�y / < � a½V 1 � �z� < \�y�vw�]y)q�� y�vR§¡� �dn p�x n ^lv
t�vwZ9x]\�t¡q�y)�$� n q�Zdvw\ n ^9��x]y/qsrut){|Z9}2vw\ n ^ : C � ;���?ìy)��}XZdv�y�Z]p�� n ^lv��)}Xq_��Z]q�t
q�r¨y)p�p[y)Z9p �(^(}Xq�y
� n Z]p3x]y)�4��}X\_q�q_}X¦�y)�%� n ���]p[y)^(}X^lv@��Z9����y�����\¥�by���y)^lv

10, 25
y�v

100
� n \�^lvw�@�(}Xp@\�^lv�y)p �

��}Xq_q�y�xdy<v�y����]� Z9^]\�vi}X\�p[yb�(§ n Z9�ª� n ���9}�p n ^]�ª})�by���q�y)� p[t)��Z9q¥vi}~vw�ªx]yRq�y)Z9p��gy"�dy)���9q�y)�
^|Z9��t)p�\�{|Z]y)��� n Z9p�Z]^]y+��}Xq�y�Z]pLv�y�p[��\�^(}Xq�y+x]y+v�y����]�

T = 5
�9y�v�� n ����yRy�Z|�>�ë})�ly)�

50, 125
y�v

500
� n \_^lvw��x]y
¦lp[\_q�q�yb�(§ n Z]��})� n ^9�$}�^9}�qEDd��t¡��y)�Nv������]t)��}��ª^|Z]��t�p[\_{|Zdy��

x9\¥��t)p[y)^lvw�
�
q�y)�0{|Z(}~vwp[y��9p[y)��\�y)p����X��ruy)�[v@£Rx9\�p[y 	 ?ÆV|� 	 ? @ � � �w}�q�q«}X� y�v ø � P1

�b� n ^lv
x]t)��p�\¥vw�3y�^�xdt�vw}�\�q(x(}X^9� / <�� V�� 1 �J?>y)�@x]y)ZN����Z9\¥��}X^lvw���½£+�w})� n \�p

P1Q0
y�v
P1Q1

� n ^lv
qsr n úNYBy�v�xdy�q_}��9p[t)��y)^lv�y/t�vwZ9xdy�y�v�^ n Z9�<� n ���(}Xp n ^9�$^ n �RpBt���Z]q�vw}2vw��})�ly)�/q�yz���Ò�]t)��}
x]y < \�y�vw�dy)q_� y�v �dn p�xJ�%§ n Z9� n úNv�y)^ n ^9�/q�y)�/p[t)��Z9q¥vi}2v��/��Z9\¥��}�^lv��/� n Z9p/q_} � n q�Zdvw\ n ^
: ù�V	; x]y+q�r¨t){|Z(}~vw\ n ^ : C � ;ª}XZ*v�y����]�

T = 5
8

m }��
h

	 ?oV 	 ? @ � �w}Xq_q_}�� ø � P1

0.10
V�ù|��a � L ù V�ùN��aba�a L	L>L c V C ��W � W @ ��L>L Vbù|��a�a�a @2� V C

0.04
V�ù|��a @ ù2a V�ùN��a�abadc~V C V C ��W�W L V C V2W Vbù|��a�a�aba K cóù

0.01
V�ù|��a�a ��L V�ùN��aba�a�aba L	L V C ��W�WbW K�CJL K Vbù|��a�a�aba�a @ W

m }��
h P1Q0 P1Q1

/ < � a½V 1
0.10

V C ��W ��L	L V @ C Vbù|��a @ c L c L a Vbù|��a]c)abW�W C �
0.04

V C ��W�W K W L�K ù Vbù|��aba �	@2� W @ Vbù|��abalV � c �	K
0.01

V C ��W�W�W K>@ a�W Vbù|��abadc�a �>@	@ V�ùN��a�aba @ ù K V K c
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•  �ruy)�[v
x(}X^9�Rq�y&�)}X�Rxdy)�R�����]t)��}���xdy 	<p��9^ , }Xq�x � ?ìy�vw^]\
� n ��£�x]y)ZN��� n \�^lvw����x9Z���Ò�dt)��}Lx]y � �w}Xq_q_}X����y�vÆx]y)�Æx]y)ZN�+���Ò�dt���}X�J��\¥�Nv�y��P{|Zdy qsruy)p�pBy�Z]pJy)�[vÆq«}��9q�Z9�ot�q�y��lt�yb�
m }Xp0� n ^lvwpBy�q�y)�ò���Ò�dt���}X� 	Rp��]^ , }Xq_x � ?ìy�vw^9\ � n �­£�vwp n \��@� n \_^lv��3y�v3�9}�p0t)q�t���y)^lvw�o�©^9\��x n ^9^dy)^lv&xdy�ú]\�y)^ ��y)\_q�q�y�Z]p��+p[t)��Z]q�vi}~vw��y)^#v�y)p���y�xJr¨y�p[p[y)Z9p��z��Z9p�q_} ��}Xq�y)Z]p¡�©^(}Xq�yl�
*�q%��y)�&ú]q�yb�({|Z>r�£�q�r¨y"�]��y)�Nvw\ n ^`x]Z����Ò�dt)��}�xdy 	Rp �9^ , }Xq_x � ?ìy�vw^9\ � n �`£�x]y)ZN�`� n \_^lvw���v n Z2Y n Z9p��/� n \_^]�¡ú n ^ {|Z]y�q�y)�/}�ZNvwp[y)���P{|Z]y�q_} �]p[t)��\_��\ n ^�y�v�q_}*� n ^l�by�pB¦by)^9��y�xdy�q«}
� n q_ZNvw\ n ^ ^|Z]��t)p�\�{|Z]y�xdy)�z�����]t)��}��¡x]t)�©y�^]x]y)^lvzx]y�q_}*� n p���y�x9Z-��y)� n ^]x ��y)�&ú]p[y
x]y+q�r¨t){|Z(}~vw\ n ^*��y)��\ � x9\¥�ìt)p[y)^lvw\�y)q_q�yb�
• ?P}�� n ���9}�p�}X\�� n ^ })�by)� < \�y�vw�]y)q�� y�v ?>Z9��� � n / < ?oV � 1 � n p.v�y5��Z9p­qsrut){|Z9}2vw\ n ^
: C W ;i�,?P}#� n q�Zdvw\ n ^�y"�9}X�"v�y : � n \_p��(}Xp�y��dy)���9q�y5q�y`q_\¥�dp[y`x]y 6<q_x]�(}X� y�v / �(}X^9\�y)p/ 6 / L'C�1 ;@y)�[vLx n ^]^]t
�(}Xpªq«}�p[y)q«}~vw\ n ^ : ù @ ;�� ?ìy)�$}XZdv�y�Z]p�� n ^lvLt�vwZ]x9\�tRq«}+��}Xp�\«}~vw\ n ^�x]y
q_}&� n q�Zdv�\ n ^ ��Z9p�q�ru\_^lv�y�p.��}�q�q�y)/¨ad�_c 1 y�v n ^lv���}Xq��)Z]q�t
qsruy)p�p[y)Z]p$£

t = 1
� n Z9p$x]y)�$�9}��

hx]y+a]��c��(a]��alùN�]a]��a½V�ù|�(a]��adc~V�ùN�d� n \¥v�y)^5^ n ��ú9p[y
x]y¡� n \�^lvw�
N =

c)ad�ëVXad� C a]� � a­� n Z9p
vwp n \��
xdy­q�y�Z]p��<���Ò�dt���}X��^|Z9��t)p�\�{|Z]y)��� *�q�� n ^lv¡�)}�q���Z9q�t�q�y)� n p�x]p[y)�
xdy&� n ^l�ly)p[¦�y)^9��y
{|Z9\%� n ^lv<��}Xp�\_}�ú]q�y)� : c��%c���ù n Z#V>;���Z]\��X}�^lv
q�y�Z]p����Ò�dt���}X��� I ^�y"�dy)���9q�y�})�ly)���|Z9\¥v
� n \�^lvw�$x]y/�)}Xq_��Z9q�y�v�q�y)�$xdy�Z|� �����]t)��}��ª��\��Nv�y)�Ly)�[v�x n ^9^dt/��Z9p�q«}��9¦lZ]p[y�c C �

-18

-16

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

0 2 4 6 8 10 12 14L
o
g
a
r
i
t
h
m
e
 
e
n
 
b
a
s
e
 
d
e
u
x
 
d
e
 
l

’
e
r
r
e
u
r

Logarithme en base deux du nombre de mailles

erreur en norme L ∞

erreur en norme L 2

� \�¦lZ]p[y�cóùN� 6Rp�x9pBy���x]y+� n ^l�by�pB¦by)^9��y
x9Z ���Ò�dt)��}
P1Q0

� n Z9p$q�r¨t){|Z(}~vw\ n ^ : C W ;i�

• ?ìy)� n p�x]p[y)�Rxdy­� n ^l�ly)p[¦�y)^9��y)��� n ^]��v�Z]y)q_�R�)}�q���Z9q�t)��� n ����y�x(}X^9� / < ?Jaba 1 � n ^lv
x]yRc�� @ W K	@ }��ly)� q�yª���Ò�dt)��}$��\��Nv�y

P1Q0
y�vòx]y<c��¸VNc L�C })�by)� q�yª���Ò�dt���}���\��Nv�y

P1Q0
�
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?ìy)� n p[x9p[y)��xdy�� n ^l�by�pB¦by)^9��y¡� n Z9p�q�y��]p[y)��\�y)pL���Ò�]t)��}&��\��Nv�y
P1Q0

y)^5^ n p���y
L2y�v

L∞ � n ^lv3x n ^9^dt)�ò��Z9pòq_}��(¦bZ9p[yRcóù|��6<^ n údvw\�y)^lv�c���V @ V K y)^�^ n p[��y
L∞ y�vLcb� C c K a �y)^ ^ n p���y

L2 ��?ìy)� n p[x9p[y)��x]y�� n ^l�by)p[¦�y�^]��y�� n Z]p/q�y���y)� n ^]x �����]t)��}���\��Nv�y�� n ^lv
p[y)���©y)��v�\��by)��y)^lvRc���a K>@ c�c
y�v+cb�¸VXWlV�VN�
• ?J}&� n ���9}�p�}�\�� n ^�})�by��<q�y)�ªv�p�})��}XZN��x]y ?ò� �gq«}X^ � /�� q_W K�1 � n pBv�y+��Z9pLqsrut){|Z9}2vw\ n ^
: ù2a ;0x n ^lvªq_}+� n q�Zdv�\ n ^�y��[vg�9p n � n ��t)y�y)^ : ù C ;3})�by��$q«}
� n ^9�"vw\ n ^�x>ruy)p�pBy�Z]p4y)pB�Jx]t��©^]\�y
�(}Xp

erf(t) ≡ 2√
π

∫ t

0 e
−u2

du
� *Øq�^Jr D�}��(}X�
xdyz�X}�q�y)Z9p��<^|Z9��t)p�\�{|Z]y)��x(}X^9� /��gq«W K 1

��}�\�� n ^DpBy�v�p n ZN�ly�ú9\�y�^Dqsr�}�q�q_Z]p[y�x]y�� n ^D¦lp�}��]�]y�x9}�^]��q�y��)}X� nb¢ � n ^ n p�x9pBy�x]y
x]t)p�\¥��}~vw\ n ^­y)�[vga]�¸ù|�|§ n Z9� }�� n ^9�0vwp�}X��t���Z9p@q_}R�(¦bZ9p[y/c K q_}¡� n Z9p�ú©y$v��]t n p[\_{|Zdy�y�v4q�y)�
� n q_ZNvw\ n ^9��^|Z9��t)p�\_{|Zdy)��x]y)��xdy)ZN�����Ò�dt)��}X����\��Nv�y)��})�by)�+�|Z9\¥v<� n \_^lvw��xdy��)}�q���Z9qs� *Øq
y)�[vR£�p[y)��}Xp�{|Zdy�p${|Z]yzq_}�� n ��\�vw\ n ^`x9Z��9p[y)��\�y�p$� n \�^lv�y)�[v<�©y)pB�¾y)��v�\_ú]q�yb��?ìyz���Ò�]t)��}
P1Q1

x n ^9^]y¡Z9^dy+��y)\_q�q�y)Z]p[yR}��]�9p n �]\_��}~vw\ n ^�xdy+��y¡�]p[y)��\�y)pª� n \�^lv${|Z]y¡q�y¡���Ò�]t)��}
P1Q0

�9§ n Z]�L})� n ^]� �)}�q���Z9q�t�q�y)� n p�x]p[y)�ªx]y<� n ^l�ly)p[¦�y)^9��y�y)^�^ n p���y
L2 y�v L∞ � n Z9pq�y­��y)� n ^]x����Ò�]t)��}���\��Nv�y : �(¦bZ9pBy c L ;���6<^ n úNvw\�y)^lv
Z9^ n p�x9pBy�x]y&� n ^l�by�pB¦by)^9��y�x]y

ad��W�a CJL'C ù�y)^ ^ n p���y
L∞ y�v�x]y­cb�¸V2W �>@	@ y�^ ^ n p���y

L2 �
• ?J}`� n ���9}�p�}X\�� n ^-}��ly)��q�y)�+vwp�})�X}�Z|� x]y  <� ?JZ]ú9\��Ò� / ?>Z �>K�1 � n pBv�y���Z9pzq�y��)}��
v�y)�[v : ùNc';�� ?J}*� n q�Zdvw\ n ^�y"�9}X�"v�y­y)�[v+x n ^]^]t�y��(}Xp : ùbù>; nb¢

J1
y��[v¡Z9^dy­� n ^]�"vw\ n ^�x]y

�4y)����y�qs� / Z]p�q«}­�(¦bZ9pBy�c � n ^�}�\�^9x9\�{|Z]tzq�y)��� n q�Zdvw\ n ^9��y"�9}��"v�y/y�vR}X�9�]p n �Ò�dt�y��<}��ly)��|Z9\¥v$� n \�^lvw��x]y
��}Xq��)Z]qì� n Z9p�q�y)�L��\��������]t)��}��L£z^ n vwp[y¡x9\���� n ��\¥vw\ n ^�x9}�^]�$q�y¡q n ¦l\���\�y)q
0 / y)��\�x9\¥��4w�
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Solutions exacte et approchées

avec 8 points

D1/2 (u) = −u ,  u(0) = 1

Solution exacte u(t)= e t (1−erf(t 0.5 ))
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[y�c K � � t)� n q_ZNvw\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y¡x]y+qsr¨t�{|Z9}2v�\ n ^ : ù2a ;��
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Logarithme en base deux du nombre de mailles

erreur en norme L ∞

erreur en norme L 2

� \�¦bZ9p[y�c L � 6Rp[x9p[y/xdy+� n ^l�ly)p[¦�y)^9��y¡x]Z������]t)��}
P1Q1

� n Z]p�qsrut){|Z(}~vw\ n ^ : ùXa�;��
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D1/2 u = sin(t 1/2 ) / π1/2

Solutions exacte et approchées avec 8 points

Solution exacte  u(t) = t 1/2 J 1 (t 1/2 )
Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[y�c � � � t)� n q_ZNvw\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y¡x]y+qsr¨t�{|Z9}2v�\ n ^ : ù|c�;��
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Solution exacte
Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[y�c)Wd� � t)� n q_ZNvw\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y¡x]y+qsr¨t�{|Z9}2v�\ n ^ : ù|c�;��
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Solution exacte
Schéma de GL à deux points
Schéma de GL à trois points
Schéma de Msallam
Schéma par éléments finis
Schéma mixte P 1 Q0
Schéma mixte P 1 Q1

� \�¦lZ]p[y�V2a]� � n|n � x]y/q_} � \�¦bZ9p[y�c)Wd�
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• � \���Z]y)q_q�y)��y�^lv�� n ^�� n ^]�[vi}~v�y�{|Zdy�q�y��3xdy�Z|�������]t)��}��0��\��Nv�y)�3� n ^lv4�9q�Z9�@�9p n �Ò�]y)�x9Z p[t)��Z]q�vi}~v�vw�]t n p�\�{|Z]y)��{|Zdy�q�y)��}XZdv�p[y)�&���Ò�dt)��}X��� ?>Z9ú9\��Ò� }`�)}Xq_��Z]q�t�q�y��+��}Xq�y�Z]p��
�©^9}�q�y)� : y)^

t = 1
;�� n Z]p�x]y)���9}���xdyz��}Xq��)Z]q

h
xdyza]��a C �ëad��alV�y�v�a]��adcb� '

t = 1
�©q_}

��}Xq�y)Z]p�^|Z9��t)p�\�{|Z]y¡x]y
J1(t)

� n Z9p
t = 1

�)}Xq_��Z9q�t�y/})�by)�+q�y�q n ¦l\���\�y)q 6R�"vi})�by / ø }�W½V 1y)�[v
0.440050585744934.

§ n Z9�@p[y)�9pBy�^ n ^]�3��y)�òv�y)�[vw�0y)^�}~Y n Zdvw}�^lv4Z9^dy�� n pBvw\�y�� n Z9p
h = 1000

y�v
h = 20000

�9§ n Z]�$�)}Xq_��Z]q n ^9�
u (1)

})�by��Rq�y�����\��*�����]t)��}��ªx n ^lv$^ n Z9�
x9\���� n � n ^9��� ?ìy)��p[t)��Z9q¥vi}~vw��� n ^lv<�BDd^lvw�dt�v�\_��t)����Z]p�q�y����(¦bZ9p[y)��c)W�y�vRVXad� ?P}���y)� n ^]x]y
�(¦bZ9pBy+y)�[v�Z]^ � n|n � xdy/q_}&�9p[y)��\32�pByl�
• ?ìy­�����]t)��}�x]y 	<p��9^ , }Xq�x � ?ìy�vw^]\
� n �`£�x]y)Z|��� n \_^lvw�R� n ^l�by)p[¦�y�xdy��s}�� n ^�^dy�v �v�y)��y)^lv­x]\���t)p[y)^lv�y*xdy��­}�ZNvwp[y)� : �(¦bZ9pBy¤c�W�;�� ?ìy ��y)\�q_q�y)Z9p/�����]t)��}�y)�[v�q�y ���Ò�]t)��}
��\¥�Nv�y

P1Q1
{|Z]\ }X�9�9p n �Ò�]y�q_}�� n q_ZNvw\ n ^ �9}�p+��}Xq�y)Z]p��/��Z9�©t)p�\�y�Z]p[y)������Z]\��d\@x]y��9pB2)�

�(}XpPq�yg�����]t)��}L��\��Nv�y
P1Q0

: �9}�pJ��}Xq�y)Z]p��P\_^N�¾t)p�\�y)Z]p[y)��;���?ìy)�P���Ò�dt)��}X�Jxdy 	Rp �9^ , }Xq_x �
?ìy�vw^9\ � n � £&vwp n \_��� n \�^lvw��y�v��9}�p�t�q�t)��y�^lv��ª�(^9\���x n ^9^dy)^lv<x]y)��pBt���Z]q�vw}2vw����\_��\�q«}X\_pBy��
y�v�q�y)�$�����]t)��}zxdy � �w}Xq_q_}X� y)�[v�^]y�v�v�y)��y)^lv�� n \�^9��ú n ^J�

� � H A I :�=g: �B?B: M 8@?Ç7 H 8�� H - E<: H AN?B:�UgE �B837]? INM
� � � � 
���0 ��� ��
����!��
����

• § n Z]��y��]� n � n ^]��\_��\/� n ����y)^lv`}�x9}��Nv�y)p�q�y ���Ò�]t)��} x]y � n q_q n �)}2v�\ n ^ ��\��Nv�y
xJr n p�x9p[y c�� n Z]p*q�y����(}X����\�^9� n ^9^|Z

t 7−→ u (t)
: \s�uyb�

u ∈ P h
1

;�y�v x>r n p�x9pBy a
� n Z]pªq�y 
(ZN� :

f ∈ Qh
0

;4q n p���{|Z>r n ^�t�vwZ]x9\�y
qsr¨t�{|Z9}2v�\ n ^���y)��\ � x9\¥��t�pBy�^lv�\�y)q�q�y$�9p n � n ��t�y
�(}Xp�� n Z9q�\_^ /	� n � ù 1 � n Z]p�q�y)� 
©}�����y)�ª���9�]t)p�\�{|Z]y)��� *�qP��r�}X¦b\¥v�x]Z �BDd�[v 2)��y
��Z9\¥��}X^lv�8
: ù K ; {

D1/2(u) = Φ (u (t) , t) , t > 0
u = 0 , t ≤ 0

: ù L ;
Φ (u (t) , t) = logu +

E tγ (1 − t)

u
H(1 − t) ,

nb¢
E
y�v

γ = 0.3
� n ^lvRx]y)��� n ^]�[vi}X^lv�y)�R� n ��\�v�\��by)��y�v

θ 7−→ H (θ)
q_}�� n ^9�"vw\ n ^

x]y�
�yó}��d\_��\�x]y98
: ù � ;

H (θ) =

{

1 , θ > 0
0 , θ < 0 .

• ?ìy��)}�q���Z9qLx9Z �]p[y)��\�y)p&� n \_^lv
uh

1 ' uh (h)
x]y)��}�^]x]y5Z9^ � n \�^ �(}XpBvw\���Z9q�\�y)p��

§ n Z9�Æx]t)��p�\�� n ^9�o��\ � x]y)��� n Z]�oq�r�}�q�¦ n p�\¥vw�]��y3pBy�v�y�^|Z>��6R^+\�^lv 2�¦bp[ygqsr¨t�{|Z9}2v�\ n ^ : ù K ; 0[Z]^]y
x]y)��\ � � n \_��4���Z9p�q�ru\_^lv�y�p.��}�q�q�y

[0, h]
� *�qì�d\�y�^lv 8

: ù2W ;
uh

1 =

∫ h

0

1
√

π (h− θ)
Φ
(

uh (θ) , θ
)

dθ .
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m Z9\��0^ n Z9�ò�s}�\�� n ^9�òqsr���Dd� n vw�G2)��yL{|Zdy$q�y 0 
(ZN�J4
Φ (• , •)

y)�[v3� n ^]�[vi}X^lv3��Z9pòqsru\_^lv�y)pB�X}�q�q�y
[0, h]

�9y�v�\�x]y)^lvw\�{|Z]y)��y�^lv t)¦l}XqP£
fh

1

2

8

:AK a ;
fh

1

2

=
1

h

∫ h

0

Φ
(

uh (θ) , θ
)

dθ .

§ n Z9�z\_^~YBy��"v n ^9�/��y�v�v�y���Dd� n v��G2)��y*}XZ-��y���ú9p[y­x]y�x]p n \�v�y�x]y�qsrut){|Z(}~vw\ n ^ : ùXW�;
�
\_q

�d\�y�^lv 8

:AK c�;
uh

1 = 2

√

1

π

1√
h

∫ h

0

Φ
(

uh (θ) , θ
)

dθ

y�v+^ n Z]�¡�)}Xq_��Z9q n ^9�<y�^]��Z9\¥v�y­q�y�v�y�p[��y&x]y&x9p n \�v�y�x]y : K c';�y)^�Zdv�\_q�\_�w}X^lv¡q«}�� n ^9�"vw\ n ^
Φ (• , •)

xdyzq«}�p[y)q«}~vw\ n ^ : ù L ; : q«}X{|Z]y)q�q�y/y)�[v<��\�^]¦bZ9q�\#2)p[yz}XZ5� n \_��\�^(}2¦by�xdyzx]y
u = 0

;
y�vLqsr���Dd� n vw�G2)��y<x]yRp[y)�]p[t)��y�^lvw}2vw\ n ^�}~¬�^]y<xdy

u
y)^lvwp[yRa/y�v

h
�]}X\_^]��\ë{|Z]yRq«}/p[y)q_}2v�\ n ^

:AK V	;
uh (0) = 0{|Z9\ëy)�[vLq n \�^�x>r (�vwp[y�t��d\�x]y)^lv�y<� n ���Nv�y � v�y)^|Z�x]y)�ªp[t)��Z9q¥vi}~vw�ªx]y)�gvw�dt n pB2)��y)�gxdy<v�p�}���y

x(}X^9�<xdy���y)���(}X��y)��x]y / n ú n q�y���xdyzv Dd�©y H1/2 �©� n \_p<£���y���Z~YBy�v ?J\ n ^9��y�v � }X¦�y)^]y)�
/ ? � K � 1 � 6R^ x]t)x9Z]\�v�x]y :AK V>;ªy�v$x]y+q�ru��Dd� n vw� 2)��y+x]y+p[y)�9p[t)��y)^lvi}~vw\ n ^ }~¬�^]y
:AK>@ ;

uh (θ) = uh (h)
θ

h
, 0 ≤ θ ≤ h

qsruy"�]�9pBy�����\ n ^���Z9\¥��}X^lv�y98

Φ
(

uh (θ) , θ
)

= log

(

uh
1

θ

h

)

+ E θγ (1 − θ)
1

uh
1

θ
h

si h ≤ 1

= log
(

uh
1

)

+ log
θ

h
+ E h

θγ−1 (1 − θ)

uh
1

.<�n ^]�
∫ h

0

Φ
(

uh (θ) , θ
) dθ

h
= log

(

uh
1

)

+

∫ 1

0

log t dt+
E

uh
1

hγ

∫ 1

0

tγ−1 (1 − h t) dt

= log
(

uh
1

)

+ [t log t− t]10 +
E

uh
1

[

1

γ
− h

γ + 1

]

= log
(

uh
1

)

− 1 +
E

uh
1

(

1

γ
− h

γ + 1

)

.

mon Z9p�q�y��9p[y)��\�y�p�� n \�^lv<xdy��)}Xq_��Z]q��(q_}&��}�q�y)Z9p
uh

1

y)�[v<� n q�Zdv�\ n ^�xdyzq�r¨t){|Z(}~vw\ n ^5xJru\_^ �
� n ^]^|Z]y

x

:AK C ;
x = 2

√

h

π

{

logx− 1 +
E hγ

x

(

1

γ
− h

γ + 1

)}

.
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ø q_q�y¡y)�[v�p[t)� n q�Z]y¡^|Z9��t)p�\_{|Zdy)��y)^lv�}��ly)�RZ9^�}�q�¦ n p�\¥vw�9��y
x]y�§�y , v n ^J�
• ?ìy��)}�q���Z9q|x]Z­� n \�^lv3� n Z]p�}X^lv@��ruy���y)��v�Z]y�})�by)�ªq�r�}��]�9p n ���]yLxdy$� n q_q n �)}2v�\ n ^���\��Nv�y
�9p n � n ��t)y+�9q�Z9���(}XZdv)� 6R^ } 8

:AK ù	;
uh

j+1 −
√
h

Γ (3/2)
fh

j+ 1

2

=

√
h

Γ (3/2)

j−1
∑

k=0

(

√

j − k + 1 −
√

j − k
)

fh
k+ 1

2

:AK>K ;
fh

j+ 1

2

=

∫ 1

0

Φ
(

uh
j (1 − θ) + uh

j+1 θ, jh+ θh
)

dθ .

?òrut){|Z9}2vw\ n ^ � n Z]p
uh

j+1

x]y)��}�^]x]y�xdy��)}Xq_��Z]q�y)p¡qsru\_^lv�t�¦bp�}Xq�y�x]Z ��y)�&ú]p[y�x]y�x]p n \¥v�y
x]y+q«}&pBy�q_}~vw\ n ^ :AK>K ;i��6R^5}­��\

(j + 1) h ≤ 1
8

∫ 1

0

Φ
(

uh
j (1 − θ) + uh

j+1 θ, jh+ θh
)

dθ

=

∫ 1

0

log
(

(1 − θ) uh
j + θ uh

j+1

)

dθ+E

∫ 1

0

(jh+ θh)γ−1 − (jh+ θh)γ

(1 − θ) uh
j + θ uh

j+1

dθ

' 1

uh
j+1 − uh

j

{(

uh
j+1 loguh

j+1 − uh
j+1

)

−
(

uh
j loguh

j − uh
j

)}

+
E

2

[

(j)γ−1 (h)γ−1 1 − jh

uh
j

+ (j + 1)γ−1 (h)γ−1 1 − (j + 1)h

uh
j+1

]

= loguh
j+1 +

uh
j

uh
j+1 − uh

j

log

(

uh
j+1

uh
j

)

− 1

+
E hγ−1

2

(

jγ−1 (1 − jh)

uh
j

+
(j + 1)γ−1 (1 − (j + 1)h)

uh
j+1

)

.

?ìyª���Ò�dt)��}L^|Z9��t)p�\�{|Z]ygZdvw\�q_\���t4x]y)��}�^]x]y x n ^]� x]y p[t)� n Z]x9p[ygq�r¨t){|Z(}~vw\ n ^/xJru\�^9� n ^]^|Z]y
uh

j+1

� n p���t�y¡xdy+q_}­p[y)q«}~vw\ n ^ :AK ù>; y�v�x]y+q_}­p[y)�9pBt���y)^lvi}~vw\ n ^*��Z]\��X}�^lv�y98
:AK�L ;

fh
j+ 1

2

=



















1

uh
j+1 − uh

j

[

uh
j+1 loguh

j+1 − uh
j+1

]

− 1

+
E hγ−1

2

(

jγ−1 (1 − jh)

uh
j

+
(j + 1)γ−1 (1 − (j + 1)h)

uh
j+1

)

.

 gy�v[v�y+t){|Z(}~vw\ n ^*��y/pBt�x]Z9\¥v�� n Z9p
(j + 1) h > 1

£ 8

:AK2� ;
fh

j+ 1

2

=
uh

j+1 loguh
j+1 − uh

j loguh
j

uh
j+1 − uh

j

− 1 .
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• < }X^9��Z]^]yz� n ^lvwp[\_ú]Zdvw\ n ^�p[t)��y�^lv�yl� ' Z]x n Z9^dy�v<y�v �ªn {|Z]y[Y n �ìp[y / ' � W ��1 n ^lv�y�� �
�¾y)�"vwZ]t�xdy�����\��&Z]q«}~vw\ n ^]�$� n Z9p�qsrut){|Z9}2vw\ n ^���y)��\ � x9\¥��t�pBy�^lv�\�y)q�q�y : ù K ; : ù L ;��ì§ n Z]�<p[y �
�9pBy�^ n ^]��y��9}X�"v�y)��y�^lv�q�y)���)()��y����)}���v�y)�[vw��^|Z]��t�p[\_{|Zdy����©��r¨y��[v � £ � x9\�p[y

γ = 0.3
y�v

E = 7.7
}��ly)�

tmax = 10
: � \�¦bZ9pBy&VNc';��©�9Z]\_�

tmax = 40
: � \�¦lZ]p[y&VbV>;��(y�v

E = 7.8})�by)�
tmax = 40

: � \�¦bZ9p[y�V @ ;�� ?>y)�$}�ZNv�y)Z9p�� n ^lvL�s}�\¥v���y��L�)}Xq_��Z9q��ª� n Z]p�ùXa�a�y�v
c�a�a�a
� n \�^lvw���|^ n Z9�gq�y)�@�s}X\�� n ^]�g� n Z]p q�y��4�)(���y)�3�(}Xp�}X� 2�vwpBy�� :

E
�
tmax

;0y�vª})�ly)�Rù2ad�©c�a�a]�
ù2abad�Pc�a�a�a]�Pc)aba�a�a�y�v+c�a�a�aba�a�� n \�^lvw��xdy���}Xq��)Z]q��©§ n Z]� n úNv�y)^ n ^9��xdy)��p[t)��Z9q¥vi}~vw��q�t �
¦>2�pBy���y)^lv0x]\���t)p[y)^lvw����� ()��yª��\dq�y$� n ��� n pBv�y)��y�^lv�¦�t�^dt)p�}�qdy)�[v3\_xdy)^lvw\_{|Zdyb� ø ^­y��ìy�v)���\Æq�r n ^5� n ���9}�p[y+�(}Xp�y��dy)���9q�y+q_}­�(¦bZ9p[y­V|c�})�by)�

E = 7.7
})�by)�

tmax = 10
�(^ n Z9�

n ú9��y)pB� n ^]�4{|Zdy�q�y$� n xG2)q�y : ù K ; : ù L ;0��\��&Z]q�t$})�by)� 0 / y)��\_x]\�� 4L� n ^]x9Z]\�vg£+Z9^dy$��}Xq�y�Z]p��\_^]\_��}Xq�ygx9Z�p�} D n ^­x]y$q_} 
©}�����y�}��]pB2)�3Z9^�v�y)���9�0�]q_Z]�0¦lp�}X^9x�{|Zdy���y)q�Z9\N�9p n � n ��t
�(}Xp / ' � W � 1 �
• ?òruy"�Nvwp�(���y@��y)^9��\�ú9\�q_\¥v�t@� n ^lv�p[t�yg�9}�pÆ��y��Jv�y)�[vw�Æ^ n Z9��}�}X��y)^dtg£L�s}�\�p[y4Z9^]ygt�v�Z9x]y
�BDd�[v�t)��}2v�\_{|Zdy�x]yRxdy�Z|���(}Xp�}X� 2�v�p[y)�g{|Z9\ë� 2)^]y)^lv £�xdy)� �Ò�9}�^d¦by)��y)^lvw�gxdy<� n ��� n p �
v�y)��y)^lv@{|Z(}Xq_\¥vi}~vw\���y)^lvwp[y�Z9^dy 
ë}X����yLx n ^lvgq�y�p�}(D n ^��)p n � v4\_^]x]t��©^]\_��y)^lv3y)^&v�y)���]�
y�v$Z9^]y 
ë}X����yR{|Z9\P��r¨t�v�y)\_^lvLy)^�v�y)���9�ª�©^]\��©§ n Z]��})� n ^]�$��� n \_��\ì� n Z]p���y�v�v�y¡t�vwZ]x]y
E = 7.6

y�v
tmax = 40.

§ n Z9�Rt�vwZ9x]\ n ^9�Rq�y&�Ò�9}�^d¦by)��y)^lv<x]y�� n ��� n pBv�y)��y)^lv�y)^
� n ^9�"vw\ n ^�x]Z�^ n ��ú9p[y�x]y�� n \_^lv��gx]y��)}�q���Z9qs� m }Xp3v��2v n ^9^dy)��y)^lv@y"�]�©t�p[\_��y)^lvi}Xq��X^ n Z9�
})� n ^]�0p[y)�©t�pBt$q�y��(}X�òy"�9}��"v3� n Z9p0q�y�{|Zdy)qd\�qJD­}<ú9\¥��Z9p[��}~vw\ n ^�^|Z9��t)p�\�{|Z]yLx9Z&� n ��� n p �
v�y)��y)^lv)�>£��w}�� n \_p�y)^lvwp[y

np = 3930
y�v

np = 3931,
: � \�¦lZ]p[y�V C ;i�o  y)��\ò� n ^lvwp[y

qsruy"�Nvwp ()��yR��y)^9��\�ú9\�q_\¥v�t
x9Z �9p n ú9q32)��yl�
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E=7.7 et t max =10
50 points
100 points
500 points
1000 points
10000 points
100000 points

� \�¦bZ9p[yzVNc�� � t)� n q_ZNvw\ n ^*^|Z]��t)p�\�{|Z]y
x]y+q�r¨t){|Z(}~vw\ n ^ : ù K ; : ù L ;��
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E=7.7 et t max =40E=7.7 et t max =40E=7.7 et t max =40E=7.7 et t max =4050 points
100 points
500 points
1000 points
10000 points
100000 points

� \�¦bZ9p[y�V�V|� � t)� n q_ZNvw\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y
x]y/qsr¨t�{|Z9}2v�\ n ^ : ù K ; : ù L ;��
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E=7.8 et t max =4050 points
100 points
500 points
1000 points
10000 points
100000 points

� \�¦bZ9p[y�V @ � � t)� n q_ZNvw\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y
x]y/qsr¨t�{|Z9}2v�\ n ^ : ù K ; : ù L ;��
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 � ���E� ��� � �#
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Simulations avec E=7.6

et t max =40

Changement de comportement

entre np=3930 et np=3931

points de calcul

5000 points
4000 points
3940 points
3931 points
3930 points
3900 points
3800 points
3000 points
 500 points

� \�¦lZ]p[yzV C �  ª�9}�^d¦by)��y)^lv�x]y/� n ��� n pBv�y)��y)^lvªy)^*� n ^9�"vw\ n ^*x9Z
^ n �&ú]p[y+xdy/� n \�^lvw��xdy+�)}Xq_��Z9qs�
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E=7.6

 1000 points
 2500 points
 5000 points
10000 points
25000 points
50000 points

� \�¦bZ9p[yzVbù|� / n q�Zdvw\ n ^ ^|Z]��t)p�\�{|Z]y
x9Z5� n xG2)q�y : ù K ; : ù L ;��
E = 7.6.
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 1000 points
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 5000 points
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� \�¦bZ9p[yzV K � / n q�Zdvw\ n ^ ^|Z]��t)p�\�{|Z]y
x9Z5� n xG2)q�y : ù K ; : ù L ;��
E = 7.7.
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E=7.66

  1000 points
  2500 points
  5000 points
 10000 points
 25000 points
 50000 points
100000 points
250000 points

� \�¦bZ9p[y�V L � / n q_ZNvw\ n ^ ^|Z9��t)p�\�{|Z]y
x9Z � n xG2)q�y : ù K ; : ù L ;��
E = 7.66.
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E=7.67

  1000 points
  2500 points
  5000 points
 10000 points
 25000 points
 50000 points
100000 points

� \�¦bZ9p[y�V � � / n q_ZNvw\ n ^ ^|Z9��t)p�\�{|Z]y
x9Z � n xG2)q�y : ù K ; : ù L ;��
E = 7.67.
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E=7.665

   1000 points
   2500 points
   5000 points
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1000000 points
2500000 points

� \�¦lZ]p[yzV2Wd� / n q_ZNvw\ n ^*^|Z9��t)p�\�{|Z]y¡x9Z � n xG2)q�y : ù K ; : ù L ;i�
E = 7.665.
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• § n Z9�Æ})� n ^]�ox]t�v�y)p���\_^dt0y"�]�ët)p�\���y)^lvi}�q�y)��y�^lvìZ]^¡y)^9�)}�x]p[y)��y�^lvJx]y4q«}ª��}Xq�y)Z9p>x9Z
�(}Xp�}X� 2�v�p[y

E
x]y¡ú9\¥��Z9p��)}~vw\ n ^J� mon Z9pLZ9^dy
��}Xq�y�Z]pªx n ^9^dt)y
x]y

E,
^ n Z]�L�Ò�]y)p���� n ^9�

£ n ú]��y�p.�ly)p+xdy���� n q_ZNvw\ n ^]�+x]y�q�r¨t){|Z(}~vw\ n ^¤��y)��\ � x]\���t)p[y)^lvw\�y)q_q�y­£ qsr�}X\_xdy�x9Z q n ¦l\���\�y)q
0 / y)��\�x9\¥��4w�J§ n Z9�R��Z9\¥� n ^]�¡Z9^��]p n v n � n q�y&y"�]�©t)p�\_��y)^lvi}Xqo� n ^9xdt���Z9p<Z]^¤^ n ��ú9p[y&x]y��}�\�q�q�y)�

N
{|Z]\P��Z9\¥v�Z]^]y/q n \Jx9Z*v Dd�ëy98

:AK W ;
N = · · · , 10k, 2.5 10k, 5 10k, 10k+1, · · · .mon Z9p

E = 7.6
: � \�¦lZ]p[y�V�ù>;�� n ^ n ú]��y�p.�ly�Z9^�}Xp�p (�v¡x]y�q«} 
©}�����y/y)^`v�y)���9���©^]\

y�vz� n Z]p
E = 7.7

: � \�¦lZ]p[y*V K ;���Z]^]y���p n \����w}X^9��y�£�qsr�\�^d�(^9\@x]y�q«} � n q_ZNvw\ n ^
u(t)x9Z�� n x 2)q�y<xdy � n Z]q_\�^J� *�q�y)^�y)�[v�x]yR�)()��y�� n Z]pªq�yR� n Z]�9q�y�� n p���t<xdy��L�9}�p�}X� 2�vwp[y)�

E = 7.66
: � \�¦lZ]p[y+V L ;0y�v

E = 7.67
: � \�¦lZ]p[y+V � ;��|��}�\��gq_}/�9p[y)ZN�lyRx]y)��}X^9x]y�x]y)�

��}�\�q�q«}2¦by)�%}�q�q«}X^lvìY[Z]�w}�Z>r�£¡Vbù2a�aba�aR� n \_^lv����J?ìy���}X�
E = 7.665

: � \�¦lZ]p[y<V2W�;�� n ^lvwp[y
Z9^dy�y"�Nvw\�^9�"vw\ n ^ y)^ v�y)���9�/�©^9\s�ò��}�\��z})�by���Z9^ � n�� v : �]q_Z]�&xdy*x]y)ZN�-��\_q�q_\ n ^9��x]y
��}�\�q�q�y)����;g{|Z9\Æ� n ^lvwp[yzq_}�q�\���\¥v�y/xdyzq«}­�ly)p���\ n ^`}X�"vwZ]y)q�q�y�xdy�q_}�� n q�q n �)}~vw\ n ^5��\��Nv�yb�
?ìy��(}Xp�}X� 2�v�p[y�xdy�ú9\¥��Z9p��)}~vw\ n ^

E
� n Z]p�q�y�� n xG2)q�y : ù K ; : ù L ;&�bt)p�\��9y�x n ^]��q�y)�

\�^]t�¦½}Xq�\�v�t)�
:�L a ;

7.665 < E < 7.67 ; γ = 0.3 .
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

E=7.7 et t max =10

On voit que le premier point

est bien calculé

zoom de la courbe de 10000 points
asymptote calculée

� \�¦bZ9p[y @ ad� m p[t)�)\���\ n ^*xdy/�)}�q���Z9q>x]Z �9p[y)��\�y)pL� n \�^lv)�
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 � ���E� ��� � �#
 ��������� � �#�

• / n Z]q_\�¦l^ n ^]��{|Zdyg� n Z9pÆq�y@�)}X�Pv�y��[v�xdy � n Z9q�\�^J��qsru\_^lv�t)p (�vo�]p�\�^9��\_�9}�qbx]ygq«}���t�vw� n x]yx]y�� n q�q n ��}~vw\ n ^5��\¥�Nv�y���yz��\¥vwZ]y&}XZ�^9\¥�ly�}XZ�x]y�q_}��]p[t)�)\���\ n ^�x]y���}Xq��)Z]q�x]Z��9pBy���\�y)p
� n \�^lv)��{|Z9\��s}X\�vRqsr n úNYBy�vRx>r�Z]^]y&}2v�v�y�^lv�\ n ^��(}XpBvw\���Z9q�\#2)p[yb�>  n ^lvwp�}X\�p[y)��y)^lvR£ / ' � W � 1 �
^ n Z9��^>r�})� n ^9���(}X��úëy)� n \_^ x(}X^9��^ n vwp[y�}��]�9p n ���]y�x]y�^ n Z9����y)pB�d\_p�xdy`q_}#� n Z9p�ú©y
}X�BDd���Nv n v�y�£�qsr n p�\�¦b\_^dyl��?ìy)���]p[y)��\�y)p��/�)}��/v�y)�[vw��t)q�t)��y)^lvi}�\�p[y)� n ^lv­ú]\�y)^-� n ^lvwp[t
{|Z]y�q«}+��t�vw� n xdy�x]y�� n q�q n �)}~vw\ n ^­��\��Nv�y�x n ^]^]y<Z9^dy�vwpB2)� ú n ^9^dyR}��]�9p n �]\���}2v�\ n ^�x]y
��y��9p[y)��\�y�p<� n \_^lv)�Py�v/^ n Z]�+� n ZN� n ^9�/q�y�� n ^]�[vi}2v�y�p
��Z9p+q_}��(¦bZ9p[y @ a ��Z9p¡q_}X{|Z]y)q_q�y
^ n Z9�4})� n ^]�%vwp�}X��t�q_}
� n Z9p�ú©y�}��BDd���dv n v�yLy)^ ��t)p n }X\�^9��\d{|Z]y�q_}<� n q�Zdvw\ n ^­^|Z9��t)p�\�{|Z]y
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