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1) Déplacement acoustique lagrangien.

e Dans la mécanique des fluides courante, on adopte le point de vue d’Euler :
on observe a la position x et au cours du temps ¢t un champ ¢ inconnu. La lettre
¢ peut désigner la densité p, la vitesse u, la pression p, l'entropie spécifique
s, etc. Ce point de vue ne doit pas faire oublier ’approche de Lagrange, plus
particulaire, ou les champs sont considérés a l'origine du temps :

(1.1) Qp 3 a — pola) € R.
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avant de les suivre dans leur mouvement.

e Une trajectoire * = X(7, a) integre le champ de vitesse :

(1.2) %X(T, a) = u(r, X(1, a)), a € Q.

Le domaine initial 2y se transforme en un domaine €2, apres un temps 7 :
(1.3) Q ={X(r,a),a € Q}.

La relation (1.2) est souvent écrite sous la forme

(1.4) i u(t, x), r €

avec la relation classique _ 4 0 + uweV, entre les dérivées par

A% —_— = — = — . v -
d or dt ot N P

tielles des variables de Lagrange et les dérivées partielles des variables d’Euler.
Les équations de la dynamique des gaz isentropiques prennent la forme simple
suivante :

d
(1.5) d—f + pdiva = 0
du
1. kel -
(1.6) Zdt +Vp =0
S
1. — = 0.

e (Que se passe-t-il quand on regarde une perturbation des équations d’Euler
(1.5)-(1.6)-(1.7) ? Le point de vue de Galbrun [Ga31] (voir aussi Elias [El00])
consiste a faire une analyse physique en suivant ’approche de Lagrange. A
I'origine du temps, il n’y a pas de perturbation, et au fur et a mesure que le
temps avance, I’écoulement non perturbé (avec un indice “zéro”) vérifie

dx

(1.8) i uo(t, ), z(0, a) = a

alors que I’écoulement perturbé est solution de
dy

(1.9) 5 = uty), Y09 = a.

Quand on fixe un méme instant ¢, deux trajectoires issues d’'un méme point a
different du vecteur ¢ :

(1.10)  y==z+¢

ainsi qu’illustré Figure 1.
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E=y-x
X
t=0 t=t1

Figure 1 Déplacement acoustique lagrangien.

2) Infiniment petits de Galbrun.

e La remarque de Galbrun est que ’on doit, lorsqu’on regarde la perturbation
acoustique d’un écoulement de référence (avec un indice “zéro”)

d
d
(22)  po 2 + Vpo = 0
dSQ
2.3 — =0
CER )

(Y%

considérer ’écart “physique” (noté avec un indice “g”) a linstant t entre le
champ perturbé ¢ considéré au point perturbé y (relation (1.10)) et le champ
initial ¢ considéré au point non perturbé z :

(24) Pg = QO(t, x + f) - SOO(ta 33') .
Noter que le point de vue “mathématique” considéré usuellement mesure I’écart
“eulérien” au méme point z :

(25) PEuler — QO(t, 'CU) - @0(257 fl}')

pour un champ (e, o) arbitraire. Dans 'acoustique linéaire de Galbrun, le
déplacement acoustique lagrangien £ est un infiniment ptit, ainsi que les écarts
Pgs Ug, Dg, -.. et on néglige tout terme d’ordre supérieur ou égal a deux.

3) Un peu d’algebre
e Nous disposons des équations non perturbées (2.1), (2.2), (2.3) et des équations
perturbées (1.5), (1.6) et (1.7). Les premieres sont a considérer au point x et les

secondes au point “perturbé” y qui vérifie la relation (1.10). On a par différence
de (1.9) et (1.8)

e _

CRVR

u(t,z+&) — u(t,z).
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Proposition 1.  Opérateur de dérivation.
On a, en adoptant la convention d’Einstein des indices répétés,

(3.2) a(z = (9?17 - gik 8?: + (ordre supérieur ou égal a deux % ¢&).

Preuve de la Proposition 1.
e Par dérivation de la relation (1.10), on a :

0 B oyr O B _ O& i
3$¢ N 8902 &yk - <5zk; + 3:@) 3yk
c’est a dire

(3.3)

g 0 &, 0
ox; Oy * ox; Oyr’
donc

0 _ 0 _8&(8 LS 8)
0Y; ox; Oox; \ Oxp Oz Oy
3?%- = 3?% — gi’j aik + (ordre > 2 par rapport a &),

ce qui établit la relation (3.2).

c.f. (3.3)

Proposition 2. Divergence.
On a

d (divE) + (ordre > 2 % ).

(3.4) divyu = divpu + T

Preuve de la Proposition 2.
e On calcule d’abord < (divé). On a :

dt
d . /9 9\ 08
q (dive) = (at + (o) 5 ) oz,
0 (0§ & d(uo), O&
= om <8t + (uo), axk> 01 O
soit
Owo), 0§ . ¢dfy d
(35) 83:1 8xk N dlv(dt) dt (lef),

e On a ensuite :

9 . ( 0 _ 09 0 )u.
3yj I 3$j 3$j aZL‘k J

divy,u =
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0 d§; o0&, 0
- ) R T ). >
5 (o), + =) 5o g (o), + (ordre > 2 % ©
: . d¢& 0 0
= —) - =E >
div, ug + dlv(dt) Jz, Dur (up), + (ordre > 2 % &)
: . ,d§ d .. . d¢
= divpug + div (E> + [E(dwf) — div (E” + (ordre > 2 % &)
= divpug + %(divﬁ) + (ordre > 2 % &)
ce qui établit la relation (3.4). O

Proposition 3. Ecart de densité de Galbrun.
Avec la définition suivante de I'écart p, pour la densité (c.f. aussi (2.4)) :

(36)  pg = plt,z+&) — polt, ),
et les hypotheses générales rappelées plus haut, on a :

(3.7) pg + po divé = 0

a l'ordre deux de précision par rapport a l'infiniment petit .

Preuve de la Proposition 3.

e Ona
d [ pg : 1 +dp  dpo pg dpo  d .
— | ¥ 1L d :_(___)__9_ —(d
T <p0 + Wg) oo \dt  dt PrAr T g (4ive)
- _f divyu + divyug + Py divyug + g(divf)
L0 Po dt
= L oo + py) (divauo + S(dive)) + (1 + p—g) divyuo + 2 (dive)
0 0 g x 00 dt 0 x 0 dt
pg d ..
= —— —(d
" 3 (divE)
qui est un terme d’ordre supérieur ou égal a deux par rapport aux infiniment
petits £ et p,. D’ol la relation (3.7). N

Proposition 4. Pression linéarisée.
Avec un écart “de Galbrun” pour la pression défini par

(3'8) pg(tv x) = p(t, £ +§) - pO(tv x),

(3.9) by = 6(2) Pg >
ou co(t, x) est la célérité des ondes sonores de I’écoulement non perturbé :
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(3.10) 2 = 10
Po

Preuve de la Proposition 4.
e On retranche (2.3) de (1.7), en utilisant ’expression classique de ’entropie
spécifique d’un gaz parfait, a savoir

p
(3.11) s = p_’Y
Il vient
d (Z) - d (%)
dt \ p7 dt \pJ

ig(po—l—p)— _po_'_p)_idpo 7 po dpo
p7 dt g oL dt g pg dt patt dt

ol dpo 1 dpg

— —pg+1pgﬁ+ag+(ordr622%f+)
Ypo 1 dpo v po dpg car g(p_o)zo
py P At pgtt dt dt \pg

_ 1 {dpg Y podpg (l dpo 7 Po dP0>]

po L dt po dt "7 lpy dt p  dt

_ 1 rdpy 5 dpg d v po

=l el

= = 5 (s - )

et la propriété est établie car chacune des perturbations p, et p, est nulle au
temps initial. ]

4) Equation de Galbrun.

e Il reste a déterminer ’équation aux dérivées partielles pour le déplacement
acoustique lagrangien & :

(4.1) R x R* > (t,z) — &(t, z) € R?.

Proposition 5. Equation de Galbrun.
Le champ inconnu ¢ de la relation (4.1) vérifie I’équation de Galbrun suivante

d2¢

(42)  po—z — Vipo§dive) + (div€) Vpo — V€' Vpy = 0,
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soit en termes développés composantes par composantes :

2¢ .
St ’ (po g divé) + (divé) gpo 05 Opo. _ 0.

POz ox; r; Oz Ox;

(4.3)

Preuve de la Proposition 5. .
e On écrit la relation (1.6) pour la i'“™° composante, en utilisant I’expression
(3.6) de la densité, (3.1) de la vitesse, (3.8) et (3.9) de la pression. Il vient :

du

(pE + Vyp)i =
B dug =~ d%¢ 0 o, 0
=t (G @)+ (Gn ~ o) @ )
B .. dug d¢ dpo d /5 &, Opo
a ( Vp() po lef dt + Po dt2)i + 8:01 + axl (CO ,Og) axl 8:ck
(ordre > 2% ¢), compte tenu de (3.7) et (3.2)
Ipo d?¢; 0 Ok Opo

= div¢ oz, + po S 8—zzci(p0 ca div¢) — o, 3—xk+ (ordre > 2 % &)
au vu de (2.2) et (3.7). La relation (4.3) en résulte. |
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