SYSTEMES et FILTRES

Définition Un systeme est un opérateur qui transforme un signal
d'entrée en signal de sortie.

Exemples

amplificateur : y(t) = kx(t)

retard | y(t) = 2(t — a) = zq(t)
dérivateur : y(t) = 2/'(¢)

discret d'ordre 1 : y. =z, — ayp_1q

eéchantillonneur : transforme un signal analogique en signal numeérique.
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Propriétés Soit X = (x(t),t € R) un signal, S un syteme, Y =
(y(t),t € R) = S(X).

1. Linéarité : S(AX1 4+ uX>s) = AS(X1) + uS(X»>) principe de
superposition.

2. Causalité : Vi <ty x1(t) = zo(t) = y1(t) = yo(t)

3. Invariance (stationnarité) Y, = S(Xa).

4. Continuité : X, suite de signaux, si X, — X alors Y, =
S(Xn) - Y = S(X) pour une notion de convergence bien
définie.



Définition Un filtre est un systeme linéaire continu et invariant.

Exemples
* ey (t) = e2™M | signal monochromatique, F un filtre.

F(ex) = fa(0)ey = H(N)e),
Soit X un signal tel que

+ o0 . o0
z(t) = Y ne?™M = Fa@) = Y ecnH(Ney(t)

n=——o0 n=—oo
* Filtre discret du premier ordre
Y = aYp—1 + T}
F(X)=Y, y, = MU+8 hi_,zn que I'on note h * x

nN——oo

fonction de transfert

H(z) =

- O si n<O z
L a™ Si 3NO ~ — a



SPECTRE d’un SIGNAL FILTRE

z signal périodique de période T = .
T oo . + 00 .
.ﬂ.&@v — MU Qﬁ.ﬂAmmsﬁSEJ — MU QﬁmAS\Eva@ﬂSEﬁ
—00 —00

L'emplacement des raies n’'est pas modifié.
L'amplitude devient |cp H(nw)| = |en||H (nw)].
La phase devient arg(cpH(nw)) = arg(epn) + arg(H (nw))



FILTRES ANALOGIQUES

~

‘H filtre analogique, f entrée, g sortie, équation différentielle a
coefficients constants:

q . P |
QH\ICJ MUS&CHMUQZGV

k=0 j=0
Soit P(x) = MUWHQ @.w.&,ﬁ Q(x) = Mumﬂo bk
Si degré(P) < degré(Q), H()\) = % =hel?
g= M&ﬂ et g=fxh

h est appelée la réponse impulsionnelle du filtre.



Définition Un systeme analogique est stable si

[S(Hlloo < M| flloo, Vf € L™

Proposition Si degré(P) < degré(Q), et Q(i€&) # 0,¢£ € R, le
filtre est stable.

Définition Un systeme est réalisable (ou causal) si deux sighaux
d’'entrée identiques pour t < tg donnent des sorties identiques
pour t < tgp.

Proposition Le filtre H est réalisable si et seulement si

Supp(h) C [0; +oof



Exemples

Intégrateur ¢’ = f
Dérivateur g = f/
Filtre passe-bas Les fréequences de I'entrée et de la sortie sont
liées par
g\ = HO)FN)
passe-bas idéal
1 si A < A

H(A) = A 0 sinon

1

filtres de Butterworth |H(\)|? =



ECHANTILLONNAGE des SIGNAUX

Question : quel est le spectre d’'un signal échantillonné?
n'est pas I'échantillonné du spectre)
Comment échantillonner sans perte d’'information?

Théoreme (Formule de Poisson)

1 Too

S - =L ¥ e
S - =1 T e

nN——oo nN——oo



Soit f un signal quelconque, avec Supp(f) C [-Ac; A]. f est a
bande limitée,

: 1 sit=a :
Soit dq(t) = 0  sinon (masse de Dirac en a).
Le peignhe de Dirac A = MHMo|8 o, de maille T.
—+ o0
Le signal échantillonné de f s'écrit : TfAp =T >  f(nT)d,r
nN=—oo
+oo n
.ﬂGﬁDﬂv — MU \C,I%v
n=—oo
y 1

C’est un spectre de période T
C’est la somme de tous les translatés du spectre de f, les trans-

1

lations étant des multiples de m.



lercas : T > mwo. Il y a chevauchement des lobes.
1
o2emecas : T < mwo < = Les lobes se séparent.

LLa cadence critique T = mwo est appelée cadence de Nyquist.

Théoreme de Shannon

f un signal a bande limitée, Supp(f) C [—Ac; Al

sin :(t — nT)
7(t —nT)

+o0o
fi&)y =T >, f(nt)

nN——oo
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Remarques

Si on suppose que f est a bande limitée, cela entraine que f est
analytique et que son support est R.

Si on suppose que f est a support compact cela entraine que
sSon spectre ne peut étre a support borné.

Pour calculer un spectre il faut auparavant enlever le bruit du
signal (filtrer) sinon on a un recouvrement du spectre.

Si on observe aux instants n1', L = 2NT est la longueur du signal
observé + est la finesse du spectre calculé.

S
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FILTRES DISCRETS et CONVOLUTION

Définition Un filtre discret est une application D de I'ensemble
des signaux échantillonnés au pas T sur lui-méme, linéaire, con-
tinue et invariante par les translations .7, k € Z.

Exemples

retard : Dx =y, yn = T,

moyenne : Dz =y, yn = 2(Tn + Tn—1),Yn = 2Tn + 3Tn—1 + 3Tn_2
autorégressif d'ordre 1 : yn, = ay,,—1 + xn

systeme de convolution : Dx = h*xz,yp = MUT|8 h;x,_;
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Proposition D filtre discret, h = D¢, alors

Dx =hxx

Si h est fini ou si h est causal.
Si h est fini ou si h et x sont a support limité a gauche

~

Propriétés Si (h;) est une suite a décroissance rapide et (xp)
une suite a croissance lente h x xz est bien définie et a croissance
lente. On a

h+x = hZ
+o0
le filtre D est stable <= Y |hi| < +o0

k=—o0

le filtre D est réalisable «<— Vn <0 h, =0
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Transformée en z d’un signal discret

“+ o0
x un signal discret, z = MU 0,7 de spectre la suite périodique
k=—o0
o0 .
M\mAv/v — MU mlmﬁiﬁﬂ
nN=—oo
| oo

On pose z = 2™\ X(2) = Y z,27" transformée en z. Série

nN=—oo

de Laurent de la variable z.
mmAv/v — NAQM@.Q@&HV

Exemple

] 0 si n<O
mM=11 si n>0
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Propriétés La transformée en z est ling€aire,

rrx @ pour transformée z~1X(z),

Tz @ pour transformée kX (2),

la transformée d’'une convolution est le produit des transformées.
Soit D un filtre discret que I'on peut représenter par une convo-
lution Dx = h * x.

La transformée H(z) de h s’appelle la fonction de transfert du
filtre.

Théoreme Soit D un filtre discret de fonction de transfert H.
Pour que le filtre D soit stable il faut et il suffit que la couronne
de convergence de H(z) contienne le cercle unité.

Si le filtre est réalisable il est stable si et seulement si les poles
de H(z) sont situés a l'intérieur du disque unité.
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Exemples

=T

Equation aux différences a coefficients constants

p
Mvw@ﬁ@lw — MU Ajln—j
k =0
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