LM256 corrigé examen - janvier 2012

Exercice I. Calculer le volume de la boule B de centre 0 et de rayon R dans R?.
On demande ici les détails de calcul.

On utilise des coordonnées sphériques.
r =rsin¢cosd

y =rsin¢cosf
Z=7rcos¢

Le determinat Jacobien peut étre calculé facilement et sera
r2sin ¢.

Le volume de la sphére devient

2 T R 4
/ / f r? sin ¢dpdfdr = —mR>.
o Jo Jo 3
Exercice II.

1. Trouver f tel que V = V§f pour

z y
V= : :
(a‘;z +y? x? —|—y2>

On doit avoir

of =

8z 2+
et

of _ ¥

dy x4y

De la premiére equation on obtient

1
e, y) = 5log(a® + %) + c(y)
ou ¢(y) est une fonction de y. De la seconde equation on obtient alors que

ofr _ vy
dy >+ 9?

+c'(y).

On peut alors prendre ¢(y) = 0.



2. Calculer l'intégrale curviligne fr V-dM le long du segment qui va du point
(1,0) au point (0, 4).

Ona
/V-dM= f(0,4) ~ f(1,0) =log 16 —log 1 = log 16
r

Exercice IIl. On consideére 'ensemble défini par _
D={(zy)| 1<2’+4*<4,2>0,y>3z}

1. Tracer un dessin de D.

argtan 3

J(l,(]) (2,0)

2. Calculer

1

] f — dzdy.
DY

L’intégrale_sur le domaine D est donnée, en coordonnées polaires z = rcos @,y =
rsinf, par
2 w2 1 .
———— rdfdr
[ o
L

2 w/2 2 2
1 1 11 1
:f i (_COSQ) d’r':/ - dT:f ——d'r‘z—logz
L T Sing / , na 1 rtan(arctan 3) 1 T3 3

2. Calculer le volume de 'ensemble

1
v-{@uil@nen oo}

L’intégrale sur le domaine V est donnée, par Fubini, par la formule

P 1
/f f” dzdxdy=f/—2dmdyzllog2.
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Exercice IV. Soit D le domaine de R® limité par le cylindre d’équation
3,;2 + yz =1

le plan z = 0 et la surface z = 22 + % + 1.

1. Soit S le bord de D. Faire un dessin de S et de D.

Sy = S, U SY v S
g D

2. Calculer le volume de D.

Comme, pour chaque (z,y) dans le disque de rayon 1, 0 < 2z < 22 + 9% + 1,
il est utile d’utiliser des coordonnées cylindrinques. Alors 0 < z < r?+1 et le
volume s’écrit

2w pl pr?4d 2T pl A p2 1 I
/// drdydz = / / f dzrdrdf = ] f (r? + Vrdrdd = 2r (— + —) = —.
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Notons S le bord de D orienté suivant le vecteur normal extérieur. Notons S; la
partie de S contenue dans le cylindre. et S = S\ S; (le complementaire de S;

dans S). Soit Ve champ de vecteurs de composantes (P, @, R) = (=, Ys z2).
3. Calculer le flux de ? & travers 5. :

La surface S; est un cylindre de hauteur 2 sur un cercle de rayon 1. Le vecteur

5 1
normal & la surface S) est n = W(m, y,0). Le flux est alors

. 2 27
/ v.ndcr:ff \/£2+y2d0=// do=/ do = 4.
51 51 S 0 0]

4. Calculer le flux de ? & travers S en utilisant la formule d’Ostrogradsky.
Par la formule d’Ostrogradsky

.//Sv.nda = f/fD divvdxdydz
| 3




o2y 41
= /// (2 + 2z) dzdydz = // f 2(1+ 2)dz dzdy
JJD aJo

ou A = {{z,9), 0 < z*+y* <1} est le disque de rayon 1 centré a l’origine. On
obtien que le flux est

/fa ((1+ 2)2)22+y2+1 dody = //A (2422 + 42 — 1) dady

qui en coordonées polaires est

2w 1
f / ((2 +r%)? rdrd9—27rf (37"—|—4r3+r5)dr=27r(§+1+%)=—1-§7~E.
0

5. Calculer le flux de ? a travers S,.
Le flux est

/ ?ndo—//v ndo—/ vnda——l—(ii—47r—4—ﬂ.
Sa S: 3

6. Calculer l'aire de 87 et de S5.
Comme S est un cylindre de rayon 1 et hauteur 2 on a Aire(S;) = 4.

On observe que S est 'union d’un disque de rayon 1 S5 en dessous de D, et
d’une surface 57 au dessus de D. Pour calculer Aire(S”s) = [/, do, on utilise
la formule

2 2
// dcr=ff \/(%) + (%) —|—1d:ndy=/ v/ 4z? + 492 + 1dzdy.
57y A O Ay A

On obtient en coordonnées polaires

or 3/2 3/2 _
f f VAr2 4 1rdrdf = 27 ((4T —1i_21) ) =2 (5 2 1) .
0

*On conclut que
Aire(Sy) = Aire(S;) + Aire(S”;) = 7 + 4w = 5x.

7. Calculer la circulation de V} le long des courbes qui sont les bords de Sj,
orientées dans le sens trigonométrique par rapport a orientation de S; (dont le
vecteur normal est vers I'extérieur).

Le champ est orthogonal aux courbes On obtient a,lors que la circulation est
nulle.



(1,1,1)

?

(0,0,0)

Exercice V. Soit D le parallélépipede définit par les vecteurs
(2,0,0),(0,1,0),(1,1,1).

1. Déssiner le domaine D.
2. Calculer lintégrale

ffﬁdy/\dz—l—a:zdz/\d:v—i—:cz_d:n/\dy
5

sur la surface S définie comme bord de 1. On considére la surface orientée avec
la normale vers I'exterieur de la surface.

On utilise le théoréme de Stokes (formule de Ostrogradsky).

f / 22 dyndz+zz dendr+zz deidy = f f f 2z deAdyNdz+x deAdyAdz = / f ] 3z dzdydz
3 D D

On parametrise le parallélépipede par le paramétres 0 < a <1, 0 < b < 1et
0<e<:

(a,b,¢) = a(2,0,0) +5(0,1,0) + ¢(1,1,1) = (2a + ¢, b + ¢, ).
Le determinant Jacobien de cette transformation est |
det((2,0,0),(0,1,0),(1,1,1)) = 2.

On obtient alors

1 pl gl 1 p1 1 2\ !
f/f3(2a+c_)2dadbdc=6//(2a—|—c)dcda=6f (2ac—|——) da
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=6f (2a+—) da =9,
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