LM 201 - Examen
8 décembre 2012

Durée : 2 heures. Documents et calculatrices interdits ; téléphones portables rangés.
Le soin apporté a la rédaction entre pour partie non négligeable dans la notation.

Exercice 1. Calculer, en fonction de n et k € N, I'intégrale 1, , = [ cosnt cos kt dt.

Exercice 2. Soient n et k deux entiers naturels vérifiant k& < n. Montrer que :
(n+1)(7) = (k+1)(}71). En déduire Y7, 725 (7).

Exercice 3. Pour tout n > 1, on pose

5=3

k=1

n
et Sn = Z U,
k=1

| =

oﬁpourtoutk21,uk:%sik510u2mod3,etuk:%sikEOmodS.

Montrer que pour tout n > 1,

S =3--3% —
k=1 (=1 3¢

On rappelle que S,, = Inn + v + o(1) pour une certaine v € R. En déduire la
convergence de (S),), et donner sa limite.

Exercice 4. Etudier la suite (Up)nen définie par uy = 1, uy = 2, et, pour tout
n >0, Upro = —2Upyy — du,.

Exercice 5. Décomposer en éléments simples F' = m

Exercice 6. Vrai ou (en général) faux : une fonction qui admet en un point un
développement limité a I'ordre n > 2 est n fois dérivable en ce point 7 On pourra
penser & la fonction f définie par f(z) = ™! sin (#) pour z # 0, et f(0) =0.
Qu’en est-il, sans justification, du cas n =17



Exercice 7. Soit f : [0,1] — R une fonction continue sur [0, 1], telle que f(0) = 1,

et dérivable en 0. Donner un développement limité de f en 0, et en déduire que

f(z)* a un sens pour z > 0 proche de 0. Justifier 'existence de lirgl+ f(2)Y®, et
T—

calculer cette limite.

Exercice 8. Montrer que la fonction argsh : R — R,z +— log (ng +1+ x)
est bien définie et est réciproque de la fonction sinus hyperbolique. En justifier la
dérivabilité, et en calculer la dérivée.

Exercice 9. Résoudre I'équation différentielle (1+¢%)y/(t) = ty(t)+(1+?),t € R.
On pourra utiliser le résultat de ’exercice 8 en cours de résolution.

Exercice 10. Pour n > 1, on considere 'intégrale I,, = fo\/ﬁ (1 — %)n dt. Montrer
par un changement de variable adéquat que pour tout n > 1,

w/2
I, = \/ﬁ/ cos®™ 1 9dp.
0

On admet que (I,) converge vers [;"> et dt; pouvez-vous donner une idée de
preuve pour ce fait (facultatif) ?

On rappelle en outre que fi/? cos™ 0 df ~p_o %\/g (intégrales de Wallis).

En déduire que f;7* e “dt = ¥~



